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> resitev malfattijevega problema

s eleusis igras kartami

> uspesen nastop nasih mladi
astronomov

> generiranje vseh podmnozic

dane mnozice
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Ustvarjanje
vzorcev

v

- Presenetljivo se leopardove pike s staranjem i
vali spreminjajo. Matematike in biologe zanima po»
membno vpra anje, kako se ivalski vzorci razvijajo
na celicnem nivoju. S pomocjo diferencialnih enacb
je mogoce ugotoviti, kako kemikalije v celici reagi»
rajo med sabo. Z enacbami lahko razlo imo, zakaj
se lahko skupek enakih celic, s katerimi se zacne >
vljenje, preobrazi v pike, crte ali celo oboje. Znan»
stveniki so, recimo, napovedali, da se crte skalarja,
posebne vrste tropske ribice, prestavljajo po telesu,
kar je kasneje potrdilo tudi opazovanje.

Osupljiv rezultat so dobili tudi pri opazovanju ku»

carja, ki se rodi rjav z enakomerno razporejenimi
belimi pikami. Kasneje se vzorec spremeni v obliko
labirinta, pike pa postanejo svetlo zelene in crne.
Preboj na podrocju predstavlja odkritje, da se spre>
membe crnih pik v zelene in obratno obna ajo po
pravilih celicnih avtomatov, to je, abstraktnega mo»
dela, ki ga je razvil matematik John von Neumann.
Za crno piko je bolj verjetno, da se bo spremenila
v zeleno, ce je obkro ena z vec crnimi pikami. Ko
se sprememba barv ustali, so v povprecju crne pike
obkro ene s tremi zelenimi, zelene pa s tirimi cr>
nimi. Ceprav so celicni avtomati dobro znani (ver>
jetno poznate Igro ivljenja) in ustvarjajo zelo zani»
mive vzorce, je to prvi primer, ko se je njihova napo»
ved uresnicila kot vzorec na ivalski ko i.

Za vec informacij si lahko preberete prispevek A
living mesoscopic cellular automation made of skin
scales, ki ga je Liana Manukyan s sodelavci objavili v
reviji Nature 13. aprila 2017.

kolofon

navodila sodelavcem Preseka
za oddajo prispevkov
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matematika

Re itev Malfattijevega

problema

i
Nada Razpet

- Najprej se spomnimo, kako se glasi naloga: Dan
je trikotnik. Kako naj iz trikotnika izre emo
tri kroge tako, da bo njihova skupna plo cina

najvecja?

SLIKA L.
Malfattijeva re itev naloge, ki pa ni pravilna.

Dolgo je matematike zanimalo le, kako se ti krogi
konstruirajo, niso pa razmi ljali o pravilnosti Malfat
tijeve re itve.

Nato pa sta leta 1929 Lob in Richmond ugotovila,
da e zaenakostranicni trikotnik Malfattijeva re itev
problema ni pravilna (slika 2).

V enakostranicnem trikotniku je vsota plo cin
krogov vcrtanih tako, kot je to predlagal Malfatti (na
sliki 2 levo), manj a kot v primeru na sliki 2 desno.

Howard Eves je 35 let kasneje ugotovil, da Malfat>
tijeva re itev tudi za dolg ozek trikotnik ni pravilna
(slika 3).

SLIKA 2.

p—
Za levi primer je vsota plo cin l—p% 0;729, za desnega pa
11, .

=P3 0,739

SLIKA 3.

Evesova re itev Malfattijevega problema za ozek in dolg
trikotnik.

Leta 1967 je Goldberg pokazal, da Malfattijeva re»
itev ne dr i za noben trikotnik. Leta 1994 sta Los
in Zalgaller sistematicno (z racunalnikom) proucila
vse mo ne lege treh krogov, vcrtanih v dani trikotnik
(obstaja 14 razlicnih mo nosti), in proucila vsote nji>
hovih plo cin. Ugotovila sta, da je najbolje, da je prvi
krog kar vcrtani krog trikotnika, potem pa se je treba
odlociti, kam narisati e preostala dva kroga. Obsta>
jata le dve taki mo nosti. Prikazani sta na sliki 4.
In kako naj se odlocimo v danem primeru? Odlocata
vrednosti kotnih funkcij sin =2 intg =4 .
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SLIKA 4.

Zgornja slika velja za primer, ko je sin =2 tg =4 (primer
A), spodnja pa, ko jesin =2 tg =4 (primer B).

Kdaj prva in kdaj druga mo nost?

Privzemimo, da za kote v trikotniku velja

< < konst ) konst. (1)

Ce to za dani primer ne dr i, kote preimenujemo, da
ustrezajo pogoju 1.
Dobro je, da izberemo enoto. Naj bo polmer tri>

kotniku ABC vcrtanega kroga r 1. Oznake daljic
razberemo s slike 5.

Trikotnik AB4S je pravokoten, zato velja

. r
= sin =2 - r 1 S

)
2
>
i1
N

Tudi preostala dva trikotnika AA;S; in AA,S; sta

matematika

pravokotna, zato velja:

. r r
= sin =2 - 71;
S1 S r rq
1 sin =2
rn ——0
1 sin =2
. ro a2
sin =2 @— —FF—F;
So S r 2r1 r;
1 sin =2 2.
rz T - _4 .
1 sin =2

Opazimo, da so polmeri r, ry in ry trije zaporedni
cleni geometrijskega zaporedja. lzrazimo e polmer
rs3 s kotom

. r
= sin =2 —
S3
S 1
3 -
sin =2
. rs rs
sin =2 — ;
Sq S3 r rs
1 sin =2
rg ——m—mM
1 sin =2

Da bo manj pisanja, zapi imo:
= sin =2 u; sin =2 v:

Primerjamo vsoti plo cin

2 2

= r2 r2 r2 > r? r? r2: )
Obe strani neenacbe (2) delimo s

zne izraze in dobimo:

, vstavimo ustre»

“r? rZ r7 r® r? rZ
ry rs;
1 u? 1 v 2_ 3)
1 u 1 v
1 u? 1 v
: 4
1 u 1 v “)

Neenacbo (3) smo korenili. To smemo narediti, saj
sta tako tevca kot imenovalca obeh ulomkov pozi>
tivni tevili.

Ker je po dogovoru kot najvecji kot v trikotniku,
sta kota in  manj a od 90 in vrednosti kotnih
funkcij sinus in tangens pozitivni tevili. Zapi imo
povezavo med kotnima funkcijama sinus in tangens:

2tg =4

" sin =2 —2
1 tg? =4

Presek 45 (2017/2018) 3
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%

SLIKAS.
Trikotniku vcrtamo kroge

AS=s

AS] =51
ASs = sy
SB = s3
S3B = s4

Torej velja:

1 v 1 sin =2
1 v 1 sin =2

2 =4
1 L

Tt =4 1 tg =4 2
12ttgg :44 . tg o G
1 1 tg?2 =4 9

Desno stran neenacbe (4) zamenjamo z desno stra>
njo enacbe (5), neenacbo korenimo in dobimo:

1 sin =2 1 tg =4
1 sin =2 1 tg =4

In z malo racunanja dobimo:

= tg =4 sin =2 (6)

SLIKA 6.

Plo cini vijolicnega (vijolicna krivulja) in zelenega (zelena krivulja) kroga v odvisnosti od sin =2
Pz, zato je vsota plo cin p1 > p2. Vse tri kroge je treba vcrtati v kot

y T1 pv vecjiody T»

sin(a/2) < tg(B8/4) = p1 > po

Iz neenacbe (6) sledi, da je vsota plo cin krogov v
primeru A vecja od vsote plo cin krogov v primeru
B,cejesin =2 <tg =4.

Plo cine proucimo e z GeoGebro

Kako se v posameznem primeru spreminja vsota plo»
cin, proucimo e z GeoGebro. Naj za kote v triko»
tniku ABC velja < . Najbo kot konstanten,
torej je tudi vsota kotov konstantna. Ko tri>
kotniku vcrtamo krog, bo najmanj prostora za preo»
stala kroga v kotu , torej bomo vcrtali oba kroga v
kot ali pav vsakega od kotov in po en krog.
Vemo, da so koti, ki le ijo nad istim kro nim lo>
kom, med seboj enaki. Zato osnovni trikotnik ABC
nari emo tako, da kotu pripada najvecji lok, v na>
em primeru smo izbrali za ta lok vec kot polovico
kro nice (slika 6). Da bo tudi , Se mora tocka C

my = sin(o/2) = 0,18
ms = tg(B/4) = 0,27 .
P1=Dr+ Pm+ Do
P2 = Pr + Pm + D |

T) = (sin(a/2) p,) v
7%’ Ty = (sin(«/2),p.) I in(a/2)
my = OM . |M . sin (o
mo = O]\Y B Eng/_Al)_,
/ mo
/
. Kojesin =2 <tg =4, je

6
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gibati po loku DB. Kota se s spremembo lege tocke
C spreminjata, pri tem je , hjuna vsota pa je
konstantna. Ce izberemo lego tocke C drugace, velja
drugacna relacija med koti in moramo vloge kotov v
nadaljevanju ustrezno spremeniti.

Trikotniku vcrtamo kro nico, poi cemo preseci

ce te kro nico s simetralama kotov in . V teh
tockah nari emo pravokotnice na te simetrale. Pra»
vokotnice sekajo stranici ¢ in b oziroma a. Dobimo
nove trikotnike AB;1C;, AB>C> in B3BCg3, v katere zo»
pet vcrtamo kro nice.

Vsoto plo cin rdecega (pr), modrega (Pm) in vijo>
licnega (pyv) kroga oznacimo s pj, vsoto plo cin rde>
cega, modrega in zelenega (pz) kroga pa s p2, ce je
Pv > Pz je p1 > p2. V koordinatni sistem (na desno
strani slike 6) ri emo sled tocke T1 sin =2 ;py , Vi
jolicna krivulja, in sled tocke T, sin  =2;p; , zelena

krivulja, ko se ogli ce C giblje po loku DB. Program
ri e obe sledi hkrati. Ordinati odebeljenih pik na kri>
vuljah ka eta, kolik na je plo cina vijolicnega oz. ze>
lenega kroga za trenutno izbrana kota in

Bralci naj e premislijo, kolik na sta kota in
kojep1 p2.

Kaj smo se naucili? Pri geometrijskih nalogah se
pogosto zgodi, da pri re evanju upo tevamo odnose
med kolicinami, ki jih razberemo s slike. Ta pa nas
lahko zavede, zato je vedno dobro, da re itev preve>
rimo tudi na kak nih posebnih primerih, kot v na

em primeru na enakostranicnem trikotniku ali pa
na zelo dolgem in ozkem trikotniku.

Literatura

[1] M. Andreatta, A. Bedzek, J. P. Boronski, The Pro»
blem of Malfatti: Two Centuries of Debate, The
Mathematical Inteligencer, Springer, 2010.

[21 H. Lob, H. W. Richmond, On the solu»
tion to Malfatti's problem for a triangle,
Proc. Lond. Mat. Soc, 2, 30, 287>304, 1930.

[3] M. Goldberg, On the original Malfatti problem,
Mathematics Magazine 40, 2415427, 1967.

[4] V. A. Zalgaller, G. A. Los, The solution of Mal>
fatti’'s problem for a triangle, Journal of the Ma>
thematical Science, 72, No. 4, 3163>3177, 1994.

matematika

O pitagorejskih
trojicah malo
drugace

A%
Marjan Jerman

- V pravokotnem trikotniku s katetama a in b ter
hipotenuzo c velja Pitagorov izrek, ki pravi, da je

= a°> b? cZ%
Ce dodatno zahtevamo, da so tevila a, b in ¢c na

ravna, trojici a;b;c recemo pitagorejska trojica.

Posebej slavna pitagorejska trojica, s pomocjo ka
tere so v starem Egiptu nacrtovali prave kote, je

trojica 3;4;5 .

Kadar stranice a, b in ¢ nimajo skupnega faktorja,
recemo, da je pitagorejska trojica a;b;c primitiv
na. Na primer, 6;8;10 je pitagorejska trojica, ki ni
primitivna in je dobljena s celo tevilskim raztegom
trojice 3;4;5 .

Poka imo, da je v vsaki primitivni pitagorejski trojici
ena kateta soda in ena liha.

Ce sta obe kateti v pitagorejski trojici sodi, je soda

tudi hipotenuza. Zato tak na trojica ni primitivna.
Ce bi bili obe kateti lihi, enacba

= 2k 12 2¢ 12 4K k 2 < 2

pove, da bi dal kvadrat hipotenuze ostanek 2 pri de>

ljenju s 4. Ker kvadrat sodega tevila da pri delje>

nju s 4 ostanek 0, kvadrat lihega tevila 2k 1 2

4 k» k 1paostanek 1, tak na hipotenuza ni mo»

goca.

S pomocjo zadnje trdive lahko, recimo, poka emo,
daje 3;4;5 najmanj a Pitagorejska trojica.

Ker i cemo najmanj o pitagorejsko trojico, mora biti
iskana trojica a;b;c primitivha. Glede na trditev

Presek 45 (2017/2018) 3

\l
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%

lahko dodatno privzamemo, da je kateta a liha, ka>
teta b pa soda in zato hipotenuza c liha. Po Pitago»
rovem izreku velja b? ¢c2 a2, kvadrata lihih tevil
pa se razlikujeta vsaj za 32 12 8,zatojeb? 8
injeb 4. Ce poskusimo z najmanj ima mo nima
katetamaa 1linb 4, dobimo necelo hipotenuzo
c 17. Naslednjamo nosta 3inb 4 pada
iskano trojico 3;4;5 .

Iskanje pitagorejskih trojic je navdihovalo mnoge
civilizacije. 1z glinenih tablic iz let med 1900 in 1600
pred na im tetjem lahko upraviceno sklepamo, da
so e Babilonci poznali pravila za njihovo tvorbo.

Ce sta m in n naravni tevili, je lahko preveriti, da
je

2mn m n< <, Q)

zato lahko za naravni tevili m > n neskoncno pita>
gorejskih trojic dobimo s pravilom

=a m?

Nn%:b 2mn:c m?2 n2 )
Presenetljivo je, da so se e v stari Grciji vpra ali
tudi obratno: Ali je vsaka pitagorejska trojica zgor»
nje oblike?

Dokoncen odgovor daje lema v deseti knjigi Ev»
klidovih Elementov iz let pribli no 300 pred na im
tetjem, ki bi jo v dana njem matematicnem jeziku
zapisali takole:

Trojica naravnih tevil a;b;c je primitivna pitago»
rejska trojica natanko takrat, ko obstajata tuji tevili
m in n razlicne parnosti, m > N, da velja (2).

O pitagorejskih trojicah je bilo v Preseku e veliko
napisanega. Pogledate si lahko na primer clanka
prof. Edvarda Kramarja (letnik 16, 1988/89, str. 274
280) in prof. lvana Puclja (letnik 5, 1977/78, str. 195
197). V clanku, ki ga je napisala prof. Milena Strnad
(letnik 17, 1989/90, str. 8 11), najdete tudi moderno
razlicico Evklidovega dokaza. Originalni dokaz je za»
pisan v geometrijskem jeziku in temelji na zviti upo»
rabi elementarnih lastnosti deljivosti naravnih tevil.

V tem prispevku bi radi prikazali zanimiv in ele>
ganten dokaz s pomocjo analiticne geometrije, ki
smo ga na li kot 18. nalogo v prvem poglavju knjige
A. Ostermana in G. Wannerja, Geometry by Its Hi>
story. Sorodna metoda je pogosto uporabljena za
iskanje racionalnih tock na sto nicah.

Najprej privzemimo, da za tuji tevili razlicne par>
nostim=>nveljaa m? n?b 2mninc
m? n?2. Poka imo, daje a;b;c primitivna pitago»
rejska trojica.

tevila a, b in ¢ so zaradi veljavnosti enacbe (1)
stranice pravokotnega trikotnika.

Pokazati je treba e, da so paroma tuja. Ce neko
pra tevilo p hkrati deli teviia m? n?inc
m? n?, deli tudi njuno vsoto in razliko: pj a ¢
2m?inpjc a 2n2 Kersta teviliain c zaradi
razlicne parnosti m in n lihi, je p 6 2 in hkrati deli
m? in n?. To pa je v nasprotju s tujostjo tevil m in
n.

Ker tevila a, b in ¢ zado cajo Pitagorovemu iz>
reku, pra tevilo, ki deli b in c, deli tudi a. Podobno,
pra tevilo, ki deli a in b, deli tudi c. V prej njem od»
stavku smo pokazali, da pra tevilo, ki bi hkrati delilo

tevili a in c, ne obstaja.

A\ o X

SLIKA 1.
Slika k dokazu

Naj bo sedaj a;b;c primitivna pitagorejska tro»
jica. Vemo, da je ena od katet soda, druga pa liha.
Brez kode za splo nost privzemimo, da je kateta b
soda. Kerdr i a®> b? c?, za strogo pozitivni ra
cionalni tevili x % iny %, ki sta zapisani z
okraj anima ulomkoma, velja:
= x? y? 1
Z drugimi besedami: tocka C X;y v prvem kva>
drantu ima racionalni koordinati in le i na kro nici
s sredi cem v izhodi cu in polmerom 1. Skozi tocki
A 1;0 in C potegnimo premico, ki seka ordinatno
os v tocki U O;ju, u2 0;1. Oznacimo e tocki
O 0;0 inB x;0 (glejsliko 1).
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Pravokotna trikotnika AOU in ABC sta si podob»
na, zato je

ou u 1

Eylx

Od tu dobimo zvezo y
pove, da je tudi tevilo

AO.
AB’

ul x,kimeddrugim

b

- u y c b
1 x 1 %2 ac
racionalno.
Tocka X;y x;u 1 x le ihkrati na premici
y ul x innakro nicix? y? 1,zatozado ca
enacbi

= x2 u?1 x? 1

2u’x u? 1 O
Tudi tocka A 1;0 le i na isti premici in kro nici,
zato je x 1 ena od re itev te kvadratne enacbe. S

pomocjo znane nicle lahko zadnjo kvadratno enacbo
enostavno razstavimo na linearna faktorja

= x?2u? 1

2

= x 1 u? 1x u? 1 0;

od koder vidimo e drugo re itev

1 u?
) 1 u? ®
Zato je
2u

Radoveden bralec lahko premisli, da ima kvadratna
enacba z racionalnimi koe cienti, ki ima eno niclo ra»
cionalno, racionalno tudi drugo niclo. Zato metoda s
presecno premico skozi eno racionalno tocko deluje
le za krivulje drugega reda.

Ker je u strogo pozitivnho racionalno tevilo, ga
lahko zapi emo v obliki u % za primerni tuji na
ravni tevili m in N, m > n. Po tej zamenjavi enacbi
(3) in (4) preideta v

2mn
m2 n2’

. mZ n?

* mz oz MY
Ker sta tevili m in n tuji, nista obe sodi. Poka imo,
da nista niti obe lihi. V primeru, ko sta obe tevili m
in n lihi, ima ulomek

b 2mn

| N2 —
ycm2n2

matematika

sodi tevec in sodi imenovalec. Zato lahko dvojko v
tevcu in imenovalcu pokraj amo in v tevcu ostane
liho tevilo mn. Ulomek

mn
m2 n?

2
pokraj ajmo, kolikor se da. Po opravljenem kraj a
nju bo v tevcu ostalo liho tevilo. Ker je ta okraj ani
ulomek enak okraj anemu ulomku %, je to v naspro»
tju s sodostjo b. Zato imata tevili m in n razlicno
parnost.

Enako kot v obratni smeri dokaza sedaj vidimo,
daso tevilam? n2 2mninm? n?tuja. Zato so

ulomki
a m?2 n? in b 2mn
c m2 n? c m2 n?

okraj ani in velja (2). To pasmo eleli pokazati.
Prispevek povzemimo s trditvijo:

Vse pitagorejske trojice a;b;c so natanko oblike

" a km? n?;b 2kmn;c km? n?;
kjer je k neko naravno tevilo, m > n pa tuji naravni

tevili razlicne parnosti.

Trojico precej dolgih celo tevilskih stranic pravoko»
tnega trikotnika 12709; 13500; 18541 na
babilonski tablici je, recimo, dobljena z izbiro k 1,
m 125inn 54

Na koncu bralcem postavimo e zanimivi vpra a»
nji: Katera naravna tevila so lahko katete primitiv»
nih pitagorejskih trojic? Katera tevila so lahko hipo»
tenuze?

Za odgovor je seveda zelo koristno uporabiti na
najpomembnej i rezultat (2). Za katete si pomagajte
z enacho

= n 12 n? 2n 1

za hipotenuze pa posku ajte uporabite pomemben
izrek iz teorije tevil, ki pravi:

Naravno tevilo n 6 1 lahko napi emo kot vsoto
dveh kvadratov naravnih tevil natanko tedaj, ko v
razcepu n na produkt pra tevil vsako pra tevilo, ki
da pri deljenju s 4 ostanek 3, nastopa v sodi potenci.
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matematika

53. tekmovanje za zlato
Vegovo priznanje

Yl
Aljosa Brlogar

- Najbolj i osnovno olci s olskih tekmovanj so
se v soboto, 22. aprila 2017, pomerili v 23:ih regi>
jah na dr avnem tekmovanju za zlato Vegovo pri»
znanje. Dr avnega tekmovanja so se lahko udele»

ili ucenci od petega do devetega razreda glede na
dose ke olskega tekmovanja. Na olah, kjer smo
organizirali dr avno tekmovanje, so organizatorji

pripravili prijetne prireditve.

Najbolj i tekmovalci so bili nagrajeni z zlatimi Ve>
govimi priznanji. V petem razredu smo podelili 65,
v estem 60, v sedmem 61, v osmem 60 in v devetem
64 zlatih Vegovih priznanj. Ucenci, ki na tekmova»
nju Mednarodni matematicni Kenguru dose ejo naj»
bolj i uspeh in hkrati dose ejo vsaj 60 % tock na dr>

avnem tekmovanju, se udele ijo nagradnega izleta.
V tem olskem letu smo za najbolj e ucence zadnjih
treh razredov osnovne ole organizirali nagradni iz>
let na Dunaj. Povabili smo 120 najbolj ih ucencev.
Izlet je bil za ucence nepozaben.

Nagrade, ki so bile podeljene v Grand hotelu Uni»>
on, so prejeli najbolje uvr ceni tekmovalci.

I. nagrada

= an Arsov, O Brezovica pri Ljubljani

= Janez Bartol, O Preserje pri Radomljah

= Alja Krivograd, O Pre ihovega Voranca,
Ravne na Koro kem

Il. nagrada

= Nika Bla ic, O Br ljin

= Toma Holc, O Breg, Ptuj

= Nace Hranjec, O entjan pri Dravogradu
= O bej Markun, O Franceta Pre erna Kranj

1. nagrada

= Rebeka Cankar, O iri
= SaraFerreira, O iri

= Patrik Videnovie, O Ivana Cankarja, Vrhnika

I. nagrada

= Peter Andol ek, O dr. Franceta Pre erna,
Ribnica

= Nika Dolenec, O iri

® Luka Ga perlin, O Franceta Pre erna Kranj

= LiraJurkovic, O narodnega heroja Maksa
Pecarja, Ljubljana

= Klemen Juvancic, O Menge

= Toni Ki ek, O Simona Jenka Kranj

= Brina Likar Kramberger, O narodnega heroja
MaksaPecarja, Ljubljana

= Tilen Novak, O Stranje

= Timotej Otto, O Neznanih talcev Dravograd

Il. nagrada

= Peter Bandelj, O Vodmat, Ljubljana
= Lev Bjelobaba, O Ledina, Ljubljana

10
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l. nagrada

* Nastasja Ce njevar U umovie, O Antona
Ukmarja Koper

= Lenart Frankovic, O Gustava iliha, Velenje

Alica Muratovie Romih, O Hinka Smrekarja,

Ljubljana

= Tja aRupar, O kofja Loka>Mesto

II. nagrada

= jgaBrinov ek, O Gustava iliha, Velenje

= Alexander Gaydukov, O Pier Paolo Vergerio il
Vecchio Koper

= Eva alamun, O Zadobrova

[1l. nagrada

= Lara Rozman, O Ketteja in Murna, Ljubljana
®= Anika Simoncic, O Bo tanj

l. nagrada

= Maxim Cosovici, O Brinje Grosuplje

Vid Kavcic, O Loka, Crnomelj

Nika Krivic, O Majde Vrhovnik, Ljubljana
Matija Likar, O bratov Polancicev Maribor
Alja Sovic, O Gorica, Velenje

Luka Stra i ar, O Jo eta Krajca, Rakek

II. nagrada
= Benjamin Bajd, O Simona Jenka Kranj

= Janez Peter Bohinc, O Antona Toma a Linharta
Radovljica

= Jvan Butkevich, O Kolezija, Ljubljana

[1l. nagrada

= LanJeler,O encur

matematika

I. nagrada

Simon Bukov ek, O kofja Loka>Mesto

®= Lovro Drofenik, O Frana Kranjca, Celje

= Aglaja Gale paremblek, O Koseze, Ljubljana
Matic Hocevar, O Simona Jenka, Smlednik

= Ja a Knap, O narodnega heroja Maksa Pecarja,
Ljubljana

Vito Levstik, O Ljudski vrt Ptuj

= Jure Majcen, O Karla DestovnikarKajuha o tanj
= Lucija Matija ie, O Majde Vrhovnik, Ljubljana
= Jo tPaternoster, O Zadobrova

Matic Petek, O Ormo

= EmaPreval ek, O Metlika

Jaka Vrhovnik, O Mozirje

Gal Zmazek, O Ljudski vrt Ptuj

Marjetka Zupan, O Ig

SLIKA L.
Udele enci Kenguru nagradnega izleta na Dunaju (foto: Matja
eljko).

Presek 45 (2017/2018) 3

11



fizika

Eleusis
tuhtavce

Igra s kartami za

N2
Andrej Likar

- Vecina iger s kartami sodi med hazardiranje.
Uspeh je odvisen od porazdelitve kart med igralce.
Pri taroku ima igralec z obiljem visokih tarokov
prednost. Vpliv porazdelitve se po mnogih igrah
sicer nekoliko omili. Obstajajo pa igre, kjer poraz>
delitev kart med igralce nima nobenega vpliva na
koncni uspeh. Ena takih je med ziki, morda tudi
matematiki, e zelo dolgo znana Eleusis. Ime se

nana a na gr ko mitologijo, saj naj bi v mestu Ele>

usis, blizu Aten, potekali skrivnostni obredi. Ime

torej nakazuje neko skritost.

Kaj je skritega v igri? Skrito je pravilo, po katerem
zlagamo karte na mizo. Za to ve le delilec kart, ki
ne igra, temvec le nadzira igro. Najpogosteje igramo
s standardnim 52 delnim kompletom kart, lahko pa
se igramo tudi s kartami za tarok. tevilo igralcev ni
doloceno, najmanj pa naj bodo trije in najvec osem.
Vsak igralec dobi 12 kart, ostanek je na kupu. Delilec
si izmisli neko pravilo, po katerem se gradi niz kart,
ki jih polagajo igralci na mizo. Pravilo zapi e pred
igro in ve zanj le on sam. Prvo karto niza postavi
delilec, potem pa sledijo igralci po dogovorjenem vr>
stnem redu. Ker igralci pravila na zacetku ne po»
znajo, postavljajo karte nakljucno. Ce karta ustreza
nizu, jo igralec polo i v osrednjo vrsto, ce pa ne, pa
pod zadnjo pravilno karto. Na sliki 1 je prikazan
zacetek igre, Kjer je bilo pravilo: dvema crnima sledi

SLIKA 1.
Potek igre, kjer je bilo pra-
vilo dve crni, rdeca, dve crni,
rdeca ...

12
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rdeca, potem pa spet dve crni inrdeca ... Prvo karto
je polo il delilec, naslednje pa so trije igralci izbrali
napacno in so jih morali postavili pod prvo karto.
Naslednja pravilna karta mora biti namrec crna, vse
rdece so napacne. Delilec odloci, katera karta je pra
vilna in katera napacna. Pri napacni karti igralec iz
kupa dobi novo karto. Cilj igre je, cim prej se znebiti
kart. Ocitno zelo pomaga, ce uganemo delilcevo pra>
vilo. Ko eden od igralcev ostane brez kart ali pa pra>
vilno pove pravilo, je igra zakljucena. Vsakdo dobi
12 tock minus tevilo kart, ki so mu ostale v roki.
Igralec, ki je prvi ostal brez kart, dobi tri dodatne
tocke. Igralec, ki je prvi pravilno napovedal pravilo,
pa dobi est dodatnih tock. Delilec dobi toliko tock
kot nauspe nej i igralec.

Kaj ce igralec nima pravilne karte? Denimo, da v
na e primeru ostene le s crnimi kartami, ko pa pride
na vrsto, je pravilna le rdeca. V tem primeru lahko
igralec poka e vse svoje karte delilcu, ki izbere in
postavi bodisi pravilno karto v vrsto ali pa katero»
koli karto pod zadnjo pravilno karto. Ce res ni imel
pravilne karte, igralec ne dobi dodatne karte iz kupa.
Vidimo, da vsak igralec dobi dobre karte; porazdeli>
tev kart na zacetku torej ni pomembna.

Pravila, Ki si jih izmisli delilec, se morajo nana ati
le na karte na mizi, ne pa na dogodke, ki so v okolici.

fizika

Pravilo, denimo, da se po peti uri popoldne pravilo

spremeni, ne velja. Ali pa pravilo, da so za dekleta
pravilne le rdece karte, za fante pa crne. Tudi sicer
naj bi bilo pravilo tako, da ga dovolj zgodaj uganeta
le en ali dva igralca, saj s tem delilec dose e najvecje
tevilo tock; torej ne prelahko in ne prete ko.

Pri dvodnevnem varnostnem obhodu jedrske elek>
trarne v Kr kem je ekipa po vecerji igrala Eleusis,
najveckrat po dva kroga. Ne morem opisati veselja,
tesnobe, pozornosti in smeha pri tej igri. Vsakdo je
pac elel blesteti s svojim pravilom in nadigrati ko>
lege s hitrim zlomom njihovih pravil. Postali smo
tako izurjeni, da smo nekako slutili znacaj pravil, ki
so jih postavili posamezni igralci. Posebno veselje
nam je pripravil delilec, ki je kdaj pa kdaj napacno
odlocil, ali je karta pravilna ali napacna. Pravila se>
veda potem ni nihce uganil, so pa vcasih nekateri
igralci, ki so pravilo e skoraj dojeli, popravljali od>
locitve delilca. Si lahko zamislite njegovo zadrego!

Igro si je izmislil leta 1956 Robert Abbott in Zdru»

enih dr av Amerike, po poklicu programer, Ki si je
izmislil kar nekaj zanimivih miselnih iger. Igra torej
res ni od vceraj, a pri nas so jo igrali le redki. Gotovo
je primerna tudi v olah, od devetletke do univerze.
Morda bo ta sestavek vzpodbudil nove generacije, da
jo vzljubijo.

SLIKA 2.

Potek igre s pravilom:

pravilne so le karte s
guro.
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Merjenje upogiba palice

Yl
Jurij Kovic

- Na lanskem Znanstivalu (potekal je od 3. do 5.
6. 2016 v sredi cu Ljubljane) so med drugim pri>
kazali tudi merjenje upogiba lesene palice, vpete
v vodoravni legi in obremenjene s silo usmerjeno
navpicno navzdol v njenem sredi cu. S tak nimi
meritvami si v gradbeni tvu pomagajo pri nacrto»

vanju in konstrukciji mostov.

Ceprav lahko na vpra anje, ali bo ob enaki obre>
menitvi upogib dveh palic s skupno enako debelino
vecji, manj i ali enak, dajo zanesljiv odgovor le >
zikalni eksperiment oziroma natancne meritve upo»
giba, je vseeno vredno premisliti, ali lahko izid (vsaj
v kvalitativnem smislu!) uganemo oziroma napove»
mo zgolj z razmi ljanjem. Pri tem si morda lahko

pomagamo s sklepanjem po analogiji ali z miselnim
poizkusom, kot jih je rad uporabljal Arhimed.

Spomnimo se znane zgodbe, v kateri je kralj iskal
naslednika za svoje kraljestvo in sklenil, da bo to ti>
sti, ki mu bo uspelo prelomiti tri lesene palice, cvrsto
povezane skupaj. To, kar ni uspelo junakom z ve>
liko zicno mocjo, je uspelo bistroumnemu mlade>
nicu, Ki je palice razvezal, potem pa prelomil vsako
posebej. Ob tem lahko takoj oblikujemo hipotezo:
Vecje tevilo palic enake skupne debeline se vda to»
liko prej, kolikor vec jih je, pa naj gre za lomljenje
ali upogib. Meritve so potrdile na o domnevo, da
se dve palici upogneta bolj kot ena sama. Dve pa>
lici nekako zdrsneta druga ob drugi in se tako slab e
upreta pritisku kot ena sama (ki ima poleg vodorav>
nih vezi med molekulami tudi dodatne navpicne).

Ob tem eksperimentu, Ki ga lahko razumemo tudi
kot zelo splo no metaforo e za mnoge druge situas
cije v ivljenju (ne samo kot model obremenitve mo»
stov), nehote pomislimo tudi na znani pregovor: V
slogi je moc!

J/F \LF odmik
M w
M
w w
1 2345 Stevilo palic
SLIKA 1.
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fizika

37. tekmovanje 1z znanja fizike
za Stefanova priznanja

N
Barbara Rovsek

- V olskem letu 2016/2017 se je odvijalo 37. tek>
movanje iz znanja zike za osnovno olce. Nanj so
se uvrstili vsi osmo olci, ki so na olskem tekmo»
vanju tuhtali, kako se ure premaknejo, ce letimo
na druge celine, in deveto olci, ki so se na istem

tekmovanju teoreticno vozili z vlakcem smrti.

olskega tekmovanja se je udele ilo 7007 ucencev
8.in 9. razreda in od teh jih je 2515 prejelo bronasta
Stefanova priznanja. Na podrocno tekmovanje, ki je
potekalo v 17>ih regijah po Sloveniji, se je prebilo
1479 ucencev, 501 jih je osvojilo srebrno priznanje.

Dr avno tekmovanje je bilo v soboto, 8. aprila
2017, na Pedago ki fakulteti v Ljubljani, Fakulteti za
naravoslovje in matematiko Univerze v Mariboru ter
Osnovni oli Antona Globocnika v Postojni. Tekmo»
valo je 286 ucencev, od katerih jih je 99 osvojilo zlata
priznanja, 185 pa srebrna priznanja, podeljena na
dr avnem tekmovanju.

Osmo olci so pri eksperimentalnem delu dr av>
nega tekmovanja ugotavljali sestavo dveh zlitin, iz
katerih je kovanec za dva evra. Poskus je socasno
opravljalo skoraj 80 osmo olcev. Ker je vsak meri>
tve opravljal na 20»>ih kovancih, si lahko sami izracu»
nate, koliko denarja smo imeli po mizah na prizori>

cih dr avnega tekmovanja in kolik no maso je imel
kovcek, v katerem smo pred tekmovanjem tovorili
kovance iz banke in po tekmovanju nazaj v banko.
Masa enega kovanca za dva evra je 8,5 g. Kdor se je
pri poskusu potrudil in meritve opravil kar se da na>
tancno, je lahko zelo dobro ocenil masni dele cinka
v medenini, iz katere je del kovanca.

SLIKA 1.

Tekmovalci na dr avnem tekmovanju v Ljubljani merijo ko-
vance za 2 evra podolgem in pocez ter ugotavljajo sestavo zli-
tin, iz katerih so skovani. (Foto: Jan untajs)

Deveto olci so pri eksperimentalni nalogi najbr
pricakovali elektriko in jo tudi dobili. Merili so ka
rakteristiko in moc arnice. Karakteristika arnice je
graf, ki ka e, kako sta med seboj povezana napetost
na arnici in tok, ki tece skoznjo. Ce elimo nari>
sati graf, potrebujemo vec merskih tock. Ker so bili
pri poskusu tekmovalci zelo omejeni s pripomockKi
imeli so en sam vir napetosti, plo cato baterijo so
se morali za vsako mersko tocko potruditi z razlic»
nimi vezavami treh enakih arnic. Koliko je lahko
razlicnih napetosti na eni arnici, ce imamo eno ba>
terijo in najvec tri enake arnice?

Uradni vrstni red prav na vrhu je bil tak: v 8. ra>
zredu je nagrade prejelo est ucencev; dva iz tajer
ske in po eden iz Ljubljane, Gorenjske, Bele krajine
in Primorske.

—
o

nadaljevanje
na strani
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SN

nadaljevanje
s strani

1. nagrada

= Matija Likar, O bratov Polancicev Maribor,
mentor Mladen Tancer.

2. nagrada

= Jure Kalan, O Trnovo, Ljubljana, mentorica
—ulijana Juricie.

3. nagrada

= Benjamin Bajd, O Simona Jenka Kranj,
mentorica Irma Pustotnik;

= Vid Kavcic, O Loka, Crnomelj, mentorica
Jo ica Kuzma;

= Bla Mevlja, O Srecka Kosovela Se ana,
mentorica Mojca tembergar;

= Tilen ket, O marje priJel ah, mentorica
Martina Petauer.

V 9. razredu so nagrade prejele tri ucenke in pet
ucencev sedmih razlicnih mentoric.

. hagrada

Jaka Vrhovnik, O Mozirje, mentorica Jana
Pahovnik;

Marjetka Zupan, O Ig, mentorica Martina
Brence.

. hagrada

Jernej Birk, O Vavta vas, Stra a pri Novem
mestu, mentorica Nata a Umek Plankar;
Gregor Globevnik, O Stra i ce Kranj,
mentorica Silva Majcen;

Gal Zmazek, O Ljudski vrt Ptuj, mentorica
Jasmina el.

. nagrada

Tja a Su nik, O Naklo, mentorica pela Knez;
Ur a Mati Djuraki, O FrancetaBevka, Ljubljana,
mentorica Andreja Pagon;

Vito Levstik, O Ljudski vrt Ptuj, mentorica
Jasmina el.

SLIKA 2.

Nagrajenci 37. tekmovanja
osnovno olcev za Stefanova
priznanja na prireditvi Bistro-
umi 2017, ki je potekala 13.
maja 2017 v Unionski dvo-
rani Grand Hotela Union v
Ljubljani, skupaj s podelje-
valcema nagrad, predstojni-
kom Oddelka za ziko Fakul-
tete za matematiko in ziko
Bo tjanom Golobom in pred-
sednico tekmovalne komisije
Barbaro Rov ek. (Foto: Jana
Jocif)
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astronomija

Uspe en nastop na th mladih
astronomov na 3. astronom-
skem tekmovanju treh de el

v b
Andrej Gustin in Kristof Skok

- Na Sljemenu nad Zagrebom je med 30. avgustom
in 1. septembrom 2017 potekalo 3. astronomsko
tekmovanje treh de el, ki se ga udele ujejo olim»
pijske ekipe Mad arske, Hrva ke in Slovenije. Na
e vrste so tokrat zastopali clani leto nje ekipe sre»
dnje olcev za Mednarodno olimpijado iz astrono»
mije in astro zike (v nadaljevanju MOAA) Rok Ko»
vac, Marko Cmrlec, Luka Govedic, Urban Ogrinec,

Aleksej Jurca in kot rezerva Zala Potocnik.

Aleksej Jurca je na tekmovanju zmagal, Luka Go»
vedic pa je zasedel tretje mesto. Tudi drugi clani
ekipe so se dobro odrezali in z ekipno nalogo zase»
dli drugo mesto. Tokrat sta jih kot vodji ekipe spre»
mljala Andrej Gu tin in Kri tof Skok. Vsem udele>

encem cestitamo!

Idejo za astronomsko tekmovanje treh de el, ki
naj bi bila nekak na pripravljalnica za MOAA, je pred
nekaj leti dal vodja mad arske olimpijske ekipe dr.
Tibor Heged s. Pred tremi leti je zamisel tudi uresni»
cil in takrat smo se prvic zbrali na Mad arskem. Lani
je bilo tekmovanje pri nas, letos pa na Hrva kem in
vse ka e, da se bo v takem kolobarjenju nadaljevalo
tudi v prihodnjih letih. Tekmovanje poteka po na»
celih MOAA, le v nekoliko skrcenem obsegu nalog.
Te avnost nalog je mogoce vecja od tistih na MOAA.
Prav zaradi dobrih nalog in organizacije si marsika
tera evropska ekipa mladih astronomov eli priklju>
citi k temu tekmovanju, a smo se vodje ekip odlocili,
da tekmovanja ne bomo irili. Organizacija tekmova>
nja za tri ekipe je relativho enostavna, pa tudi stro»

ki tekmovanja so majhni. irjenje tekmovanja pa bi
pomenilo bistveno povecanje stro kov, cesar pa pri

DMFA Slovenije ne zmoremo. Podobno velja tudi za
Hrvate in Mad are.

Pokazalo se je, da je astronomsko tekmovanje
treh de el zelo dobra priprava na olimpijado. Re>
zultati vseh treh ekip na MOAA so se po uvedbi tek»
movanja treh de el opazno izbolj ali.

SLIKA 1.

Udele enci, organizatorji in mentorji 3. astronomskega tekmo-
vanja treh de el na strehi Zagreb ke zvjezdarnice. Foto: A.
Gu tin

Primeri nalog iz leto njega astronomskega tek-
movanja treh de el

1. opazovalna naloga

= Z laserjem poka i zvezdo Kefeja. Ce je ne naj>
de , prosi asistenta, da ti jo najde.

= Z uporabo prilo ene zvezdne karte doloci navide>
zno magnitudo Kefeja. Na karti oznaci zvezde,
ki si jih uporabil za ocenjevanje magnitude.

%
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%

= Poi ci M92 z daljnogledom.

= Poi ci zvezdo Kasiopeje z daljnogledom. Ce je
ne najde , prosi asistenta, da ti jo najde.

= Doloci rektascenzijo zvezde Kasiopeje z daljno»
gledom, ce ve , da je rektascenzija zvezde Kasi»
opeje je 1 h 26 m 40 s. Deklinaciji obeh zvezd
sta pribl. 60 .

2. opazovalna naloga

V sobi so ravnilo, trikotnik, gnomon (izvijac) in ar>
nica, ki predstavlja polo aj Sonca. Na tleh je ozna>
cena tocka za opazovanje in crte, ki predstavljajo
smeri sever>jug in vzhod>zahod. Datum opazova>
nja je 26. 6. 2014 in lokacija opazovanja je nekje na
ekvatorju. Luna je bila vidna in njena faza je bila
okoli zadnjega krajca. Za meritve predpostavi, da
so arki iz arnice vzporedni na mestu opazovanja.
Zanemari debelino oznacbe, na katero bo postavil
gnhomon.

= Na list z odgovori nari i polo aj sence in oznaci
smeri neba.

= Doloci zenitno razdaljo in azimut Sonca.

= Doloci geografsko dol ino, ce je ura 14:00 UT v
trenutku meritve.

= Doloci casovni pas. Privzemi, daso irine casovnih
pasov 15 in da je zacetek nictega pasu na nictem
poldnevniku.

Primeri teoreticnih nalog

1. teoreticna naloga

Dva opazovalca, eden pri jezeru Jarun v Zagrebu in
drugi v Brodarici (pri ibeniku), istocasno merita vi>

ino kulminacije Sonca s pomocjo gnomonov enakih
vi in. Opazovalec v Zagrebu je ugotovil, da je dol>

ina sence gnomona 48;1 % vi ine gnomona, medtem
ko je opazovalec v Brodarici ugotovil, da je dol ina
sence 43;7 % vi ine gnomona. Opazovalca sta na isti
geografski dol ini 15;9 vzhodno in njuna oddalje>
nostjed 234 km. Doloci Zemljin polmer R, ce ve ,
da na prvi spomladanski dan Sonce v Brodarici kul>
minira na vi ini 46 42’, oceni z uporabo prilo enega
grafa z vrednostmi casovne enacbe in Sonceve dekli>
nacije skozi leto, na kateri dan v letu in pribli no ob
kateri uri (po poletnem casu) sta opazovalca izvedla
svoje meritve.
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SLIKA 2.

Namig Pri re evanju si pomagajte s sliko 3.

2. teoreticna naloga

Predpostavi, da je deklinacija Severnice danes 90 . S
pomocjo skice nebesne krogle oceni, na katerih geo»
grafskih irinah bo Severnica nadobzornica cez polo»
vico periode precesije Zemljine vrtilne osi (Platono»
vega leta)! Predpostavi, da je naklon vrtilne osi kon>
stanten in zna a 23;5 . Koliko je danes rektascenzija
tocke na nebesni krogli, v kateri se bo po polovici
periode precesije nahajala tocka enakonocja? Zane>
mari lastno gibanje Severnice.

Re itve Deklinacija Severnice je 90 2" 43.
Njena oddaljenost od severnega nebesnega polja je
90 47 .

Severnica je nadobzorni ka za geografske irine, ve>
cje od 47 severno.
Danes je rektascenzija pomladi ca 12 h.
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astronomija

3. teoreti cna naloga

Eksoplanet brez atmosfere kro i okoli svoje zvezde

v kro ni orbiti s polmerom dveh astronomskih enot.
Vrtilna os planeta je pravokotna na njegovo ravnino

kro enja. Skupna masa zvezde in planeta je

3 10%0 kg. Zvezda najve ¢ seva pri 400 nm. Sve-
tlobni tok vpada pravokotno na planetovo povrsje

in njegova gostota tam znaSa 2 kWm 2. Opazovano
s planetovega ekvatorja je trajanje med prvim in za-
dnjim stikom zvezdinega diska z obzorjem 3 min.
Vrtenja planeta je progradno v primerjavi z njego-
vim kro enjem okoli zvezde. Izra cunaj planetovo si-
dersko periodo rotacije izra eno v dnevih. Wienova
konstantaje2 ;9 10 3 Km.

ResSitev  Tsig f 44;9 dneva.

Ekipna naloga

SLIKA 3.
Veliki radijski teleskop je prejel skrivnostni signal iz

vesolja, ki je sestavljen iz 594 bitov. Ker je 594 s
27 (33), so znanstveniki prikazali signal v osmiskem
sistemu:

= 76070010004017014011761010402401202042
20300210202024012020441050041040106603
30005025100410401042021001104410101040
11770774021104102010202101040404061010
40101041010404100220104076070200500237
41403500

Znanstveniki niso mogli deSifrirati sporo cila, zato
so domnevali, da je sporo cilo v resnici v binarnem
sistemu, in iS cejo reSitev. Pomagaj jim.

Naloga Obdelava podatkov

Asterizem Veliki voz

Za racunanje lastnih gibanj zvezd v daljSih casovnih
obdobij si izberemo kartezi  cni koordinatni sistem z
SLIKA 4. izhodi§ cem v Soncu (S), os x v smeri pomladi§ ca, os
y v smeri deklinacije O  in rektascenzije 90 (6 h) in
0s z v smeri nebesnega severnega pola (glej skico). %
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