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Tekmovanje iz fizike za zlato Stefanovo priznanje

– državno tekmovanje
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9. razred
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59. matematično tekmovanje srednješolcev Slovenije

– regijsko tekmovanje

1. letnik

A1. Enakorobi piramidi z robom dolžine 5 cm odrežemo vseh pet
oglišč, tako da so vsi robovih odrezanih majhnih piramid krajši od
1 cm. Kateri od naštetih večkotnikov ni mejna ploskev nastalega
telesa?

(A) trikotnik (B) štirikotnik (C) petkotnik

(D) šestkotnik (E) osemkotnik

A2. Lili je ugotovila, da je povprečje števk letnice 2015 enako 2, saj je 2+0+1+5

4
= 2. Kolikokrat

v 21. stoletju po letu 2015 bo imela letnica enako povprečje števk kot letnica 2015?

(A) 1 (B) 2 (C) 5 (D) 6 (E) 9

A3. Prvo šolsko uro sta bili števili fantov in deklet v razredu v razmerju 3 : 4. Ko so pred
drugo šolsko uro v razred prišla še 4 dekleta, 4 fantje pa so razred zapustili, je to razmerje
postalo 2 : 5. Koliko več deklet kot fantov je bilo v razredu drugo šolsko uro?

(A) 5 (B) 6 (C) 7 (D) 8 (E) 12

B1. Kvadratu s stranico dolžine a včrtamo pravilni osemkotnik tako, da ležijo 4 stranice osem-
kotnika na stranicah kvadrata. Izrazi dolžino stranice včrtanega osemkotnika z a.

B2. Jure je na tablo zapisal naravna števila od 1 do 2015. Urška je nato po vrsti pregledovala
zapisana števila od najmanjšega do največjega in pobrisala vsako, ki ni bilo deljivo s 3.
Izmed števil, ki so ostala na tabli, je zatem od najmanjšega do največjega pobrisala vsako, ki
ni bilo deljivo s 32. Izmed preostalih števil je nato od najmanjšega do največjega pobrisala
vsako, ki ni bilo deljivo s 33, in tako dalje. Katero število je Urška pobrisala zadnje?

B1. Kvadratu s stranico dolžine a včrtamo pravilni osemkotnik tako, da ležijo 4 stranice osem-
kotnika na stranicah kvadrata. Izrazi dolžino stranice včrtanega osemkotnika z a.

(6 točk)

2. letnik
A1. Iz osmih enakokrakih pravokotnih trikotnikov sestavimo pravilen osem-
kotnik z osemkotno luknjo, kot to prikazuje slika. Dolžina stranice pravilnega
osemkotnika je enaka 1 cm. Koliko centimetrov je dolga stranica osemkotne
luknje?

(A)

√
2

2
(B)

1

2
(C) 2−

√
2 (D)

√
2− 1 (E)

√
3
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A2. Na sliki je prikazan graf neke funkcije na intervalu
[−1, 2]. Katera funkcija je to?

(A) f(x) = x− 1 (B) f(x) = |x| − 1

(C) f(x) = |x− 1| (D) f(x) = −|x|+ 1

(E) f(x) = ||x| − 1|

A3. Koliko je vrednost izraza
√
0.043?

(A)
1

5
(B)

1

25
(C)

1

125
(D) 0.04 (E) 0.016

B1.
C

F

DA B

EG

K1

K2

K3 K4

Krožnici K1 in K2 na sliki sta očrtana in včrtana
krožnica enakostraničnega trikotnika ABC. Kro-
žnici K2 je včrtan kvadrat DEFG, pri čemer točka
D leži na stranici AB. Krožnici K3 in K4 sta enako
veliki in se med seboj dotikata, vsaka od njiju pa
se dotika še dveh stranic kvadrata DEFG. Določi
razmerje dolžin polmerov krožnic K1 in K4.

(6 točk)

B2. Koliko četveric naravnih števil (a, b, c, d) zadošča neenakostim

a > b > c > d in
1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
> 2?

B3. Poišči vsa realna števila x, ki zadoščajo enačbi

3
√
2x+ 13− 3

√
2x− 13 = 2.

3. letnik

A1. Slika prikazuje tri koncentrične polkroge s polmeri 1, 2 in 4.
Območji, označeni z X , imata ploščino x, območja, označena z Y ,
pa ploščino y. Kolikšno je razmerje med ploščinama x in y?

(A) 1 : 3 (B) 1 : 2 (C) 2 : 3 (D) 3 : 8 (E) 4 : 9

A2. Za katero celo število n velja

(n− 1)(n− 3) . . . (n− 2015) = n(n+ 2)(n+ 4) . . . (n+ 2014)?

(A) −4028 (B) −2014 (C) 2015 (D) 4030 (E) Nobeno.

A3. Dan je polinom p(x) = 2015x2013 − 2 in realno število h, za katerega velja p(h) = −2015.
Koliko je vrednost p(−h)?

(A) 2011 (B) 2012 (C) 2013 (D) 2014 (E) 2015
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B1. Če polinom p delimo s polinomom 2− x, dobimo količnik 2x2 − x+ 3. Določi ostanek tega
deljenja, če veš, da je zmnožek vseh ničel polinoma p enak 11

2
.

B2. Koliko je naravnih števil, manjših od 100 000, katerih vsota števk je deljiva z 9 ali s 5?

(6 točk)

B3. Simetrala kota pri A ter višina in težiščnica iz oglišča A trikotnika ABC razdelijo kot pri A
na 4 enake dele. Določi velikosti kotov trikotnika ABC.

4. letnik
A1. Na nogometnem turnirju je sodelovalo n ekip. Vsaka ekipa je z vsako drugo odigrala
natanko eno tekmo. Skupaj je bilo na turnirju odigranih 2015n tekem. Koliko ekip je sodelovalo
na turnirju?

(A) 2015 (B) 4029 (C) 4030 (D) 4031

(E) Nemogoče je določiti.

A2. Pravokotnik ABCD na sliki je razdeljen na 7 skladnih pravokotnikov.
Koliko znaša razmerje |BC| : |AB|?

(A) 2 : 3 (B) 4 : 5 (C) 7 : 12 (D) 8 : 15

(E) Razmerje je odvisno od velikosti pravokotnikov.

A3. Sara išče trimestno naravno število xyz (z so enice, y desetice in x stotice), za katerega velja
1 ≤ x < y < z in da je vsota števil xyz, yzx in zxy trimestno število, ki ima vse števke enake.
Največ koliko takih trimestnih števil lahko Sara najde?

(A) 3 (B) 5 (C) 7 (D) 9 (E) 11

B1. Poišči vsa realna števila x, ki zadoščajo neenakosti

2 sin2 2x ≥ 3 cos 2x.

B2. Naj bo a1, a2, a3, . . . aritmetično zaporedje. Za poljubno naravno število k značimo Sk =
a1 + a2 + . . .+ ak. Dokaži, da za vsaki naravni števili m in n velja

Sn − Sm =
n−m

n+m
Sn+m.

B3. Naj bo K trikotniku ABC očrtana krožnica, I pa središče trikotniku ABC včrtane krožnice.
Razpolovišče tistega lokaBC krožniceK, ki ne vsebuje točkeA, označimo zD, razpolovišče
tistega loka CA krožnice K, ki ne vsebuje točke B, pa označimo z E. Naj bo F zrcalna slika
točke I pri zrcaljenju čez stranico AB in denimo, da F leži na krožnici K. Koliko je velik kot
<) DFE?
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59. matematično tekmovanje srednješolcev Slovenije

– državno tekmovanje

1. letnik

1. Eva, Igor, Marko in Maruša so na list papirja zapisali vsak svoje naravno število. Če bi iz-
brisali zadnjo števko Evinega števila, bi dobili Igorjevo število. Če bi izbrisali zadnjo števko
Igorjevega števila, bi dobili Markovo število. Če pa bi izbrisali zadnjo števko Markovega
števila, bi dobili Marušino število. Vsota vseh štirih zapisanih števil je bila 3838. Katera
števila so zapisali Eva, Igor, Marko in Maruša?

2. Za realni števili x in y velja

x3 + x2 + xy + x+ y + 2 = 0 in y3 − y2 + 3y − x = 0.

Določi vrednost izraza x− y.−

3. Dan je kvadrat ABCD in taki točki E in F izven kvadrata, da sta trikotnika BEC in CFD

enakostranična. Dokaži, da je tudi trikotnik AEF enakostraničen.

4.

7

9

Dana je pravokotna mreža velikosti 7 × 9 (glej
sliko). V spodnjem levem vozlišču mreže je ko-
lonija mravelj, v zgornjem desnem vozlišču pa
je njihovo mravljišče. V vseh ostalih vozliščih
mreže je po eno zrno riža. Vsaka mravlja iz ko-
lonije se na poti do mravljišča sprehaja po po-
vezavah mreže, vendar le v smereh desno ali
navzgor. Na svoji poti pobere vsa zrna riža, na
katera naleti, in ko pride domravljišča, tam tudi
ostane. Najmanj koliko mravelj bi moralo biti v
koloniji, da bi lahko pobrale vsa zrna riža?

2. letnik
1. Poišči vse pare realnih števil x in y, ki zadoščajo enačbama

x+
1

y − x
= 1,

y +
1

x− y
= 2.

2. Poišči vse pare naravnih števil a in b, za katere je a− b = 101 in je ab popoln kvadrat.

3. Naj bo P razpolovišče stranice AB trikotnika ABC. Zrcalna slika poltraka PC pri zrcaljenju
čez premico AB seka trikotniku ABC očrtano krožnico v točkiD. Naj bo E drugo presečišče
premice CP s trikotniku ABC očrtano krožnico. Dokaži, da je |AE| = |BD|.
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4.

9

9

Dana je trikotnamreža velikosti 9×9 (glej sliko).
V zgornjem vozlišču mreže je kolonija mravelj,
v desnem vozlišču pa je njihovo mravljišče. V
vseh ostalih vozliščih mreže je po eno zrno riža.
Vsaka mravlja iz kolonije se na poti do mravlji-
šča sprehaja po povezavah mreže, vendar le v
smereh desno, navzdol ali diagonalno desno-
navzdol. Na svoji poti pobere vsa zrna riža, na
katera naleti, in ko pride domravljišča, tam tudi
ostane. Najmanj koliko mravelj bi moralo biti v
koloniji, da bi lahko pobrale vsa zrna riža?

3. letnik

1. Za koliko naravnih števil n, n ≤ 2015, ulomek
3n− 1

2n2 + 1
ni okrajšan?

2. Poišči vse polinome p lihe stopnje z realnimi koeficienti, za katere velja

p(p(x)) ≤ (p(x))3

za vse x ∈ R in ki imajo koeficient pri x2 enak 0.∈

3. Naj bo ABCD štirikotnik, za katerega velja <) BAC = <) ACB = 20◦, <) DCA = 30◦ in
<) CAD = 40◦. Določi velikost kota <) CBD.

4. V vrsti stoji n luči, n ≥ 3, ki so oštevilčene s števili od 1 do n. Na začetku je vsaka liha luč v
vrsti prižgana, vsaka soda luč pa ugasnjena. V vsaki potezi lahko hkrati zamenjamo stanje
treh zaporednih luči v vrsti (ugasnjene prižgemo, prižgane pa ugasnemo).

(a) Dokaži, da vrstni red izvajanja potez za končno stanje luči ni pomemben.

(b) Za katera števila n lahko v končnomnogo potezah pridemo do stanja, v katerem bo vsaka
liha luč v vrsti ugasnjena, vsaka soda luč pa prižgana?

4. letnik

1. Poišči vse pare naravnih števil a in b, za katere je 2ab = ab+ 3.

2. Naj bo a1, a2, a3, . . . zaporedje neničelnih realnih števil, za katerega velja a2n = −an+1an−1 za
vsa naravna števila n, n ≥ 2. Dokaži, da je zaporedje a2, a4, a6, . . . geometrijsko.≥

3. Naj bosta D in E zaporedoma razpolovišči stranic BC in CA trikotnika ABC. Premici AD
in BE sekata trikotniku ABC očrtano krožnico zaporedoma še v točkah P in Q. Denimo, da
je |DP | = |EQ|. Dokaži, da je trikotnik ABC enakokrak z vrhom C.
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4. V podjetju, ki ga vodi več direktorjev, imajo sef, ki je zaklenjen s šestimi kjučavnicami. Vsak
direktor ima tri ključe, s katerimi lahko odklene tri različne ključavnice. Z vsakim ključem
lahko odklene natanko eno ključavnico.

Nobena dva direktorja ne moreta odkleniti istih treh ključavnic in nobena dva direktorja
skupaj ne moreta odpreti sefa. Največ koliko direktorjev vodi to podjetje?

Rešitve tekmovanja iz fizike za zlato Stefanovo priznanje

– državno tekmovanje

8. razred
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r1 = 40 r2 = 20 r3 = 10 r4 = 20
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−F2 · r2 + Fg · r∗ = 0 ,

Fg · r∗ = F3 · r3 ,
Fg · r∗ = F4 · r4 .

F1 = 0,5 F2 = 1 F3 = 2 F4 = 1
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1
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~F ′1 F ′
1
= 1

± 0,1
′

~F ′1 ~Fv
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r2 = 20
r4 = 20 r1 = 40

r∗ = 10

Fu2 · r1 − Fv2⊥ · r2 + Fg · r∗ = Fu1 · r4 ,
Fu2 = 10 Fu1 = 3 Fg = 2

40 − 2 · Fv2⊥ + 2 = 6 Fv2⊥ = 18 .

Fv2 = 36 .

s = 730,000 = 730 000 c

ts =
s

c
=

730 000 ·
299 792 458

= 0,002 435 018 = 2,435 018 .

tn = ts − 60 = 0,002 434 958 = 2,434 958

cn =
s

tn
=

730 000

0,002 434 958
= 299 799 845 ,

cn

c
=

299 799 845

299 792 458
= 1,000 024 641

∆t = 60

∆s = c ·∆t = 299 792 458 · 60 · 10−9 = 17,9875 ≈ 18 .

cn,min

s1 = s−20 = 729 999,8
t1 = tn + 10 = 0,002 434 968

cn,min =
s1

t1
=

729 999,8

0,002 434 968
= 299 798 532 (± 20 )

cn,min − c = 299 798 532 (± 20 )− 299 792 458 = 6 074 (± 20 )

c
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t↔

tl
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s↔

tsk,↔
=

15

415
= 0,036 .

s↔ = 15 tsk,↔ = 6 55 = 415

v̄l =
sl

tsk,l
=

10
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s1

t↔,1

=
1

3
= 0,33 .

s1 = 1 ∆t↔,1 ∆t↔,1 = 3

v↔,10 =
s1

∆t↔,10

=
1

34
= 0,029 .

↔

s1 = 1 ∆t↔,10 ∆t↔,10 =
3 3 −2 29 = 34

vl,1 =
s1

tl,1
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1

1
= 1 .

s1 = 1 ∆tl,1 ∆tl,1 = 1
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vl,10 =
s1

∆tl,10
=

1

205
= 0,0049 .
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9. razred

v(s)
v = k · s k

s(t) v s v(t) = k · s(t)
v(t) s(t)

Tz

m1 · c · (Tz − T1) +m2 · c · (Tz − T2) +m3 · c · (Tz − T3) = 0 ,

m1 = 100 m2 = 300 m3 = 400 T1 = 278 T2 = 282 T3 = 289
Tz

Tz =
m1 · T1 +m2 · T2 +m3 · T3

m1 +m2 +m3

=

=
0,1 · 278 + 0,3 · 282 + 0,4 · 289

0,8
= 285 = 12 ◦ .

◦

273

4◦

8◦

12◦

2 j = ∆W

∆t·S

1 2 1

~Fg

~Fg⊥
~Fg‖

~Fv

~Fp⊥

~Fv

~Fg‖

~Fp⊥

~Fg⊥

Fg = 30
Fg‖ = Fv = 15 Fg⊥ = Fp⊥ = 25

1

~Fg

~Fg⊥

~Fg‖

~Fp⊥ ~Fv
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1
~FgU1

~Fv1

~Fv1
~Fv Fv1 = Fv = 15

1 m1 = 1,5

1 2 m2 = 2

2 FgU2
= 20

Fg‖ = 15 2

a =
FgU2

− Fg‖

m+m2

=
20 − 15

3 + 2
=

5

5
= 1

2
.

2

Fv2 m2 · a = FgU2
− Fv2

Fv2 = FgU2
−m2 · a = 20 − 2 · 1

2
= 18 .

m · a = Fvk − Fg‖

Fvk = Fg‖ +m · a = 15 + 3 · 1
2
= 18 .

Fv2 = Fvk

~Fl

0
~Fl,max

Fl = Fl,max

2
~F ′v2 2 Fg2 =

20 ~F ′v2 = 20 Fvk2 = 20

~Fvk2 Fg‖ = 15
Fl,max = 5

2 1

~Fvk
~Fl

~Fl,max

Fg‖ + Flep = Fvk

1

~Fvk

Fg‖ = Fvk + Flep

5 Fvk

10 3

1
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g
2

a

0

g
2

mU

+

+

+

1,5

mU → 0

~Fg‖ −1
2
g

a

mU = 0
1
2
g a = 0

1

m1 = 1,5

    

 

 

v̄ =
s

t0
=

19,6 a.e.

6,5
=

19,6 · 150 · 106

6,5 · 365 · 24
= 51,6 · 103 .

    

 

 

1
1,24 a.e.

4,6 ± 0,1
rmax = (4,6 ± 0,1) · 1,24 a.e. = 5,7 a.e. ±

0,1 a.e.

  

1

2

  

 

 

    

 

 

v̄P =
h

tp
=

22,5

7
= 3,2 = 0,9 .

    

 

 

0,9
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t = 0
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sD = 9,8 a.e. t1/2 = 3,25

s(t)
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U1 = 0,8 ± 0,1

�� ��

�
�

U

U2 = 0,3± 0,1

U3 = 0,5± 0,1
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U

0± 0,01 0,3± 0,1 0,8± 0,1

−0,3± 0,1 0± 0,01 0,5± 0,1

−0,8± 0,1 −0,5± 0,1 0± 0,01

U

0 U2 U1

−U2 0 U3

−U1 −U3 0

0

U U

0± 0,1 U1 − U1 = 0

1,6± 0,2 U1 + U1 = 2U1

1,3± 0,2 U1 + U3

0,8± 0,1 U2 + U3

0,2± 0,1 U3 − U2

−0,5± 0,1 U2 − U1

−1,1± 0,2 −U1 − U2

�� �� �� ��

�
�

U4 = 0,2
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U U

0 U4 − U4 = 0

0,6± 0,1 U1 − U4

−0,3± 0,1 −U3 + U4

−0,8± 0,1 −U1

0 U4 − U3 + U3 − U4 = 0

−1,0± 0,2 2(U4 − U1) + U4 = 3U4 − 2U1

  

   

   

  

   

   

U1=U2+U3

U3U2

U4−U4 + U3

  

   

   

  

   

   

x

S

  

   

   

Rešitve 59. matematičnega tekmovanja srednješolcev Slovenije

– regijsko tekmovanje

1. letnik

A1. Tista stranska ploskev, ki je bila prej osnovna ploskev piramide, je sedaj osemkotnik.
Ploskve, ki so bile prej stranske ploskve piramide, so sedaj šestkotniki. Pri oglišču, ki
je bilo prej vrh piramide, nastane ploskev, ki je štirikotnik, pri ostalih ogliščih piramide
pa nastanejo ploskve, ki so trikotniki. Nobena od stranskih ploskev nastalega telesa
ni petkotnik.

A2. Vsota števk take letnice mora biti 8. Ker gre za letnico v 21. stoletju, sta prvi dve števki
2 in 0. Vsota zadnjih dveh števk mora zato biti enaka 6. Takih letnic po letu 2015 je
pet, to so 2024, 2033, 2042, 2051 in 2060.
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A3. Označimo število fantov v razredu prvo šolsko uro z f število deklet pa z d. Potem je
f

d
= 3

4
. Drugo šolsko uro je v razredu f−4 fantov in d+4 deklet, zato je razmerje enako

f−4
d+4

= 2
5
. Iz prve enačbe izrazimo f = 3

4
d in vstavimo v drugo enačbo, da dobimo

3
4
d− 4

d+ 4
=

2

5
.

Enačbo preuredimo do 7
4
d = 28, torej je d = 16 in f = 12. Drugo šolsko uro je torej v

razredu 8 fantov in 20 deklet, kar pomeni, da je 12 deklet več kot fantov.

B1.

x

a

Označimo z x dolžino stranice včrtanega osemkotnika. Štirje trikotniki, ki nastanejo
ob ogliščih kvadrata, so enakokraki pravokotni trikotniki. Ker je njihova hipotenuza
dolga x, so njihovi kraki dolgi x

√

2
. Torej velja a = x + 2 x

√

2
= x + x

√
2 = x(

√
2 + 1). Iz

zapisane enačbe izrazimo

√
x =

a√
2 + 1

=
a(
√
2− 1)

2− 1
=
√
2a− a.

B2. Po tem, ko je Urška prvič pregledala vsa zapisana števila, so na tabli ostala le števila
deljiva s 3. Ko je skozi števila šla drugič, so ostala le števila deljiva s 32. Po tretjem
pregledu so ostala le števila deljiva s 33, in tako dalje. Največja potenca števila 3, ki je
manjša od 2015, je 36 = 729, saj je 37 = 2187. Ko je torej Urška šestič pregledala števila,
so ostala na tabli le števila deljiva s 729, to sta 729 in 1458. V naslednjem pregledu
je pobrisala obe ti dve števili, saj nista deljivi z 2187. Kot zadnje je Urška pobrisala
število 1458.

B3. Dano enakost pomnožimo z (1 + a2)(1 + b2) 6= 0 in poenostavimo, da dobimo ekviva-
lentno enakost a2b2 = 1. Torej je ab = ±1. Tudi dani izraz poenostavimo

(a+ b)

(

a

1 + a2
+

b

1 + b2

)

= (a+ b)
a+ ab2 + b+ a2b

(1 + a2)(1 + b2)
= (a+ b)

(a+ b)(1 + ab)

(1 + a2)(1 + b2)
=

=
(a2 + b2 + 2ab)(1 + ab)

1 + a2 + b2 + a2b2
.

Če je ab = −1, je vrednost tega izraza enaka 0, če pa je ab = 1, je vrednost tega izraza
enaka

(a2 + b2 + 2) · 2
a2 + b2 + 2

= 2.

Poračunamo lahko, da sta ti dve vrednosti tudi dejansko doseženi. Vrednost 0 je na
primer dosežena, ko je a = 1 in b = −1, vrednost 2 pa, ko je a = b = 1.
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2. letnik
A1. Kateti posameznega pravokotnega trikotnika sta dolgi 1 cm, njegova hipotenuza pa√

2 cm. Stranica osemkotne luknje je torej dolga
√
2− 1 cm.

A2. To je funkcija f(x) = −|x|+ 1. Vse preostale funkcije imajo v točki 2 vrednost 1.

√
√

−| |

A3. Poračunamo
√
0.043 =

√

(

4
100

)3
=

(√

4
100

)3

=
(

2
10

)3
=

(

1
5

)3
= 1

125
.

√

( )

(√ )

( ) ( )

B1.

r2 r1

C

S

DA B

K1

K2

K3 K4

F

D

G E

U

V

R

T

Označimo z r1, r2, r3 in r4 polmere krožnic K1, K2, K3 in K4, pri čemer vemo, da velja
r3 = r4. Ker je trikotnikABC enakostraničen, imata krožniciK1 inK2 skupno središče,
ki ga označimo z S. Trikotnik BSD je polovica enakostraničnega trikotnika, zato velja
r1 = |SB| = 2|SD| = 2r2. Ker je GE premer krožnice K2, je |GE| = 2r2 = r1. Izrazimo
dolžino |GE| še na drug način z r4. Naj bo T dotikališče krožnic K3 in K4. Središče
krožnice K4 označimo z R, njeni dotikališči s stranicama DE in EF kvadrata DEFG

pa z U in V . Ker sta krožniciK3 inK4 enako veliki, je T središče kvadrataDEFG, torej
velja |GE| = 2|TE|. Štirikotnik RUEV je kvadrat s stranico dolžine r4, zato je njegova
diagonala dolga |RE| =

√
2r4. Od tod izrazimo |GE| = 2|TE| = 2(|TR| + |RE|) =

2(r4 +
√
2r4) = (2 + 2

√
2)r4. Iz obeh izražav dolžine |GE| sledi r1 = (2 + 2

√
2)r4, torej

je r1
r4

= (2 + 2
√
2).

B2. Če je d ≥ 2, potem je 1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
≤ 4 · 1

2
= 2, kar je protislovje. Torej je d = 1. Če

je c ≥ 3, potem je 1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
≤ 3 · 1

3
+ 1 = 2, kar je spet protislovje. Torej je c = 2.

Podobno sledi, da mora biti b = 3, saj bi sicer imeli 1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d
≤ 2 · 1

4
+ 1

2
+ 1 = 2.

Torej mora biti 1
a
+ 1

3
+ 1

2
+ 1

1
> 2, oziroma 1

a
> 1

6
. Ker je a > b = 3, je lahko le a = 4 ali

a = 5. Neenakostim zadoščata dve četverici, (4, 3, 2, 1) in (5, 3, 2, 1).

B3. Enačbo potenciramo na tretjo potenco, da dobimo

(2x+ 13)− 3
(

3
√
2x+ 13

)2
3
√
2x− 13 + 3 3

√
2x+ 13

(

3
√
2x− 13

)2 − (2x− 13) = 8.
( )

( )

Nato jo preuredimo

26− 3 3
√
2x+ 13 3

√
2x− 13

(

3
√
2x+ 13− 3

√
2x+ 13

)

= 8
( )

in upoštevamo, da je 3
√
2x+ 13− 3

√
2x+ 13 = 2, da dobimo

26− 6 3
√
2x+ 13 3

√
2x− 13 = 8.

√ √
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− −

Enačbo spet preuredimo do 3
√
2x+ 13 3

√
2x− 13 = 3 in potenciramo na tretjo potenco,

da dobimo (2x + 13)(2x − 13) = 27 oziroma 4x2 − 169 = 27. Od tod sledi x2 = 49 in
zato x = ±7.
2. način. Enačbo preuredimo v 3

√
2x+ 13 = 3

√
2x− 13+2 in nato potenciramo na tretjo

potenco, da dobimo

2x+ 13 = 2x− 13 + 6
(

3
√
2x− 13

)2
+ 12 3

√
2x− 13 + 8.

( )

Vse člene nesemo na eno stran in poenostavimo do

6
(

3
√
2x− 13

)2
+ 12 3

√
2x− 13− 18 = 0.

√

( )

Če vpeljemo novo spremenljivko y = 3
√
2x− 13 in enačbo delimo s 6 dobimo kvadra-

tno enačbo y2 + 2y − 3 = 0 oziroma (y + 3)(y − 1) = 0, ki ima dve rešitvi, y = −3 in

y = 1. Iz enačbe za novo spremenljivko izrazimo x = y3+13
2

. Ko je y = −3, je x = −7,
ko pa je y = 1, je x = 7. Začetna enačba ima torej dve rešitvi, x = −7 in x = 7.

3. letnik

A1. Ploščine treh polkrogov so enake π
2
, 4π

2
in 16π

2
. Ploščina območja x je zato enaka

4π

2
−

π

2

2
=

3π
4
, ploščina območja y pa

16π

2
−

4π

2

3
= 2π. Iskano razmerje je torej 3π

4
: 2π = 3 : 8.

A2. Če je n liho celo število, je leva stran enakosti soda, desna pa liha. Za liha cela števila
torej enakost ni izpolnjena. Podobno sklepamo, če je n sodo celo število. V tem pri-
meru je leva stran enakosti liha, desna pa soda. Torej nobeno celo število ne ustreza
enakosti.

A3. Iz podatkov sledi 2015h2013 − 2 = −2015 oziroma 2015h2013 = −2013. Zato je p(−h) =
2015(−h)2013 − 2 = −2015h2013 − 2 = −(−2013)− 2 = 2011.− − − − − − −

B1. Po izreku o deljenju je p(x) = (2x2 − x + 3)(2 − x) + o, kjer je o ostanek pri deljenju
polinoma p(x) s polinomom 2− x. Ker smo delili s polinomom stopnje 1, je ostanek o

neka konstanta. Torej je prosti člen polinoma p(x) = −2x3 + 5x2 − 5x + (6 + o) enak
6 + o, vodilni koeficient pa −2. Po Vietovem pravilu je produkt vseh ničel polinoma
p(x) torej enak −6+o

−2
= 11

2
. Od tod izračunamo ostanek o = 5.

B2. Naravna števila, katerih vsota števk je deljiva z 9, so natanko tista, ki so deljiva z 9.
Takih števil, manjših od 100 000, je torej 99 999

9
= 11 111. Vsako naravno število manjše

od 100 000 je oblike abcde, kjer je vsaj ena od števk a, b, c, d in e različna od 0. Če zadnje
štiri števke fiksiramo in označimo njihovo vsoto s k, potem moramo a izbrati tako, da
bo k + a deljivo s 5. Neglede na to, kaj je k, imamo za a natanko 2 možnosti; a = 0, 5,
če je k deljivo s 5, a = 4, 9, če ima k ostanek 1 pri deljenju s 5, a = 3, 8, če ima k ostanek
2 pri deljenju s 5, a = 2, 7, če ima k ostanek 3 pri deljenju s 5, in a = 1, 6, če ima k

ostanek 4 pri deljenju s 5. Torej zadnje štiri števke lahko izberemo poljubno, za prvo
števko pa nam ostaneta dve možnosti. Takih števil je zato 104 · 2− 1 = 19 999, saj smo
šteli tudi število 0 = 00000. Prešteti moramo še števila, katerih vsota števk je deljiva s
5 in 9, torej s 45. Toda vsota števk števila manjšega od 100 000 je kvečjemu 5 · 9 = 45 in
to le takrat, ko so vse števke enake 9. Tako število je zato eno samo, tj. 99 999. Števil,
po katerih sprašuje naloga je torej 11 111 + 19 999− 1 = 31 109.
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B3. A B

C

D

E
S

Naj bo D razpolovišče stranice BC, E nožišče višine iz A, S pa presečišče simetrale
kota pri A s stranico BC. Ker simetrala razdeli kot na dva enaka dela, mora simetrala
nujno ležati med višino in težiščnico. Torej točka S leži med točkama E in D. Imamo
dve možnosti, bodisi D leži med B in S ter E med S in C ali pa E leži med B in S ter
D med S in C. Zaradi simetrije lahko obravnavamo le prvi primer.

Označimo kot <) BAC s 4α, pri čemer motra biti 0 < α < π
4
. Potem je

|BE| = |AE| tg 3α, |DE| = |AE| tg 2α in |CE| = |AE| tgα.

Od tod izpeljemo

|BD| = |BE| − |DE| = |AE|(tg 3α− tg 2α)

in
|CD| = |CE|+ |DE| = |AE|(tgα + tg 2α).

Ker je D razpolovišče stranice BC, sledi tg 3α− tg 2α = tgα + tg 2α oziroma

tg 3α− tgα− 2 tg 2α = 0.

Levo stran lahko preuredimo

tg 3α− tgα− 2 tg 2α =
sin 3α

cos 3α
− sinα

cosα
− 2

sin 2α

cos 2α
=

=
sin 3α cosα− sinα cos 3α

cosα cos 3α
− 2

sin 2α

cos 2α
=

sin 2α

cosα cos 3α
− 2

sin 2α

cos 2α
=

=
sin 2α(cos 2α− 2 cosα cos 3α)

cosα cos 2α cos 3α
= − sin 2α cos 4α

cosα cos 2α cos 3α
,

kjer smo pri četretem enačaju upoštevali adicijski izrek za sinus

sin 2α = sin(3α− α) = sin 3α cosα− sinα cos 3α,− −

pri zadnjem enačaju pa formulo za produkt kosinusov

2 cosα cos 3α = cos(3α + α) + cos(3α− α) = cos 4α + cos 2α.

Iz izpeljanega sledi sin 2α = 0 ali cos 4α = 0, torej je 2α = kπ ali 4α = π
2
+ kπ, kjer je

k ∈ Z. Ker mora biti 0 < α < π
4
, je edina možnost α = π

8
. Torej je <) BAC = 4α = π

2
,

<) ACB = π
2
− α = 3π

8
in <) CBA = π

8
.

Z upoštevanjem obeh simetričnih primerov smo ugotovili, da so koti trikotnika ABC

bodisi <) BAC = π
2
, <) ACB = 3π

8
in <) CBA = π

8
ali pa <) BAC = π

2
, <) ACB = π

8
in

<) CBA = 3π
8
.
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4. letnik

A1. Na turnirju je bilo odigranih
(

n

2

)

tekem, torej velja
(

n

2

)

= n(n−1)
2

= 2015n. Od tod
izračunamo n = 4031.

A2. Označimo dolžino daljše stranice 7 skladnih pravokotnikov z a, dolžino krajše stranice
pa z b. Potem je |AB| = |DC| = 4b = 3a oziroma b = 3

4
a. Iskano razmerje je tako enako

|BC|
|AB| =

a+ b

4b
=

a+ 3
4
a

3a
=

7
4

3
=

7

12
.

A3. Vsota števil xyz, yzx in zxy je enaka 100(x + y + z) + 10(y + z + x) + (z + x + y).
Ker mora biti to trimestno število, je x + y + z < 10 in v tem primeru so vse števke
tega števila avtomatično enake. Iščemo torej število trojic štvk (x, y, z), za katere velja
1 ≤ x < y < z in x+ y+ z < 10. Takih trojic je natanko 7, to so (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5),
(1, 2, 6), (1, 3, 4), (1, 3, 5) in (2, 3, 4). Sara ima na izbiro 7 takih trimestnih števil.

B1. Upoštevamo formule za kotne funkcije dvojnih kotov, da dobimo

8 sin2 x cos2 x ≥ 3 cos2 x− 3 sin2 x.

Z upoštevanjem zveze cos2 x = 1− sin2 x neenakost preuredimo do

8 sin4 x− 14 sin2 x+ 3 ≤ 0.

Če vpeljemo novo spremenljivko y = sin2 x, dobimo neenačbo 8y2 − 14y + 3 ≤ 0
oziroma (4y − 1)(2y − 3) ≤ 0. Ker je 0 ≤ y ≤ 1, je člen (2y − 3) avtomatično negativen.
Dana neenakost je zato ekvivalentna neenakosti 4y−1 ≥ 0 oziroma sin2 x ≥ 1

4
. Slednja

neenakost velja takrat, ko je bodisi sin x ≥ 1
2
, torej π

6
+2kπ ≤ x ≤ 5π

6
+2kπ, k ∈ Z, ali pa

sin x ≤ −1
2
, torej −5π

6
+ 2kπ ≤ x ≤ −π

6
+ 2kπ, k ∈ Z. Skupna reštev so torej vsa števila

x, ki zadoščajo neenakosti π
6
+ kπ ≤ x ≤ 5π

6
+ kπ za neko celo število k.

B2. Označimo z d razliko dveh zaporednih členov tega aritmetičnega zaporedja. Po for-
muli za vsoto členov aritmetičnega zaporedja velja

Sk = ka1 +
k(k − 1)

2
d.

S pomočjo te zveze izračunamo

Sn+m = (n+m)a1 +
(n+m)(n+m− 1)

2
d = (n+m)

(

a1 + (n+m− 1)
d

2

)

( )

in

Sn− Sm = (n−m)a1 +
(

n(n− 1)−m(m− 1)
)d

2
= (n−m)a1 + (n−m)(n+m− 1)

d

2
=

= (n−m)

(

a1 + (n+m− 1)
d

2

)

( )

V obeh rezultatih je drugi faktor enak, zato velja

(n+m)(Sn − Sm) = (n−m)Sn+m,

od koder sledi željena enakost, saj je n+m 6= 0.
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B3.

A B

F

I

C

D

E K

Ker sta točki D in E razpolovišči ustreznih lokov krožnice K, ležita na simetralah
kotov <) BAC in <) CBA. Zaradi zrcaljenja je <) FAB = <) BAI = 1

2
<) BAC, torej je

<) FED = <) FAD = <) BAC. Podobno dobimo <) EDF = <) CBA. Sledi <) DFE =
<) ACB. Izračunajmo torej velikost kota <) ACB. Točke F , B, C in A so konciklične,
zato je <) ACB = π −<) BFA. Ker je F zrcalna slika točke I , velja

−

<) BFA = <) AIB = π − 1

2
<) BAC − 1

2
<) CBA = π − 1

2
(<) BAC +<) CBA) =

= π − 1

2
(π −<) ACB) =

π

2
+

1

2
<) ACB.

Torej je <) ACB = π − (π
2
+ 1

2
<) ACB) = π

2
− 1

2
<) ACB, od koder sledi <) ACB = π

3
in

zato tudi <) DFE = π
3
.

Rešitve 59. matematičnega tekmovanja srednješolcev Slovenije

– državno tekmovanje

1. letnik

I/1. Evino število mora biti vsaj štirimestno, da lahko trikrat zaporedoma izbrǐsemo
zadnjo števko in še vedno dobimo naravno število. Hkrati pa Evino število ne more biti več
kot štirimestno, saj je vsota vseh štirih števil štirimestna. Označimo torej Evino število z
abcd, kjer so a, b, c in d števke. Potem je Igorjevo število abc, Markovo število ab in Marušino
število a. Vsota vseh štirih števil je enaka

1000a+ 100(a+ b) + 10(a+ b+ c) + (a+ b+ c+ d) = 3838.
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Ker so a, b, c in d števke, je a + b + c + d ≤ 36. Ker pa so enice števila 3838 enake 8,
mora biti a + b + c + d ≤ 28. Torej se pri računu k deseticam prenese največ 2. Ker je
a+ b+ c+2 ≤ 29, se k stoticam prenese največ 2. Ker je a+ b+2 ≤ 20 in so stotice števila
3838 enake 3, se k tisočicam prenese največ 1. Od tod sledi, da je a enak 2 ali 3. Možnost
a = 2 odpade, saj bi v tem primeru moralo veljati 10 ≤ a + b = 2 + b ≤ 11, zato bi se pri
računu k stoticam moralo prenesti vsaj 7, kar pa ni mogoče. Torej je a = 3.

Ker se k stoticam prenese največ 2, je b enak 3, 4 ali 5. Možnost b = 5 odpade, saj bi
v tem primeru moralo veljati 8 ≤ 8 + c = a + b + c ≤ 9, zato bi se k deseticam moralo
prenesti vsaj 4, kar pa ni mogoče. Tudi možnost b = 3 odpade. V tem primeru bi se
namreč k stoticam moralo prenesti 2. Toda ker se k deseticam prenese največ 2, bi veljalo
a+ b+ c+ 2 = 8 + c < 20 in zato bi se k stoticam preneslo največ 1. Torej je b = 4.

Ker se k deseticam prenese največ 2, je c enak 4, 5 ali 6. Možnost c = 6 odpade, saj bi v
tem primeru moralo veljati 13 + c = a+ b+ c+ d ≤ 9, kar pa ni res. Če bi bil c = 4, bi se k
deseticam moralo prenesti 2. V tem primeru bi imeli a + b + c + d = 11 + d, zato bi moral
biti d = 9. Toda potem bi bile enice vsote števil enake 0, kr pa je protislovje. Torej je c = 5
in zato d = 6.

Eva, Igor, Marko in Maruša so zapisali števila 3456, 345, 34 in 3.

I/2. 1. način. Enačbi odštejemo, da dobimo

x3 − y3 + x2 + y2 + xy + 2x− 2y + 2 = 0.

Levo stran preoblikujemo

x3 − y3 + x2 + y2 + xy + 2x− 2y + 2 =

= (x− y)(x2 + xy + y2) + (x2 + xy + y2) + 2(x− y + 1) =

= (x− y + 1)(x2 + xy + y2) + 2(x− y + 1) =

= (x− y + 1)(x2 + xy + y2 + 2).

Ker je x2 + xy + y2 + 2 = 1

2
(x2 + (x+ y)2 + y2) + 2 > 0, mora biti x− y + 1 = 0. Vrednost

izraza x− y je enaka −1.
2. način. Iz druge enačbe izrazimo x = y3 − y2 + 3y in vstavimo v prvo enačbo ter
poenostavimo, da dobimo

y9 − 3y8 + 12y7 − 18y6 + 34y5 − 19y4 + 21y3 + 11y2 + 4y + 2 = 0.

S precej spretnosti lahko levo stran enačbe razstavimo

(y3 − y2 + 2y + 1)(y6 − 2y5 + 8y4 − 7y3 + 13y2 + 2) = 0.

Ker je

y6 − 2y5 + 8y4 − 7y3 + 13y2 + 2 = y4(y2 − 2y + 1) + 7y2
(
y2 − y +

1

4

)
+

45

4
y2 + 2 =

= y4(y − 1)2 + 7y2
(
y − 1

2

)2

+
45

4
y2 + 2 > 0,

mora biti y3 − y2 + 2y + 1 = 0 oziroma y = y3 − y2 + 3y + 1. Torej je

x− y = (y3 − y2 + 3y)− (y3 − y2 + 3y + 1) = −1.
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I/3.

B

D

A

C

E

F

1. način. Ker je ABCD kvadrat in sta trikotnika BEC in CFD enakostranična, je
|EB| = |BA| = |AD| = |DF |. Torej sta trikotnika EBA in ADF enakokraka z vrhoma
pri B in D in imata enako dolge krake. Hkrati velja <) EBA = <) ADF = 90◦ + 60◦ = 150◦,
zato sta omenjena trikotnika skladna. Sledi |AE| = |AF |. Poleg tega velja <) FAD =
<) BAE = 1

2
(180◦ − <) EBA) = 15◦, zato je <) EAF = 90◦ − <) BAE − <) FAD = 60◦. To-

rej je trikotnik EAF enakokrak s kotom 60◦ pri vrhu A, od koder sledi, da je enakostraničen.

2. način. Ker je ABCD kvadrat in sta trikotnika BEC in CFD enakostranična, je
|EB| = |BA| = |AD| = |DF | = |CE| = |CF |. Trikotniki EBA, ADF in ECF so torej ena-
kokraki. Velja <) EBA = <) ADF = 90◦+60◦ = 150◦ ter <) ECF = 360◦−90◦−2·60◦ = 150◦.
Trikotniki EBA, ADF in ECF se torej ujemajo v dveh stranicah in kotu med njima, zato
so skladni. Sledi |EA| = |AF | = |EF |, zato je trikotnik AEF enakostraničen.

I/4. Kolonija mora vsebovati najmanj 8 mravelj.
Dokažimo najprej, da 8 mravelj lahko pobere vsa zrna riža. To lahko storijo na primer

tako, da se i-ta od teh 8 mravelj sprehodi najprej navpično navzgor do i-te vrstice mreže, nato
po i-ti vrstici v desno do skrajnega desnega roba mreže in nazadnje navzgor do mravljǐsča.
Tako teh 8 mravelj pobere vsa zrna riža, saj i-ta mravlja izprazni celotno i-to vrstico mreže.

Sedaj pa dokažimo, da 7 mravelj ne more pobrati vseh zrn riža. Oglejmo si zrna riža, ki
ležijo na označenih vozlǐsčih mreže.
ležijo na označenih vozlǐsčih mreže.

Ker se mravlje lahko sprehajajo le v desno ali navzgor, nobena mravlja ne more pobrati
dveh izmed teh zrn riža. Torej 7 mravelj ne more pobrati vseh teh 8 zrn riža.
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2. letnik

II/1. 1. način. Enačbi seštejemo in dobimo x + y = 3. Od tod izrazimo y = 3 − x in
vstavimo v prvo enačbo, da dobimo x + 1

3−2x
= 1. Odpravimo ulomke in preoblikujemo do

2x2 − 5x+ 2 = 0. Levo stran te enačbe lahko razstavimo 2(x− 2)
(
x− 1

2

)
= 0. Sledi x = 2

ali x = 1

2
. V prvem primeru je y = 1, v drugem pa y = 5

2
. Ker je v obeh primerih x− y 6= 0,

sta (2, 1) in (1
2
, 5
2
) res rešitvi danega sistema enačb.

2. način. Enačbi odštejemo in dobimo y − x− 2

y−x
= 1. Z uvedbo spremenljivke a = y − x

preoblikujemo do a2 − a− 2 = 0. Levo stran te enačbe lahko razstavimo (a+ 1)(a− 2) = 0.
Sledi a = −1 in a = 2. Za vsak primer a vstavimo v prvo enačbo in dobimo x = 2 in x = 1

2
.

V prvem primeru iz a = y − x sledi y = 1, v drugem pa y = 5

2
. Ker je v obeh primerih

y − x 6= 0, sta (2, 1) in (1
2
, 5
2
) res rešitvi danega sistema enačb.

II/2. 1. način. Naj bo d največji skupni delitelj števil a in b. Torej je a = dm in b = dn,
kjer sta m in n tuji naravni števili. Ker je ab = d2mn popoln kvadrat in sta m in n tuji
števili, sta tudi m in n popolna kvadrata. Pǐsimo m = x2 in n = y2, kjer sta x in y naravni
števili. Sledi 101 = a−b = d(x+y)(x−y). Ker je 101 praštevilo in je x+y ≥ 2, mora veljati
d = x− y = 1 in x+ y = 101. Od tod izračunamo x = 51 in y = 50, torej je a = 512 = 2601
in b = 502 = 2500.

2. način. Naj bo d največji skupni delitelj števil a in b. Ker d deli 101 in je 101 praštevilo,
je lahko le d = 1 ali d = 101.

Če je d = 1, sta si a in b tuji števili. Ker je ab popoln kvadrat, sledi, da sta tudi a
in b popolna kvadrata. Pǐsimo a = x2 in b = y2, kjer sta x in y naravni števili. Tedaj je
101 = a − b = x2 − y2 = (x + y)(x − y), od koder sledi x − y = 1 in x + y = 101, saj je
101 praštevilo in x+ y ≥ 2. Iz teh dveh enačb zlahka izračunamo x = 51 in y = 50, torej je
a = 512 = 2601 in b = 502 = 2500.

Če je d = 101, lahko zapǐsemo a = 101m in b = 101n, kjer sta m in n tuji naravni
števili. Ker je ab = 1012mn popoln kvadrat in sta si m in n tuji števili, sledi da sta tudi m
in n popolna kvadrata. Pǐsimo m = u2 in n = v2, kjer sta u in v naravni števili. Tedaj je
101 = a− b = 101(m− n) = oziroma 1 = m− n = (u+ v)(u− v), kar pa je protislovje, saj
je u+ v ≥ 2.

Edina rešitev naloge je torej par a = 2601 in b = 2500.

3. način. Zapǐsimo a = b+101 in izračunamo ab = b(b+101) = n2 za neko naravno število
n. Od tod izrazimo n2 − b2 = (n− b)(n+ b) = 101b. Ker je 101 praštevilo, velja 101|(n− b)
ali 101|(n+ b). Obravnavamo obe možnosti.

Če 101|(n − b), lahko zapǐsemo n − b = 101k za neko naravno število k. Iz enačbe
(n− b)(n+ b) = 101b sledi kn = b(1− k), kar je protislovje, ker je leva stran enačbe strogo
pozitivna, desna pa manǰsa ali enaka nič.

Če 101|(n + b), lahko zapǐsemo n + b = 101l za neko naravno število l. Iz enačbe
(n − b)(n + b) = 101b sledi l(101l − 2b) = b, oziroma 101l2 = b(2l + 1), od koder izrazimo

b =
101l2

2l + 1
, kar mora biti naravno število. Torej 2l+1 deli 101l2. Ker je 101 praštevilo, mora

veljati (2l + 1)|101, zato lahko zapǐsemo 101 = (2l + 1)c, kjer je c ∈ N. Ker je 2l + 1 > 1,
mora veljati c = 1 in 2l + 1 = 101. Od tod izračunamo l = 50 in b = 502 = 2500. Nato
izračunamo še a = 2601.
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II/3.

A

E

B

D

C

P

K

1. način. Naj bo K trikotniku ABC očrtana krožnica. Ker je poltrak PD zrcalna slika
poltraka PC pri zrcaljenju čez premico AB, velja <) DPB = <) BPC = <) APE. Oglejmo si
zrcaljenje preko simetrale stranice AB. Točka A se prezrcali v točko B. Ker je P sredǐsče
stranice AB, se pri zrcaljenju ohrani. Iz zgornje enakosti kotov zato sledi, da se poltrak
PE prezrcali v poltrak PD. Ker simetrala stranice AB poteka skozi sredǐsče krožnice K, se
krožnica K prezrcali sama vase. Torej se presečǐsče poltraka PE in krožnice K, tj. točka E,
prezrcali v presečǐsče poltraka PD in krožnice K, tj. točko D. Pokazali smo, da se daljica
AE prezrcali v daljico BD. Ker zrcaljenje ohranja razdalje, je |AE| = |BD|.| | | |
2. način. Naj bo K trikotniku ABC očrtana krožnica. Ker je poltrak PD zrcalna slika
poltraka PC pri zrcaljenju čez premico AB, velja <) DPB = <) BPC = <) APE. Velja tudi
|AP | = |PB|. Pokazati želimo še |PE| = |PD|. Ker tocka P leži na simetrali AB in gre
simetrala skozi sredǐsče krožnice K (označimo ga z O) velja: |OE| = |OD|, <) APO = <) BPO

in <) EPA = <) DPB. Ker imata trikotnika EPO in DPO še skupno stranico OP , sta skladna
in zato je tudi |PE| = |PD|. Torej sta si trikotnika AEP in BDP skladna in je |AE| = |BD|.

II/4. Kolonija mora vsebovati najmanj 5 mravelj.
Dokažimo najprej, da 4 mravlje ne morejo pobrati vseh zrn riža. Oglejmo si zrna riža, ki

ležijo na petih označenih vozlǐsčih mreže.
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Ker se mravlje lahko premikajo le desno, navzdol ali diagonalno desno-navzdol, lahko
vsaka mravlja pobere največ eno izmed teh zrn riža, zato 4 mravlje ne morejo pobrati vseh.

Sedaj dokažimo, da 5 mravelj lahko pobere vsa zrna riža. To lahko storijo na primer
tako, da se i-ta izmed teh 5 mravelj najprej sprehodi diagonalno desno-navzdol i-tega stolpca
mreže, nato po njem navzdol do enega od označenih vozlǐsč mreže, nato po vrstici v desno
do roba mreže in nazadnje diagonalno desno-navzdol do mravljǐsča. Na sliki je prikazana
pot tretje mravlje.
pot tretje mravlje.

Teh 5 mravelj res pobere vsa zrna riža, saj prva mravlja izprazni prvi stolpec in zadnjo
vrstico mreže, druga mravlja izprazni drugi stolpec in predzadnjo vrstico in tako naprej.

3. letnik

III/1. Denimo, da ulomek 3n−1
2n2+1

ni okraǰsan. Potem obstaja naravno število a, različno
od 1, ki deli 3n− 1 in 2n2 +1. Sledi, da a deli tudi 3(2n2 +1)− 2n(3n− 1) = 2n+3 in zato
tudi 3(2n + 3) − 2(3n − 1) = 11. Ker je 11 praštevilo, sledi a = 11, torej 11 deli 3n − 1 in
2n2+1. To pomeni, da obstaja celo število k, da je 3n−1 = 11k. Od tod izrazimo n = 11k+1

3
.

Da bo to celo število, mora 3 deliti 11k + 1 oziroma 2k + 1, kar pa se zgodi natanko tedaj,
ko je k oblike k = 3m + 1 za neko celo število m. V tem primeru je n = 11m + 4 in tudi
število 2n2 + 1 = 2(11m + 4)2 + 1 = 2 · 112m2 + 4 · 11m + 33 je deljivo z 11. Ker mora biti
1 ≤ n ≤ 2015, je 0 ≤ m ≤ 182. Dan ulomek torej ni okraǰsan za 183 naravnih števil n.

III/2. Pǐsimo p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0, kjer je an 6= 0. Vodilni člen polinoma
p(p(x)) je enak an(anx

n)n = an+1
n xn2

, vodilni člen polinoma p(x)3 pa (anx
n)3 = a3nx

3n,
oba sta lihe stopnje. Ker je polinom p(x)3 − p(p(x)) povsod nenegativen, mora biti sode
stopnje, zato se morata omenjena vodilna člena pokraǰsati. Torej je an+1

n xn2

= a3nx
3n oziroma

n2 = 3n in an+1
n = a3n. Sledi n = 3 in an = 1, saj je an 6= 0, tj. p je polinom stopnje 3

z vodilnim koeficientom 1. Ker je koeficient polinoma p pri x2 enak 0, je polinom p oblike
p(x) = x3 + ax + b. Ko slednje upoštevamo v dani neenakosti in neenakost poenostavimo,
dobimo ax3 + a2x+ ab+ b ≤ 0 za vsak x ∈ R. Slednje je mogoče le, če je a = 0, saj polinom
lihe stopnje vedno zavzame tudi pozitivne vrednosti. Neenakost se v tem primeru poenostavi
do b ≤ 0. Polinomi, ki zadoščajo pogojem naloge so natanko polinomi oblike p(x) = x3 + b,
kjer je b ≤ 0.
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III/3.

20◦
40◦

30◦

20◦

A B

C

D E

1. način. Opazimo da je trikotnik ABC enakokrak z vrhom pri B. Naj bo E taka točka na
premici CD, da je <) CAE = 30◦, tako da bo tudi trikotnik ACE enakokrak z vrhom pri E.
Ker je <) CAD = 40◦, točka E leži med C in D. Potem je štirikotnik ABCE deltoid, zato se
njegovi diagonali AC in BE sekata pod pravim kotom. Torej velja <) BEC = 90◦−30◦ = 60◦

in zato <) BAD = 60◦ = <) BEC = 180◦ − <) DEB. To pomeni, da so točke A, B, E in D

konciklične. Po izreku o obodnih kotih velja <) EBD = <) EAD = 40◦ − 30◦ = 10◦, zato je
<) CBD = <) CBE +<) EBD = (90◦ − 20◦) + 10◦ = 80◦.−

20◦
40◦

30◦

20◦

A B

C

D
K

2. način. Opazimo da je trikotnik ABC enakokrak z vrhom pri B. Naj ko K krožnica s
sredǐsčem B, ki gre skozi točki A in C. Dokažimo, da tudi točka D leži na krožnici K. Iz
podatkov naloge izračunamo<) ADC = 180◦−40◦−30◦ = 110◦ in<) CBA = 180◦−20◦−20◦ =
140◦. Torej je sredǐsčni kot nad lokom ÂC enak <) ABC = 360◦ − <) CBA = 220◦ in je
dvakratnik kota <) ADC. Po izreku o sredǐsčnem in obodnem kotu je torej <) ADC obodni

kot nad lokom ÂC, kar pomeni, da točka D leži na krožnici K. Od tod sledi, da je trikotnik
CBD enakokrak z vrhom pri B, zato je <) CBD = 180◦ − 2<) DCB = 180◦ − 100◦ = 80◦.

izvedenih potez, ki stanje te luči zamenjajo, ni pa odvisno od vrstnega izvajanja potez.
Torej tudi končno stanje vseh luči ni odvisno od vrstnega reda izvajanja potez, ampak le
od tega, katere poteze izvedemo.

(b) To je mogoče natanko za tiste n, ki so deljivi s 3.

Denimo najprej, da je n deljiv s 3 in pokažimo, da v tem primeru res lahko pridemo
do željenega stanja. Naj bo Pi poteza, pri kateri zamanjamo stanja i-te, (i + 1)-ve in
(i+ 2)-ge luči v vrsti. Ker je n deljiv s 3 in vsaka poteza spremeni stanje 3 luči, lahko v
tem primeru z n

3
potezami, to so P1, P4, P7, . . . , Pn−2, spremenimo stanje vseh luči v vrsti

in s tem pridemo do željenega stanja.
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Sedaj pa pokažimo, da je do željenega stanja mogoče priti le v primeru, če je n deljiv s
3. Ker po točki (a) vrstni red potez ni pomemben, lahko predpostavimo, da poteze Pi

izvajamo po vrsti, najprej tiste z manǰsim i. Če potezo Pi izvedemo dvakrat, se stanje
luči ohrani. Torej lahko nadalje predpostavimo, da vsako potezo Pi izvedemo kvečjemu
enkrat. Gremo torej po vrsti po potezah P1, P2, P3, . . . in se za vsako odločimo, ali jo
izvedemo ali ne. Ob koncu mora biti vsaka liha luč ugasnjena, vsaka soda pa prižgana.
Ker moramo stanje 1. luči spremeniti, spremeni pa ga lahko le poteza P1, moramo potezo
P1 nujno izvesti. Po tej potezi so prve tri luči že v pravem stanju. Ker od preostalih
potez stanje 2. luči spremeni le poteza P2, te poteze ne smemo izvesti. Med potezami
P3, P4, P5, . . . stanje 3. luči spremeni le poteza P3, zato tudi te poteze ne smemo izvesti.
Sedaj smo pri potezi P4 in razmǐsljamo podobno. Stanje 4. luči moramo spremeniti, zato
moramo potezo P4 izvesti. Po tej potezi so 4., 5. in 6. luč v pravem stanju, zato poteze P5

ne smemo izvesti in poteze P6 tudi ne. Nadaljujemo v enakem smislu, potezo P7 moramo
izvesti, potez P8 in P9 pa ne, in tako dalje. S tem smo ugotovili, da moramo nujno izvesti
zaporedje potez P1, P4, P7, . . .. Da bo to zaporedje spremenilo stanje vseh luči v vrsti,
mora biti n deljiv s 3. Če ima namreč n ostanek 1 pri deljenju s 3, potem stanja zadnje
luči ne bomo spremenili, saj poteza Pn ni dopustna, ker bi spremenila stanje le ene same
luči. Podobno, če ima n ostanek 2 pri deljenju s 3, potem stanja zadnjih dveh luči ne
bomo spremenili, saj potezi Pn−1 in Pn nista dopustni.

4. letnik

IV/1. 1. način. Ker je b naravno število, a deli 2ab in ab, torej a deli tudi 3. Ker je 3
praštevilo, je a = 1 ali a = 3. Če je a = 1, dobimo enačbo 2 = b + 3, ki pa nima rešitev
v naravnih številih. Torej je a = 3, od koder sledi 2 · 3b = 3b + 3 oziroma 2 · 3b−1 = b + 1.
Ena rešitev je te enačbe je b = 1. Dokažimo, da drugih rešitev v naravnih številih ni. To
bomo storili tako, da bomo z indukcijo na b dokazali, da velja 2 · 3b−1 > b + 1 za vse b ≥ 2.
Za b = 2 je to res, saj je 2 · 31 = 6 > 3 = 2 + 1. Predpostavimo, da velja 2 · 3b−1 > b + 1
za nek b ≥ 2. Potem je 2 · 3b = 3 · 2 · 3b−1 > 3(b + 1) > b + 2. Indukcija je s tem končana.
Torej res velja 2 · 3b−1 > b + 1 za vse b ≥ 2, kar pomeni, da je b = 1 edina rešitev enačbe
2 · 3b−1 = b+ 1 v naravnih številih.

Dano enačbo reši le par a = 3 in b = 1.

2. način. Kot v prvi rešitvi sklepamo, da velja a = 3 in 2 · 3b = 3b+ 3. Oglejmo si funkciji
f(x) = 3x+3 in g(x) = 2 · 3x. Realne rešitve enačbe 2 · 3b = 3b+3 so tiste točke, pri katerih
se grafa funkcij f in g sekata. Funkcija f je linearna funkcija, funkcija g pa je skalarni
večkratnik eksponentne funkcije. Grafa takih dveh funkcij se sekata kvečjemu dvakrat. Ker
je f(1) = 6 = g(1), je eno presečǐsče pri x = 1. Drugo presečǐsče leži na intervalu med −1
in 0, saj velja f(−1) = 0 < 2

3
= g(−1) in f(0) = 3 > 2 = g(0). Enačba 2 · 3b = 3b + 3 ima

torej dve realni rešitvi, od katerih pa je le b = 1 naravno število.
Dano enačbo reši torej le par a = 3 in b = 1.

IV/2. 1. način. Za vsak n ≥ 2 lahko dano rekurzivno formulo preoblikujemo v
an+1

an
= − an

an−1
. S pomočjo te formule izračunamo

a2n+2

a2n
=

a2n+2

a2n+1

· a2n+1

a2n
=

(
−a2n+1

a2n

)
·
(
− a2n

a2n−1

)
=

a2n+1

a2n−1
.
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Z dvakratno zaporedno uporabo te enakosti dobimo

a2n+2

a2n
=

a2n+1

a2n−1
=

a2n

a2n−2
,

kar pomeni, da je zaporedje a2, a4, a6, . . . geometrijsko.

2. način. Potem, ko formulo preoblikujemo v an+1

an
= − an

an−1
, vidimo, da je zaporedje

pozitivnih realnih števil |a1|, |a2|, |a3|, . . . geometrijsko, torej obstajata pozitivni realni števili
a in q, da je |an| = aqn−1 za vsa naravna števila n. Sledi, da je za vsak n bodisi an = aqn−1

bodisi an = −aqn−1. Če v enačbo, s katero je prvotno zaporedje definirano, vstavimo 2n+1
namesto n, dobimo a2n+2a2n = −a22n+1 ≤ 0, zato sta v zaporedju a2, a4, a6, . . . sosednja člena
nasprotnega predznaka. Od tod sklepamo, da je bodisi

a2n = (−1)naq2n−1 = −aq(−q2)n−1

za vse n bodisi
a2n = aq(−q2)n−1

za vse n. V obeh primerih je a2, a4, a6, . . . geometrijsko zaporedje.

3. način. Enakost a2n = −an+1an−1 kvadriramo, da dobimo (a2n)
2 = a2n+1a

2
n−1. To formulo

preoblikujemo v
a2
n+1

a2
n

= a2
n

a2
n−1

in vidimo, da je zaporedje pozitivnih realnih števil a21, a
2
2, a

2
3, . . .

geometrijsko, torej obstajata pozitivni realni števili a in q, da je a2n = aqn−1 za vsa naravna
števila n. Sledi, da je za vsak n bodisi an =

√
a
√
qn−1 bodisi an = −√a

√
qn−1. Podobno

kot pri 2. načinu dobimo, da je bodisi

a2n = (−1)n√a
√
q2n−1 = (−1)n√a

√
q
√

q2n−2 = (−1)n√aqqn−1 = −√aq(−q)n−1

za vse n bodisi
a2n = −(−1)n√a

√
q2n−1 =

√
aq(−q)n−1

za vse n. V obeh primerih je a2, a4, a6, . . . geometrijsko zaporedje.
a

IV/3.

Q P

A

E

B

D

T

C
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1. način. Ker sta D in E razpolovǐsči daljic BC in AC, sta premici DE in AB vzporedni.
Od tod sledi <) EDA = <) BAD, po izreku o obodnih kotih pa velja <) BAD = <) BAP =
<) BQP . Torej je <) EQP = <) EDA = π − <) PDE, kar pomeni, da je štirikotnik EDPQ

tetiven, trikotnika TED in TPQ pa sta si podobna. Naj bo T težǐsče trikotnika ABC in
x = |DP | = |EQ|. Iz podobnosti trikotnikov TED in TPQ izpeljemo

|TD|+ x

|TE| =
|TP |
|TE| =

|TQ|
|TD| =

|TE|+ x

|TD| .

To enakost lahko preoblikujemo do

(|TD| − |TE|)(|TD|+ |TE|+ x) = 0,

od koder sledi |TE| = |TD|, saj je |TD|+ |TE|+ x > 0. Trikotnik DET je torej enakokrak
z vrhom pri T . Zaradi vzporednosti premic AD in BE, je tudi trikontnik ABT enakokrak

z vrhom pri T , torej velja |BE| = |BT |+ |TE| = |AT |+ |TD| = |AD|. Od tod sledi, da sta
trikotnika ABE in BAD skladna, saj imata dva para enako dolgih stranic in enak kot med
njima <) EBA = <) BAD. Torej je |AE| = |BD| in zato |AC| = |BC|.| | | | | | | |
2. način. Kot v prvi rešitvi dokažemo, da sta premici DE in AB vzporedni in da je
štirikotnik EDPQ tetiven. Zato je <) EPD = <) EQD. Ker sta tetivi DP in EQ enako
dolgi, pa je <) DEP = <) QDE. Zato je <) PDE = <) DEQ, kar pomeni, da je štirikotnik
EDPQ enakokrak trapez. Torej je <) TED = <) EDT = <) BAT oziroma <) BED = <) BAD.
To pomeni, da je štirikotnik ABDE tetiven. Ker pa sta premici AB in ED vzporedni, je
tudi štirikotnik ABDE enakokrak trapez. Sledi |AE| = |BD| in zato |AC| = |BC|.| | | |

IV/4. 1. način. Podjetje vodi največ 10 direktorjev.
Označimo ključavnice oziroma pripadajoče ključe s številkami od 1 do 6. Vsak direktor

ima set 3 ključev od 3 različnih ključavnic in nobena dva direktorja nimata enakih setov.
Zato najprej preštejmo, koliko različnih setov 3 ključev obstaja. Za posamezen set ključev
imamo na izbiro 6 ključavnic, med katerimi moramo izbrati 3. Gre torej za kombinacije, pri
katerih izmed 6 elementov izberemo 3. Takih kombinacij je

(
6

3

)
= 20 (preštejemo jih lahko

tudi tako, da si izpǐsemo vse možnosti). Vsakemu setu 3 ključev pripada komplementarni

set 3 ključev, to je set, v katerem so ključi preostalih 3 ključavnic. Tako na primer setu
ključev {2, 3, 5} pripada komplementarni set ključev {1, 4, 6}. Množico vseh različnih setov
ključev razbijemo na 10 parov komplementarnih si setov ključev. Ker vsak tak par ključev
skupaj odklene sef, nobena dva direktorja ne moreta imeti komplementarnih si setov ključev.
Torej je direktorjev lahko največ 10, saj iz vsakega para komplementarnih si setov ključev
kvečjemu en set pripada nekemu direktorju.

Pokažimo, da 10 direktorjev res lahko vodi podjetje, torej da obstaja 10 setov ključev, ki
ustrezajo pogojem naloge. Vse kar moramo storiti je, da iz vsakega para komplementarnih
si setov ključev izberemo po en set (na primer tistega, ki vsebuje ključ 1). Tako ima lahko 10
direktorjev na primer naslednje sete ključev: {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 3, 4},
{1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6}, {1, 5, 6}.{ } { } { } { } { }
2. način. Označimo ključavnice oziroma pripadajoče ključe s številkami od 1 do 6. Zapǐsimo
vse možne različne kombinacije treh ključev in sicer v parih:
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• {1, 2, 3} in {4, 5, 6},
• {1, 2, 4} in {3, 5, 6},
• {1, 2, 5} in {3, 4, 6},
• {3, 4, 5} in {1, 2, 6},
• {1, 3, 4} in {2, 5, 6},

• {1, 3, 5} in {2, 4, 6},
• {2, 4, 5} in {1, 3, 6},
• {1, 4, 5} in {2, 3, 6},
• {2, 3, 5} in {1, 4, 6},
• {2, 3, 4} in {1, 5, 6}.• { } { } • { } { }

Opazimo, da vsak od teh parov kombinacij kjučev vsebuje vseh 6 ključev, torej kvečjemu
ena kombinacija iz vsakega para pripada nekemu direktorju. Ker je teh parov 10, podjetje
vodi največ 10 direktorjev.

Vidimo tudi, da 10 direktorjev res lahko vodi podjetje, saj imajo lahko ti direktorji na
primer prve kombinacije ključev iz vsakega para. Nobeni dve kombinaciji iz tega izbora ne
vsebujeta vseh šestih ključev, saj pri vsaki od njih manjka ključ 6.

3. način. Naj predstavlja K = {1, 2, 3, 4, 5, 6} množico vseh ključev. Vsak direktor ima 3
različne ključe, torej neko podmnožico množice K, ki ima natanko 3 elemente. Označimo vse
take podmnožice s

(
K

3

)
. Ker nobena dva direktorja nimata enakega kompleta ključev, vsak

element
(
K

3

)
predstavlja set ključev enega potencialnega direktorja. Naj bosta A,B ⊂

(
K

3

)

kompleta ključev dveh različnih direktorjev. Če bi veljalo A ∪ B = K, bi lahko ta dva
direktorja skupaj odprla sef. Naj bo G graf, kjer je

( )
V (G) =

(K
3

)
in {A,B} ∈ E(G) ⇐⇒ A ∪B = K.

Vsaka neodvisna množica tega grafa ustreza neki skupini direktorjev, ki zadošča pogojem
naloge. Nas zanima največja neodvisna množica. Naj α(G) označuje moč največje neodvisne
množice v grafu G. Graf G je prikazan na spodnji sliki (vozlǐsča smo zaradi preglednosti
označili kar s števili, katerih števke so elementi množic, ki ustrezajo vozlǐsčem grafa):

123

456

124

356

125

346

126

345

134

256

135

246

136

245

145

236

146

235

156

234

Če je G = G1 + G2, tj. disjunkna unija dveh grafov, potem velja α(G) = α(G1) + α(G2).
Ker je α(K2) = 1, je α(G) = 10, saj je G ∼= K2 +K2 + · · ·+K2︸ ︷︷ ︸

10

.
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ZBIRKE NALOG

S TEKMOVANJ IZ MATEMATIKE
Vsako šolsko leto na šolah potekajo različna tekmovanja v znanju matematike.
Za lažjo pripravo vam ponujamo nekaj zbirk tekmovalnih nalog z rešitvami.

Matjaž Željko

REŠENE NALOGE IZ MATEMATIKE
Z DRŽAVNIH IN IZBIRNIH TEKMOVANJ
– 4. del

Državna tekmovanja 1988–1996
Izbirna tekmovanja 1992–1996

142 strani
format 14× 20 cm
mehka vezava

12,49 EUR

Matjaž Željko

REŠENE NALOGE IZ MATEMATIKE
S SREDNJEŠOLSKIH TEKMOVANJ
– 5. del

Izbirna in državna tekmovanja 1997–2006

172 strani
format 14× 20 cm
mehka vezava

21,24 EUR

Poleg omenjenih lahko v naši ponudbi najdete še veliko drugih zbirk nalog različnih zah-
tevnosti za osnovnošolce, srednješolce in študente s tekmovanj v znanju matematike, fizike,
logike, astronomije in računalništva. Podrobnejše predstavitve so na spodnjem naslovu,
kjer lahko vse zbirke tudi naročite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naročniki revije Presek, člani DMFA Slovenije, dijaki in študentje imate ob
naročilu pri DMFA–založništvo 20 % popusta na zgornje cene – izkoristite ga! Dodatne
informacije lahko dobite v uredništvu Preseka po telefonu (01) 4766 553.
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