PRILOGA K REVIJI PRESEK, LETNIK 43 (2015/2016) STEVILKA 4

Tekmovanja

Tekmovanje iz fizike za zlato Stefanovo priznanje
- drzavno tekmovanje

8. razred

A1 V koordinatnem sistemu sta grafa, ki kaZeta, kako se je lega
dveh tekacev spreminjala s ¢asom. Prvi graf je narisan s
polno ¢&rto, drugi s pikcasto. Ali sta bili hitrosti tekadev v
katerem od oznacenih trenutkov enaki?

(A) Da, ob t;. (B) Da, ob ts.

(C) Da, ob t3. (D) Ne.

A2 Nasliki sta senci in polsenci dveh balonov na osoncenih vodoravnih tleh. Katera izjava o velikosti
balonov je pravilna?

(A) Balon A je opazno vedji od balona B.
(B) Balon A je opazno manjsi od balona B.
(C) Balona A in B sta pribliZzno enako velika.

(D) S slike ne moremo ugotoviti, kateri balon je opazno vedji.
A B

A3 Nejciz Ljubljane in John iz Cape Towna (ki je skoraj na isti zemlje-
pisni dolzini kot Ljubljana) v JuZnoafrigki republiki sta 27. marca
2015 hkrati in vsak s svojega konca Zemlje opazovala prvi lunin
krajec. Ob Kateri uri sta opazovala in kateri sliki sta videla?

(A) Oba ob 19", oba sta videla sliko A.

A
(B) Oba ob 19, Nejc je videl sliko A, John pa sliko B.
(C) Nejcob 19h, John ob 70 oba sta videla sliko A.
(D) Nejc ob 19", John ob 7", Nejc je videl sliko A, John pa sliko B.
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A4 V steklenem akvariju s tankimi stenami je voda. Skozi steno akvarija posljemo curek laserske
svetlobe tako, da se na vodni gladini popolnoma odbije. Katera slika kaZe pravilno pot curka?

N N

(A) (B) © (D)

A5 Na enem krajis¢u je drog (narisan z debelejso sivo ¢rto) vrtljivo vpet v tla, na drugem krajis¢u pa
z rinke na drogu visi vrv z uteZjo. Za ravnovesje poskrbi dodatna vrvica, narisana s tanjso sivo
¢érto. Katera slika pravilno kaze sile, ki delujejo na mirujoco rinko?
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B1 Spomni se, da je lahka precka v vodoravni ravnovesni legi, ko velja

my - T1 = my - r, Kjer sta r in o razdalji med pritrdis¢ema vrvic, na T T
katerih visita kroglici z masama my in my, in osjo, kot kaze slika.
Ziga sestavi model Zerjava. Popolnoma togo precko na tretjini njene \
5 I . Y Lo “ e 0s
dolZine vrtljivo vpne v stojalo, kot kaZe spodnja slika. Precka ima m m
1 2

maso m = 200 g, dolZino 60 cm in povsod enak precni presek.

Predstavljaj si, da je vsa masa precke zbrana v njenem sredis¢u (tezis-
¢u). Precko, ki miruje, drZi v vodoravni ravnovesni legi uteZ z maso
my, ki je obeSena na krajisce krajSega dela precke.

(a) Koliksna je masa utezi m,?

(b) Na sliko modela Zerjava naridi vse sile na
precko v merilu, v katerem 1 cm pomeni silo
1 N. Sile poimenuj in oznacdi.




Enacbo za vodoravno ravnovesje zapiSemo bolj splosno s
silami. Ce delujejo sile pravokotno na precko, velja (za pri-
mer na sliki) Fy -r1 4+ F -9 = Fy-r5. Ceima posamezna sila
- npr. F, - ravno obratno smer od narisane, to upostevas v
predznaku sile: tedaj velja Fy -1 — Fy - ro = F3 - r3.

(o) Ziga uteZ sname in samo precko zadr-
Zuje v vodoravni legi tako, da tis¢i krajsi
del precke v smeri pravokotno navzdol
ali daljsi del precke pravokotno nav-
zgor. Ziga podpre ali ti&i precko na
enem od Stirih razli¢nih mest, ki so
oznacena na sliki. Zraven vsake slike
roke zapigi velikost sile, s katero Ziga na
tistem mestu podpira ali ti$¢i precko.

(d) Sila, ki pre¢ko zadrzuje v vodoravni
ravnovesni legi, ni nujno pravokotna
na precko. V tem primeru so s silami,
ki si jih zapisal pri vprasanju (c), dolo-
ene velikosti njihovih komponent, pra-
vokotnih na precko. Zapisi velikost sile
F}, ki deluje na prec¢ko v smeri, narisani
na sliki. Pomagaj si z nacrtovanjem.

(e) Ziga pritrdi precko na stojalo z vrvico,
gap P ]
kot kaZe slika. Koliksna je sila F3, ki na-
penja vrvico?

(f) Precka visi na vrvici, s krajis¢a njenega
krajsega dela visi uteZ z maso 0,3 kg.
S krajisc¢a daljSega dela precke na levi
strani visi breme s tezo 10 N. Kolik$na
je sila F9, ki napenja vrvico?
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B2 V medijih so 24. septembra 2011 objavili novico, da so v $vicarskem raziskovalnem centru CERN
v Zenevi izmerili, da se nevtrini zelo verjetno gibljejo s hitrostjo, ve&jo od svetlobne hitrosti v va-
kuumu. Zapisali so, da so za pot na razdalji 730,000 km med CERN-om in podzemnim detektorjem
v Gran Sassu v Italiji nevtrini potrebovali 60 nanosekund manj, kot za isto prepotovano razdaljo
potrebuje svetloba. Hitrost svetlobe v vakuumu je 299792458 . Pozneje so odkrili napako v
eksperimentu in so novico preklicali.

(a) V koliksnem ¢asu prepotuje svetloba razdaljo med CERN-om in Gran Sassom? Odgovor
zapi$i na 6 mest natan¢no v enotah ms.

(b) Koliko ¢asa med CERN-om in Gran Sassom, po podatkih iz novice, potujejo nevtrini?

(c) Koliksna bi bila hitrost nevtrinov v enotah %, ¢e bibila novica resni¢na, in za koliko odstotkov
bi bila vedja od hitrosti svetlobe?

(d) Predpostavi, da v CERN-u kreneta svetloba in nevtrino na pot so¢asno. Za koliksno razdaljo
p p ]
prehitijo nevtrini svetlobo, glede na podatke v novici?

(e) Razdaljo med CERN-om in Gran Sassom so izmerili tako natan¢no, da so se pri tem zmotili
za kve&jemu £20 cm. Cas so merili z atomskimi urami tako natan¢no, da so se pri meritvi
zmotili za najve¢ £10 nanosekund. Ce upostevas, da so nevtrini opravili pot, ki se za 20 cm
razlikuje od 730 km in da so se pri merjenju ¢asa zmotili za 10 nanosekund, ugotovis, da bi
bila hitrost nevtrinov vseeno vedja od hitrosti svetlobe. Najmanj za koliko %?

C- eksperimentalna naloga: OMOCEN]JE

Pripomocki

— 2,5 cm Siroki trakovi, izrezani iz papirnate brisace
— Stoparica

— ravnilo

— loncek z vodo

— stojalo

— lepilni trak ali kit

— brisace za brisanje mokre mize




(a)

V kozarec, ki je pritrjen ob rob mize, nalij
vodo. Na mizo poloZi papirnat trak tako, da
bos lahko ob zacetku meritve v kozarec na-
mestil eno krajiS¢e papirnatega traku. Merilo
postavi vzporedno s trakom. Zaznamek 0 cm
na merilu naj bo ob robu mize, ob delu traku,
ki je pri kozarcu.
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Meri, kako se dolZina omocenega dela traku
spreminja s ¢asom. Trenutek ¢ = 0 naj bo te-
daj, ko voda po traku prileze do zaznamka
0 cm. Priporocamo, da izmerke najprej zapi-
$e$ na pomozni list in jih Sele nato vpise$ v
razpredelnico v stolpec ¢...

Meritve opravi Se s trakom, ki ga obesi$ na
stojalo, njegovo spodnje krajisce pa potopis v
kozarec z vodo. Ob papirnat trak z lepilom
(ali kitom) na stojalo pritrdi tudi merilo. Iz-
merke vpisi v isto razpredelnico, v stolpec t;.
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(¢) Izracunaj povprecno hitrost vode v obeh primerih na celotni poti.

Ve =

Uy =
(d) IzraCunaj hitrost, s katero se po traku giblje voda na 1. cm poti oziroma na 10. cm poti
vV posameznem primeru.

Ve ’Ui

1. cm

10. cm

(e) V isti koordinatni sistem narisi grafa, ki kaZeta, kako se pot, ki jo voda opravi, ko leze
po traku, spreminja s ¢asom v obeh primerih. S sklenjeno &rto narisi graf za trak, ki
lezi vodoravno na mizi, in s ¢rtkano ¢rto za trak, ki je obeSen na stojalo.

(f) Navedi vsaj dve okolis¢ini, ki vplivata na to, da pojav v obeh primerih ne poteka pov-
sem enako.

(g) Navedi vsaj tri okolig¢ine, ki bi lahko vplivale na potek pojava, a v naSem primeru na
oba vplivajo enako.

(h) Predpostavi, da vode v kozarcku ne zmanjka (ker jo doliva$). Se lezenje vode po traku,
ki je lahko poljubno dolg (in enkrat visi, drugi¢ pa leZi), lahko kdaj ustavi? Pojasni svoj
odgovor za vsakega od obeh primerov.




9. razred

A1 Hitrost hitrostnih drsalcev se takoj po
startu spreminja premo enakomerno s v s

predrsano potjo, kot kaZe prvi graf. Pri
tem predrsana pot s casom narasca, kot
kaZe drugi graf. Kateri od grafov na

spodnji sliki kaZze, kako se s casom spre- () s 0 t
minja hitrost drsalca?

(A) (B) © (D)

A2 Nejciz Ljubljane in John iz Cape Towna (ki je skoraj na isti zemlje-
pisni dolZini kot Ljubljana) v JuZnoafriski republiki sta 27. marca
2015 hkrati in vsak s svojega konca Zemlje opazovala prvi lunin
krajec. Ob kateri uri sta opazovala in kateri sliki sta videla?

(A) Oba ob 19", oba sta videla sliko A. A
(B) Oba ob 19", Nejc je videl sliko A, John pa sliko B.

(C) Nejcob 19", John ob 71, oba sta videla sliko A.

(D) Nejc ob 19h, John ob 7h Nejc je videl sliko A, John pa sliko B.

A3 Janez je v toplotno izolirano posodo vlil najprej 1 dl vode s temperaturo 5°C in 3 dl vode s tem-
peraturo 9 °C. Potem je v posodo dolil Se 4 dl vode s temperaturo 16 °C. Koliksna je temperatura
vode v posodi na koncu?

(A)10°C. (B) 11,5°C. (C) 12°C. (D) 14,4°C.
A5 Gostota energijskega toka j je sestavljena fizikalna koli¢ina z enoto % Katera je moZna definicija 5?

(A)j=4 (B)j = 4 ©j = s (D) =5t

A5 Na vir napetosti so vezane tri Zarnice: Z;, Zs in Z3. V vezje veZemo $e Cetrto Zarnico Z,. Najprej
jo veZemo, kot kaZe slika A, in nato kot kaZe slika B. Katera izjava je pravilna?

Zy Zy




(A) V obeh primerih se po vezavi Zarnice Z, skupni tok skozi vir poveca.
(B) V obeh primerih se po vezavi Zarnice Z4 skupni tok skozi vir zmanjsa.
(C) Po vezavi Zarnice Z, se v primeru A skupni tok skozi vir poveda, v primeru B pa zmanjsa.
(D) Po vezavi Zarnice Z, se v primeru A skupni tok skozi vir zmanjsa, v primeru B pa poveca.
B1 Na vrhu klanca je lahek skripec, prek katerega je .
speljana lahka vrvica, ki povezuje klado K in utez

Uy, kot kaZe slika. Klada ima maso m = 3 kg in
lahko drsi po klancu brez trenja. U
1

(a) Klada miruje. Narisi vse sile, ki delujejo na
klado, v merilu, v katerem 1 cm pomeni silo
10 N. Sile poimenuj in zapisi njihove velikosti.

(b) Koliksna je masa utezi m;?
(c) Skoliksnim pospeskom se giblje klada, ko uteZ U; zamenjamo z uteZjo U z maso mg = 2kg?

(d) S koliksno silo deluje vrvica med gibanjem na klado in s kolik$no na utez Uy?

(e) Gladko podlago, po kateri klada drsi brez trenja, zamenjamo s hrapavo podlago, naklona
klanca pa ne spremenimo. Klada, ki je preko skripca povezana z utezZjo Us, na tej podlagi
ravno Se miruje, ker jo zadrZuje najvecja mozna sila lepenja. Koliksna je ta najvedja sila lepe-
nja, ki na klancu lahko deluje na klado?

(f) Klada na hrapavi podlagi miruje, ko uteZ U, zamenjamo z laZjo uteZjo U; in s e laZjo uteZjo
Us: kolik$na je najmanj$a masa uteZi Us, da klada na hrapavi podlagi miruje?

(g) Spodnji graf kaze, kako je pospesek klade na klancu, po katerem klada drsi brez trenja, od-
visen od mase uteZi. Opremi graf z osjo, ki ni prikazana. Os oznadi in napisi skalo. Doloci
niclo za obe osi. Upostevaj, da je pospesek pozitiven, ce je rezultanta sil na klado usmerjena
po klancu navzgor, in negativen, e je usmerjena po klancu navzdol.

a
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B2 Komet Curjumov - Gerasimenko opravi obhod okoli
Sonca v 6,5 letih, pri ¢emer je njegova elipti¢na tirnica
dolga 19,6 astronomskih enot (a.e.). Tirnica je v merilu
narisana na sliki. Ko je komet najblizje Soncu (ki je na
sliki oznaceno s piko), je od njega oddaljen 1,24 a.e.

(a) Skoliksno povpreéno hitrostjo se giblje komet? Izrazi
jo v enotah kTm




(b) Koliksna je najvedja oddaljenost kometa od Sonca? Izrazi jo v astronomskih enotah.

(c) Ker je tirnica kometa elipti¢na, njegova hitrost ni stalna. Ko je na kometu pristajal modul

=

~

Philae, se je komet gibal s hitrostjo 55 - 103 kTm glede na Sonce. Predpostavi, da se je v ¢asu
pristajanja Philae komet gibal premo enakomerno. Philae se je od sonde Rosette odcepil 7 ur
pred svojim pristankom na kometu v vigini 22,5 km nad kometom. Kolik$na je bila povprecna
hitrost modula glede na komet med spus¢anjem na komet?

Koliksna je bila hitrost Philae med priblizevanjem kometu za opazovalca, ki je miroval glede
na Sonce? ObkroZi pravilen odgovor. Priblizno

a1z, (B) 1000 2. (C) 55-10% k2. (D)2-55-10% K.

Hitrost kometa se na njegovi poti okoli Sonca spreminja. Ko je komet Soncu najbliZje, je hitrost
najvedja, ko je najdlje, je najmanjsa (priblizno 4,5- krat manjsa). Narisi graf, ki priblizno kaZe,
kako pot kometa Curjumov - Gerasimenko narasca s ¢asom, od trenutka, ko je Soncu najbliZje,
do trenutka, ko naredi en cel obhod. Graf ustrezno oznadci.

(f) Na grafu in na
zacetni sliki
elipse priblizno
oznaci eno
tocko, kjer je
bil komet, ko
je imel hitrost
55-10° k.,

C - eksperimentalna naloga: GALVANSKI CLEN

Pripomocki

— razli¢ne elektrode, po 3 (Cu, Zn, Fe) — Zice
— 3 plasti¢ne posodice — krokodilcki
— vré z vodno raztopino kuhinjske soli — svete¢a dioda (LED)

— voltmeter




(a) V posodico nalij slanico in vanjo postavi bakreno
elektrodo, ki jo s krokodilckom pripnes$ ob steno
posodice. V isto posodico nasproti bakrene elek-
trode pripni z drugim krokodil¢kom $e elektrodo
iz cinka. Izmeri napetost tako izdelanega galvan-
skega clena. Na sliko posodice z elektrodama
shemati¢no dorisi ostale elemente vezja, ki si ga
uporabil za merjenje napetosti. Na sliki oznadi,

(b)

(c)

(d)

na katera vhoda voltmetra si vezal elektrodi.

Napetost ¢lena (Cu - Zn) je

Izmeri Se napetosti galvanskih ¢lenov iz ostalih
dveh parov elektrod in ju vpisi v razpredelnico.

Izpolni razpredelnico s podatki o nape-
tosti ¢lenov iz Ze opravljenih in novih
meritev. Oznadi tudi predznake nape-
tosti: e je pri merjenju napetosti elek-
troda, zapisana v sivem stolpcu, vezana
na +, je izmerjena napetost ¢lena pozi-
tivna, ce je pri merjenju napetosti na +
vezana elektroda iz sive vrstice, je iz-
merjena napetost ¢lena negativna.

Vet galvanskih ¢lenov, ki so vezani zaporedno, sestavlja baterijo. Izmeri skupno na-
petost dveh galvanskih ¢lenov za ¢lene, zapisane v razpredelnici. Vsak galvanski ¢len
sestavi v svoji posodici in ¢lena potem povezi zaporedno. Za kombinacijo ¢lenov v
drugi vrstici razpredelnice (Cu - Zn) in (Cu - Zn) narisi shemo celotnega vezja, zra-
ven elektrod napisi simbol elementa, iz katerega je elektroda. Sistemati¢no upostevaj

vrstni red elektrod.

pari ¢lenov U [V]

(Cu -Zn)in (Zn - Cu)

(Cu -Zn)in (Cu - Zn)

(Cu - Zn) in (Fe - Zn)

(Cu - Fe) in (Fe - Zn)

(Fe - Zn) in (Fe - Cu)

(Cu - Fe) in (Zn - Cu)

(Zn - Cu) in (Fe - Cu)

Cu Zn
par elektrod U [V]
Cu - Fe
Zn - Fe
U [V] Cu Fe 7Zn
Cu (baker)

Fe (Zelezo)

Zn (cink)
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(e) Zamisli si, da imas Se Cetrto elektrodo el4 iz neznane snovi. Napetost ¢lena (el4 - Zn) je
0,2 V. V razpredelnico napisi, koliksne so pri¢akovane napetosti clenov v razpredelnici.

¢leni in zaporedja ¢lenov U [V]

(el4 - Fe) in (Fe - el4)

(Cu-eld)

(el4 - Fe)

(Zn - el4) in (el4 - Cu)

(el4 - Fe) in (Fe - Zn) in (Zn - el4)

(el4 - Cu) in (el4 - Zn) in (el4 - Cu)

(f) Uporabi par elektrod, ki da najvedjo napetost. S poskusom ugotovi, kateri graf najpra-
vilneje kaZe, kako je napetost galvanskega ¢lena odvisna od

(i) razdalje x med (vzporednima) elektrodama, A B C
(i) povrsine S dela elektrode, ki je potopljen pod gladino. A B C
U U U
T x x
S S S
(A) (B) (©

(g) Med pripomocki ima$ tudi svete¢o (LED) diodo. Zapisi njeno stevilko. Svetede diode
se razlikujejo od navadnih Zarnic. Sestavi baterijo treh ¢lenov in nanjo prikljuci diodo
tako, da posveti. Kaksne barve je svetloba, ki jo tvoja dioda oddaja? Narisi celotno
vezje z baterijo ¢lenov in diodo, oznacdi elektrode in zapisi, na katero elektrodo si vezal
rdeci prikljucek diode.

Stevilka diode: barva svetlobe:

11



59. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
- regijsko tekmovanje

1. letnik

A1l. Enakorobi piramidi z robom dolZine 5 cm odreZemo vseh pet
oglis¢, tako da so vsi robovih odrezanih majhnih piramid krajsi od
1 ecm. Kateri od nastetih veckotnikov ni mejna ploskev nastalega
telesa?

(A) trikotnik (B) stirikotnik (C) petkotnik

(D) 8estkotnik (E) osemkotnik

A2. Lili je ugotovila, da je povpregje tevk letnice 2015 enako 2, saj je 2:0-45 — 2. Kolikokrat
v 21. stoletju po letu 2015 bo imela letnica enako povpredje Stevk kot letnica 20157

(A)1 (B) 2 ©5 (D)6 (E)9

A3. Prvo Solsko uro sta bili $tevili fantov in deklet v razredu v razmerju 3 : 4. Ko so pred
drugo Solsko uro v razred prisla Se 4 dekleta, 4 fantje pa so razred zapustili, je to razmerje
postalo 2 : 5. Koliko vet deklet kot fantov je bilo v razredu drugo Solsko uro?

(A)5 (B)6 o (D)8 (E) 12

B1. Kvadratu s stranico dolZine a vértamo pravilni osemkotnik tako, da leZijo 4 stranice osem-
kotnika na stranicah kvadrata. Izrazi dolZino stranice vértanega osemkotnika z a.

B2. Jure je na tablo zapisal naravna Stevila od 1 do 2015. Urska je nato po vrsti pregledovala
zapisana $tevila od najmanjsega do najvedjega in pobrisala vsako, ki ni bilo deljivo s 3.
Izmed $tevil, ki so ostala na tabli, je zatem od najmanjSega do najvecjega pobrisala vsako, ki
ni bilo deljivo s 3%. Izmed preostalih stevil je nato od najmanjSega do najvedjega pobrisala
vsako, ki ni bilo deljivo s 3%, in tako dalje. Katero $tevilo je Urska pobrisala zadnje?

B1. Kvadratu s stranico dolZine a vértamo pravilni osemkotnik tako, da leZijo 4 stranice osem-
kotnika na stranicah kvadrata. Izrazi dolZino stranice vértanega osemkotnika z a.

(6 tock)

2. letnik

A1l. Iz osmih enakokrakih pravokotnih trikotnikov sestavimo pravilen osem-
kotnik z osemkotno luknjo, kot to prikazuje slika. DolZina stranice pravilnega
osemkotnika je enaka 1 cm. Koliko centimetrov je dolga stranica osemkotne
luknje?

(A)? (B)% ©2-v2 (D)Vi-1 (B)V3
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A2. Na sliki je prikazan graf neke funkcije na intervalu
[—1, 2]. Katera funkcija je to?

1
&) ()= 1 (B) () = le] ~ 1 / \
(© J(@) = e 1] (D) f(x) = ~a| +1 l -
(B) f(x) = |la| ~ 1] -1 \ X
T -1

A3. Koliko je vrednost izraza v/0.043?

)+ ®) 5 ©

1
125

B1. KrozZnici K; in Ky na sliki sta o¢rtana in virtana
kroZnica enakostrani¢nega trikotnika ABC. Kro-
Znici IC, je vértan kvadrat DEFG, pri ¢emer tocka
D lezi na stranici AB. Kroznici K5 in K4 sta enako
veliki in se med seboj dotikata, vsaka od njiju pa
se dotika Se dveh stranic kvadrata DEF'G. Dolo¢i
razmerje dolZin polmerov kroZnic Ky in /Cy.

(D) 0.04 (E) 0.016

B2. Koliko &etveric naravnih $tevil (a, b, ¢, d) zadosta neenakostim

1 1 1 1
a>b>c>d in —+-+-—+->27
a b ¢ d

B3. Pois¢i vsa realna $tevila z, ki zados¢ajo enacbi

V2r+13 — V2x — 13 =2.

3. letnik

A1l. Slika prikazuje tri koncentri¢ne polkroge s polmeri 1, 2 in 4.
Obmodji, oznaceni z X, imata plos¢ino x, obmodja, oznacena z Y,
pa plos¢ino y. Kolik3no je razmerje med plos¢inama z in y?

(A)1:3 B)1:2 ©2:3 (D)3:8 (E)4:9

A2. Za katero celo $tevilo n velja

(n—1)(n—3)...(n—2015) =n(n+2)(n+4)...(n+2014)7

(A) —4028 (B) —2014 (C) 2015 (D) 4030 (E) Nobeno.

A3. Dan je polinom p(z) = 20152%"'3 — 2 in realno $tevilo h, za katerega velja p(h) = —2015.
Koliko je vrednost p(—h)?

(A) 2011 (B) 2012 (C) 2013 (D) 2014 (E) 2015
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B1. Ce polinom p delimo s polinomom 2 — z, dobimo koli¢nik 22 — 2 + 3. Dolo¢i ostanek tega
deljenja, e ves, da je zmnoZek vseh nicel polinoma p enak 4.

B2. Koliko je naravnih stevil, manjsih od 100 000, katerih vsota Stevk je deljiva z 9 ali s 5?

B3. Simetrala kota pri A ter vi§ina in teziS¢nica iz oglis¢a A trikotnika ABC' razdelijo kot pri A
na 4 enake dele. Dolo¢i velikosti kotov trikotnika ABC.

4. letnik
Al. Na nogometnem turnirju je sodelovalo n ekip. Vsaka ekipa je z vsako drugo odigrala
natanko eno tekmo. Skupaj je bilo na turnirju odigranih 2015n tekem. Koliko ekip je sodelovalo
na turnirju?
(A) 2015 (B) 4029 (C) 4030 (D) 4031
(E) Nemogoce je dolo¢iti.

A2. Pravokotnik ABCD na sliki je razdeljen na 7 skladnih pravokotnikov. D C
Koliko zna$a razmerje |BC| : |AB|?

(A)2:3 (B)4:5 (C)7:12 (D)8:15 | |

(E) Razmerje je odvisno od velikosti pravokotnikov. A B

A3. Sara is¢e trimestno naravno Stevilo Tz (z so enice, y desetice in x stotice), za katerega velja
1 <z < y < zin da je vsota $tevil Tyz, yzT in zzy trimestno Stevilo, ki ima vse Stevke enake.
Najvet koliko takih trimestnih $tevil lahko Sara najde?

(A)3 (B)5 ©)7 (D)9 (E) 11

B1. Pois¢i vsa realna Stevila z, ki zados¢ajo neenakosti

2sin? 2z > 3 cos 2z.

B2. Naj bo a4, as,as, ... aritmeti¢no zaporedje. Za poljubno naravno $tevilo k zna¢imo S, =
ay + as + ... + a;. Dokazi, da za vsaki naravni stevili m in n velja
n—m

Sn_ m = — —__ Pntm-

n—+m

B3. Naj bo K trikotniku ABC oértana kroZnica, I pa sredisce trikotniku ABC vértane kroZnice.
Razpolovisce tistega loka BC kroZnice KC, ki ne vsebuje tocke A, ozna¢imo z D, razpolovisce
tistega loka C'A kroZnice KC, ki ne vsebuje to¢ke B, pa ozna¢imo z E. Naj bo F' zrcalna slika
tocke I pri zrcaljenju ¢ez stranico AB in denimo, da F'leZi na kroznici K. Koliko je velik kot
IDFE?
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59. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
- drzavno tekmovanje

1. letnik

1.

Eva, Igor, Marko in Marusa so na list papirja zapisali vsak svoje naravno stevilo. Ce bi iz-
brisali zadnjo Stevko Evinega Stevila, bi dobili Igorjevo stevilo. Ce bi izbrisali zadnjo dtevko
Igorjevega Stevila, bi dobili Markovo Stevilo. Ce pa bi izbrisali zadnjo stevko Markovega
Stevila, bi dobili Marusino Stevilo. Vsota vseh stirih zapisanih Stevil je bila 3838. Katera
Stevila so zapisali Eva, Igor, Marko in Marusa?

2. Za realni stevili z in y velja
B+l +ay+r+y+2=0 in -y +3y—a=0.
Dolo¢i vrednost izraza © — y.
3. Dan je kvadrat ABCD in taki to¢ki E in F' izven kvadrata, da sta trikotnika BEC in CFD
enakostrani¢na. DokaZi, da je tudi trikotnik AE'F enakostranicen.
4. Dana je pravokotna mreza velikosti 7 x 9 (glej .........
sliko). V spodnjem levem vozlis¢u mreZe je ko-
lonija mravelj, v zgornjem desnem vozlis¢u pa .........
je njihovo mravljis¢e. V vseh ostalih vozlis¢ih .........
mreZe je po eno zrno riza. Vsaka mravlja iz ko-
lonije se na poti do mravljis¢a sprehaja po po- 7 .........
vezavah mreZe, vendar le v smereh desno ali .........
navzgor. Na svoji poti pobere vsa zrna riZa, na
katera naleti, in ko pride do mravlji§¢a, tam tudi .........
ostane. Najmanj koliko mravelj bi moralo biti v .........
koloniji, da bi lahko pobrale vsa zrna riza?
2. letnik
1. Poisci vse pare realnih stevil = in y, ki zado$¢ajo enatbama
1
T+ = 1,
y—x
1
y+ = 2.
T —y
2. Poisci vse pare naravnih Stevil a in b, za katere je a — b = 101 in je ab popoln kvadrat.
3. Naj bo P razpolovisce stranice AB trikotnika ABC'. Zrcalna slika poltraka PC pri zrcaljenju

ez premico AB seka trikotniku ABC oértano kroznico v to¢ki D. Najbo E drugo presetisce
premice C'P s trikotniku ABC o¢rtano kroznico. Dokazi, da je |AE| = |BD).
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4. Dana je trikotna mreza velikosti 9 x 9 (glej sliko).
V zgornjem vozlis¢u mreZe je kolonija mravelj,
v desnem vozli¢u pa je njihovo mravljis¢e. V
vseh ostalih vozlis¢ih mreZe je po eno zrno riza.
Vsaka mravlja iz kolonije se na poti do mravlji-
§€a sprehaja po povezavah mreZe, vendar le v
smereh desno, navzdol ali diagonalno desno- 9
navzdol. Na svoji poti pobere vsa zrna riZa, na
katera naleti, in ko pride do mravljis¢a, tam tudi
ostane. Najmanj koliko mravelj bi moralo biti v
koloniji, da bi lahko pobrale vsa zrna riza?

3. letnik

1. Za koliko naravnih $tevil n, n < 2015, ulomek

3n —
2n2

2. Pois¢i vse polinome p lihe stopnje z realnimi koeficienti, za katere velja

p(p(x)) < (p(x))’
za vse € R in ki imajo koeficient pri 22 enak 0.

3. Naj bo ABCD stirikotnik, za katerega velja < BAC = ¢ ACB = 20°, $4DCA = 30° in
<4 CAD = 40°. Dolo¢i velikost kota < CBD.

1. I
7 o okrajsan?

4. V vrsti stoji n ludi, n > 3, ki so oStevil¢ene s Stevili od 1 do n. Na zacetku je vsaka liha lu¢ v
vrsti prizgana, vsaka soda lu¢ pa ugasnjena. V vsaki potezi lahko hkrati zamenjamo stanje
treh zaporednih luéi v vrsti (ugasnjene priZgemo, priZgane pa ugasnemo).

(a) Dokazi, da vrstni red izvajanja potez za konéno stanje lu¢i ni pomemben.

(b) Zakatera stevila n lahko v kon¢no mnogo potezah pridemo do stanja, v katerem bo vsaka
liha lu¢ v vrsti ugasnjena, vsaka soda lu¢ pa prizgana?

4, letnik

1. Pois¢i vse pare naravnih §tevil a in b, za katere je 2a° = ab + 3.

2. Naj bo ay, as, as, . . . zaporedje nenicelnih realnih stevil, za katerega velja a2 = —a,11a,_1 za
vsa naravna $tevila n, n > 2. DokaZi, da je zaporedje as, a4, ag, . . . geometrijsko.

3. Naj bosta D in E zaporedoma razpolovis¢i stranic BC' in C'A trikotnika ABC. Premici AD
in BE sekata trikotniku ABC oértano kroznico zaporedoma Se v tockah P in (). Denimo, da
je |DP| = |EQ)|. Dokazi, da je trikotnik ABC enakokrak z vrhom C.
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4. V podjetju, ki ga vodi ve¢ direktorjev, imajo sef, ki je zaklenjen s Sestimi kju¢avnicami. Vsak
direktor ima tri kljuce, s katerimi lahko odklene tri razli¢ne klju¢avnice. Z vsakim klju¢em

lahko odklene natanko eno klju¢avnico.

Nobena dva direktorja ne moreta odkleniti istih treh klju¢avnic in nobena dva direktorja

skupaj ne moreta odpreti sefa. Najve¢ koliko direktorjev vodi to podjetje?

Resitve tekmovanja iz fizike za zlato Stefanovo priznanje

- drzavno tekmovanje

8. razred

A1 Na grafu lege v odvisnosti od ¢asa ponazarja strmina grafa hitrost; strmini obeh grafov in

hitrosti tekacev sta enaki ob t,.

A2 Balona sta pribliZzno enako velika in balon B je dlje od tal kot balon A. Slika kaZe balon Sirine
d. Z vefanjem razdalje med balonom in tlemi se pas polsence Siri, obmocdje polne sence pa

A3

A4

A5

B1

OZi.
1
@
—} | polsenca
d d senca
s
polsenca
|
|
d d
A B

Prvi krajec je nad obzorjem priblizno od poldneva do polno¢i ne glede na to, odkod z ze-
meljske oble ga opazujemo. Ker Cape Town leZi pod juZnim povratnikom, je John pri opa-
zovanju Lune obrnjen proti severu in vidi zrcalno podobo Lune (glede na Nejca, ki opazuje

Luno proti jugu).

Zarek se pri prehodu skozi tanko steno akvarija iz zraka v vodo lomi proti vpadni pravoko-
tnici. Na gladini se popolnoma odbije po odbojnem zakonu: vpadni kot je enak odbojnemu.

Rinka na krajis¢u droga miruje: vsota sil, ki nanjo delujejo, je nic. Sile se sesStejejo v nic¢ le na

sliki (A). Poleg tega sile v vrveh lahko delujejo le vzdolZ vrvi in jih le napenjajo.

Sile so zapisane z vektorskim znakom, ko je to potrebno. Ko zapiS§emo oznako za silo brez

vektorskega znaka, to pomeni pozitivno velikost sile, smer upostevamo v predznaku.

(a) Predstavljamo si, da je vsa masa precke m = 200 g zbrana v teZi§¢u precke, na razdalji
r* = 10 cm od osi v smeri proti levemu krajis¢u precke. UteZ z maso m,, je na desnem
krajis¢u precke v oddaljenosti r, = 20 cm od osi. V ravnovesju velja m - r* = m,, - r,

odkoder dobimo m,, = 100 g.
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(b)

(©

(d)

()

®

Na vodoravno precko delujejo tri sile.
Izven osi delujeta nanjo dve sili: na
desnem krajis¢u, v oddaljenosti r, od
osi, prijemlje sila uteZi, po velikosti
enaka tezi utezi ( F, = 1 N), v sre-
dis¢u precke, na razdalji 7* = 10 cm
od osi proti levemu krajis¢u, pa prije-
mlje teZa precke I, = 2 N. V osi, kjer
je precka vpeta na stojalo, deluje na
precko sila stojala, ki uravnovesa prvi
dve sili in meri F, = 3 N.

Na precko delujeta izven osi v vsakem primeru dve sili: teZa precke F, = 2 N, ki prije-
mlje na oddaljenosti 7* = 10 cm od osi proti levi, in ena od sil F, ..., Fy, ki prijemljejo
priry =40 cm, ro = 20 cm, 3 = 10 cm in r4 = 20 cm. V skladu s pojasnilom o smereh
sil lahko zapigemo enacbe

—Firm+Frt =0,

—Eyerg+ Fyort = 0,
Fy-r* = Fy-ryg,
Fy-r* = Fy-ry.

Od tod dobimo F; = 05N, F, =1N, F;=2Nin F; =1N.

Sila ', prijemlje pri 7, = 40 cm. Na precko pravokotna komponenta sile 7/, je po veli-
kosti enaka sili /} v primeru (c), F; = 0,5 N. Ko nari§emo pravokotno komponento sile
F /1 (v poljubnem merilu) in izmerimo dolZino daljice, ki predstavlja silo £}, ugotovimo,
da je F'; po velikosti dvakrat tolikéna kot njena pravokotna komponenta, F| = 1 N
+0,1N.

V tem primeru drZi precko v vodoravni legi vrvica. Ker je kot vrvice glede na precko
enak kotu, pod katerim je na precko delovala sila B 1 pri (d), meri sila vrvice ﬁv dvakrat
toliko kot njena pravokotna komponenta. Velikost pravokotne komponente sile F, je
enaka velikosti sile /, = 1 N, ker prijemlje pri isti oddaljenosti od osi 7, = 20 cm.
Velikost sile vrvice je F,, = 2 N.

Slika kaZe sile, ki delujejo na precko. Sile niso narisane v merilu, njihove smeri in
prijemalisc¢a pa so tocni.

™ u

u
Fuz
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Vrvica je na precko pritrjena v enaki oddaljenosti kot prej, pri 7o = 20 cm. UteZ na desni
je od osi oddaljena za 74 = 20 cm, uteZ na levi za r; = 40 cm, teZa precke pa prijemlje
pri r* = 10 cm od osi. Enacba za ravnovesje precke je

X
Fo-ri—Fpi -ro+Fg-r"=Fu -1y,

kjer so sile F,,, = 10N, F,,; = 3N, F, = 2 N. Ko v enac¢bo vstavimo znane oddaljenosti
in sile, dobimo

4ON—2FUQL+2N:6N in odtod FvZL:18N.

Sila vrvice je po velikosti dvakrat toliksna kot njena pravokotna komponenta,

Fy=36N.

B2 (a) Cas, v katerem svetloba prepotuje pot s = 730,000 km = 730 000 m s hitrostjo ¢, je

L _§_ T30000m - s

_ M S 002435018 = 2,435018 ms .
¢ 299792458m 5=4 ms

(b) Nevtrini isto pot prepotujejo v ¢asu ¢, = t, — 60 ns = 0,002434958 s = 2,434 958 ms.

(c) Hitrost nevtrinov bi bila

s 730000m
t, 0,002434958s

Cp =

— 999799 845 ? ,

za faktor

Cn 299799845

o T s 1000024641
¢~ 2997oz45zm 0000240

(d) Glede na podatke v novici nevtrini prehitijo svetlobo za razdaljo, ki jo svetloba opravi
v At = 60 ns,
As=c-At= 299792458% 60 - 10775 =17,9875m ~ 18m.
(e) Manjso hitrost nevtrinov izra¢unamo, &e je pot nevtrinov krajsa in ¢as potovanja daljsi.
Da dobimo najmanj$o hitrost nevtrinov ¢, ., iz podatkov o meritvah, pri katerih upo-

Stevamo natan¢nost meritve, vzamemo krajSo pot s; = s —20 cm = 729 999,8 m in daljsi
as potovanja ¢; = ¢, + 10 ns = 0,002434 968 s. V tem primeru je hitrost nevtrinov

s, 729999.8m

m m
Cnomin — T T S A e e — 299798532 — (£ 20 —
cn, i 0,002434968s s (F20°0)

in je Se vedno za

Comin — € = 200798 532 % (%20 ?) 299792458 % = 6074 ? (&20 ?)

vedja od hitrosti svetlobe c. V oklepaju je napisana napaka zaradi zaokroZevanja pri
ra¢unanju.
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Eksperimentalna naloga

C Na meritve vplivata vlaznost in temperatura zraka v prostoru.

(a), (b) Primer rezultatov meritev je v razpredelnici. Rezul-

3 0:17 | 0:10

4 0:29 | 0:25

5 0:46 | 0:49

(c) Povpre¢na hitrost vode na celotni poti v primeru (a) je 6 107 | 1:30
. se _ 15cm cm 7 129 | 235

T e s s | 1:58 | 410

Kjer je s., = 15 cm in £, ., = 6 min 555 = 415 s. 9 2:29 | 610

(d)

tati, napisani v teh resitvah, se nanasajo na merske po- pot @<« | d)7
datke v tej razpredelnici. slem] | to [s] | ¢ [s]

0 0:00 | 0:00

1 0:03 | 0:01

2 0:09 | 0:04

Povpre¢na hitrost vode na celotni poti v primeru (b) je 10 303 | 935

B st 10 cm cm .
_ — —0.017 — . 11 3:41
t tsy 5758 ’ s
12 4:20
kjerje sy = 10 cmin ¢, = 9 min 35 s = 575 s.
13 5:09
14 6:01
15 6:55
Hitrost, s katero se giblje voda po vodoravnem papirnatem traku na 1. cm poti:
voq = L =L g3
’ ton 3s S

kjerje pot s; = 1 cminje ¢as At,, ; ¢as, v katerem voda prepotuje 1. cm poti, At.,; = 3s.
Hitrost, s katero se giblje voda po vodoravnem papirnatem traku na 10. cm poti:

S1 lcm cm
=——=—=0,029—.
Vo0 Atﬁym 34s ’ S
kjerje pot s; = 1 cminje ¢as At., 1 ¢as, v katerem voda prepotuje 10. cm poti, At 19 =
3min3s—2min29s=34s.

Hitrost, s katero se giblje voda po navpi¢nem papirnatem traku na 1. cm poti:

S1 lcm 1 cm

Y= t?l T 1s S

kjer je pot s; = 1 cm in je ¢as Aty Cas, v katerem voda prepotuje 1. cm poti, Aty = 1s.
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Hitrost, s katero se giblje voda po navpi¢nem papirnatem traku na 10. cm poti:

S1 lcm cm
= ——=—=0,0049 —.
PROT AL, 205 s
kjer je pot s; = 1 cm in je ¢as Aty 1o Cas, v katerem voda prepotuje 10. cm poti, Aty g =
9min 35s —6 min 10 s = 3 min 25 s = 205 s.

(e) Grafa, ki kaZeta, kako se pot, ki jo voda opravi, spreminja s ¢asom v obeh primerih.
Graf, narisan s sklenjeno ¢rto, je za vodoravni trak, graf, narisan s értkano érto, je za
navpicni trak.

S
[cm]
124

10+

0 60 120 180 240 t[s]
(f) Okolis¢ine, ki vplivajo na to, da pojav v obeh primerih ne poteka povsem enako, so
(i) nagib papirnatega traku: sila teZe vode, ki leze po traku, je v prvem primeru pra-
vokotna na smer gibanja vode, v drugem pa nasprotna smeri gibanja vode,

(ii) ko trak leZi na mizi, je ena stran tesno ob mizi, druga na zraku; ko trak visi, je na
obeh straneh zrak. Od tega je odvisno izhlapevanje vode s traku,

(iii) smer rezanja trakov iz brisace (dopustna domneva).

(g) Okolis¢ine, ki bi lahko vplivale na potek pojava, a v naSem primeru vplivajo na oba
enako, so na primer
(i) vlaznost zraka v prostoru, kjer izvajamo poskus,
(i) temperatura zraka v prostoru, kjer izvajamo poskus,
(iii) vpojne lastnosti papirnate brisace, iz katere je trak izrezan (Ce bi bila trakova iz
razli¢nih brisa¢ ali pa odrezana v razli¢nih smereh),
(iv) razli¢na Sirina trakov,
(v) razli¢na debelina trakov.

(h) Ko trak visi, se plezanje vode v vi$ino ustavi, ker (kohezijskim) silam med vodo in
vlakni papirnate brisace, ki vlecejo vodo iz kozarca navgor, nasprotuje teZa. Prej ali slej
teZa stolpca vode, dvignjenega nad gladino vode v kozarcu, uravnovesi kohezijske sile.
Tudi ko trak leZi vodoravno, se lezenje vode po traku ustavi - voda ne prileze poljubno
daleg, ker neprestano s papirnatega traku tudi izhlapeva, trak se susi. Izhlapelo vodo
v stacionarnem stanju nadomes¢a novo prispela voda.
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9. razred

Al

A2

A3

A4

A5

B1

Graf v(s) kaZe premosorazmerje med hitrostjo in predrsano potjo, kar pomeni, da lahko hi-
trost zapisemo kot v = k - s, kjer je k koeficient premega sorazmerja. Drugi graf podaja
odvisnost s(t), in ker sta v in s premo-sorazmerni, velja tudi v(¢) = k - s(t), kar pomeni, da
ima graf v(t) enako obliko kot graf s(t).

Prvi krajec je nad obzorjem priblizno od poldneva do polno¢i ne glede na to, odkod z ze-

meljske oble ga opazujemo. Ker Cape Town leZi pod juZnim povratnikom, je John pri opa-

zovanju Lune obrnjen proti severu in vidi zrcalno podobo Lune (glede na Nejca, ki opazuje

Luno proti jugu).

Oznacimo zmesno temperaturo s 7.. Izmenjavo toplote med deli sistema opisemo z enacbo
m1~C'(TZ—T1)+m2'C'(TZ—T2)+m3'C'(Tz_Zi) :07

kjer so my = 100 g, mo = 300 g, mg = 400 g, T1 = 278 K, T, = 282 Kin T3 = 289 K. Iz enacbe
izrazimo T},
my - Ty +me-To+mz-T3

my + Mo + Mg B
_ O,Ikg '278K+0,3]Bg8~k2;21<+0,4kg - 289K — 985K = 12°C..

T,

(V prvi enacbi bi lahko uporabili pri temperaturah tudi enoto °C, ker so pomembne le spre-
membe temperature in se konstanta 273 K odsteje.)

Nalogo lahko resimo tudi s sklepanjem po korakih. Najprej zmeSamo masi vode v razmerju
1:3. Interval 4° med temperaturama obeh delov vode razdelimo v enakem razmerju 1:3.
Zmesna temperatura je bliZje temperaturi vode, ki jo je bilo na zacetku ve¢: 8°C. Ko prime-
Samo tej vodi enako maso vode z viSjo temperaturo, je kon¢na temperatura na sredini med
njima: 12°C.

Enoti % ustreza le koli¢ina j = % Gostoto energijskega toka uporabimo, da opiSemo,
koliko energije (na primer z valovanjem, tudi toplote pri prevajanju) se pretoci skozi (ali

vpade na) 1 m? veliko ploskev v 1s.

Z zaporedno vezavo dodatne Zarnice se skupni upor vezja poveca, tok skozi vir pa zmanjsa
ne glede na to, kateremu porabniku v krogu veZemo Zarnico zaporedno.

Sile so zapisane z vektorskim znakom, ko je potrebno. Ko zapisemo oznako za silo brez
vektorskega znaka, to pomeni pozitivno velikost sile, smer upostevamo v predznaku.

(a) Naklado, ki miruje na klancu, delujejo teza
ﬁg (ki jo razstavimo na pravokotni kompo-
nenti ﬁg 1 in ﬁgH)/ sila vrvice 131, in pravoko-
tna sila podlage ﬁp .. Sile so v ravnovesju,
njihova vsota je ni¢. Sila vrvice ﬁv uravno-
vesa dinami¢no komponento teze F;W pra-
vokotna sila podlage F,, uravnovesa sta-
ticno komponento teZe F, | . Velikosti sil do-
lo¢imo z nacrtovanjem, pri katerem sile na-
riSemo v merilu. Vemo daje F;, = 30 N, do-
bimo Fy; = F, = 15N, Fy, = F,; =25N.
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(b)

(0

(d)

(e)

(®)

Na utez U;, ki miruje, delujeta nasprotno enaki teza utezi ﬁgUl in sila vrvice ﬁm. Sila
vrvice na utez F,; je po velikosti enaka sili vrvice F, na klado, F\,; = F, = 15 N. Masa
utezi U; je my = 1,5 kg.

Ko utez U; zamenjamo z uteZjo U, z maso my = 2 kg, deluje na sistem klade K in utezi
U, rezultanta sil, po velikosti enaka razliki med teZo utezi Fyy, = 20 N in dinami¢no
komponento teZe klade F;; = 15 N. UteZ U, se spusca, klada K pa se giblje po klancu
navzgor s pospeskom

_ Fu,—Fy; 20N-15N 5N m

~ m+my  3kg +2kg 5Skg s’

Na klado in na uteZ U, delujeta med njunim gibanjem po velikosti enaki sili vrvice.
Lahko zapigemo 2. Newtonov zakon samo za uteZ, na katero delujeta teZa in sila vrvice
Fyo, my - a = Fyy, — F,9, in dobimo

m
E)QZFQUQ—WLQ'U,ZQON—ng' 1§:18N

Ce zapisemo 2. Newtonov zakon le za klado, m - a = F,; — Fy;, dobimo

Fuo=Fy +m-a=15N+3kg - 1592 —18N.
(Vidimo, da res dobimo enaki sili vrvice na utez in klado, F,» = F,;.)

Na hrapavi podlagi sistem miruje. Dokler klada miruje, deluje nanjo sila lepenja F;,
ki je vzporedna s podlago. Ta sila deluje v smeri, ki je nasprotna smeri, v katero bi
se klada premaknila zaradi delovanja vseh ostalih sil. Velikost sile lepenja se do svoje
najvedje mozZne vrednosti prilagaja ostalim silam tako, da je skupna vsota vseh sil na
klado enaka 0 - klada miruje. Ko vsota ostalih sil na klado preseZe vrednost, ki jo lahko
uravnovesi najvecja mozna sila lepenja ﬁl_mm, se klada premakne.

Obravnavamo mejni primer, ko je sila lepenja na klado najvedja, F; = Fj 44, in sistem
klade in uteZi U, miruje. Sila vrvice 15’1,2 na utez U, uravnovesa njeno tezo, ki je Fjp =
20 N, torej velja tudi Fry=20N.S po velikosti enako silo F,;z2 = 20 N vlece vrvica na
svojem drugem krajis¢u vzdolZz klanca navzgor klado, ki na podlagi miruje. To pomeni,
da silo vrvice na klado F},kg uravnovesata dinami¢na komponenta teZze Fyj = 15 N, in
najvecdja mozna sila lepenja, Fj ;.. = 5 N. Sila lepenja na klado je vzporedna s podlago
in v tem primeru usmerjena po klancu navzdol.

Ce utez U, nadomestimo z laZjo uteZjo U, ki pa je hkrati Se vedno teZja od Uy, se sila
vrvice zmanjsa, a je Se vedno vecja od dinamicne komponente teZe klade. Klada mi-
ruje, ker silo v vrvici F,j, uravnovesa e sila lepenja £y, ki ima isto smer kot dinami¢na
komponenta teZe, po velikosti pa je zdaj manjsa od najvecje mozne sile lepenja F; ;-
Dokler klada miruje, velja Fy + Fi., = F,y.. Ce je masa uteZi U manjsa od mase uteZi
U, pa deluje na klado sila lepenja (dokler klada miruje) v smeri, ki je nasprotna smeri
dinami¢ne komponente teZe in pomaga sili vrvice F.,; to komponento teZe uravnove-
siti. Dokler klada miruje, velja [y = Fy;, + Fi.p. Ker je najvecja mozna sila lepenja po
velikosti enaka 5 N, vidimo, da je najmanjsa sila vrvice F,;, ki skupaj s silo lepenja Se
zagotavlja mirovanje klade, po velikosti enaka 10 N. Taka sila vrvice ustreza utezi Us z
maso 1 kg.
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B2

(g) Graf:

a

o[
,

0
/,5 my [kg]

V skrajnem primeru, ko je masa uteZi zelo majhna, my — 0 (ali ko uteZi sploh ni), na
klado vzdolZ klanca deluje rezultanta vseh sil, ki je kar enaka dinami¢ni komponenti
teze FL,H, ki meri pol teZe. Klada drsi po klancu navzdol s pospeskom —31 g, ker upo-
stevamo dogovor o predznaku pospeska a glede na smer gibanja klade. Zdaj lahko

N

nariS§emo vodoravno os na sredini med vrednostjo pospeska pri my = 0 in vrednostjo
1 g, oznaceno na navpicni osi. Kjer graf seka vodoravno os, velja a = 0, klada miruje
(ali se giblje premo enakomerno): taka vrednost pospeska utreza primeru z utezjo U;,
ki ima maso m; = 1,5 kg (glej vprasanje (b)).

(a) Povprecna hitrost kometa je

s 196ae. 19,6 -150 - 10km
= - = -2 == =51,6 - 10%
YT T 65let 65365 -24h

km

h

(b) Tirnica kometa je v merilu narisana na sliki. T,
Razdalja med tocko S, ki oznacuje lego
Sonca, in tocko B, ki je Soncu najbliZje, meri
na sliki 1 cm, kar ustreza v naravi razda-
lji 1,24 a.e. Razdalja med tocko, ki oznacuje
lego Sonca, in to¢ko D, ki je od vseh tock D
na tirnici najdlje od Sonca, meri na sliki
4,6 cm £ 0,1 cm, kar ustreza v naravi razda-
lji 7ae = (4,6 £ 0,1) - 1,24a.e. =5,7Ta.e. £
0,1a.e.

[ W)

T,
(c) Povpre¢na hitrost modula med pristajanjem na kometu je bila glede na komet

h :2275km:32km:

A

002
S

(d) Pravilni odgovor je (C). Modul se med priblizevanjem kometu giblje glede na komet
z majhno hitrostjo 0,9 %, skupaj s kometom pa se gibljeta glede na Sonce s hitrostjo

kometa 55 - 103 kTm

(e) Graf na sliki (¢rna sklenjena debelejsa ¢rta) priblizno kaze, kako pot kometa narasc¢a
s ¢asom med enim kometovim obhodom Sonca. Trenutek ¢ = 0 je tedaj, ko je komet
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(®)

C (a)

(b)

(0

Soncu najbliZje. Na sliki pri vprasanju (b) je ta lega oznacena s to¢ko B. V okolici te
tocke je hitrost kometa najvedja, kar se pozna v strmini grafa: graf je v B najbolj strm.
Komet ima najmanj$o hitrost v legi, ki je na sliki pri (b) oznadena s to¢ko D, ki leZi na
polovici poti (sp = 9,8 a.e. in t1,, = 3,25 let), ki jo komet opravi v enem obhodu. Graf
je v D najpoloznejsi. Ce bi koordinatno izhodis¢e postavili v tocko D, bi bil graf poti
kometa v odvisnosti od ¢asa s(t) liha funkcija.

s [a.e.]
20 7,]3
5%
15 4= /
% T
Z £ /
10 =t ==t ==
-
e
T / _ -
5 -———;///,
7
/7
B - 1L
0 1 2 31 4 5 6 t[leto]

Tocki T, in Ty, v katerih bi lahko bil komet, ki se je v obdobju pristajanja modula gibal
glede na Sonce s hitrostjo 55 - 103 kTm, sta oznaceni na grafu pri vprasanju (e). Hitrost
kometa je bila tedaj nekoliko vedja od njegove povpreéne hitrosti o, ki jo ponazarja str-
mina daljice (rdeca ¢rtkana ¢rta), ki povezuje tocki B na grafu. Na grafu s(t) najdemo
dve tocki, v katerih je trenutna hitrost kometa (ki jo ponazarja strmina tangente na graf
v teh tockah, tangenti sta narisani z rdeco ¢rto) malce vedja od povpreéne hitrosti ko-
meta. Ti dve toc¢ki sta priblizno (glede na graf) po ¢asu eno leto oddaljeni od tocke B,
po poti pa za Cetrtino celotnega obhoda (5 a.e.). Prikazani sta na sliki pri (b).

Napetost ¢lena (Cu - Zn) je U; = 0,8V +0,1 V.

Vezavo pri merjenju napetosti ¢lena kaZe slika.

+j_

Cu Zn,

Napetost preostalih dveh parov galvanskih ¢lenov je zapisana v razpredelnici.

par elektrod U [V]
Cu -Fe U; =0,34+0,1
Zn - Fe Us = 0,5+0,1

Napetost galvanskih ¢lenov (upostevamo dogovor o predznaku napetosti):
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U [V] Cu Fe Zn U [V] Cu | Fe | Zn
Cu (baker) | 040,01 0,3+£0,1 | 0,8+0,1 Cu (baker) 0 U, | Uh
Fe (zelezo) | —0,3+0,1| 040,01 |0,540,1 Fe (zelezo) | —Us | 0 | Us
Zn (cink) | —0,8+0,1| —05+0,1| 040,01 Zn(cink) | U, | —Us | 0

Izmerjena napetost ¢lena, v katerem sta elektrodi iste vrste elektrodi, je priblizno 0 V.
Odstopanje dobimo zaradi nedisto¢ na elektrodah. Napetost ¢lena (ell - el2) je po ve-
likosti enaka, po predznaku pa nasprotna napetosti ¢lena (el2 - ell). Tega ne moremo
izmeriti z voltmetri, ki imajo ni¢lo pri strani. Vemo, da se izmerjeni napetosti spremeni
predznak, ¢e obrnemo prikljucka na voltmetru.

(d) Izmerjene napetosti dveh zaporedno vezanih ¢lenov so v razpredelnici.

pari ¢lenov U [V] U

(Cu-Zn)in (Zn - Cu) 040,1 U, —-U; =0

(Cu-Zn)in(Cu-2Zn) | 16+02 | U +U, =20,

(Cu-Zn)in (Fe-Zn) | 1,3+£0,2 Ui+ Us
(Cu - Fe) in (Fe - Zn) 0,840,1 Us + Us
(Fe - Zn) in (Fe - Cu) 0,240,1 Us — U,
(Cu-Fe)in (Zn-Cu) | —0,5+0,1 U, - U,
(Zn-Cu)in (Fe-Cu) | —1,1£0.2 U, — U,

Slika kaZe vezje z dvema zaporedno vezanima ¢lenoma (Cu - Zn) (2. vrstica meritev v
razpredelnici).

+l

Cu Zn Cu Zn

Vrednosti izmerjenih napetosti pri tej nalogi se morajo ujemati z napetostmi, izmerje-
nimi pri nalogah (a) in (b) (in zapisanih v razpredelnico pri (c)), sicer se tock za meritve
ne dobi.

(e) Napetost ¢lena (el4 - Zn) oznacimo z U, = 0,2 V. Pri¢akovane vrednosti napetosti ¢lenov
in zaporedij ¢lenov so zapisane v razpredelnici:




¢leni in zaporedja ¢lenov U [V] U

(el4 - Fe) in (Fe - el4) 0 U—U;=0

(Cu - el4) 0,6 £0,1 Uy — U,

(el4 - Fe) -0,3+0,1 —Us + Uy
(Zn - el4) in (el4 - Cu) -0,8+0,1 -U;

(el4 - Fe) in (Fe - Zn) in (Zn - el4) 0 Uy —Us+Us—Uy =0
(el4 - Cu)in (el4 - Zn) in (el4 - Cu) | —1,0+0,2 | 2(Uy — Uy) + Uy = 3U, — 2U4

Uvidimo pravilo za seStevanje napetosti galvanskih ¢lenov, ki ga lahko enostavno po-
nazorimo z diagramom.

Cu Fe el4 Zn
1 1 | |

! ! U, +Us | Uy !

| ek ' |

I 1 I
LB Us :

1 - 1

I I

I I

(;1 ZL“Y)‘FU:;

(f) Napetost galvanskega ¢lena ni odvisna od razdalje med elektrodama z in ni odvisna
od povrsine S dela elektrode, ki je potopljen pod gladino. Pri obeh podvprasanjih je
pravilen odgovor C.

(g) Najvedjo napetost baterije galvanskih ¢lenov dobimo, ¢e veZemo zaporedno tri enake
¢lene, ki dajo posamezno najvedjo napetost. V nasem primeru so to ¢leni (Cu - Zn).
Na to baterijo ¢lenov priklju¢imo diodo, ki je asimetri¢na. Ce vezemo prikljudek diode,
oznacen z rde¢im lakom, na Cu elektrodo, dioda sveti, ¢e veZemo ta prikljucek diode
na Zn elektrodo, dioda ne sveti.

Resitve 59. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije
- regijsko tekmovanje

1. letnik

Al

A2.

. Tista stranska ploskev, ki je bila prej osnovna ploskev piramide, je sedaj osemkotnik.

Ploskve, ki so bile prej stranske ploskve piramide, so sedaj Sestkotniki. Pri oglis¢u, ki
je bilo prej vrh piramide, nastane ploskev, ki je stirikotnik, pri ostalih oglis¢ih piramide
pa nastanejo ploskve, ki so trikotniki. Nobena od stranskih ploskev nastalega telesa
ni petkotnik.

Vsota Stevk take letnice mora biti 8. Ker gre za letnico v 21. stoletju, sta prvi dve stevki
2in 0. Vsota zadnjih dveh Stevk mora zato biti enaka 6. Takih letnic po letu 2015 je
pet, to so 2024, 2033, 2042, 2051 in 2060.
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A3.

B1.

B2.

B3.

Oznacimo $tevilo fantov v razredu prvo Solsko uro z f Stevilo deklet pa z d. Potem je

I = 2. Drugo $olsko uroje v razredu f —4 fantov in d+4 deklet, zato je razmerje enako
5—3 = 2. Iz prve enacbe izrazimo f = 2d in vstavimo v drugo enatbo, da dobimo

3

d+4 5

Enatbo preuredimo do Zd = 28, torej je d = 16 in f = 12. Drugo Solsko uro je torej v
razredu 8 fantov in 20 deklet, kar pomeni, da je 12 deklet ve¢ kot fantov.

[ ]

il []

Oznatimo z x dolZino stranice vértanega osemkotnika. Stirje trikotniki, ki nastanejo
ob oglis¢ih kvadrata, so enakokraki pravokotni trikotniki. Ker je njihova hipotenuza
dolga x, so njihovi kraki dolgi 7. Torej veljaa =z + 275 = o + V2 =2(V2+1). Iz
zapisane enacbe izrazimo

_a 7@(\/571)7
zi\/ﬁ—}—li 51 =124 —a.

Po tem, ko je Urska prvi¢ pregledala vsa zapisana Stevila, so na tabli ostala le stevila
deljiva s 3. Ko je skozi stevila §la drugi¢, so ostala le $tevila deljiva s 3%. Po tretjem
pregledu so ostala le stevila deljiva s 3%, in tako dalje. Najvegja potenca $tevila 3, ki je
manjsa od 2015, je 3% = 729, saj je 3" = 2187. Ko je torej Urgka Sesti¢ pregledala stevila,
so ostala na tabli le Stevila deljiva s 729, to sta 729 in 1458. V naslednjem pregledu
je pobrisala obe ti dve Stevili, saj nista deljivi z 2187. Kot zadnje je Urska pobrisala
Stevilo 1458.

Dano enakost pomnozimo z (1 + a?)(1 + b*) # 0 in poenostavimo, da dobimo ekviva-
lentno enakost a? = 1. Torej je ab = £1. Tudi dani izraz poenostavimo

(a+) ( a_ b ) _( )a+ab2+b+a2b —(atd) (a+b)(1+ab) _
14+a2 1+02 (1+a?)(1+b?) (1 +a?)(1+b2)

_(a® + 0%+ 2ab)(1 + ab)

- 1+a®+ 0+ a?l?
Ceje ab = —1, je vrednost tega izraza enaka 0, &e pa je ab = 1, je vrednost tega izraza
enaka

(@®+0*+2)-2
a?+02+2

Pora¢unamo lahko, da sta ti dve vrednosti tudi dejansko doseZeni. Vrednost 0 je na
primer doseZena, koje a = 1in b = —1, vrednost 2 pa, kojea = b= 1.
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2. letnik

Al.

A2,

A3.

B1.

B2.

B3.

Kateti posameznega pravokotnega trikotnika sta dolgi 1 cm, njegova hipotenuza pa
v/2 cm. Stranica osemkotne luknje je torej dolga v/2 — 1 cm.

To je funkcija f(z) = —|z| + 1. Vse preostale funkcije imajo v to¢ki 2 vrednost 1.

Poratunamo v0.08% = /()" = (/1) = ()" = (1)’ = .

C

Ozna¢imo z 14, ry, 73 in 74 polmere kroznic Ky, KCy, K03 in K0y, pri Cemer vemo, da velja
rg = ry. Ker je trikotnik ABC enakostrani¢en, imata kroznici K, in IC; skupno sredisce,
ki ga oznac¢imo z S. Trikotnik BSD je polovica enakostrani¢nega trikotnika, zato velja
r1 = |SB| = 2|SD| = 2ry. Ker je GE premer kroznice Ky, je |GE| = 2ry = ;. Izrazimo
dolzino |GE| $e na drug nacin z r4. Naj bo T dotikalis¢e kroznic K5 in Ky. Sredisce
kroZnice K, ozna¢imo z R, njeni dotikalis¢i s stranicama DFE in EF kvadrata DEFG
paz U in V. Ker sta kroZnici K; in ICs enako veliki, je T sredis¢e kvadrata DEF'G, torej
velja |GE| = 2|TE|. Stirikotnik RUEV je kvadrat s stranico dolZine 7, zato je njegova
diagonala dolga |RE| = v/2ry. Od tod izrazimo |GE| = 2|TE| = 2(|TR| + |RE|) =
2(r4 +V/2r4) = (2 + 2v/2)r4. 1z obeh izrazav dolzine |GE| sledir, = (2 + 2v/2)ry, torej
je ™ = (2+2V2).

Cejed > 2, potemije L + 1+ 2141 < 4.1 =2 Kkarje protislovje. Torejje d = 1. Ce
jec>3,potemje L+ 3+ 141 <3.1+1 =2 karje spet protislovje. Torej je ¢ = 2.
Podobno sledi, da mora biti b = 3, saj bi sicer imeli % + % + % + é <2 % + % +1=2.

Torej mora biti £ + § 4 § + 1 > 2, oziroma 1 > 1. Kerjea > b = 3, je lahko le a = 4 ali
a = 5. Neenakostim zados¢ata dve Cetverici, (4,3,2,1) in (5, 3,2, 1).

Enacbo potenciramo na tretjo potenco, da dobimo

2
(2 +13) — 3 (\'3/235 ¥ 13) Y2z — 13+ 3V22 + 13 (V2r —13)° — (20 — 13) = 8.

Nato jo preuredimo

2% — 3¢/22 + 1327 — 13 (\'721: T13- or+ 13) -3

in upostevamo, daje v/2z + 13 — v/2z + 13 = 2, da dobimo

26 — 6v/2x + 13v/2x — 13 = 8.
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Enacbo spet preuredimo do v/2z + 13+/2z — 13 = 3 in potenciramo na tretjo potenco,
da dobimo (2z + 13)(2z — 13) = 27 oziroma 42% — 169 = 27. Od tod sledi 22 = 49 in
zatox = £7.

2. natin. Enacbo preuredimo v /2 + 13 = /22 — 134 2 in nato potenciramo na tretjo
potenco, da dobimo

20+ 13 =20 — 1346 (V2 — 13)" + 12920 — 13+ 8.
Vse ¢lene nesemo na eno stran in poenostavimo do
6 (V2r — 13)° + 12922 — 13 — 18 = 0.

Ce vpeljemo novo spremenljivko y = /27 — 13 in ena¢bo delimo s 6 dobimo kvadra-
tno enatbo y? + 2y — 3 = 0 oziroma (y + 3)(y — 1) = 0, ki ima dve resitvi, y = —3 in

y = 1. Iz enacbe za novo spremenljivko izrazimo = = @ Kojey = =3,jex = -7,
kopajey =1,je x = 7. Zaletna enacba ima torej dve resitvi, s = —7inxz = 7.
3. letnik

Al.

A2.

A3.

B1.

B2.

am _

. Plos¢ina obmodja z je zato enaka 252 =

167
2

Plos¢ine treh polkrogov so enake %, 4T in
16n _4n

3, plos¢ina obmodja y pa 2= = 2. Iskano razmerje je torej 2T : 27 = 3 : 8.

Ce je n liho celo 3tevilo, je leva stran enakosti soda, desna pa liha. Za liha cela tevila
torej enakost ni izpolnjena. Podobno sklepamo, ¢e je n sodo celo Stevilo. V tem pri-
meru je leva stran enakosti liha, desna pa soda. Torej nobeno celo Stevilo ne ustreza
enakosti.

Iz podatkov sledi 2015203 — 2 = —2015 oziroma 2015h%%'% = —2013. Zato je p(—h) =
2015(—h)2013 — 2 = —2015h208% — 2 = —(—2013) — 2 = 2011.

Po izreku o deljenju je p(z) = (22 — = + 3)(2 — x) + o, Kjer je o ostanek pri deljenju
polinoma p(z) s polinomom 2 — z. Ker smo delili s polinomom stopnje 1, je ostanek o
neka konstanta. Torej je prosti ¢len polinoma p(z) = —223 + 52° — 5z + (6 + o) enak
6 + o, vodilni koeficient pa —2. Po Vietovem pravilu je produkt vseh nicel polinoma
p(x) torej enak — %2 = 1. Od tod izratunamo ostanek o = 5.

Naravna stevila, katerih vsota stevk je deljiva z 9, so natanko tista, ki so deljiva z 9.
Takih $tevil, manjsih od 100 000, je torej 229% = 11111. Vsako naravno $tevilo manjse
od 100 000 je oblike abcde, Kjer je vsaj ena od $tevk a, b, ¢, d in e razli¢na od 0. Ce zadnje
stiri Stevke fiksiramo in ozna¢imo njihovo vsoto s k, potem moramo « izbrati tako, da
bo k + a deljivo s 5. Neglede na to, kaj je k, imamo za a natanko 2 moZnosti; a = 0, 5,
Ceje k deljivos 5, a = 4,9, ¢e ima k ostanek 1 pri deljenju s 5, a = 3,8, ¢e ima k ostanek
2 pri deljenju s 5, a« = 2,7, ¢e ima k ostanek 3 pri deljenju s 5, in a = 1,6, ¢e ima k
ostanek 4 pri deljenju s 5. Torej zadnje Stiri Stevke lahko izberemo poljubno, za prvo
$tevko pa nam ostaneta dve moznosti. Takih tevil je zato 10* - 2 — 1 = 19999, saj smo
Steli tudi Stevilo 0 = 00000. Presteti moramo 8e $tevila, katerih vsota stevk je deljiva s
5in 9, torej s 45. Toda vsota Stevk Stevila manjSega od 100 000 je kve¢jemu 5-9 = 45 in
to le takrat, ko so vse Stevke enake 9. Tako Stevilo je zato eno samo, tj. 99999. Stevil,
po katerih sprasuje naloga je torej 11111 + 19999 — 1 = 31 109.
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B3. 4 B

Naj bo D razpolovisce stranice BC, E noZis¢e visine iz A, S pa presetisce simetrale
kota pri A s stranico BC'. Ker simetrala razdeli kot na dva enaka dela, mora simetrala
nujno lezati med vi$ino in teZis¢nico. Torej tocka S lezi med tockama F in D. Imamo
dve moznosti, bodisi D lezi med B in S ter £ med S in C ali pa E lezi med B in S ter
D med S in C. Zaradi simetrije lahko obravnavamo le prvi primer.

Oznac¢imo kot ¢ BAC's 4a, pri ¢emer motra biti 0 < o < §. Potem je
|BE| = |AE|tg 3, |DE| = |AE| tg2a in |CE| = |AE|tg a.
Od tod izpeljemo
|BD| = |BE| — |DE| = |AE|(tg 3a — tg 2a)
in
|CD| = [CE| + |DE| = |AB|(tg a + tg 20).
Ker je D razpolovisce stranice BC, sledi tg 3o — tg 2o = tg a + tg 2 0ziroma

tgda —tga — 2tg2a = 0.

Levo stran lahko preuredimo

sin 3o sin « sin 2ar
tg3a —tga —2tg2a = - -2 =
cos3a  cosa cos 2a
sin 3o cos v — sin «v cos 3o sin 2« sin 2« sin 2«
Cos « cos 3« cos2a  cos acos o cos 2a
sin 2av(cos 2a — 2 cos a cos 3av) sin 2« cos 4
€os . cos 2 cos 3o cos o cos 2a cos 3ar’

kjer smo pri Cetretem enacaju upostevali adicijski izrek za sinus
sin 2« = sin(3a — a) = sin 3 cos @ — sin a cos 3a,
pri zadnjem enacaju pa formulo za produkt kosinusov

2 cos acos 3 = cos(3a + a) + cos(3a — @) = cosda + cos 2a.

k € Z. Ker mora biti 0 < a < %, je edina moZnost o = %. Torej je ¢ BAC = 4a =

Iz izpeljanega sledi sin 2a = 0 ali cos4a = 0, torej je 2a = kr ali 4o = § + km, Kjer je
5 2

JACB=T-—a=3%inJCBA=1T.

Z upostevanjem obeh simetri¢nih primerov smo ugotovili, da so koti trikotnika ABC
bodisi ¢ BAC = %, JACB = 2 in $CBA = % alipa ¢ BAC = %, JACB = % in
JCBA =%,
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4, letnik

A1. Na turnirju je bilo odigranih (%) tekem, torej velja (2) = "2 = 2015n. Od tod
izracunamo n = 4031.

A2. Oznacimo dolZino daljSe stranice 7 skladnih pravokotnikov z a, dolZino krajse stranice
pazb. Potemje [AB| = |DC| = 4b = 3a oziroma b = 3a. Iskano razmerje je tako enako

|BC| a+b a+ia
|AB| ~ 4b  3a

[SUAENES]
-3

12

A3. Vsota $tevil Tyz, yzz in zzy je enaka 100(x + y + 2) + 10(y + 2 + 2) + (z + = + y).
Ker mora biti to trimestno Stevilo, je x + y + z < 10 in v tem primeru so vse Stevke
tega Stevila avtomati¢no enake. I8¢emo torej Stevilo trojic $tvk (z,y, z), za katere velja
1<z <y<zinz+y+z < 10. Takih trojic je natanko 7, to so (1,2, 3), (1,2,4), (1,2,5),
(1,2,6), (1,3,4), (1,3,5) in (2, 3,4). Sara ima na izbiro 7 takih trimestnih Stevil.

B1. Upostevamo formule za kotne funkcije dvojnih kotov, da dobimo

8sin? x cos? x >3 cos® x — 3sin® 2.

2

Z upostevanjem zveze cos“z = 1 — sin? = neenakost preuredimo do

8sin'z — 14sin’z +3 <0.

Ce vpeljemo novo spremenljivko y = sin®z, dobimo neena¢bo 8y> — 14y + 3 < 0
oziroma (4y — 1)(2y — 3) < 0. Kerje 0 <y < 1, je ¢len (2y — 3) avtomati¢no negativen.
Dana neenakost je zato ekvivalentna neenakosti 4y — 1 > 0 oziroma sin?z > i. Slednja
neenakost velja takrat, ko je bodisi sinz > %, torej § +2km < < ‘%’“ +2km, k € Z,alipa
sinz < —3, torej —3F + 2kr < x < —% 4 2k, k € Z. Skupna restev so torej vsa Stevila

x, ki zado$¢ajo neenakosti § + k7 <z < %’r + k7 za neko celo Stevilo k.

B2. Ozna¢imo z d razliko dveh zaporednih ¢lenov tega aritmeti¢nega zaporedja. Po for-
muli za vsoto ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja velja
k(k—1)

5 d.

Sk = k’a1 +
S pomogjo te zveze izra¢unamo

(m+m)(n+m—1)

Spam = (n+m)a; + 5

d=(n+m) ((1,1 +(n+m— l)g)

in
d d
Sp = Sm = (n—m)a; + (n(n— 1) —m(m—l))g =(Mn—-—m)a+(n—m)(n+m— 1)5 =
d
=(n—m) (al +(n+m— 1)§>
V obeh rezultatih je drugi faktor enak, zato velja
(n4m)(Sn = Sm) = (n— m)Snim,

od koder sledi Zeljena enakost, sajje n + m # 0.
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B3.

Ker sta tocki D in E razpolovis¢i ustreznih lokov kroZnice K, leZita na simetralah
kotov 4 BAC in $ CBA. Zaradi zrcaljenja je < FAB = 4 BAI = 1 4 BAC, torej je
JFED = 4 FAD = 4 BAC. Podobno dobimo < EDF = 4<CBA. Sledi < DFE =
J ACB. Izra¢unajmo torej velikost kota < AC'B. Totke F, B, C'in A so koncikli¢ne,
zato je ¢ ACB = m — 4 BF A. Ker je F' zrcalna slika tocke I, velja

IBFA = <iA]B:wféﬁBACf%iCBA:ﬂf%(ﬁBACJrﬁCBA) -
m

1
:71'—5(71'—%11403):2

+53ACB.

Torejje Y ACB = — (5 + 3 JACB) = 5 — 1 S ACB, od koder sledi 4 ACB = ¥ in
zatotudi ¢ DFE = %.

Resitve 59. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije
- drzavno tekmovanje

1. letnik

I/1. Evino §tevilo mora biti vsaj stirimestno, da lahko trikrat zaporedoma izbrisemo

zadnjo Stevko in e vedno dobimo naravno §tevilo. Hkrati pa Evino §tevilo ne more biti ve¢
kot Stirimestno, saj je vsota vseh §tirih Stevil Stirimestna. Oznacimo torej Evino Stevilo z
abed, kjer so a, b, ¢ in d dtevke. Potem je Igorjevo stevilo abe, Markovo Stevilo ab in Marugino
Stevilo @. Vsota vseh stirih Stevil je enaka

1000a 4 100(a + b) + 10(a + b+ ¢) + (a + b+ ¢ + d) = 3838.
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Ker so a,b,c in d stevke, je a + b+ c+ d < 36. Ker pa so enice Stevila 3838 enake 8§,
mora biti a + b+ ¢+ d < 28. Torej se pri racunu k deseticam prenese najve¢ 2. Ker je
a+b+c+2 <29 se k stoticam prenese najvec 2. Ker je a+ b+ 2 < 20 in so stotice Stevila
3838 enake 3, se k tiso¢icam prenese najve¢ 1. Od tod sledi, da je a enak 2 ali 3. Moznost
a = 2 odpade, saj bi v tem primeru moralo veljati 10 < a+b =2+ b < 11, zato bi se pri
ra¢unu k stoticam moralo prenesti vsaj 7, kar pa ni mogoce. Torej je a = 3.

Ker se k stoticam prenese najvec 2, je b enak 3,4 ali 5. Moznost b = 5 odpade, saj bi
v tem primeru moralo veljati 8 < 8 +c =a+ b+ ¢ < 9, zato bi se k deseticam moralo
prenesti vsaj 4, kar pa ni mogoce. Tudi moznost b = 3 odpade. V tem primeru bi se
namre¢ k stoticam moralo prenesti 2. Toda ker se k deseticam prenese najve¢ 2, bi veljalo
a+b+c+2 =8+ c <20 in zato bi se k stoticam preneslo najve¢ 1. Torej je b = 4.

Ker se k deseticam prenese najvec 2, je ¢ enak 4,5 ali 6. Moznost ¢ = 6 odpade, saj bi v
tem primeru moralo veljati 13 +c=a+b+c+d <9, kar pa ni res. Ce bi bil ¢ = 4, bi se k
deseticam moralo prenesti 2. V tem primeru bi imeli a + b+ ¢+ d = 11 + d, zato bi moral
biti d = 9. Toda potem bi bile enice vsote stevil enake 0, kr pa je protislovje. Torej je ¢ =5
in zato d = 6.

Eva, Igor, Marko in Marusa so zapisali Stevila 3456, 345,34 in 3.

I/2. 1. na¢in. Enacbi odstejemo, da dobimo
3_ .3 .2 2 _
-y +ar+y +ary+20—-2y+2=0.
Levo stran preoblikujemo

PPty oy 20 -2y 2=

=(@ -y +ay+y) + (@ tay+y)) +2e -y +1) =
=@ —y+ D@ +ay+y) +2r -y +1) =
=@—-y+ 1)@ +ay+y°+2).

Ker je 2? + zy + 3> +2 = 1(2” + (z + y)® + y*) + 2 > 0, mora biti  —y + 1 = 0. Vrednost
izraza x — y je enaka —1.

2. naéin. Iz druge enacbe izrazimo z = y* — 3? + 3y in vstavimo v prvo enacbo ter
poenostavimo, da dobimo

y® — 3y® +12y7 — 18y5 + 34¢y® — 199" + 219° + 11y + 4y +2 = 0.
S precej spretnosti lahko levo stran enacbe razstavimo
(v* —y* 4+ 2y + 1) (y° — 20° + 8y* — Ty® + 13y° + 2) = 0.

Ker je

) 1\ 45
Y0 — 2% + 8yt — Tyt + 13y + 2 =yt (P — 2y + 1) + Ty (yQ—y+1>+zy2+2:

1\° 45
:yd(y—1)2+7y2(y—§) +Zy2+2>0,

mora biti y® — y? 4+ 2y + 1 = 0 oziroma y = y® — y? + 3y + 1. Torej je

c—y=0" -y +3) - -y +3y+1)=-1
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1/3.

F
b ; .
; C N
/Il ,*”‘ E
A B
1. naéin. Ker je ABCD kvadrat in sta trikotnika BEC in CFD enakostranicna, je
|EB| = |BA| = |AD| = |DF|. Torej sta trikotnika FBA in ADF enakokraka z vrhoma

pri B in D in imata enako dolge krake. Hkrati velja < EBA = ¢ ADF = 90° 4 60° = 150°,
zato sta omenjena trikotnika skladna. Sledi |AE| = |AF|. Poleg tega velja < FAD =
¥ BAE = }(180° — ¢ EBA) = 15°, zato je ¥ EAF = 90° — { BAE — 4 FAD = 60°. To-
rej je trikotnik EAF enakokrak s kotom 60° pri vrhu A, od koder sledi, da je enakostranicen.

2. nacin. Ker je ABCD kvadrat in sta trikotnika BEC in CFD enakostranicna, je
|EB| = |BA| =|AD| = |DF| = |CE| =|CF)|. Trikotniki EBA, ADF in ECF so torej ena-
kokraki. Velja ¢ EBA = 4 ADF = 90°+60° = 150° ter ¢ ECF = 360°—90°—2-60° = 150°.
Trikotniki EBA, ADF in ECF se torej ujemajo v dveh stranicah in kotu med njima, zato
so skladni. Sledi |[EA| = |AF| = |EF|, zato je trikotnik AEF enakostranicen.

I/4. Kolonija mora vsebovati najmanj 8 mravelj.

Dokazimo najprej, da 8 mravelj lahko pobere vsa zrna riza. To lahko storijo na primer
tako, da se i-ta od teh 8 mravelj sprehodi najprej navpiéno navzgor do i-te vrstice mreze, nato
po i-ti vrstici v desno do skrajnega desnega roba mreze in nazadnje navzgor do mravljisca.
Tako teh 8 mravelj pobere vsa zrna riza, saj i-ta mravlja izprazni celotno i-to vrstico mreze.

Sedaj pa dokazimo, da 7 mravelj ne more pobrati vseh zrn riza. Oglejmo si zrna riza, ki

lezijo na oznacenih vozlis¢ih mreze.

Ker se mravlje lahko sprehajajo le v desno ali navzgor, nobena mravlja ne more pobrati

dveh izmed teh zrn riza. Torej 7 mravelj ne more pobrati vseh teh 8 zrn riza.
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2. letnik

II/1. 1. naéin. Enacbi sestejemo in dobimo z +y = 3. Od tod izrazimo y = 3 — z in
vstavimo v prvo enacbo, da dobimo x + ﬁ = 1. Odpravimo ulomke in preoblikujemo do
2a? — 5z +2 = 0. Levo stran te enacbe lahko razstavimo 2(z — 2) (z — 1) = 0. Sledi z = 2

aliz = % V prvem primeru je y = 1, v drugem pa y = % Ker je v obeh primerih x —y # 0,
sta (2,1) in (3, 2) res resitvi danega sistema cnacb.

2. nacin. Enacbi odstejemo in dobimo y — x — y%z = 1. Z uvedbo spremenljivke a =y — x
preoblikujemo do a® —a — 2 = 0. Levo stran te enacbe lahko razstavimo (a + 1)(a — 2) = 0.
Sledi @ = —1 in @ = 2. Za vsak primer a vstavimo v prvo enacbo in dobimo x =2 in x = %
V prvem primeru iz a = y — x sledi y = 1, v drugem pa y = g Ker je v obeh primerih
y—ax#0,sta (2,1) in (3,3) res resitvi danega sistema enach.

II/2. 1. na¢in. Naj bo d najvedji skupni delitelj stevil a in b. Torej je a = dm in b = dn,
kjer sta m in n tuji naravni stevili. Ker je ab = d*>mn popoln kvadrat in sta m in n tuji
stevili, sta tudi m in n popolna kvadrata. Pisimo m = 22 in n = y?, kjer sta x in y naravni
stevili. Sledi 101 = a—b=d(z+y)(z—y). Ker je 101 prastevilo in je z+y > 2, mora veljati
d=z—y=1inz+y = 101. Od tod izraéunamo z = 51 in y = 50, torej je a = 512 = 2601
in b= 502 = 2500.

2. nacin. Naj bo d najvecji skupni delitelj stevil a in b. Ker d deli 101 in je 101 prastevilo,
je lahko le d =1 ali d = 101.

Ce je d =1, sta si a in b tuji Stevili. Ker je ab popoln kvadrat, sledi, da sta tudi a
in b popolna kvadrata. Pisimo a = 22 in b = 92, kjer sta z in y naravni stevili. Tedaj je
101l =a—-b=2a?—y?>= (r+y)(z—y), od koder sledi x —y = 1 in z +y = 101, saj je
101 prastevilo in « +y > 2. Iz teh dveh enacb zlahka izracunamo x = 51 in y = 50, torej je
a = 512 = 2601 in b = 50% = 2500.

Ce je d = 101, lahko zapiSemo a = 101m in b = 101n, kjer sta m in n tuji naravni
stevili. Ker je ab = 101>mn popoln kvadrat in sta si m in n tuji Stevili, sledi da sta tudi m
in n popolna kvadrata. Pisimo m = u? in n = v2, kjer sta w in v naravni stevili. Tedaj je
101 = a — b= 101(m — n) = oziroma 1 = m — n = (u + v)(u — v), kar pa je protislovje, saj
jeu+wv > 2.

Edina resitev naloge je torej par a = 2601 in b = 2500.

3. nagin. Zapi§imo a = b+ 101 in izra¢unamo ab = b(b+ 101) = n? za neko naravno stevilo
n. Od tod izrazimo n* — b*> = (n — b)(n + b) = 101b. Ker je 101 prastevilo, velja 101|(n — b)
ali 101|(n 4+ b). Obravnavamo obe moznosti.

Ce 101|(n — b), lahko zapisemo n — b = 101k za neko naravno stevilo k. Iz enacbe
(n—b)(n+b) = 101b sledi kn = b(1 — k), kar je protislovje, ker je leva stran enacbe strogo
pozitivna, desna pa manjsa ali enaka nic.

Ce 101|(n + b), lahko zapisemo n + b = 1011 za neko naravno stevilo I. Iz enacbe

(n — b)(n + b) = 101b sledi (1011 — 2b) = b, oziroma 101* = b(2{ + 1), od koder izrazimo
10112

b = ———, kar mora biti naravno stevilo. Torej 2/+1 deli 101/2. Ker je 101 prastevilo, mora

veljati (21 + 1)|101, zato lahko zapisemo 101 = (2] + 1)c, kjer je ¢ € N. Ker je 2l +1 > 1,
mora veljati ¢ = 1 in 2/ +1 = 101. Od tod izra¢unamo [ = 50 in b = 50% = 2500. Nato
izrac¢unamo Se a = 2601.
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11/3.

1. nacin. Naj bo K trikotniku ABC oé¢rtana kroznica. Ker je poltrak PD zrcalna slika
poltraka PC pri zrcaljenju ¢ez premico AB, velja S DPB = < BPC = 4 APE. Oglejmo si
zrcaljenje preko simetrale stranice AB. Tocka A se prezrcali v tocko B. Ker je P sredisce
stranice AB, se pri zrcaljenju ohrani. Iz zgornje enakosti kotov zato sledi, da se poltrak
PFE prezrcali v poltrak PD. Ker simetrala stranice AB poteka skozi sredisée kroznice IC, se
kroznica K prezrcali sama vase. Torej se presecisce poltraka PFE in kroznice I, tj. tocka F,
prezrcali v presecisée poltraka PD in kroznice K, tj. tocko D. Pokazali smo, da se daljica
AE prezreali v daljico BD. Ker zrcaljenje ohranja razdalje, je |AE| = |BD|.

2. nac¢in. Naj bo K trikotniku ABC o¢rtana kroznica. Ker je poltrak PD zrcalna slika
poltraka PC' pri zrcaljenju ¢ez premico AB, velja < DPB = < BPC = 4 APE. Velja tudi
|AP| = |PB|. Pokazati zelimo Se |PFE| = |PD|. Ker tocka P lezi na simetrali AB in gre
simetrala skozi sredisce kroznice K (oznacimo ga z O) velja: |OE| = |OD|, ¢ APO = 4 BPO
in ¢ EPA = 94 DPB. Ker imata trikotnika EPO in DPO 8e skupno stranico OP, sta skladna
in zato je tudi |PE| = |PD|. Torej sta si trikotnika AEP in BDP skladna in je |AE| = |BD|.

I1/4. Kolonija mora vsebovati najmanj 5 mravelj.
Dokazimo najprej, da 4 mravlje ne morejo pobrati vseh zrn riza. Oglejmo si zrna riza, ki
lezijo na petih oznacenih vozlis¢ih mreze.
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Ker se mravlje lahko premikajo le desno, navzdol ali diagonalno desno-navzdol, lahko
vsaka mravlja pobere najve¢ eno izmed teh zrn riza, zato 4 mravlje ne morejo pobrati vseh.

Sedaj dokazimo, da 5 mravelj lahko pobere vsa zrna riza. To lahko storijo na primer
tako, da se i-ta izmed teh 5 mravelj najprej sprehodi diagonalno desno-navzdol i-tega stolpca
mreZe, nato po njem navzdol do enega od oznacenih vozliS¢ mreze, nato po vrstici v desno
do roba mreze in nazadnje diagonalno desno-navzdol do mravljis¢a. Na sliki je prikazana
pot tretje mravlje.

Teh 5 mravelj res pobere vsa zrna riza, saj prva mravlja izprazni prvi stolpec in zadnjo
vrstico mreze, druga mravlja izprazni drugi stolpec in predzadnjo vrstico in tako napre;j.

3. letnik

III/1. Denimo, da ulomek 237:‘2111 ni okrajsan. Potem obstaja naravno Stevilo a, razli¢no
od 1, ki deli 3n — 1 in 2n® + 1. Sledi, da a deli tudi 3(2n? + 1) — 2n(3n — 1) = 2n + 3 in zato
tudi 3(2n + 3) — 2(3n — 1) = 11. Ker je 11 prastevilo, sledi a = 11, torej 11 deli 3n — 1 in
2n2+1. To pomeni, da obstaja celo stevilo k, da je 3n—1 = 11k. Od tod izrazimo n = %
Da bo to celo stevilo, mora 3 deliti 11k 4+ 1 oziroma 2k + 1, kar pa se zgodi natanko tedaj,
ko je k oblike k = 3m + 1 za neko celo Stevilo m. V tem primeru je n = 11m + 4 in tudi
stevilo 2n? +1 =2(11m + 4)> + 1 =2-11?m? + 4 - 11m + 33 je deljivo z 11. Ker mora biti
1 <n <2015, je 0 < m < 182. Dan ulomek torej ni okrajsan za 183 naravnih stevil n.

I11/2. Pigimo p(z) = apa™ + an_12" 1 + - -+ + ag, kjer je a, # 0. Vodilni ¢len polinoma
p(p(x)) je enak a,(a,z™)" = a2, vodilni clen polinoma p(z)® pa (a,z")® = adz™",
oba sta lihe stopnje. Ker je polinom p(x)® — p(p(z)) povsod nenegativen, mora biti sode
stopnje, zato se morata omenjena vodilna ¢lena pokrajsati. Torej je aZHx"Q = a2 13" oziroma
n? =3nin a®! =a3. Sledin =3 in a, = 1, saj je a, # 0, tj. p je polinom stopnje 3
z vodilnim koeficientom 1. Ker je koeficient polinoma p pri 22 enak 0, je polinom p oblike
p(z) = 2® + ar + b. Ko slednje upostevamo v dani neenakosti in neenakost poenostavimo,
dobimo az?® 4 a*x +ab+b < 0 za vsak 2 € R. Slednje je mogoce le, e je a = 0, saj polinom
lihe stopnje vedno zavzame tudi pozitivne vrednosti. Neenakost se v tem primeru poenostavi
do b < 0. Polinomi, ki zados¢ajo pogojem naloge so natanko polinomi oblike p(z) = x3 + b,

kjer je b < 0.
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1. nac¢in. Opazimo da je trikotnik ABC' enakokrak z vrhom pri B. Naj bo F taka tocka na
premici CD, da je < CAE = 30°, tako da bo tudi trikotnik ACE enakokrak z vrhom pri E.
Ker je $ CAD = 40°, tocka E lezi med C' in D. Potem je stirikotnik ABC'E deltoid, zato se
njegovi diagonali AC' in BE sekata pod pravim kotom. Torej velja < BEC = 90° —30° = 60°
in zato ¥ BAD = 60° = < BEC = 180° — < DEB. To pomeni, da so toctke A, B, FE in D
konciklicne. Po izreku o obodnih kotih velja ¢ EBD = ¢ EAD = 40° — 30° = 10°, zato je
JCBD =<4 CBE + 4EBD = (90° — 20°) + 10° = 80°.

2. na¢in. Opazimo da je trikotnik ABC' enakokrak z vrhom pri B. Naj ko K kroznica s
srediséem B, ki gre skozi tocki A in C. Dokazimo, da tudi toc¢ka D lezi na kroznici K. Iz
podatkov naloge izra¢unamo < ADC = 180°—40°—30° = 110° in 4 CBA = 180°—20°—20° =
140°. Torej je sredigéni kot nad lokom AC enak JABC = 360° — $CBA = 220° in je
dvakratnik kota ¢ ADC'. Po izreku o sredisénem in obodnem kotu je torej 4 ADC obodni
kot nad lokom 257 kar pomeni, da tocka D lezi na kroznici . Od tod sledi, da je trikotnik
CBD enakokrak z vrhom pri B, zato je $CBD = 180° — 2 4 DCB = 180° — 100° = 80°.

izvedenih potez, ki stanje te lu¢i zamenjajo, ni pa odvisno od vrstnega izvajanja potez.
Torej tudi konéno stanje vseh luéi ni odvisno od vrstnega reda izvajanja potez, ampak le
od tega, katere poteze izvedemo.

(b) To je mogoce natanko za tiste n, ki so deljivi s 3.

Denimo najprej, da je n deljiv s 3 in pokazimo, da v tem primeru res lahko pridemo
do zeljenega stanja. Naj bo P; poteza, pri kateri zamanjamo stanja i-te, (i + 1)-ve in
(i 4 2)-ge luci v vrsti. Ker je n deljiv s 3 in vsaka poteza spremeni stanje 3 luéi, lahko v
tem primeru z § potezami, to so P1, Py, Pr, ..., P9, spremenimo stanje vseh luci v vrsti
in s tem pridemo do Zeljenega stanja.
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Sedaj pa pokazimo, da je do zeljenega stanja mogoce priti le v primeru, ¢e je n deljiv s
3. Ker po tocki (a) vrstni red potez ni pomemben, lahko predpostavimo, da poteze P;
izvajamo po vrsti, najprej tiste z manjsim i. Ce potezo P, izvedemo dvakrat, se stanje
luéi ohrani. Torej lahko nadalje predpostavimo, da vsako potezo P; izvedemo kvecjemu
enkrat. Gremo torej po vrsti po potezah Py, P, Ps, ... in se za vsako odlo¢imo, ali jo
izvedemo ali ne. Ob koncu mora biti vsaka liha lu¢ ugasnjena, vsaka soda pa prizgana.
Ker moramo stanje 1. luci spremeniti, spremeni pa ga lahko le poteza P;, moramo potezo
P, nujno izvesti. Po tej potezi so prve tri luéi ze v pravem stanju. Ker od preostalih
potez stanje 2. luc¢i spremeni le poteza P,, te poteze ne smemo izvesti. Med potezami
Ps, Py, Ps, ... stanje 3. luci spremeni le poteza P, zato tudi te poteze ne smemo izvesti.
Sedaj smo pri potezi P, in razmisljamo podobno. Stanje 4. lu¢i moramo spremeniti, zato
moramo potezo Py izvesti. Po tej potezi so 4., 5. in 6. lu¢ v pravem stanju, zato poteze P
ne smemo izvesti in poteze Ps tudi ne. Nadaljujemo v enakem smislu, potezo P; moramo
izvesti, potez Ps in Py pa ne, in tako dalje. S tem smo ugotovili, da moramo nujno izvesti
zaporedje potez Py, Py, P;,.... Da bo to zaporedje spremenilo stanje vseh luc¢i v vrsti,
mora biti n deljiv s 3. Ce ima namre¢ n ostanek 1 pri deljenju s 3, potem stanja zadnje
lué¢i ne bomo spremenili, saj poteza P, ni dopustna, ker bi spremenila stanje le ene same
luéi. Podobno, ¢e ima n ostanek 2 pri deljenju s 3, potem stanja zadnjih dveh luéi ne
bomo spremenili, saj potezi P,_; in P, nista dopustni.

4, letnik

IV/1. 1. nagin. Ker je b naravno stevilo, a deli 2a® in ab, torej a deli tudi 3. Ker je 3
prastevilo, je @ = 1 ali @ = 3. Ce je a = 1, dobimo enacbo 2 = b+ 3, ki pa nima resitev
v naravnih §tevilih. Torej je a = 3, od koder sledi 2 - 3" = 3b + 3 oziroma 2 - 3! = b + 1.
Ena resitev je te enacbe je b = 1. Dokazimo, da drugih resitev v naravnih $tevilih ni. To
bomo storili tako, da bomo z indukcijo na b dokazali, da velja 2-3*~! > b+ 1 za vse b > 2.
Za b= 2 je to res, saj je 2-3' =6 > 3 = 2+ 1. Predpostavimo, da velja 2-3*7! > b+ 1
zanek b > 2. Potem je 2-3° =3-2-3""1 > 3(b+ 1) > b+ 2. Indukcija je s tem koncana.
Torej res velja 2 - 3! > b4 1 za vse b > 2, kar pomeni, da je b = 1 edina reitev enacbe
2.3"1 = p + 1 v naravnih tevilih.

Dano enacbo resi le par a = 3 in b = 1.

2. naéin. Kot v prvi regitvi sklepamo, da velja a = 3 in 2+ 3° = 3b + 3. Oglejmo si funkciji
f(z) =3x+3in g(x) = 2-3". Realne resitve enacbe 2- 3% = 3b+ 3 so tiste tocke, pri katerih
se grafa funkcij f in g sekata. Funkcija f je linearna funkcija, funkcija g pa je skalarni
veckratnik eksponentne funkcije. Grafa takih dveh funkcij se sekata kve¢jemu dvakrat. Ker
je f(1) = 6 = g(1), je eno presecisce pri = 1. Drugo presecisce lezi na intervalu med —1
in 0, saj velja f(—1) = 0 < 2 = g(—=1) in f(0) = 3 > 2 = g(0). Enacba 2-3" = 3b+ 3 ima
torej dve realni resitvi, od katerih pa je le b = 1 naravno Stevilo.
Dano enacbo resi torej le par a = 3 in b = 1.

IV/2. 1. naéin. Za vsak n > 2 lahko dano rekurzivno formulo preoblikujemo v

il = — @ § pomocjo te formule izracunamo

an Ap—
Aon+2  A2py2  Q2pyl (7(12n+1> (7 A2n ) _ Q2n41
QA2p A2n41 QA2p A2p A2n—1 A2n—1
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7 dvakratno zaporedno uporabo te enakosti dobimo

Aop+2  Qopy1  Q2p
Q2n A2n—1 A2n—2 i
kar pomeni, da je zaporedje as, aq, ag, . . . geometrijsko.
2. nacin. Potem, ko formulo preoblikujemo v 1 — -, vidimo, da je zaporedje
n —
pozitivnih realnih stevil |ay], |as|, |as|, . . . geometrijsko, torej obstajata pozitivni realni stevili
a in g, da je |a,| = aq ~1 za vsa naravna Stevila n. Sledi, da je za vsak n bodisi a, = ag"!
bodisi a, = —ag"!. Ce v enacbo, s katero je prvotno zaporedje definirano, vstavimo 2n + 1
namesto n, dobimo asy, 1202, = <12n+1 < 0, zato sta v zaporedju as, a4, ag, - . . sosednja ¢lena
nasprotnega predznaka. Od tod sklepamo, da je bodisi
_ n,_ 2n—1 __ 2\n—1
azn = (=1)"aq™""" = —aq(—q°)
za vse n bodisi
2yn—1
az, = aq(—q°)"

za vse n. V obeh primerih je as, ay, ag, . . . geometrijsko zaporedje.
3. nadéin. Enakost at = anHan 1 kvadriramo, da dobimo (a2)? = a2, ,a2_,. To formulo
preoblikujemo v "“ = —*- in vidimo, da je zaporedje pozitivnih realnih stevil a}, a3, a3, ...

n—1
geometrijsko, toreJ obstajata pozitivni realni tevili a in ¢, da je a2 = ag" ! za vsa naravna

stevila n. Sledi, da je za vsak n bodisi a, = \/a\/q"~! bodisi a, = —+y/a+/q"'. Podobno

kot pri 2. na¢inu dobimo, da je bodisi

VAV = (C1)'Vayaye? = (-1)"Vagg' ™ = ~ag(-g)”!

za vse n bodisi
Aon = 7(71)71\/6\/ q2n71 = V aq(iq)n_l

za vse n. V obeh primerih je as, ay, ag, . . . geometrijsko zaporedje.
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1. naéin. Ker sta D in F razpoloviséi daljic BC' in AC, sta premici DFE in AB vzporedni.
Od tod sledi < EDA = 4 BAD, po izreku o obodnih kotih pa velja < BAD = < BAP =
I BQP. Torej je S EQP = SEDA = 7 — 4 PDE, kar pomeni, da je §tirikotnik EDPQ
tetiven, trikotnika TED in TPQ pa sta si podobna. Naj bo T tezisce trikotnika ABC' in
x = |DP| =|EQ)|. Iz podobnosti trikotnikov TED in T PQ izpeljemo

|TD|+x |TP| |TQ| |TE|+=x
TE[ ~ [TE|  [TD| ~ |TD|

To enakost lahko preoblikujemo do
(ITD] = [TE|)(ITD| + |TE| + =) = 0,

od koder sledi |[TE| = |T'D|, saj je [TD|+ |TE|+x > 0. Trikotnik DET je torej enakokrak
z vrhom pri T. Zaradi vzporednosti premic AD in BE, je tudi trikontnik ABT enakokrak

z vrthom pri T, torej velja |BE| = |BT|+ |TE| = |AT| + |TD| = |AD|. Od tod sledi, da sta
trikotnika ABFE in BAD skladna, saj imata dva para enako dolgih stranic in enak kot med
njima < EBA = 4 BAD. Torej je |AE| = |BD| in zato |AC| = |BC|.

2. nac¢in. Kot v prvi resitvi dokazemo, da sta premici DE in AB vzporedni in da je
stirikotnik EDPQ tetiven. Zato je S EPD = 4 EQD. Ker sta tetivi DP in EQ enako
dolgi, pa je < DEP = SQDE. Zato je S PDE = < DFEQ, kar pomeni, da je stirikotnik
EDPQ enakokrak trapez. Torej je {TED = 4 EDT = < BAT oziroma < BED = 4 BAD.
To pomeni, da je stirikotnik ABDFE tetiven. Ker pa sta premici AB in ED vzporedni, je
tudi stirikotnik ABDE enakokrak trapez. Sledi |AE| = |BD]| in zato |AC| = |BC]|.

IV /4. 1. nacin. Podjetje vodi najve¢ 10 direktorjev.

Oznacimo kljuc¢avnice oziroma pripadajoce kljuce s Stevilkami od 1 do 6. Vsak direktor
ima set 3 kljucev od 3 razlicnih kljuc¢avnic in nobena dva direktorja nimata enakih setov.
Zato najprej prestejmo, koliko razli¢nih setov 3 kljucev obstaja. Za posamezen set klju¢ev
imamo na izbiro 6 klju¢avnic, med katerimi moramo izbrati 3. Gre torej za kombinacije, pri
katerih izmed 6 elementov izberemo 3. Takih kombinacij je (g) = 20 (prestejemo jih lahko
tudi tako, da si izpisemo vse moznosti). Vsakemu setu 3 kljucev pripada komplementarni
set 3 kljucev, to je set, v katerem so kljuci preostalih 3 klju¢avnic. Tako na primer setu
kljucev {2,3,5} pripada komplementarni set kljucev {1,4,6}. Mnozico vseh razli¢nih setov
kljucev razbijemo na 10 parov komplementarnih si setov klju¢ev. Ker vsak tak par klju¢ev
skupaj odklene sef, nobena dva direktorja ne moreta imeti komplementarnih si setov kljucev.
Torej je direktorjev lahko najve¢ 10, saj iz vsakega para komplementarnih si setov kljucev
kve¢jemu en set pripada nekemu direktorju.

Pokazimo, da 10 direktorjev res lahko vodi podjetje, torej da obstaja 10 setov kljucev, ki
ustrezajo pogojem naloge. Vse kar moramo storiti je, da iz vsakega para komplementarnih
si setov kljuéev izberemo po en set (na primer tistega, ki vsebuje klju¢ 1). Tako ima lahko 10
direktorjev na primer naslednje sete kljucev: {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,2,6}, {1,3,4},
{1,3,5}, {1,3,6}, {1,4,5}, {1,4,6}, {1,5,6}.

2. nacin. Oznac¢imo kljuc¢avnice oziroma pripadajoce kljuce s stevilkami od 1 do 6. ZapiS$imo
vse mozne razlicne kombinacije treh kljucev in sicer v parih:
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{1,2,3} in {4,5,6},
{1,2,4} in {3,5,6},
{1,2,5} in {3,4,6},
{3,4,5} in {1,2,6},
{1,3,4} in {2,5,6},

{1,3,5} in {2, 4,6},
{2,4,5} in {1,3,6},
{1,4,5} in {2, 3,6},
{2,3,5} in {1,4,6},
{2.3,4} in {1,5,6}.

Opazimo, da vsak od teh parov kombinacij kjucev vsebuje vseh 6 kljucev, torej kvecjemu
ena kombinacija iz vsakega para pripada nekemu direktorju. Ker je teh parov 10, podjetje
vodi najve¢ 10 direktorjev.

Vidimo tudi, da 10 direktorjev res lahko vodi podjetje, saj imajo lahko ti direktorji na
primer prve kombinacije kljucev iz vsakega para. Nobeni dve kombinaciji iz tega izbora ne
vsebujeta vseh Sestih kljucev, saj pri vsaki od njih manjka kljuc 6.

3. nac¢in. Naj predstavlja K = {1,2,3,4,5,6} mnozico vseh kljucev. Vsak direktor ima 3
razliéne kljuce, torej neko podmnozico mnozice /I, ki ima natanko 3 elemente. Oznac¢imo vse
take podmnozice s (’;) Ker nobena dva direktorja nimata enakega kompleta kljucev, vsak
element (g) predstavlja set klju¢ev enega potencialnega direktorja. Naj bosta A, B C (I§ )
kompleta kljucev dveh razlicnih direktorjev. Ce bi veljalo AU B = K, bi lahko ta dva

direktorja skupaj odprla sef. Naj bo G graf, kjer je
Y .
V(G) = g) in {A,B} € E(G) < AUB=K.

Vsaka neodvisna mnozica tega grafa ustreza neki skupini direktorjev, ki zadosta pogojem
naloge. Nas zanima najve¢ja neodvisna mnozica. Naj a(G) oznacuje mo¢ najvecje neodvisne
mnozice v grafu G. Graf G je prikazan na spodnji sliki (vozlis¢a smo zaradi preglednosti
oznadili kar s stevili, katerih stevke so elementi mnozic, ki ustrezajo vozliséem grafa):

123 124 125 126 134 135 136 145 146 156

[TTTTTTTT]

456 356 346 345 256 246 245 236 235 234

Ce je G = Gy + Gy, tj. disjunkna unija dveh grafov, potem velja a(G) = a(Gy) + a(Gy).
Ker je a(K3) =1, je a(G) =10, saj je G =X Ky + Ko + -+ - + K.

10
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ZBIRKE NALOG
S TEKMOVAN] I1Z MATEMATIKE

Vsako Solsko leto na Solah potekajo razliéna tekmovanja v znanju matematike.
Za lazjo pripravo vam ponujamo nekaj zbirk tekmovalnih nalog z reSitvami.

RESENE NALOGE IZ MATEMATIKE T

DREAVNIH IN IZBIRNIH TEKMOVANJ - 4 del

= - ,
LA A NOSIN THNY

OGE IZ MATEMATIKE

L/)\ P}‘ \f /\/, A T’T‘T_ '\y},,,,.,

TYCHARI TA 1

11

f .
)V'\ }N u 7—/: \V j\ AV

Poleg omenjenih lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih zbirk nalog razli¢nih zah-
tevnosti za osnovnosolce, srednjesolce in Studente s tekmovanj v znanju matematike, fizike,
logike, astronomije in ra¢unalnistva. PodrobnejSe predstavitve so na spodnjem naslovu,

Matjaz Zeljko
RESENE NALOGE I1Z MATEMATIKE

7Z DRZAVNIH IN IZBIRNIH TEKMOVANJ
— 4. del

Drzavna tekmovanja 1988-1996
Izbirna tekmovanja 1992-1996

142 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

12,49 EUR

Matjaz Zeljko
RESENE NALOGE 1Z MATEMATIKE

S SREDNJESOLSKIH TEKMOVANJ
— 5. del

Izbirna in drzavna tekmovanja 1997—-2006

172 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

21,24 EUR

kjer lahko vse zbirke tudi narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA Slovenije, dijaki in $tudentje imate ob
narocilu pri DMFA-zaloznistvo 20 % popusta na zgornje cene — izkoristite ga! Dodatne

informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553.
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