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Tekmovanja

34. tekmovanje iz fizike za zlato Stefanovo priznanje
- drzavno tekmovanje

8. razred

A1 Zarek vpada na stekleno
prizmo (klinasto plos¢ico
oblike, kot je na sliki). Na
nasprotni ploskvi prizme
je zrcalo. Katera slika
pravilno prikazuje pre-
hod svetlobnega zarka
(A) (B) © (D)

skozi prizmo?

A2 Piki se izpred svoje ute, ki je pri z = 0, odpravi na pot ob z [m]
Casu t = 0. Graf kaze, kako se Pikijeva lega spreminjas 8 T
¢asom v obdobjumed ¢t = 3sint = 7s. Koliksna je Pikijeva
hitrost v 6. sekundi? 7T
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A3 Karat je merska enota za maso in ustreza masi 0,2 g, kar je 5 1
pribliZno masa enega semena rozievca. Diamant Koh-i-
Nur, Gora luci, je eden najvedjih diamantov na svetu. Vdelan
je v krono angleske kraljice. Tehta 105,6 karatov. Koliksen
del kilograma je to? Priblizno

N

3 4 5 6 7 t[s]

(A) petdesetina. (B) dvajsetina. (C) petina. (D) polovica.

A4 Katera izjava o vsoti dveh sil je pravilna? Vsota dveh sil

(A) je po velikosti zagotovo manjsa od vsote velikosti obeh sil.
(B) je po velikosti zagotovo enaka vsoti velikosti obeh sil.
(C) je po velikosti zagotovo vedja od vsote velikosti obeh sil.

(D) po velikosti zagotovo ni vedja od vsote velikosti obeh sil.




A5

B2

Tasmanija je otok, ki (A) 1w 12
leZi juzno od Avstra- 5
lije. Simon je na Tas- ('

maniji in opazuje pot 4 §

Sonca ¢ez nebo. Obr- ‘
njen je proti Soncu. Ka-
tera slika pravilno kaze

pot Sonca ¢ez nebo, kot © 14, \12
jo vidi Simon? Nad 2SSl
legama Sonca sta zapi- v )

(B)
z z

(D)
z z

sana (lokalna) ¢asa.

Na jekleno Zico z dolZino Iy = 207 cm in prese-
kom S = 0,071 mm? obeSamo uteZi ter merimo
raztezek Zice x.

Ostevilcene slike s skalo merilnika kaZejo zapo-
redne meritve. Razmik med sosednjima ozna-
kama na skali velikega kazalca pomeni raztezek
za stotinko milimetra, cel obrat velikega kazalca
ustreza raztezku 1 mm. Mali kazalec meri raz-
tezek v mm.

Na sliki 1 dodatnih uteZi ni, na vsaki naslednji
je ena uteZ za 200 g vec kot na prejsnji.

(Naj te ne moti, da je poskus izveden z na glavo
obrnjenim merilnikom.)
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(a) V tabelo zapisi rezultate me-
ritev sile F, ki napenja Zico, FN]

in raztezka x.
z [mm]

(b) Razmerje % imenujemo na-
tezni tlak, razmerje - pa rela-
tivni raztezek. Tabelo dopolni

Sl
e

zizraCuni nateznega tlaka in
relativnega raztezka ter za-

S=
—
—

pisi ustrezni enoti.




(c) Narisi graf, ki kaze, kako je rela-
tivni raztezek Zice odvisen od na-
teznega tlaka v Zici.

(d) Podobno kot za vzmet tudi za je-
kleno Zico velja Hookov zakon.
ZapiSemo ga v obliki

x 1 F

b E S

Izra¢unaj proznostni modul jekla E.
Podaj ga v enotah

N
mm?*

B2 Spuscajoce se tekoce stopnice povezujejo 1. nadstropje s pritlicjem. Tla pritli¢ja so 6 m pod tlemi

1. nadstropja. Smer, v kateri se gibljejo stopnice, je pod kotom 30° glede na vodoravnico. V nav-
pini smeri se stopnice spuscajo s hitrostjo 0,3 .

(a) Babica stoji na tekocih stopnicah. Koliko ¢asa potuje s 1. nadstropja do pritli¢ja in koliksno
pot opravi pri tem?

(b) S koliksno hitrostjo se giblje babica, medtem ko stoji na teko¢ih stopnicah?

(¢) Vnuku Mihi se bolj mudi in po poti navzdol Se sam sestopa po premikajocih se stopnicah.
Glede na stopnice se giblje s hitrostjo 0,4 . Koliko ¢asa traja Mihovo potovanje med 1.
nadstropjem in pritlicjem?

(d) Visina ene stopnice je 20 cm. Koliko stopnic na poti navzdol prehodi Miha?

(e) Skoliksno hitrostjo glede na stopnice bi se moral Miha gibati po teko¢ih stopnicah v nasprotni
smeri, da bi v enakem casu, kot ga je porabil za pot iz 1. nadstropja do pritli¢ja, prispel iz
pritli¢ja do 1. nadstropja?

(f) Koliko stopnic bi Miha v tem primeru prehodil?

(g) Babica in Miha stopita hkrati na prvo stopnico v trenutku ¢ = 0. Babica na stopnicah stoji,
Miha pa sestopa e sam, kot pri (c). Preden Miha dospe do pritli¢ja, se obrne in stece nazaj
navzgor tako hitro, kot pri (e). V 1. nadstropje se vrne v istem hipu kot babico v pritli¢je
pripeljejo stopnice.

V isti koordinatni sistem narisi grafa, ki kazZeta, kako se s ¢asom spreminjata visini, na katerih
sta babica (s ¢rtkano ¢rto) in Miha, ko po tekocih stopnicah najprej sestopa, potem pa se po
njih Se vzpenja (z neprekinjeno ¢rto), glede na pritlicje.




(h) Iz grafa preberi in zapisi ¢as ter visino nad pritli¢jem, kjer se Miha obrne.
(i) Izracunaj, kdaj in na kateri visini nad pritligjem te¢e Miha mimo babice.

C — eksperimentalna naloga: PLANPARALELNA PLOSCICA

S stirimi bucikami pritrdi vogale priloZenega lista z vrisanim kotomerom na stiroporno
podlago. Ob narisano premico postavi stekleno plos¢ico tako, da je pravokotna na pod-
lago in da je daljsi rob ploscice tik ob narisani premici, kot kaZe slika.

Z bucikami si bo§ pomagal/a dolo¢iti smer svet-
lobnega Zarka, ki vpada na stekleno ploscico pod
vpadnim kotom «, potuje skozi ploscico ter jo
na drugi strani zapusti. Stiri bucike, narisane na
sliki, leZijo na isti premici, ki oznacuje tudi pot
svetlobnega Zarka v primeru, ko plos¢ico umak-
nes. Ko jih opazujes v smeri, iz katere prihaja ta
zarek, so vse poravnane ena za drugo in dobro
vidis samo tisto, ki je o¢esu najbliZje.

Zarek pri prehodu skozi plogico ne sledi nari-
sani ¢rtkani poti. Najprej premikaj oko, da bos
videl/a poravnani buciki na nasprotni strani plo-
S¢ice, nato pa na tvoji strani ploscice zapici Se dve
buciki, da bos videl/a vse stiri bucike poravnane
v isti smeri. S pomocjo bucik na tvoji strani bos
lahko zadrtal/a smer, v katero gre svetlobni Za-
rek po prehodu ploscice.




(a) Zarek vpada pod vpadnim kotom 60° na po-
vrsino ploscice z debelino d = 1,5 cm. Ugo-
tovi, kako gre Zarek skozi plos¢ico ter ga na-
risi. Izmeri premik Zarka x pri prehodu plos-
Cice. Koliksen je ta premik?

(b) Izmeri, koliksni so premiki Zarka x pri pre-
hodu skozi plos¢ico pri razli¢nih vpadnih ko-
tih o, zapisanih v razpredelnici.

o 0° 15° 30° 45° 60° 75°

z [mm]

(c) Izmeri premik zarka, ki vpada pod kotom 60° na plos¢ico z debelino 2d = 3,0 cm. Tako
ploscico dobis, ko dve plos¢ici z debelino d = 1,5 cm postavis tesno eno ob drugo.

(d) Zarek vpada pod kotom 60° na plogéico. Za
koliko se premakne Zarek pri prehodu skozi
dve plos¢ici z debelino d = 1,5 cm, med ka-
terima je zracna reZa s Sirino d? Narisi pot
Zarka.

(e) V isti koordinatni sis-
tem narisi dva grafa, ki
kaZeta, kako je premik
zarka z pri prehodu
skozi plos¢ico odvisen
od vpadnega kota « za
ploscico z debelino d (s
polno ¢rto) in ploséico
z debelino 2d (s ¢rtkano
érto).




(®)

(g)

Lomni kolicnik n stekla, iz kate-
rega je ploscica, lahko izracu-
na$ kot razmerje dolZin katet
v dveh pravokotnih trikotnikih,
glej sliko. Hipotenuzi sta enako
dolgi, enaje vzdolz smerilomlje-
nega Zarka, druga vzdolZz smeri
podaljska vpadnega Zarka. Ka-
teti sta oznadeni z a (podaljsek)
in b (lomljeni Zarek). Lomni ko-
licnik je
a
n=.

Izmeri potrebne koli¢ine, jih za-
pisi v razpredelnico in izracunaj
lomni koli¢nik n stekla. Meri pri
dveh vpadnih kotih, o = 60° in
ay = 75° Izracunaj tudi pov-
precno vrednost 7.

a | a[mm] | b[mm] n

60°

75°

*,  podaljsek
% vpadnega
Iomljeni zarka
Zarek

Stekleni ploscici postavi tako,
da oklepata kot §; = 30°, kot
kaze slika. Ugotovi, kako gre
skozi obe plos¢ici zarek, ki na
prvo vpada pod vpadnim ko-
tom o = 30°. Plos¢ici lahko
premikas vzdolZ ¢rtkanih ¢rt
tako, da bo§ opazoval/a pre-
hod svetlobe skozi obe plos-
¢ici. Narisi pot Zarka. Za
koliko se Zarek pri prehodu
skozi obe plos¢ici premakne?




(h) Dvema plos¢icama bi lahko dodali e tretjo enako ploscico, ki bi z drugo oklepala kot

0y = 15° ali 9, = —15°. Za koliko bi se zarek, ki bi presel vse tri plos¢ice, premaknil v
teh dveh primerih?

(i) Denimo, da imas tri enake plos¢ice. Kot med prvo in drugo je 6; = 15°. Koliksen je

najvedji kot §, med drugo in tretjo ploscico, pri katerem gre svetlobni curek, ki vpada
pod vpadnim kotom o = 30° na prvo ploscico, skozi vse tri ploscice?

9. razred

Al

A2

A3

A4

A5

Skozi mikroskop opazujemo paramecije. Pri 200-kratni povecavi je premer obmodja, ki ga vidimo
skozi mikroskop, 0,8 mm. Prestejemo paramecije, ki so enakomerno razporejeni po celem vidnem
polju in ugotovimo, da jih naenkrat vidimo 5. Ko jih opazujemo pri 40-kratni povecavi, je premer
vidnega polja 4 mm. PribliZno koliko paramecijev vidimo naenkrat?

(A) 125 (B) 25 (©)5 (D)1

Manca ima 41 kg. Najprej mirno stoji na ravnih trdih tleh, roke ima zravnane in spuséene ob telesu.
Potem roke hitro dvigne in jih obdrZi stegnjene nad glavo. Katera slika pravilno kaZe, kako se sila,
s katero Manca pritiska na tla, spreminja med gibanjem njenih rok?

T AL N T
410N ’\/ t 410N \ﬁt 410N T 410N
(A) (B) (©) (D)

Kolesar vozi po vodoravni cesti 1 km s hitrostjo 15 km . Pri tem premaguje silo zracnega upora, ki

je po velikosti enaka 4 N. Po prevoZenem kilometru hltrost poveca na 30 ¥ insto hitrostjo vozi

e 0,5 km. Pri hitrosti 30 & 5 je sila zraénega upora 16 N. Katera trditev o moc1, s katero kolesar
opravlja delo pri premagovanju sile zracnega upora, je pravilna?

(A) Mot je na drugem delu poti osemkrat toliksna kot na prvem delu poti.

(B) Mo¢ je na drugem delu poti stirikrat toliksna kot na prvem delu poti.

(C©) Moc je na drugem delu poti dvakrat toliksna kot na prvem delu poti.

(D) Mo¢ je na celotni poti stalna.
Balon se pri¢ne dvigati od tal s stalnim pospeskom 1 5. KoSara balona ima ograjo, ob katero je na

zunanji strani privezana vreca peska. Po 10 s od zacetka dviganja se vreca odveze in odpade od
kosare. Koliko ¢asa zatem pade vreca na tla? Zracni upor zanemari.

(A)1s. (B) 3,2 s. (C) 3,3s. (D) 4,3 s.

Tas.m.anija je otok, ki (A) in 12
lezi juzno od Avstra- \
lile. Simon je na Tas- (
maniji in opazuje pot v g Z
Sonca ¢ez nebo. Obr- ! {

njen je proti Soncu. Ka-
tera slika pravilno kaze
pot Sonca ¢ez nebo, kot % e

jo vidi Simon? Nad
legama Sonca sta zapi- v / g

N

sana (lokalna) ¢asa.




B1 Graf kaze, kako se hitrost hitrostnega drsalca spreminja s predrsano potjo od njegovega starta
naprej. Kadar ves, kako se hitrost spreminja s potjo (poznas v(s)), lahko tudi izra¢unas pospesek,

a na poseben nacin. Ko v znani izraz za pospesek a = % vstavis At = % dobis nov izraz

Av

=70 - — m
TV Ay o[
Za v vzames sred- —
) ¢ 10 —
njo vrednost hit- —
rosti na delu poti 8
As. Najvego hit-
rost 13 T drsalec
T .6 v4
doseZe na razdalji y
80 m. 4 /
Drsalec ima 75 kg. N
2 /
/|
s [m]
0 10 20 30

(a) Koliksna je kineti¢na energija drsalca 20 m od startne ¢rte?

(b) Koliksna povpre¢na sila podlage deluje na drsalca v smeri njegovega gibanja na prvih 20 m
od startne ¢rte?

(c) Skoliksno povprec¢nossilo, vzporedno podlagi, se drsalec odriva od ledu prvih 20 m po startu?

(d) 1z grafa preberi, koliksna je hitrost drsalca pri s = 0 m, 2 m, 4 m ... ter vrednosti zapisi v

razpredelnico.
s[m] | © 2 4 6 8 10 14 20
o[3]
(e) Dopolni razpredelnico. Va- m m m
A Av [ o )
njo vpisi dolZine odsekov poti od s1 do s, [m] s [m] N [S] N L] ¢ Lz]
As = sy — s1, spremembe 0—2
hitrosti drsalca Av na nave-
denih odsekih poti ter sred- 24
nje hitrosti drsalca ¢ na teh
odsekih. Izracunaj pospeske 4-6
drsalca in tudi te vrednosti 68
zapisi v razpredelnico.
8—10
10—-14
14 — 20

(f) Narisi graf, ki kaze, koliksen je pospesek drsalca na razli¢nih delih poti. Graf smiselno nadal-
juj do poti s = 60 m.




B2 Ales je na vir napetosti 6 V vezal eno Zarnico in izmeril, da tece skoznjo tok 300 mA. Napetost vira
je nato spreminjal in ugotovil, da je tok skozi Zarnico I;; premo-sorazmeren z napetostjo na Zarnici
Uy na celem obmodju napetosti med 0 V in 12 V. Potem je uporabil Se ve¢ takih (enakih) Zarnic in
jih povezal v razli¢na vezja, ki so narisana spodaj. V vseh primerih je uporabil napetost vira 10 V.
V vseh vezjih je meril tokove skozi Zarnice in skozi vir. V razpredelnice zapisi, koliksne tokove 14,
Ip ... skozi Zarnice, oznacene z A, B ... in skozi vir napetosti I, je izmeril Ales.

B Iy [mA] | Ip [mA] | I, [mA]
(a)
A
F
| 1
B
I4 [mA] | Ig [mA] | I, [mA]
(b)
A
F
| I
© B Iy [mA] | I [mA] | Io [mA] | I, [mA]
C
A
F
| I

B 14 [mA] | Iz [mA] | Ic [mA] | I, [mA]
(d) é




Iy [mA] | Ip [mA] | I [mA] | I, [mA]
()
I4 [mA] | Ip [mA] | Ic [mA] | Ip [mA] | I, [mA]
(®)
I4[mA] | Ig [mA] | Ic [mA] | Ip [mA] | I, [mA]
®)
C - eksperimentalna naloga: VZGON
(a) Stehtaj oba valja ter zapisi njuni tezi.
lesen valj: kovinski valj:
(b) Z obesanjem valjev na vzmet izmeri raztezke vzmeti x pri
treh razli¢nih silah F, ki napenjajo vzmet. FINT | @ fem]
0 0
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(c) Narisi graf, ki kaze, kako je raz-

tezek vzmeti z odvisen od sile F,

ki napenja vzmet. Dolo¢i koefi-

cient vzmeti k, ki je konstanta v

Hookovem zakonu.

(d) Obesi kovinski valj na vzmet in izmeri silo vzgona, ki nanj deluje, ko je valj v celoti

potopljen v vodo.

(e) Iz rezultatov meritev sile vzgona dolo¢i prostornino kovinskega valja.

(f) Koliksna je gostota kovine, iz katere je narejen valj, in katera kovina bi to lahko bila?

(g) Na podoben nacin izmeri Se gostoto lesenega valja. Pri tem si pomagaj tako, da na

vzmet obesis oba valja, enega pod drugim.

(h) Na vzmet obesi oba valja, enega pod drugim. Izmeri,
kako se z globino A, na kateri je spodnji rob spodnjega
valja, spreminjata sila, ki napenja vzmet F,.,, ter
skupna sila vzgona F),., na oba valja. Meritve pred-
stavi z dvema grafoma, ki ju oba narisi v isti koordi-
natni sistem. Meriti za¢ni pri h = 0.

h

11



58. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
- regijsko tekmovanje

1. letnik

A1l. Katero Stevko 7-mestnega Stevila 2345678 moramo izbrisati, da bo dobljeno 6-mestno Ste-
vilo deljivo z 9?

(A)8 (B)7 ©e6 (D)5 (E) 4

A2. Na igriscu je bilo 17 deklet in 12 fantov. Najmanj koliko otrok bi moralo $e priti na igrisce,
da bi se lahko vsi skupaj razdelili na 2 enako veliki skupini, pri ¢emer bi bilo v vsaki skupini
enako stevilo deklet in fantov?

(A1 (B)3 ©5 (D)7 (E)9

A3. Janez je na list papirja narisal vzorec, sestavljen iz “
skladnih kvadratov in skladnih Sestkotnikov, nato je na
vzorec narisal Se 2 pravokotni ¢rtkani ¢rti (glej sliko). Ko-
liksno je razmerje med plos¢ino obmodja, ki ga prekri-
vajo kvadrati, in plo§¢ino obmogja, ki ga prekrivajo Sest- | ]
kotniki?

(A)1:3 (B)1:2 (C)14: 27 L]

D)4:7 (E)14:9

]

- -
1
1
1
1
1

[]

L]

B1. Pois¢i vsa naravna Stevila n, za katera obstaja pravokotnik, katerega dolZine stranic so na-
ravna Stevila, njegov obseg pa je enak n in je $tevilsko enak plos¢ini.

12



B2. Naj bo ABC pravokoten trikotnik s pravim kotom pri C, za katerega velja |BC| = a in
|AC| = b. Naj bo D taka tocka, ki leZi na nasprotnem bregu premice AC' kot tocka B, da
je trikotnik AC'D podoben trikotniku ABC'. Naj bo E taka to¢ka na premici C'D, da je kot
J EBC pravi. Izrazi plos¢ino stirikotnika ABED z a in b.

B3. Ana in Beno kolesarita po pravokotni kolesarski 300 m 100 m
stezi v smeri urnega kazalca. Ana kolesari po krajsi R
kolesarski stezi, Beno pa po daljsi. Hitrosti Anein ~ 100m AnaY | Beno
Bena sta v razmerju van, : UBeno = 2 : 7. Oba hkrati S 200 m 200 m
zagneta v tocki S (glej sliko, kjer so prikazane tudi 100 m
dolZine posameznih odsekov steze). Koliko krogov 300 m 100 m

prevozi Ana in koliko Beno, ko se prvi¢ ponovno
sreCata v toc¢ki S?

2. letnik

A1l. V zivalskem vrtu imajo zajci, papige in kace skupaj 24 glav, 14 kril in 62 nog. Koliko ka¢ je
v Zivalskem vrtu?

(A)5 (B)6 ©7 (D)8 (E)9
A2. Naj bosta a in b razli¢ni realni stevili. Za katero stevilo x velja enakost £=¢ = £=0?
(A) %3¢ (B) “2 (©) 555 (D)a+b (E) %5

A3. Daljica AB je dolga 20 cm. Lomljena ¢rta, ki po- /\/\
A

vezuje tocki A in B, tvori z daljico AB 7 enakostra-
ni¢nih trikotnikov. Noben odsek lomljene ¢rte ne lezi
na daljici AB. Koliko centimetrov je dolga lomljena
érta?

(A) 40v/3 (B) 40 (C) 20 4+ 20V/3 (D) 20 + 202

(E) Nemogoce je doloditi.

\/B

B1. Najbodo g, bin ¢ taka naravna $tevila, da je tevilo a® + b* + ¢ deljivo s 7. Dokazi, da je tudi
stevilo a* + b* + ¢* deljivo s 7.

B2. V krog s polmerom r vértamo deltoid, ki ima eno stranico dvakrat toliko dolgo kot drugo.
Izratunaj razmerje med plos¢inama vértanega deltoida in kroga.

B3. V rombu, katerega stranice in ena izmed diagonal so dolge 60 cm, se nahaja 9 tock. Ali
obstajata dve izmed teh tock, ki med seboj nista oddaljeni ve¢ kot 30 cm?

3. letnik

A1l. Samo je na list papirja napisal 3-mestno liho naravno $tevilo in Petru povedal samo zadnjo
Stevko tega Stevila. Peter je takoj ugotovil, da Stevilo, ki ga je na list papirja napisal Samo, ni
prastevilo. Katero stevko je Samo povedal Petru?

(A1 (B)3 ©5 (D)7 (B)9
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A2. Karmen je na mizi zlozila skupaj 5 kos¢kov (glej sliko). Nato je 4
zunanje koscke obrnila navpi¢no. Kateri kos¢ek Se potrebuje Karmen,
da bo lahko sestavila kocko?

I 2 R
W

(D) (E)

A3. Tocka M je razpoloviSce stranice AD paralelograma 4 M D
ABCD (glej sliko). Kot BAD je velik 84°, kot AM B pa 48°.
Koliko stopinj je velik kot DC'M?

(A) 36 (B) 42 (C) 44 (D) 45 (E) 48

B c

B1. Pois¢i vsa realna Stevila a > 0, za katera ima enacba 2|z — a| + 3|z + a| = 1 vsaj eno realno
reSitev.

B2. Ali ima enacba cos(sinz) = sin(cos z) vsaj eno realno resitev?

B3. Konveksen veckotnik imenujemo enostaven, ¢e ga lahko razreZzemo na
konéno mnogo enakokrakih pravokotnih trikotnikov. Na skici je prikazan
enostaven 5-kotnik. Ali obstaja enostaven 7-kotnik? Kaj pa enostaven 9- f
kotnik?

4, letnik

A1. Miha ima 4 predalcke. V enem predal¢ku so le kovanci za 20 centov, v enem predalcku le
kovanci za 10 centov, v enem predal¢ku le kovanci za 2 centa in v enem predal¢ku le kovanci
za 1 cent. Miha lahko vzame kovance iz treh razli¢nih predalckov, in sicer iz enega predalcka
en kovaneg, iz enega predal¢ka dva kovanca in iz enega predalcka tri kovance. Najvec koliko
centov lahko iz predal¢kov vzame Miha?

(A) 61 (B) 62 (C) 82 (D) 92 (E) 96

A2. V okviru preiskave so aretirali Stiri osumljence. Vsak je dal eno izjavo.

Zan: “Izmed osumljencev sem edini nedolzen.”

Alen: “Izmed osumljencev sem edini kriv.”

Zala: “Vsi osumljenci smo nedolzni.”

Beno: “Vsaj dva izmed osumljencev sta kriva.”

Nadaljnja preiskava je pokazala, da je bil vsaj eden izmed osumljencev kriv in da so nedolzni
govorili resnico, krivi pa so lagali. Koliko osumljencev je bilo krivih?

A)1 (B) 2 (©)3 (D) 4
(E) Nemogoce je dolociti.
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A3. Koliko je takih dvomestnih Stevil, katerih predhodnik in naslednik sta prastevilo in po-
polni kvadrat, ne nujno v tem vrstnem redu?

(A)1 (B)2 (€3 (D) 4 (E)5
B1. Poisdi vse pare naravnih $tevil (m, n), za katere velja
m-+3n—5=2v—11d,
Kjer je v najman;jsi skupni veckratnik stevil m in n, d pa najvedji skupni delitelj stevil m in n.
B2. Poiséi vse funkcije f: R — R, za katere velja
flay) = f(y) +3f(x) +3
zavsez,y € R.

B3. Konveksen veckotnik imenujemo preprost, ¢e ga lahko razrezemo na kon¢no
mnogo kvadratov in enakostrani¢nih trikotnikov. Na skici je prikazan pre-
prost 5-kotnik. Ali obstaja preprost 7-kotnik? Kaj pa preprost 13-kotnik?

58. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
- drzavno tekmovanje

1. letnik
1. Za realni Stevili a in b, kjer je |a| # |b] in a # 0, velja

a—>b a+b  3a-1b
a?+ab  a®—ab  a®—0b?

b

P

Dolo¢i vrednost izraza

2. Naj bosta m in n taki naravni stevili, da 5m + n deli 5n + m. DokaZzi, da m deli n.

3. V paralelogramu ABCD velja |AB| = |BD|. Najbo K od A razli¢na totka na premici AB,
za katero je |KD| = |AD|. Zrcalno sliko to¢ke C' pri zrcaljenju preko tocke K ozna&imo z
M, zrcalno sliko tocke B pri zrcaljenju preko to¢ke A pa z N. Dokazi, da je trikotnik M DN
enakokrak z vrhom pri D.

4. Na mizi so trije kupcki Zetonov: eden z a Zetoni, eden z b Zetoni in eden s ¢ Zetoni, pri cemer
veljaa > b > ¢ > 0. Igralca A in B izmeni¢no prestavljata Zetone. Zac¢ne igralec A. V vsaki
potezi igralec najprej izbere dva kupcka in nato s tistega z manj Zetoni prestavi vsaj en Zeton
na tistega z vet Zetoni. Ce imata izbrana kupcka enako Zetonov, prestavi vsaj en Zeton s
kateregakoli izmed njiju na drugega. Zmaga tisti igralec, po ¢igar potezi so vsi Zetoni na
enem kupcku. Dolo¢i, kdo ima zmagovalno strategijo, in sicer v odvisnosti od a, b in c.
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2. letnik

1.

2.
3.

Poisti vse trojice realnih tevil (z, vy, z), ki zados¢ajo sistemu enacb

24y +422 = 6y —4,
vy —daz +4dyz = y*+ 5.
Pois¢i vse pare prastevil p in g, za katere sta Stevili p + ¢ in p + 4¢ popolna kvadrata.
Simetrala notranjega kota ZAC B ostrokotnega trikotnika ABC' seka stranico AB v tocki D.
O¢rtana kroznica trikotnika ADC seka stranico BC' v razli¢nih to¢kah C'in E. Premica skozi

tocko B, vzporedna premici AE, seka premico C'D v toc¢ki F. Dokazi, da je trikotnik AF'B
enakokrak.

. Dan je pravilen n-kotnik, kjer je n liho Stevilo, ve¢je od 1. Najve¢ koliko oglis¢ lahko po-

barvamo rdece, tako da sredis¢e n-kotnika ne bo leZalo znotraj veckotnika, dolo¢enega z
rde¢imi oglis¢i?

3. letnik

1.

Poisci vse polinome p z realnimi koeficienti, za katere velja

p(p(z)) = (@* + 2 + p(=)

zavser € R.

Pois¢i najmanj$e naravno $tevilo, ki ga lahko zapiSemo v obliki 3a? — ab? — 2b — 4, kjer sta a
in b naravni Stevili.

Naj bo AB najdalj$a stranica trikotnika ABC. Z M in N ozna¢imo taki toc¢ki na stranici
AB, da velja |AM| = |AC| ter | BN| = |BC|. Razpolovis¢i daljic MC in NC naj bosta P in R,
trikotniku ABC vé¢rtana kroZnica pa naj se stranic BC' in AC dotika v to¢kah D in E. Dokazi,
da so to¢ke P, R, D in E koncikli¢ne.

. V vrsti stoji 8 skatel, ostevilcenih s Stevili od 1 do 8, in prazna vreca. V vsaki $katli je 1 Zeton.

Miha, ki ima veliko Zetonov, se igra igro, v kateri sta dovoljeni naslednji dve potezi:
e odstrani 1 Zeton iz Skatle, osteviléene z i (i < 8), in doda 2 Zetona v $katlo, osteviléeno z
(i+1),
e odstrani 1 Zeton iz Skatle, osteviléene z i (i < 8), in premakne 1 Zeton iz $katle, ostevil¢ene
z (i + 1), v vreco.

Igra se konca, ko ni ve¢ moZno izvesti nobene poteze. Najvet¢ koliko Zetonov je lahko na
koncu v vreci?

4. letnik

1.

2.

Naj bosta z; in 2 razli¢ni nicli polinoma p(z) = 22 + ax +b, 21 — § in 23 — 1 pa naj bosta ni¢li
polinoma ¢(z) = 2? + (a® — )z + b* — 5. Dolodi a in b.

Za realno Stevilo x ozna¢imo z [z] najvegje celo $tevilo, ki ni vegje od z.
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(a) Dokazi, da za vsa naravna Stevila a, b in c velja

B

(b) S primerom pokaZi, da gornja enakost ne velja za vsa pozitivna realna $tevila a, b in c.

3. Naj bo K kroZnica o¢rtana ostrokotnemu trikotniku ABC, pri ¢emer je |AB| < |AC|. Naj
bo p zrcalna slika premice BC pri zrcaljenju ¢ez premico AB. Premica p seka kroznico IC v
tockah B in F, tangenta na K v tocki A pa seka premico p v tocki D. Naj bo F' zrcalna slika
tocke D pri zrcaljenju ¢ez tocko A. Premica C'F seka kroZnico K v to¢kah C' in G. Dokazi, da
sta premici C'E in GB vzporedni.

4. Na tabli je napisano neko naravno stevilo n. Na vsakem koraku lahko $tevilo na tabli na-
domestimo z vsoto dveh naravnih $tevil, katerih zmnoZek je enak $tevilu na tabli. Dolo¢i
najmanjSe Stevilo, ki je lahko po kon¢no korakih zapisano na tabli, in sicer v odvisnosti od
zaletnega Stevila n.

Resitve s 34. tekmovanja iz fizike za zlato Stefanovo priznanje
- drzavno tekmovanje

8. razred

A1 Pri prehodu iz zraka v steklo se svetloba lomi proti vpadni pravokotnici, se na zrcalu odbije
po odbojnem zakonu ter se pri prehodu iz stekla v zrak lomi stran od vpadne pravokotnice.
To zaporedje pravilno kaze slika (D).

A2 Sesta sekundaje med t = 5sint = 6s. V tej sekundi Piki opravi pot 0,5 m, torej je njegova

hitrost enaka % %

A3 Diamant Koh-i-Nur ima maso 105,6 - 0,2 g = 21,12 g, kar je priblizno % kg=20g.

A4 Vsota dveh il je po velikosti manj$a ali kve¢jemu enaka (to¢no tedaj, ko sta sili vzporedni in
kaZeta v isto smer) vsoti velikosti obeh sil.

A5 Tasmanija je dale¢ pod ekvatorjem na juzni polobli. Sonce gre tam ¢ez nebo po severni strani.
Simon, ki opazuje pot Sonca ¢ez nebo, je zato obrnjen proti severu. Vzhod je na njegovi desni,
zahod na levi. Sonce na celi Zemlji vzhaja na vzhodu in se ¢ez dan pomika proti zahodu.
Pravilno orientacijo in zaporedje kaze slika (D).

B1 (a) Na Zico obesamo uteZi za 200 g, zato so sile, ki ustrezajo zaporednim meritvam, mno-
gokratniki 2 N. V razpredelnici pri (b) so zapisani rezultati meritev.

Pri silah F' (prva vrstica) ni odstopanj v natan¢nosti, pri raztezkih = (druga vrstica) je
toleran¢no obmogje +0,005 mm = +0,5 - 1073 mm.

(b) Presek zice S in dolzino Zice [, poznamo. Iz podatkov o raztezkih izra¢unamo natezni
tlak g, najprikladneje v enoti % (lahko pa tudi v kateri drugi, npr. %), in relativni
raztezek %, v enoti % ali brezdimenzijski obliki, kot je zapisano v razpredelnici. Re-

zultati ra¢unov so v razpredelnici.
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F[N] 0 2 4 6 8 10

x [mm] 0 0,275 | 0,575 | 0,88 | 1,17 | 1,42

2] o 28 | 56 | 845 | 113 | 141

S lmm?

%[410’3] 0 0,13 | 0,28 | 0,43 | 0,57 | 0,69

(c) Graf, ki kaze, kako je relativni raztezek Zice odvisen od nateznega tlaka v Zici, je pre-
mica.

T

lo
[-1077]
6 1

5 +

0 t t :
50 100 150 F [L]

mm?2

(d) Hookov zakon za Zico lahko zapisemo tudi z izrazom

F
f_p. 2,
S ly
ProZnostni modul Zice E je koeficient premega sorazmerja med relativnim raztezkom

Zice i in nateznim tlakom v Zici % Izra¢unamo ga iz grafa (c),

p _ F/S_F-ly_ 150N B
z/ly  S-x  mm2-.0,75-10-3
N kN kN
= 200000 ——= 410000 = 200 + 10 .
mm? mm? mm? mm?

B2 (a) Stopnice (in babica z njimi) se spusajo s hitrostjo (navpi¢no komponento hitrosti) v, =
0,3 % Za hy = 6 m od 1. nadstropja do pritli¢ja se babica spusti v ¢asu

o h() _61’I\'S

t =
T, 03m

Medtem, ko babica stoji na tekocih stopnicah in se z njimi spusti s 1. nadstropja do
pritlija, opravi pot sy. Ce narigemo profil stopnic, dobimo polovico enakostrani¢nega
trikotnika, kjer je sy enaka dolZini stranice, hy pa polovici dolZine stranice. Od tu do-
bimo sy =2 hyg =12 m.
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Lahko pa stopnice nariSemo v merilu in dolo¢imo pot s, iz slike.

1. nadstropje ’

ho

pritlije

(b) Babica se giblje s hitrostjo, s katero se gibljejo tudi stopnice,

so _12m m
t, 20s s’

vb = 1_)5 =

(Opazimo tudi, da je hitrost stopnic dvakrat toliksna kot je hitrost stopnic v navpi¢ni
smeri, vs = 2 - v, |.)

(c) Miha se glede na stopnice giblje s hitrostjo v}, = 0,4 = s proti izteku stopnic v pritliju.
Njegova hitrost glede na mirujoco okolico v je vsota n]egove hitrosti glede na stopnice
v}, in hitrosti stopnic vs; vy = vl + v, = 0,4 % +0,6 % =1 % Pot sy opravi v ¢asu

S 12m-s
t]\,]:i: I'?n =12s.

(d) Miha se glede na stopnice g1bl]e s hltrost]o vy =0, 4 , vV navpicni smeri pa to pomeni
komponento hitrosti v, | = v =022 Ker meri ena stopnica v visino 20 cm = 0,2 m,
pomeni, da Mihav 1s prehod1 1 stopmco v Casu ty = 12 s pa 12 stopnic.

(e) Ce bi Miha po stopnicah tekel v nasprotno smer in prispel iz pritli¢ja do 1. nadstropja
v enakem ¢asu ty; = 12 s, bi morala biti njegova hitrost glede na mirujo¢o okolico po
velikosti enaka kot v prejsSnjem primeru, torej vy = 1 % Ce je v tem primeru njegova
hitrost glede na stopnice v}, je njegova hitrost glede na mirujo¢o okolico vy = v}, — vs.
Od tu dobimo njegovo hitrost glede na stopnice,

m m m
UX1:UM+US:1;+O76;:1,6;

(f) Miha se glede na stopnice giblje s hitrostjo vy = 1,6 %3, v navpi¢ni smeri pa to pomeni
komponento hitrosti vj, , = v =0, 8 . Ker meri ena stopnica v viS§ino 20 cm = 0,2 m,
pomeni, davls prehodl 4 stopmce v Casu iy = 12spa4-12 = 48 stopnic.

(g) Na sliki sta grafa, ki kazeta, kako se s ¢asom spreminjata visini, na katerih sta babica
(rdeca ¢rta) in Miha (modra ¢rta) od trenutka, ko sta v 1. nadstropju stopila na tekoce
stopnice. ViSina i = 0 je viSina pritli¢ja, viS§ina hy = 6 m pa visina 1. nadstropja.
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h [m]

1
I
i
1 T
I
I
L

0 5 10 ta 15 20 t[s]

At
(h) Iz grafa preberemo (ali pa na to sklepamo iz simetrije), da se Miha obrne ob ¢asu ¢; =
10 s. Tedaj je na vi$ini 21 = 1 m nad pritli¢lem. Na grafu ta dogodek oznacuje modra
¢rtkana crta.

(i) Trenutek in vigino, na kateri Miha te¢e mimo babice, lahko izra¢unamo na ve¢& nacinov.
Tu je opisan eden od njih.
Oznac¢imo z At cas, ki pretece od trenutka srecanja do trenutka ¢, = 20 s, ko babica
prispe v pritli¢je (Miha pa nazaj v 1. nadstropje). Ta &as je oznacen na grafu pri (g). V
tem Casu se visini, na katerih sta babica in Miha, skupaj spremenita za hq. V navpi¢ni
smeri se babica in Miha gibljeta s hitrostima v,; = 0,3 % inwvyg = %1}1\1 = 0,5 %
Zapisemo lahko

Vp,| - At + Ump At = ('UbA,J, + ’UM’T) At = ho .
Od tu dobimo

h
A= Mo bm . Om_ g
Vp,| + UM 0,3 S + 0,5 S 0,8 S

Miha tede mimo babice v trenutku ¢, = ¢, — At = 12,5 s. Visina, na kateri je babica, se je
do tega trenutka zniZala za Ah, = vy, - to = 0,3 % -12,5 s = 3,75 m, kar pomeni, da sta
ob t, babica in Miha na vigini hy = hg — Ahy, = 2,25 m.

Sklop C:

C (a) Nastekleni plos¢ici z debelino d = 1,5 cm se Zarek vzporedno premakne za z = 7,5 mm
+ 0,5 mm.
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(b) Izmerjeni premiki Zarka x pri razli¢nih vpadnih kotih « so zapisani v razpredelnici.
Dovoljeno odstopanje je pri vsakem posameznem premiku + 0,5 mm.

e 0° | 15° | 30° | 45° | 60° | 75°

z[mm] | 0 | 1,5 | 3,0 | 5,0 | 7,5 | 11,0

C a ploscici z dvojno debelino 2d je tudi premik Zarka dvakrat tolikSen kot je premik na
(¢) Na ploicici z dvojno debelino 2d je tudi premik Zarka dvakrat toliksen kot je premik
plos¢ici z debelino d, torej = 15 mm 4 1 mm.

(d) Zra¢na reZa med vzporednima plos¢icama ne spremeni premika Zarka z, ki prehaja
skozi obe plos¢ici. Ne glede na to, koliksna je $irina reze, je premik Zarka z = 15 mm
+1mm.

(e) Grafa kazeta, kako je premik Zarka « pri prehodu skozi plos¢ici z debelino d (rde¢) in
2d (moder) odvisen od vpadnega kota «. Grafa nista linearna.

r [mm]

20

16

12

|_—

0 15 30 45 60 75 o]

(f) Da lahko izmerimo dolZini katet a in b moramo narisati podaljska vpadnega in lomlje-
nega Zarka. Najenostavneje je, ¢e za dolo¢anje dolZini hipotenuz v obeh trikotnikih

uporabimo kroZnico, narisano na priloZenem kotomeru. Za natan¢nost izvedbe meri-
tve je pomembno, da je ploscica postavljena tako, da je ploskev, na katero vpada Zarek,
vzporedna vodoravnici, narisani na kotomeru, ter da Zarek na plos¢ico vpada v sredisc¢u
kotomera. Meritve dolZin katet in ra¢une lomnega koli¢nika kaZe razpredelnica.
Povprec¢ni lomni koli¢nik je 7 = 1,45 & 0,1.

Dovoljeno odstopanje od 7 je pri vsakem posameznem lomnem koli¢niku +0,1.
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zrak

steklo

: ,

: 1 kY

I podaljéek‘\_

| lomljenega®,

' Zarka 3

\

a |a[mm]|b[mm]| n
60° 57 39 1,46
75° 64 45 1,42

(g) Slika kaZe pot Zarka pri prehodu skozi obe ploséici. Na prvo vpada pod vpadnim ko-
tom a; = 30° (podano), na drugo pod vpadnim kotom o, = 60° (to je bilo potrebno
ugotoviti). Celoten premik Zarka x je vsota premikov, ki jih doZivi na posamezni plo-

$¢ici, © = 21(30°) + z2(60°) = 10,5 mm + 1 mm.
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(h) Primer, ko je tretja plos¢ica zasukana glede na drugo (za d, = 15°) v isto smer kot druga
glede na prvo, kaze slika. Zarek se na poti skozi plos¢ice trikrat premakne; na prvih
dveh plos¢icah enako kot v primeru (g), na tretji, na katero vpada pod vpadnim kotom
az = 75° (kar je bilo potrebno ugotoviti), pa $e za x3 = 11 mm. Skupni premik je
r=x1+ 23+ x3=21,5mm + 1,5 mm.

V primeru, ko je tretja plos¢ica zasukana v obratni smeri (§, = —15°), je vpadni kot
zarka na tretjo ploscico az = 45°. V tem primeru je premik Zarka z3 = 5,0 mm in je
skupni premik z = 15,5 mm + 1,5 mm.

(i) Najvedji kot zasuka 9, tretje plos¢ice glede na prvo je tisti, pri katerem je vpadni kot
zarka na tretjo plos¢ico o najvedji mozen, 90°. Iz prejs$njih primerov vidimo, kako kot
zasuka med plos¢icama vpliva na vpadni kot Zarka: vpadni kot Zarka na naslednjo
ploscico a1 je vsota vpadnega kota na prejsSno ploscico «; in kota med plosc¢icama 6;,
Qi1 = o; + 0;, 0ziroma, za prvo in drugo plos¢ico ap = oy + 01 = 30° 4 15° = 45°, ter za
drugo in tretjo plos¢ico a3 = o, + d2. Ko upostevamo as e, = 90° in oy = 45° vidimo,
daje 62 mar = 45°.
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9. razred

Al

A2

A3

A4

A5

B1

Pri 40-kratni povecavi je premer d vidnega polja, ki ga vidimo pod mikroskopom, 4 mm,
kar je 5-krat toliko kot pri 200-kratni povecavi, ko je premer vidnega polja 0,8 mm. Povrsina
vidnega polja je sorazmerna d?, kar pomeni, da je pri 40-kratni povecavi 25-krat toliksna
kot pri 200-kratni povecavi. Parameciji so po vsem vidnem polju razporejeni enakomerno,
zato jih pri 40-kratni povecdavi na 25-krat vedjem vidnem polju vidimo 25-krat toliko kot pri
200-kratni povecavi (ko jih vidimo 5); 25 - 5 = 125.

Ko Manca mirno stoji, sila tal na Manco uravnovesi njeno teZo (sila tal je po velikosti enaka
tezi 410 N). Ko Manca pri¢ne dvigovati roke, se premika tudi njeno teZis¢e, pospeseno nav-
zgor. Na zacetku dvigovanja rok je sila tal vedja od teZe, rezultanta obeh sil je usmerjena
navzgor. Preden Manca obdrZi roke zravnane nad glavo, jih tudi ustavlja. Tedaj se ustavlja
tudi Man¢ino tezisc¢e. Med ustavljanjem je pospesek njenega teZis¢a v nasprotni smeri kot je
bil pospesek ob zadetku dvigovanja rok (je pojemek). Rezultanta sil na Manco kaZe medtem,
ko Manca roke ustavlja, navzdol. Sila tal je med ustavljanjem rok po velikosti manjsa od
Mancine teze.

Izrac¢unamo lahko delo, ki ga kolesar opravi pri premagovanju sile zra¢nega upora na obeh
odsekih poti, in to delo delimo s ¢asom, v katerem kolesar dolo¢en del poti opravi. Lahko
pa vmesni korak izpustimo, ¢e zapisemo

A F-s F-sww

- —F.up.
t s/v s Y

P

Ko kolesar vozi s hitrostjo 30 %, je mog¢, s katero premaguje silo zra¢nega upora 16 N 8-krat

tolik$na kot tedaj, ko vozi s hitrostjo 15 kTm in premaguje silo zra¢nega upora 4 N.

Kogara balona ima po 10 s od zacetka dviganja hitrost v = a -t = 10 % in je na visini h =
$a-t? = 50 m. Enako hitrost v smeri navzgor in vi$ino ima tudi vreca peska, ki v tistem
trenutku odpade od kosare. Od trenutka, ko se vreca odveZe, je njeno gibanje navpi¢ni met
navzgor z zacetno hitrostjo v = 10 % Najvedjo visino vreca doseze t; = 1 s zatem, ko se
odveZe (ko se njena hitrost, ki se zmanjiuje s teZnim pospeskom, zmanjsa na 0). Do tega
trenutka se njena visina poveca e za Ah = 1 g -t = 5 m, kar pomeni, da je v najvisji tocki
=
= 3,3s. Od trenutka, ko se vreca odveze, do trenutka, ko padenatla, pretece ast;+t, = 4,3s.

na visini h; = 55 m. S te viSine prosto pada proti tlem. Prosti pad traja t, = 4 [Eh — T s

Tasmanija je dale¢ pod ekvatorjem na juZzni polobli. Sonce gre tam ¢ez nebo po severni strani.
Simon, ki opazuje pot Sonca ¢ez nebo, je zato obrnjen proti severu. Vzhod je na njegovi desni,
zahod na levi. Sonce na celi Zemlji vzhaja na vzhodu in se ¢ez dan pomika proti zahodu.
Pravilno orientacijo in zaporedje kaZe slika (D).

(a) Iz grafa preberemo, da je hitrost drsalca, ki je od startne ¢rte oddaljen 20 m, v = 10 %
Masa drsalca je m = 75 kg, njegova kineti¢na energija paje W, = m - v? =3750].

(b) Povprec¢no silo podlage izra¢unamo iz dela, ki ga ta opravi na drsalcu na poti 20 m od
startne ¢rte in ki je enako kineti¢ni energiji drsalca Wy, ko je za 20 m oddaljen od startne

rte, A=W, =F-s,in

F=2="0 220 _1875N.

é Wy 3750]
S S 20m
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(c) Sila podlage, ki deluje na drsalca v smeri njegovega gibanja, je reakcija na silo, s katero
drsalec deluje na podlago (se od nje odriva). Tretji Newtonov zakon pravi, da sta ti dve
sili po velikosti enaki. Drsalec se na prvih 20 m od startne &rte od podlage odriva s
povprecno silo 187,5 N.

(d) V razpredelnici so zapisane hitrosti drsalca pri razli¢nih oddaljenostih od startne ¢rte.

Dovoljeno odstopanje je £0,1 [%]

s [m]

0 2

4

6

8

10

14

20

v [5]

0 1,8

3,7

5,5

7,0

8,3

9.4

10,0

(e) V razpredelnici so izra¢unane vrednosti As, Av, ¥ in a. Dovoljena odstopanja so 0 za
As, £0,2 75 za Av, £0,1 T za 0in £20 % za a.

od s; do sy [m] | As[m] | Av {?} b [%} a [sz]
0—-2 2 1.8 0,8 0,72
2—-4 2 1,9 2,8 2,7
4-6 P 18 46 | 41
6—38 2 1,5 6,3 4,7
8—10 2 1,3 7.7 5,0
10— 14 4 1,1 89 | 24

14 — 20 6 0,6 9,7 0,97

(f) Graf, ki kaZe, kako se pospesek drsalca spreminja s potjo. Vrednosti pospeska, izracu-
nane pri vprasanju (e), pripiSemo poti S, ki je na sredini ustreznega odseka (primer: za
potod s; =2mdo s =4 mjes=3m).

o [3]

5

4

L

L—

.

N

0

10 20

30

40 5

0

60 s [m]

B2 (a) Upostevamo, da sta do napetosti 12 V tok skozi posamezno Zarnico in napetost na Zar-
nici premo-sorazmerna. Ko je na Zarnici napetost 6 V, tece skoznjo tok 300 mA, ko je
na njej napetost 1 V pa tece skoznjo tok 50 mA. V vezju so vse 4 Zarnice enakovredno
vezane. Skupna napetost vira 10 V se porazdeli na dve zaporedno vezani Zarnici, kar
pomeni, da je na vsaki napetost 5 V in tece skoznjo tok 250 mA, skupni tok skozi vir je
vsota tokov skozi obe veji, torej 500 mA.

Iy [mA]

Ig [mA]

1,

[mA]

250 mA

250 mA

50

0 mA
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(b) Ker so vse zarnice enake, dodatna povezava ne spremeni nicesar, tokovi so enaki kot v
primeru (a). Med priklju¢koma dodane povezave ni napetosti in tok po njej ne tece.

Iy [mA] | Is [mA] | I, [mA]

250 mA | 250 mA | 500 mA

(c) Ce v povezavo, dodano pri (b) in skozi katero tok ne tece, veZemo Zarnico, na njej ni
napetosti in skoznjo tok ne tece. Tokovi skozi Zarnici A in B ter skozi vir so enaki kot v
primerih (a) in (b).

[A [mA] [B [mA] IC [mA] [v [mA]

250 mA | 250 mA 0 500 mA

(d) Zarnica Cje sama vezana vzporedno dvema vejama, v katerih sta po dve Zarnici, zato je
na napetost na Zarnici C dvakrat toliksna kot je napetost na posamezni od ostalih Zarnic.
Tudi tok skoznjo je dvakrat toliksen kot je tok skozi posamezno vzporedno vejo. Tok
skozi vir je vsota tokov skozi vse tri veje (in Zarnice A, B in C).

I4[mA] | Ip [mA] | Ic [mA] | 1, [mA]

250 mA | 250 mA | 500 mA | 1000 mA

(e) V tem primeru je vezje preprosto, §tiri enakovredne veje z dvema zaporedno vezanima
Zarnicama. Tok skozi vir I, = 4 - I 4.

In[mA] | Iz [mA] | Ic [mA] | I, [mA]

250 mA | 250 mA | 250mA | 1000 mA

(f) Isto vezje lahko narisemo tudi tako:

Veji s po 5-imi Zarnicami sta enaki, po obeh tece enak tok. Skozi Zarnico D tece dvakrat
toliksen tok kot skozi Zarnice A, B in C, in tudi napetost na Zarnici D, Up je dvakrat
tolik$na kot je napetost na Zarnicah A, Bin C, Up = 2 - Uc. Obenem velja Up + 2 - Ug =
4-Uc =10V. Torejje Us = Uy = Ug = 2,5V, skozi Zarnice A, B in C tece tok 2,5- 50 mA
= 125 mA, skozi Zarnico D pa tok 250 mA.

I4[mA] | Ip [mA] | Ic [mA] | Ip [mA] | I, [mA]

125 mA | 125mA | 125mA | 250mA | 500 mA
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(g) V tem vezju sta vozlis¢i Vy in V5 v nasprotnih krajiscih telesne diagonale kocke, pri ka-
teri so v vseh robovih vezane enake Zarnice. To vezje ima precejnjo simetrijo. Zarnice,
obarvane sivo, so med seboj enakovredne (postavljene so simetri¢no glede na vozliséi
V; in V3), na vseh je enaka napetost (med njimi je tudi Zarnica B). Med seboj so ena-
kovredne tudi preostale Zarnice (med njimi so Zarnice A, C in D). Skozi sivo obarvane
Zarnice tece polovica toka 7, ki tece skozi svetle Zarnice. Denimo, da je napetost na sivo
obarvanih Zarnicah U;, potem je napetost na svetlih Zarnicah 2 - U;. Izberemo si pot,
po kateri gremo iz vozlis¢a V; do vozlis¢a V,, najprej skozi svetlo Zarnico, potem skozi
sivo, in spet skozi svetlo. Sestejemo napetosti na Zarnicah 2- Uy + U; +2-U; = 10V, od

tu dobimo U, = 2 V. Skozi sive Zarnice tece tok 100 mA, skozi svetle pa 200 mA.

Iy [mA]

Ip [mA]

Ic [mA] | Ip [mA]

I, [mA]

200 mA

100 mA

200mA | 200mA

600 mA

Sklop C:

C (a) Masi valjev sta my.s = 62 g +5 g inmy,, = 101 g £ 1 g, torej sta njuni tezi Fy;., = 0,62 N
£0,05Nin F, 40, = 1,01 N £0,01 N.

(b) Na vzmet obesimo vsakega od valjev posamezno in oba skupaj. Rezultati meritev raz-
tezkov vzmeti so zapisani v razpredelnici. Dovoljeno odstopanje je pri rezultatih meri-

tev raztezkov x 4 mm.

F[N] | z [em]
0 0
062 | 86
1,01 13,8
1,63 22.6
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(c) Meritve, opravljene pri vprasanju (b), vnesemo v graf.

2 [em]
e
yrd
20 1
P
10 /
0 0,5 1,0 15 F[N]
Koeficient vzmeti je
F 18N N N N N

= =72—,4+02—=0,072—,4+0,002 —.
T 25 cm m m cm cm

(d) Ko na vzmeti obeseni kovinski valj v celoti potopimo v vodo, je raztezek vzmeti manjsi

od raztezka, ko valj visi v zraku, ker je sila, s katero potopljen valj napenja vzmet,
manjsa od teZe valja za silo vzgona. Izmerimo raztezek vzmeti, ko je kovinski valj v
celoti potopljen v vodo in dobimo = = 8,9 cm +0,4 cm. Iz grafa pri (c) preberemo (ali
izra¢unamo iz Hookovega zakona s koeficientom vzmeti k), da tak raztezek ustreza sili
Foemp=Fk-2=0,64N.

Za velikosti sil velja Fy o = Fizgov + Fozm i

Fozgkov = Fyrov — Fozm = 1,01N —0,64N = 0,37N £ 0,03N.

Pri merjenju sile vzmeti na potopljen valj pri tem in vseh naslednjih nalogah pazimo,
da valj ne sede na dno.

(e) Sila vzgona je po velikosti enaka teZi izpodrinjene tekocine. Kovinski valj izpodrine

vodo s tezo 0,37 N, kar ustreza 37 cm?® = 37 ml vode (teza 1 litra vode je 10 N). Prostor-
nina izpodrinjene vode je enaka prostornini valja, Vj,, = 37 cm?® £+ 3 em?.

(f) Gostota kovine, iz katere je narejen valj, je

Miow 101g g g kg kg
o = = =27—"2-402-—"2-=2700—2 £ 200 —=.
Phov View  37cm3 7 em3 cm3 m3 m3

V razpredelnici gostot (na dovoljenem listu s fizikalnimi obrazci) najdemo kovino s
toliksno gostoto, aluminij.

(g) Da lahko dolo¢imo gostoto lesenega valja, potrebujemo podatek o njegovi prostornini

(maso Ze poznamo iz (a)). Postopamo podobno kot pri kovinskem valju, s to razliko, da
hkrati v vodo potapljamo oba valja: leseni valj se sam ne bi potopil pod gladino vode,
zato ga obtezimo s kovinskim. Pri ra¢unih upostevamo, da je sila vzmeti, ko sta pod
gladino potopljena oba valja, zmanjsana za sili vzgona na oba valja.

Ko sta pod gladino vode potopljena oba valja, je raztezek vzmeti z = 6,1 cm £0,4 cm.
Tak raztezek ustreza sili vzmeti F,.,, = k- © = 0,44 N.
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Ko sta v celoti v vodo potopljena oba valja, lahko za velikosti sil zapisemo
Foom~+Fozgies T Fozgron = Fyies+ Fy kov in 0d tu izrazimo silo vzgona nalesen valj Fi.g jcs,

Fozgies = Foies + Fyrov — Fozm — Fozg oo = 0,62N +1,01N — 0,44N — 0,37N = 0,82 N..
Sila vzgona na potopljen lesen valj je po velikosti enaka teZi izpodrinjene vode. Lesen

valj izpodrine 82 cm® & 4 cm? vode, njegova prostornina je Vi.s = 82 cm?® + 4 cm?.
Gostota lesa, iz katerega je narejen valj, je

Mies 62 g

Ples = Vies  82cm3

kg

m3’

K
— 0,768 + 0,048 —760~8 + 40
cm?3 cm?3 m3

(h) Graf, narisan z rdeco, kaZze, kako se z globino spodnje ploskve spodnjega (kovinskega)
valja spreminja sila vzmeti F,.,,, graf, narisan z modro pa kaze, kako se z globino spo-
dnje ploskve spodnjega valja spreminja skupna sila vzgona na oba valja F,.,. V 1. ob-
modju je lesen valj v zraku, kovinski je delno potopljen. V 2. obmodju je kovinski valj
v celoti potopljen, lesen valj je v celoti v zraku. V 3. obmodju je tudi lesen valj delno
potopljen. V 4. obmodju sta v celoti potopljena oba valja.

1,26 ———{=d-FF
N SO 15 O N s

082N]| | 082N

-
I
I
1,0 : o
I
T
I
I
I
I
I

s
APV 5 RO

0,37 ———{=amt o

0,37 N o

+ - =

0, 5

1. obmocje 2. 3. 4.
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Resitve 58. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije
- regijsko tekmovanje

1. letnik

A1. Naravno stevilo je deljivo z 9 natanko tedaj, ko je vsota njegovih stevk deljiva z 9. Ker
je vsota Stevk 7-mestnega Stevila 2345678 enaka 35 = 3 -9+ 8, moramo izbrisati Stevko
8. S tem dobimo 6-mestno Stevilo 234567, katerega vsota stevk je 27 = 3 - 9, in je zato
deljivo z 9.

A2. Ce se otroci na igris¢u v nekem trenutku lahko rezdelijo v 2 enako veliki skupini, pri
¢emer je v vsaki skupini n fantov in n deklet, potem je skupno stevilo deklet na igris¢u
enako 2n, kar je sodo Stevilo in je enako skupnemu $tevilu fantov na igris¢u. Da bo
Stevilo deklet na igris¢u sodo in enako $tevilu fantov, mora na igrisce priti vsaj 1 dekle
in vsaj 6 fantov. Na igrisce bi torej moralo priti $e najmanj 7 otrok.

A3. Ozna¢imo plosc¢ino enega kvadrata s p. Plos¢ina obmocja, ki ga prekrivajo kvadrati,
je potem enaka 28p. Ker sta ¢rtkani érti pravokotni, je iz slike razvidno, da lahko
sredinski Sestkotnik sestavimo iz dveh celih kvadratov in iz dveh polovick kvadrata.
Ploscina enega Sestkotnika je torej enaka 3p, plos¢ina obmocja, ki ga prekrivajo Sestkotniki,
pa 18 - 3p = 54p. Iskano razmerje je zato enako 28p : 54p = 14 : 27.

B1. Naj bosta @ in b dolzini stranic takega pravokotnika. Iz navodil naloge sledi, da je
2(a+0b) = n = ab. To enakost med a in b preuredimo v a(b—2) = 2b in od tod izrazimo
2b 2(b-2) 4 4
= = =2 .
b—2 b2 b2 T2
Ker sta a in b naravni $tevili, mora Stevilo b — 2 deliti 4. Ker je hkrati Stevilo b — 2
vedje od —2, je lahko enako le —1,1,2 ali 4. Torej je b zaporedoma enak 1,3,4 ali 6 in
a zaporedoma enak —2,6,4 ali 3. Prvi primer odpade, ker —2 ni naravno Stevilo. V
drugem in ¢etrtem primeru dobimo n = 18, v tretjem pa n = 16.

a

B2. Zaradi podobnosti trikotnikov AC'D in ABC
velja ¢ CAD = ¢ BAC. Opazimo, da to¢ka £
lezi na drugem bregu premice BC kot tocka
A, zato velja ¢ BCE = 180° — 4 ACB —
IDCA=90°— 3 DCA = $CAD = ¥ BAC.
Torej sta si tudi trikotnika ABC' in CEB po-
dobna, saj imata dva enaka kota. Po pitago-
rovem izreku velja |[AB| = va? + b%. Iz po-
dobnosti trikotnikov ABC' in AC'D sledi

AD| _|AC| . |DC| _|CB
[AC| ~ 4B [AC| ~ JAB|

. s . AC|? 2 . AC|-|CB a
Iz prve enakosti izrazimo |AD| = ‘\AB‘l = \/GQW, iz druge pa |DC| = | VUB‘ | = \/azbw
Ker sta si tudi trikotnika ABC' in C'EB podobna, velja
|BE| |CB]
|BC|  |CA|”
od koder izrazimo |BE| = “Cci‘f = “—; Plos¢ina stirikotnika ABED je torej enaka
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B3.

|AD|-|DC| |AC|-|CB| |CB|-|BE|
+ + =

2 2 2
B ab® ab a®  ab*+ab*(a® + %) +a*(a® +b?)
T eam 2w 20(a® + %) -
_ 2ab* + 2% 4+ d®
(@ 1 1)

Anin krog je dolg 1000 m, Benov pa 1200 m. Denimo, da se v tocki S spet srecata po
tem, ko je Ana prevozila n krogov, Beno pa k krogov. Ana prevozi n krogov v ¢asu
n - 19091 Beno pa k krogov v &asu k - 2221, Ta dva ¢asa morata biti enaka, torej je

v

1000 m 1200 m
n- — k-

UAna UBeno

Iz te enacbe izrazimo 19

n 1200m  vapa
35

2
k~ 1000m vpee 5 7

Ker is¢emo najmanj$a moZna n in k, ulomek £2 pa je okrajsan, sledi n = 12 in k = 35.
Torej, ko se prvi¢ ponovno sre€ata v tocki S, Ana prevozi 12 krogov, Beno pa 35 krogov.

2. letnik

Al.

A2,

A3.

B1.

Zajci in kace nimajo kril, papige pa imajo po dve krili, zato je v Zivalskem vrtu 14 :
2 = 7 papig. Papige imajo torej skupaj 7 - 2 = 14 nog. Ker kace nimajo nog, imajo zajci
skupaj 62 — 14 = 48 nog. Vsak zajec ima 4 noge, zato je v Zivalskem vrtu 48 : 4 = 12
zajcev. Torej je v Zivalskem vrtu 24 — 12 — 7 = 5 ka¢.

Dano enatbo pomnoZzimo z (z —a)(z—b), da dobimo (z—a)? = (z—b)?. Po kvadriranju
odstejemo z? in dobimo —2ax + a* = —2bx + b?, kar lahko preuredimo do 2(b — a)x =
(b —a)(b+ a). Ker b — a # 0, lahko ena¢bo delimo z b — a, da dobimo 2z = b + a, od

koder izrazimo r = “T“’

Oznat¢imo dolZine stranic teh 7 enakostrani¢nih trikotnikov po vrsti z a1, as, .. ., ar.
DolZina daljice AB je potem enaka a; + a3 + ... + a7, dolZina lomljene ¢rte od A do B
pa2ay +2ax+...4+2a7 = 2(a; +as +. ..+ ay). DolZina lomljene ¢rte je torej dvakratnik
dolzine daljice in je zato enaka 40 cm.

Pri deljenju s 7 ima popoln kvadrat lahko ostanek 0, 1, 2 ali 4. Ker je $tevilo a? + b? 4 ¢
deljivo s 7, morajo imeti Stevila a?, b% in ¢ pri deljenju s 7 ali vsa ostanek 0 ali tri
razli¢ne ostanke enake 1, 2 in 4. V prvem primeru so Stevila ¢, b in ¢ deljiva s 7 in zato
je tudi stevilo a* + b* + ¢* deljivo s 7. V drugem primeru lahko predpostavimo, da je
a? =Tk +1,b> = Tm + 2 in ¢* = Tn + 4 za neka cela stevila k£, m in n. Tedaj velja

at ot et = (Th+ 12+ (Tm+2) + (Tn+4)? = 49(k* + m? + n?) + 14(k +m +n) + 21,
kar je spet deljivo s 7.
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B2.

B3.

Oznatimo dolzini stranic vértanega deltoida z a in 2a. Zaradi /
simetrije poteka daljsa izmed diagonal deltoida skozi sredisce K a a
kroga. Po izreku o kotu v polkrogu je torej kot med strani- "
cama dolZin @ in 2a pravi. Po Pitagorovem izreku je dolZina

daljSe diagonale enaka /a? + (2a)? = V5a, kar pomeni, da

jer = @ Plos¢ina deltoida je enaka 2 - 2% = 2a?, plos¢ina r
kroga pa mr? = #. Iskano razmerje plos¢in je %.

Odgovor je da. Krajsa diagonala razdeli romb

na dva enakostrani¢na trikotnika s stranico 60 30 em
cm. Vsakega od njiju lahko razdelimo e na 4

enakostrani¢ne trikotnike s stranico 30 cm. S

tem smo romb razdelili na 8 enakostrani¢nih

trikotnikov s stranico 30 cm. Ker v rombu lezi 30 cm
9 tock, obstaja enakostranicen trikotnik, v ka-

terem leZita vsaj dve tocki. 30 cm 30 cm

Dokazimo, da sta ti dve tocki med seboj oddaljeni
najve¢ 30 cm. Tocki ozna¢imo z F in F, oglis¢a enako-
strani¢nega trikotnika, v katerem leZita, paz A, Bin C.
Oglejmo si trikotnik AEF. Notranji kot tega trikotnika
pri oglis¢u A je velik najve¢ 60°, torej mora biti eden
od preostalih dveh notranjih kotov velik vsaj 60°. To
pomeni, da stranica £'F ni najdalj$a stranica trikotnika
AEF. Toda preostali dve stranici sta dolgi najve¢ 30
cm, saj tocki F in F'leZita znotraj kroga s sredis¢emv A 4 30 cm

in polmerom 30 cm. Torej je tudi razdalja med tockama i
E in F' najvec 30 cm.

3. letnik

Al.

A2.

A3.

1z zadnje Stevke trimestnega naravnega stevila lahko ugotovimo, da le to ni prastevilo
le, ¢e je zadnja Stevka soda (in je zato Stevilo deljivo z 2) ali pa enaka 5 (in je zato
Stevilo deljivo s 5). Vse ostale Stevke so lahko zadnje Stevke trimestnega prastevila,
npr. Stevila 101, 103, 107 in 109 so vsa prastevila. Ker je bilo Samovo $tevilo liho, je
bila njegova zadnja Stevka enaka 5.

Levi rob levega koscka in desni rob desnega koscka imata zarezi navznoter, zgornji
rob zgornjega koscka in spodnji rob spodnjega koscka pa imata zarezi navzven. Torej
mora imeti zadnji kos¢ek na dveh nasprotnih robovih zarezi navzven, na preostalih
dveh nasprotnih robovih pa zarezi navznoter. Temu pogoju usteza le kos¢ek (A), ki
ima na levem in desnem robu zarezi navzven, na spodnjem in zgornjem robu pa zarezi
navznoter. Karmen torej potrebuje Se koscek (A).

S pomogjo kotov trikotnika ABM izratunamo ¥ M BA = 180° —84° —48° = 48°, torej je
trikotnik ABM enakokrak z vrthom pri A. Sledi |[AB| = |AM]|. Ker je M razpolovisce
stranice AD, velja |[AM| = |MD|, ker pa je ABCD paralelogram, je |AB| = |CD|.
Torej je |CD| = |MD| in tudi trikotnik MCD je enakokrak z vrhom pri D. Od tod
izraunamo ¥ DCM = 1800—92:MDC = ;(BZAD = 42°.
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B1.

B2.

B3.

Obravnavajmo vet moznosti. Ce je z < —a, dobimo enatbo —2(x — a) — 3(z + a) = 1,
od koder izratunamo z = — "';1. Da bo to res resitev, mora veljati — “;1 < —a oziroma
a < i. Ce je —a < z < a, dobimo enacbo —2(z — a) + 3(z + a) = 1, torejje z = 1 — ba.
To je resitev, le takrat, ko je —a < 1 — 5a < q, kar je ekvivalentno pogoju § < a < 1.
Ceje z > a, dobimo 2(x — a) + 3(z + a) = 1 oziroma x = =2, Da bo to resitev, mora
veljati 1=¢ > a oziroma a < }. Enatba ima torej vsaj eno realno resitev natanko tedaj,
kojea <

1
e

Enacbo prepisemo v cos(sin x) = cos(5 —cos z). Od tod sledi, da mora veljati § —cos v =
+sinz + 2k zanek k € Z, torej cos v £sinx = § — 2kw. Kerje | cos x £sin x| < | cos x| +
|sin z| < 2, mora biti k = 0, torejje cosztsinz = 7. Ce to enatbo kvadriramo, dobimo
cos?z £+ 2coszsinz + sinx = %2 oziroma = sin 2z = ’TIQ — 1. Ker je %2 -1>9-1>1,
ta enac¢ba nima realnih resitev, torej tudi zacetna enacba nima nobene realne resitve.

Na skici je prikazan enostaven 7-kotnik. DokaZimo, da enostaven
9-kotnik ne obstaja. Notranji koti enakokrakega pravokotnega tri-
kotnika so enaki 45° in 90°. Torej je vsak notranji kot enostav-
nega veckotnika lahko enak le 45°, 90° ali 135°. Ce bi enostaven
9-kotnik obstajal, bi bila vsota njegovih notranjih kotov najve¢
9 - 135° = 1215°. Toda vsota notranjih kotov vsakega 9-kotnika "
je enaka (9 —2)-180° = 1260°. Torej enostaven 9-kotnik ne obstaja.

4. letnik

Al.

A2.

A3.

Miha dobi najvecji znesek, ¢e iz predal¢kov vzame tri kovance po 20 centov, dva ko-
vanca po 10 centov in en kovanec po 2 centa. Znesek je v tem primeru enak 82 centov.

Alen ne more biti nedolZen, saj bi sicer govoril resnico, toda potem bi moral biti po
svojih besedah kriv. Alen je zato kriv. To pomeni, da je Zala lagala, torej je tudi ona
kriva. Sledi, da je Beno govoril resnico, torej je nedolzen. To pa pomeni, da je Zan
lagal, zato je tudi on kriv. Krivi so torej natanko trije osumljenci, to so Zan, Alen in
Zala.

Popolni kvadrati, ki so predhodnik ali naslednik dvomestnega Stevila, so natanko
9,16, 25, 36,49, 64, 81 in 100. Dvomestna Stevila, katerih predhodnik oziroma nasle-
dnik je popoln kvadrat so torej le Stevila 10, 15,17, 24, 26, 35, 37, 48, 50, 63, 65, 80, 82 in
99. Toda dvomestno stevilo, katerega predhodnik oziroma naslednik je prastevilo,
mora biti sodo, zato nam ostanejo le Stevila 10, 24, 26, 48, 50, 80 in 82. Od teh pa imajo
za predhodnik oziroma naslednik prastevilo le Stevila 10, 24, 48, 80 in 82. Vsa ta Stevila
res ustrezajo pogoju. Pravilen odgovor je torej 5.
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B1.

B2.

B3.

Pigimo m = da in n = db. Torej sta a in b tuji naravni $tevili in velja v = dab. Ce to
vstavimo v ena¢bo dobimo da + 3db — 5 = 2dab — 11d, torej mora d deliti 5. Denimo
najprej, da je d = 1. Tedaj lahko ena¢bo preuredimo v a(2b — 1) = 3b+ 6. Od tod sledi,
da 2b — 1 deli 3b + 6, torej deli tudi 2(3b + 6) — 3(2b — 1) = 15. Ker je 2b — 1 naravno
$tevilo, imamo &tiri moznosti. Ceje 2b—1 =1,jeb = lina = 9. Ceje2b—1 = 3,jeb =2
in a = 4, kar pa je protislovje, saj si a in b nista tuji. Ceje 26 — 1 = 5,je b = 3ina = 3,
kar je spet protislovje. Ce paje 2b — 1 = 15,je b = 8 in a = 2, kar je spet protislovje. V
tem primeru imamo torej resitev (9, 1). Naj bo sedaj d = 5. Tedaj lahko ena¢bo delimo
s b in preuredimo v a(2b — 1) = 3b+ 10. Od tod sledi, da 2b — 1 deli 3b + 10, torej deli
tudi 2(3b + 10) — 3(2b — 1) = 23. Imamo dve moznosti. Ceje 20 — 1 = 1,jeb = 1 in
a=13.Cepaje2b—1=23,jeb=12in a = 2, kar je protislovje, saj si a in b nista tuja.
Tako dobimo 8e resitev (65, 5).

V funkcijsko enacbo vstavimo = = 0, da dobimo f(0) = 3f(0)+3, od koder izratunamo
f(0) = —%. Sedaj v funkcijsko enacbo vstavimo y = 0, da dobimo f(0) = zf(0) +
3f(x) + 3, od koder izrazimo f(z) = —ixf(0) + 3 f(0) — 1 = §x — %. Preverimo lahko,
da funkcija f(z) = Jz — 2 res ustreza dani funkcijski enacbi, torej je to edina resitev.

Na skici je prikazan preprost 7-kotnik. DokaZimo,
da preprost 13-kotnik ne obstaja. Notranji koti kva-
dratov in enakostrani¢nih trikotnikov so enaki 90° in
60°. Torej je vsak notranji kot preprostega veckotnika
lahko enak le 60°, 90°, 120° ali 150°. Ce bi preprost 13-
kotnik obstajal, bi bila vsota njegovih notranjih kotov
najve¢ 13 - 150° = 1950°. Toda vsota notranjih kotov
vsakega 13-kotnika je enaka (13 — 2) - 180° = 1980°.
Torej preprost 13-kotnik ne obstaja.

Resitve 58. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije
- drzavno tekmovanje

1. letnik

I/1. Ena¢bo pomnozimo z a(a + b)(a — b) in dobimo

(a—b)*+ (a+b)?=a(3a—b).

Ko odpravimo oklepaje in vse ¢lene nesemo na desno stran, dobimo

Ker je a # —b, mora biti a — 2b = 0 oziroma a = 2b. Ker a ni enak 0 je torej g =3.

0=a®>—ab— 20> = (a—2b)(a +b).

1
2

I/2. Obstaja naravno stevilo k, da velja 5n-+m = k(5m+n) oziroma (5—k)n = (5k—1)m.

Ker je desna stran strogo pozitivna, mora biti tudi leva, torej velja 5 — k& > 0 in zato je
ke {1,2,3,4}. Ceje k =1, dobimo 4n = 4m, torej n = m. Ce je k = 2, dobimo 3n = 9m,
torej n = 3m. Ce je k = 3, dobimo 2n = 14m, torej n = 7m. Ce je k = 4, dobimo n = 19m.
V vsakem primeru m deli n.
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1/3.

M

Trikotnik ADK je enakokrak z vrhom pri D. Zato velja ZBKD = 180° — ZDKA =
180° — ZKAD = ZCBK. Prav tako je |DK| = |DA| = |BC|. Trikotnika DK B in CBK
sta skladna, saj se ujemata v stranici KB, ZBKD = ZCBK in |[DK| = |BC|. Sedaj
je ZDCK = /BKC = ZDBK. Ker sta M in N zrcalni sliki, velja |[CK| = |[KM| in
INA| = |AB|. Zato velja |[CM| = 2|CK| = 2|DB| = 2|AB| = |NB|. Torej sta tudi
trikotnika C DM in BDN skladna, saj je |DC| = |DB|, |CM| = |NB|in ZDCM = ZDBN.
Zato je [DN| = |DM| in trikotnik DM N je enakokrak z vrhom pri D.

2. nacin. Ker je ABCD paralelogram, je premica KB vzporedna premici C'D in velja
|BC| = |AD| = |KD|. Torej je KBCD enakokrak trapez. Sledi /ZDBK = /BKC =
ZDCK in |KC| = |DBJ|. Ker sta M in N zrcalni sliki, od tod izpeljemo |CM| = 2|CK]|
2|DB| = 2|AB| = |NBJ. Torej sta trikotnika M CD in NBD skladna, saj se ujemata v
dveh stranicah in kotu med njima. Zato je |[DN| = |DM| in trikotnik DM N je enakokrak
z vrhom pri D.

1/4. Ce je b = ¢, potem ima zmagovalno strategijo igralec B, sicer pa ima zmagovalno
strategijo igralec A.

Denimo najprej, da je b = ¢. Imamo torej situacijo, ko je na dveh kupckih z najmanj
zetoni enako Stevilo zetonov. Igralec B lahko v tem primeru poskrbi, da je situacija po
vsaki njegovi potezi spet taka, medtem ko po vsaki potezi igralca A kupcek z najmanj zetoni
vsebuje strogo manj zetonov kot preostala dva kupcka. Igralec A mora namreé¢ v svoji
potezi nujno iz enega izmed kupckov z najmanj zetoni prestaviti nekaj zetonov na nek drug
kupcek. Igralec B potem izbere trenutno najvisja kupcka, ki imata zaradi poteze igralca A
po njegovi potezi najnizja kupcka imela enako zetonov. Ko bosta kupcka z najmanj zetoni
prazna, bodo vsi Zetoni na enem kupcku in igra bo kon¢ana. To se lahko zgodi le po potezi
igralca B, zato igralec B zmaga.

Denimo sedaj, da je b > c¢. Tedaj lahko igralec A s kupcka z b Zetoni prestavi b —c¢ > 0
zetonov na kupcek z a zetoni. Po njegovi potezi bosta zato kupcka z najmanj zetoni oba
imela ¢ zetonov. Torej bo situacija taka kot zgoraj, le da bo na potezi igralec B. Zato ima
v tem primeru zmagovalno strategijo igralec A.
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2. letnik

II/1. Opazimo, da ¢e od prve enakosti odstejemo drugo, dobimo na levi strani kvadrat

triclenika. Dobimo namrec

(x—y+22)> = —¢* +6y—9,
kar lahko dalje preoblikujemo v

(x—y+22)*+(y—3)?%=0.
Ker so z, y in z realna Stevila, morata biti oba oklepaja v zgornjem izrazu enaka 0, torej
jey=3inx =y — 2z =3 — 2z To vstavimo v prvo enacho sistema in po preoblikovanju
dobimo 22% —3z+1 = 0 oziroma (22 — 1)(z — 1) = 0. Enako dobimo, ¢e y =3 inz =3—2z
vstavimo v drugo enac¢bo. Torej je z =1 ali 2z = % Resitvi naloge sta tako trojici (1,3,1) in
(2,3, %)

I1/2. Naj bo p+q = 22 in p+4q = y* za neki naravni stevili 2 in y. Ce enachi odstejemo,
dobimo 3¢ = 4* — 2% = (y — x)(y + x). Ker je ¢ prastevilo in z +y > 2, imamo naslednje
moznosti:

1. moznost: y —z = 1in y + = = 3¢. Iz prve enacbe izrazimo y = = + 1 in vstavimo v
drugo, da dobimo 2zx+1 = 3¢. Od tod sledi, da je ¢ liho Stevilo, zato lahko pisimo ¢ = 2m+1
za neko naravno §tevilo m. Potem je ¥ = 3m + 1 in p = 2% — ¢ = 9m? + 4m = m(9m + 4).
Ker je p prastevilo, mora biti m = 1. Tako dobimo p = 13 in ¢ = 3, kar sta res prastevili.

2. moznost: y —x = 3 in y +x = ¢. Iz prve enacbe izrazimo y = z + 3 in vsavimo
v drugo, da dobimo 2z + 3 = ¢. Iz zacetne enakosti torej dobimo p = 22 —p = 22 — ¢ =
2?2 — 22— 3 = (v + 1)(z — 3). Ker je p prastevilo, mora biti # = 4. Tako dobimo p = 5 in
q = 11, kar sta res prastevili.

3. moznost: y —x = ¢ in y + = = 3. Ker sta x in y naravni Stevili in mora biti y > z, je
y =2 1in x = 1, kar pa nam da protislovje ¢ = 1.

Resitvi enacbe sta torej para (5,11) in (13,3).

11/3.

Oznacimo ZACB = v. Potem je ZACF = ZFCB = 3, saj je CF simetrala kota
ZACB. Zaradi konciklicnosti tock A, D, I/ in C sledi ZDAE = ZDCE = 3. Ker je premica
BF vzporedna premici AE, velja ZABF = /DAE = 3. Zaradi ZACF = 3 = ZABF so
torej tocke A, F, B in C konciklicne. Od tod sledi ZFAB = ZFCB = 3 = ZABF, torej je

trikotnik AF' B enakokrak z vrhom pri F'.
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II/4. Najvegje stevilo oglise, ki jih lahko pobarvamo rdece je "T“ Ce pobarvamo "T“
zaporednih oglis¢ n-kotnika, potem je pogoju naloge zadoS¢eno. Denimo sedaj, da pobar-

vamo vsaj "T“ + 1 oglis¢. Oznacimo oglis¢a n-kotnika zaporedoma z naravnimi stevili od 1

do 2k + 1 = n. Torej je vsaj k + 2 oglis¢ rdecih. Oglejmo si pare oglisé (1,k + 1), (2,k +
2),(3,k+3),...,(k,2k), (k+ 1,2k + 1), ki predstavljajo nekatere od najdaljsih diagonal n-
kotnika. Ker je teh parov natanko k + 1 in zavzemejo vsa oglisca, obstaja vsaj en par, v
katerem sta obe ogliséi rdeci. Predpostavimo lahko, da je to par (1,k + 1), sicer bi oglisca
le prestevilcili. Ker je vsaj Se k od preostalih oglisé rdecih, oglis¢ osteviléenih z 2,3,... k
pa je le kK — 1, je vsaj eno od oglis¢ ostevilcenih s k + 2,k + 3,...,2k + 1 rdece. Naj bo to
oglisce k + m, kjer je 2 < m < k + 1. Oglis¢e k + m lezi na istem bregu premice dolocene
z ogligéi 1 in k + 1 kot sredisée n-kotnika. Od tod sledi, da sredigée n-kotnika lezi znotraj
n-kotnika. Toda oglis¢a 1, k+ 1, k+m so vsa rdeca, torej sredisc¢e n-kotnika lezi tudi znotraj
veckotnika dolocenega z rdec¢imi oglisci.

3. letnik

III/1. Nicelni polinom je o¢itno resitev naloge. Naj bo p neniceln polinom in pisimo
p(x) = apx™ + ap_12" ' + - + ag, kjer je a, # 0. Vodilni élen na levi strani enakosti je
tedaj enak a,(a,z")" = an“a;"Q, vodilni ¢len na desni strani pa je enak z? - a,z" = a,z"*2.
Ker morata biti ta dva ¢lena iste stopnje, sledi n? = n+2 oziroma (n—2)(n+1) = 0. Ker je
n nenegativno celo §tevilo, mora biti n = 2. Pi§imo torej p(z) = ax? + bz + ¢, kjer je a # 0.

Tedaj velja
p(p(x)) = a®x* + 2a%bx® 4 (ab® + 2d%c + ab)x® + (2abe + b*)x + (ac® + be + ¢) (1)
(2 +z+ Dpx) =az + (b+a)2x® + (c+b+a)z’> + (c+ bz +c. (2)

Iz dane enakosti tako dobimo sistem enacb

3

a> = a,
2a2b b+ a,
ab®*+2a*c+ab = c+b+a,
2abc +b? = c+b,

ac? +bc+c = e

Ker je a # 0, iz prve enakosti sledi @ = 1 ali a = —1. Za a = 1 v drugi enacbi dobimo
20 = b+ 1, torej b = 1. Ce oboje vstavimo v tretjo enacbo, dobimo $e 2¢+2 = ¢ + 2 oziroma
¢ = 0. Preverimo lahko, da ta tri Stevil ustrezajo tudi zadnjima dvema enakostima. Za
a = —1 dobimo protisloven sistem. Resitvi naloge sta torej dve, p(z) = 0 in p(x) = 2% + z.

III/2. Odgovor je 2. Ce vzamemo a = 4 in b = 3, dobimo 3a2 — ab® — 2b — 4 = 2. Dovolj
je torej pokazati, da enacba 3a® — ab® — 2b — 4 = 1 nima resitev v naravnih $tevilih. Enacbo
preuredimo v 3a® — ab?> = 2b + 5. Ker je desna stran liha, mora biti tudi leva stran liha,
torej mora biti a liho Stevilo in b sodo Stevilo. Stevilo b2 je zato deljivo s 4, ostanck Stevila
a’® pri deljenju s 4 pa je enak 1. Leva stran ima torej pri deljenju s 4 ostanek 3, desna stran
pa ostanek 1, saj je 2b deljivo s 4. Prisli smo do protislovja, torej enacba nima resitev v
naravnih Stevilih.
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I11/3.

A N M B

Naj bo I sredisce trikotniku ABC' vértane kroznice. Ker je AMC' enakokrak trikotnik
z vrthom pri A, je AP viSina na osnovnico in hkrati simetrala kota ZMAC. Zato I lezi
na premici AP. Podobno I lezi tudi na premici BR. Sledi Z/CPI = ZCPA = 7 in
ZIRC = ZBRC = 7, torej tocki P in R lezita na kroznici s premerom CI. Ker sta D in
E dotikalisci vértane kroznice, velja ZODI = ZIEC = 3, zato tudi tocki D in E leZita na
kroznici s premerom CI. Tocke P, R, D in E so torej koncikli¢ne.

III/4. Naj A; oziroma B; oznacuje prvo oziroma drugo potezo, izvedeno na skatlah ¢ in
i+ 1. Najboi < 6. Ce Miha izvede potezo B;, potem se §tevilo zetonov v Skatlah i in
1+ 1 zmanjsa za 1, Stevilo zetonov v skatli ¢ + 2 ostane enako, Stevilo zetonov v vreci pa
se poveca za 1. Ce pa Miha izvede zaporedje potez A;, A;11, Bis1, potem se stevilo Zetonov
v skatli ¢ zmanjSa za 1, Stevilo zetonov v skatli ¢ + 1 ostane enako, stevilo zetonov v Skatli
i+ 2 in v vredi pa se poveca za 1. V drugem primeru je torej rezultat boljsi, saj je edina
razlika to, da ima v dveh skatlah po en zeton vec. Ta razmislek pokaze, da se Mihu potez
B; za i < 6 ne splaca izvajati. Od preostalih potez le poteza B; poveca Stevilo zetonov v
vreéi, zato jo mora Miha izvesti ¢im veckrat. Brez skode lahko predpostavimo, da jo izvaja
sele na koncu. Pred tem s potezami A;, i < 6 prestavi Zetone v predzadnjo skatlo, ki potem
vsebuje 1 4+2+ 2% + ... +26 =27 — 1 = 127 Zetonov, zadnja katla pa vsebuje 1 Zeton. Naj
x oznacuje Stevilo Zetonov v predzadnji skatli ob nekem casu, y pa stevilo zetonov v zadnji
skatli ob istem ¢asu. Da bo lahko Miha izvedel ¢im ve¢ potez Bz, mora biti min{xz,y} ¢im
vecGji. Ker se s potezo A7 Stevilo zetonov v predzadnji Skatli zmanjsa za 1, v zadnji pa poveca
za 2, bo minimum najvecji takrat, ko bo prvic veljalo x < y in bo zato enak x. Po k potezah
Az box=127—Fk in y = 1 + 2k. I8¢emo torej najmanjsi k£ pri katerem bo 127 — k£ < 1+ 2k
oziroma k > % = 42. Najmanjsi tak k je enak k = 42. Po 42 potezah A7 bo s potezami
B; Miha v vreco premaknil 127 — 42 = 85 zetonov, kar je torej najvecje stevilo zetonov, ki
jih lahko ima Miha na koncu v vreci.

4. letnik

IV/1. Nicli polinoma p(z) = 22 + az + b sta 1, = ~VC= iy gy = —e=va=ib Koy
morata biti razliéni, je a? — 4b # 0. Od tod izra¢unamo

, 1 (a®>=20—1)—ava®—4b
2 2

(a® —2b— 1)+ av/a? — 4b

1
2 2
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Ker sta to nicli polinoma g(z), morata ustrezati enacbi 2? + (a — §)x + %> — 1 = 0. Ko oboje
vstavimo v to enacbo in preuredimo, dobimo

(4a* — 12a%b + 8b* — 5a* + 6b) — (4a® — 4ab — 3a)Va? — 4b =0

(4a* — 12a®b + 8b* — 5a® + 6b) + (4a® — 4ab — 3a)Va2 — 4b = 0.

Torej mora veljati
4a* — 12a%b + 8b* — 54> + 6b = 0

(4a® — 4ab — 3a)Va2 — 4b = 0.

Ker je a® —4b # 0, iz druge enacbe sledi (4a® — 4ab—3a) = a(4a® —4b—3) = 0. Ceje a = 0,
potem iz prve enacbe sledi 8b? 4 60 = 2b(4b + 3) = 0. Ker je a® — 4b # 0, mora biti b # 0,
torej je b = f%. Ce pa je a # 0, potem mora biti 4a> — 4b — 3 = 0 oziroma b = a® — %. Ko
slednje vstavimo v prvo enacbo, dobimo —2a? = 0 oziroma a = 0, kar je protislovje. Torej
jea:Oinb:—%.

2. naéin. Po Vietovih pravilih je z; + 73 = —a, 1179 = b, 22 + 22 — 1 = % —a® in

2?2 — 1) (22 — 1) = b2 — 1. Najprej preoblikujmo tretjo enacbo, pri éemer upostevamo prvi
B} 5 b Jprej ] J

dve,

57a2=zf+;c§=(x1+x2)272x1x2=a272b,

od koder dobimo b = a? — %. Preoblikujmo $e cetrto enacbo,

1 1 1 1 1 1/3 1
b27§:<1€f§> (ngé):f%nga(x%+x§)+1:b275<§fa2>+Z,

od koder sledi a®> = 0 in zato a = 0 ter b = f%.

IV/2. (a) Stevilo ¢ lahko zapisemo v obliki ¢ = kab + r, kjer je k neko nenegativno celo
stevilo, 7 < ab pa ostanek stevila ¢ pri deljenju z ab. Stevilo r lahko nadalje zapisemo v
obliki 7 = ma + n, kjer je m neko nenegativno celo stevilo, n < a pa ostanek stevila r pri
deljenju z a. Med drugim od tod sledi m < b, saj bi sicer bilo r > ab. Od tod izra¢unamo

5=+ 2
sajje0< 5 <1,in

{H} B [[l@b+m+ﬂ

b | b b

_ {k;b—l—m} _ [k:+@} .

sajje0 <2 <1in0 <73 < 1. Od tod sledi enakost iz naloge.

(b) Taka Stevila so na primer a = 2, b = % in ¢ = 1, saj je v tem primeru [é} =1lin

ex
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D

Po izreku o kotu med tetivo in tangento je ZCAF = ZCBA. Ker je p zrcalna slika
premice BC' pri zrcaljenju ¢ez premico AB, je Z/CBA = ZABD. Ker so tocke A, B, E,C
koncikli¢ne, je ZABD = LACE. Torej je ZCAF = LACE, zato je premica C'E vzporedna
premici F'D. Pokazati moramo torej, da je tudi premica GB vzporedna premici F'D. Po
izreku o kotu med tetivo in tangento je ZDAB = ZACB. Ker je tudi ZOCBA = ZABD, sta

trikotnika BAD in BC'A podobna, saj se ujemata v dveh kotih. Torej je % = %. Ker
je F zrcalna slika tocke D pri zrcaljenju Cez tocko A, je |[AD| = |FA|. Torej je % = %
oziroma % = %. Ker je hkrati ZCAF = ZCBA, sta si tudi trikotnika FAC in ABC

podobna. Torej je LZAFC = ZBAC = ZBGC in zato je tudi premica G B vzporedna premici
FD.

IV /4. Pokazimo najprej, da ¢e se Stevilo na tabli pri zamenjavi zmanjsa, potem je novo
stevilo vecje ali enako 5. Stevila 1 po zamenjavi ne moremo dobiti, saj vsota dveh naravnih
stevil ni nikoli enaka 1. Stevilo 2 = 1 + 1 lahko dobimo le iz stevila 1, stevilo 3 = 1+ 2 le
iz Stevila 2, stevilo 4 = 1+ 3 = 2 + 2 pa le iz Stevil 3 ali 4. Torej ¢e po zamenjavi dobimo
Stevilo manjse od 5, potem se pri zamenjavi Stevilo ni zmanjsalo. To pomeni, da ¢e je zacetno
Stevilo n < 5, potem v nobenem koraku ne bomo dobili manjsega Stevila.

Dokazimo sedaj, da lahko stevilo ki je ve¢je od 5 vedno zmanjsamo. Denimo, da imamo
na nekem koraku na tabli stevilo m > 5. Ce je m sod, torej oblike m = 2k, kjer je k > 2
naravno Stevilo, potem ga lahko zamenjamo s stevilom k£ + 2. S tem smo dobili stevilo, ki je
manjse od m, saj je pogoj k + 2 < 2k ekvivalenten pogoju k > 2. Ce je m lih, torej oblike
m = 2k — 1, kjer je kK > 3 naravno stevilo, potem ga lahko najprej zamenjamo s stevilom
(2k — 1) + 1 = 2k in nato s stevilom k + 2. Na ta nacin spet dobimo stevilo, ki je manjse
od m, saj je pogoj k + 2 < 2k — 1 ekvivalenten pogoju k > 3. To pomeni, da e je zacetno
stevilo n > 5, ga lahko po koné¢no korakih vedno zmanjsamo do Stevila 5, manjSega Stevila
pa po zgornjem razmisleku ne moremo dobiti.

NajmanjSe stevilo, ki je lahko po konéno korakih zapisano na tabli je torej enako 5 v
primeru n > 5 oziroma n v primeru n < 5.
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