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Tekmovanja

33. tekmovanje za zlato Stefanovo priznanje
- drzavno tekmovanje

8. razred

A1 Crtkana slika kaze smer Zarka in njegovega podalj$ka, ko Zarek vpade na mejo dveh
sredstev pri mejnem kotu za popolni odboj. Na kateri sliki Zarek, narisan s sklenjeno
¢rto, pravilno prikazuje popolni odboj na tej meji?
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A2 Slika kaZe pogled iz vesolja na Zemljo in Luno. Zemlja in Luna leZita v ravnini lista.
Obsijana dela sta neosencena. V kateri meni je Luna?

(A) Med zadnjim krajcem in mlajem. 2

(B) Med mlajem in prvim krajcem. O
(C) Med prvim krajcem in §¢ipom.

(D) Med $¢ipom in zadnjim krajcem. -

A3 Desetiske predpone, ki po vrsti zniZajo enoto, ki je v vrsti pred njimi, na tisocino, si
sledijo tako: mili, mikro, nano, piko, femto, ato, ... Parsec je astronomska enota za
merjenje velikih razdalj v vesolju in je enaka 3,26 svetlobnim letom. PribliZno koliko
meri femtoparsec?

(A) 31 km. (B) 100 svetlobnih nanosekund.
(C)2065a.c.. (D) 3,1-10%" m.




A4 Babica ima Stiri razli¢ne, osno-simetri¢ne (kot so valji in stoZci) vaze, ki jih kazZejo
spodnje slike. Vaze so na zacetku prazne. Graf kaze, kako se v eni od vaz s ¢asom
spreminja visina gladine, ko babica vanjo enakomerno to¢i vodo do vrha vaze. V
katero vazo babica toci vodo?
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A5 Lesena kocka z robom a stoji na ravni mizi. Kocka deluje na mizo s tlakom 800 Pa.
Kocko razrezemo na osem manjsih, s robovi, dolgimi §. Manjse kocke postavimo na
mizo. S koliksnim tlakom deluje na mizo manj$a kocka?

(A) 800 Pa. (B) 400 Pa. (C) 200 Pa. (D) 100 Pa.

B1 Jelka se vzpenja na goro po
vijugasti poti, Nace, kije zju- 'V [m]
traj zaspal in zamudil od- e N A N O e vrh
hod, pa gre navzgor po naj-
krajsi, direktni poti. Visin-
ski profil poti hy, po kateri 567 L - - - L _
hodi Nace, kaZe slika. Vigin-
ska razlika med vznoZjem in
vrhom je 800 m. Nace pri-
spe na vrh v 1 uri in 20 mi-
nutah, Jelka pa v 2 urah in
pol. Predpostavi, da Nace
hodi tako, da se njegova vi-
Sina enakomerno spreminja
s Casom.

0 02 2 [km]

(a) Koliksna je Nacetova hitrost v navpi¢ni smeri — za koliko metrov se dvigne
vsako minuto?

(b) Na sliki je profil Nacetove poti prikazan v merilu. Kolik$no pot opravi Nace v
celoti?

(c) Skoliksno povprecno hitrostjo se giblje Nace na strmem in s kolik$no na poloz-
nem delu poti?




(d) Jelkina pot je ovinkasta in bolj polozna. Nacetovo in Jelkino
pot na pobodju gore kaze slika: Nacetova pot je narisana s pre-
kinjeno ¢rto, Jelkina s sklenjeno. Nacetova direktna pot seka
Jelkino, kot kaZe slika. V vsakem ovinku Jelkine poti je kot
60°. Koliksno pot opravi Jelka od vznozja do vrha gore?

(e) Predpostavi, da Jelka hodi s stalno hitrostjo. Koliko ¢asa hodi
Jelka po strmem delu poti?

(f) Koliksna je povpre¢na Jelkina hitrost v navpi¢ni smeri na strmem in koliksna
na poloznem delu?

B2 Tina se pelje prislonjena na vle¢ni kroz-
nik na vle¢nici, kot kaze slika. Njena hit-
rost je stalna. Skupna masa Tine in vse
njene opreme je 75 kg. Plosc¢ina drsne
ploskve ene Tinine smucke je 1400 cm?,
polmer okroglega vle¢nega kroZnika je
8 cm. Med voznjo deluje na njeni smucki
sila trenja, ki meri v celoti 80 N. Velikosti
ostalih sil ali njihovih komponent ugo-
tovi z nac¢rtovanjem. Uporabi merilo, v
katerem silo 100 N prikaZe$ z 1 cm dolgo
usmerjeno daljico.

(a) Katere sile delujejo na Tino in njeni
smucki med njeno voZnjo z vle¢nico
ter koliksna je rezultanta teh sil?

(b) Koliksna je dinamiéna (s podlago
vzporedna) in koliksna je stati¢na
(na podlago pravokotna) kompo-
nenta Tinine teZe?

(c) Koliksna je velikost sile vle¢nega
kroZnika na Tino? (Pomagaj si z raz-
stavljanjem sile vle¢nega kroznika na
dve komponenti.)

(d) S koliksno silo deluje podlaga na Tino v smeri, pravokotni na podlago?




(e) Med voznjo z vle¢nico drsita po snegu obe Tinini smucki. Predpostavi, da je v
stiku s podlago 90 % drsnih ploskev njenih smuck. S kolik§nim povpre¢nim tla-
kom delujejo Tinine smuci na podlago?

(f) Oceni plos¢ino vle¢nega kroznika,
na katerega je prislonjena Tina, na
20 cm? natanéno.

(g) S koliksnim povpre¢nim tlakom deluje vle¢ni kroZznik na Tino?

C1- eksperimentalna naloga: ODBOJ SVETLOBE

S Stirimi bucikami pritrdi vogale priloZenega lista z vrisanim kotomerom na stiroporno
podlago. Eno izmed preostalih bucik zapidi v sredino kotomera: to je srediscna bucika. Tik
ob sredis¢no buciko postavi ravno zrcalo tako, da je pravokotno na podlago ter vzporedno
z 0sjo x, narisano na listu. V tej legi je kot @ med zrcalom in osjo x enak 0°%; a = 0°. Ce
zrcalo zavrtis okoli sredis¢ne bucike v smeri, ki je nasprotna smeri gibanja urinega kazalca,
je a > 0, ¢e zavrtis zrcalo v obratni smeri, je o < 0.

Naslednjo, 6. buciko, uporabi kot predmet. Predmet postavljaj v lege, oznacene s krogci (p1,
P2, p3). Opazuyj sliko predmeta v zrcalu. Tocko D na pozitivnem poltraku osi z izberi tako, da
so slika predmeta, sredis¢na bucika in tocka D poravnani na isti premici (glej tako, da se
slika predmeta in sredi$¢na bucika prekrivata). V to¢ko D zabodi sedmo buciko. Razdaljo
med to¢ko D in koordinatnim izhodis¢em pri (z = 0,y = 0) oznac¢imo z d.

(a) Nastavi zrcalo tako, da bo kot o = 0°. Med
prvo meritvijo tega kota ne spreminjaj. Iz-
meri razdalje d pri razli¢nih legah predmeta
p1, P2 in ps. Izmerjene razdalje vpisi v ta-
belo. -

P2

lega d [mm]
predmeta | (o =0°)

p3

(b) Predmet postavi v lege pi, ps in p; ter pri
vsaki legi zasudi zrcalo okoli sredis¢ne bu- lega al’]
cike tako, da so na isti premici poravnani predmeta | (d = 0)
slika predmeta, srediS¢na bucika in koordi-

natno izhodis¢e pri (z = 0,y = 0). Izmeri P
kote « pri vseh razli¢nih legah predmeta in s
jih vpisi v tabelo.

b3

(c

~

Razdaljo d pri legi predmeta p, oznacimo z d,, pri legi predmeta p, z d, in tako napre;j.
Opravi ustrezne meritve in izracunaj razmerja razdalj d; : dy, ds : d3 ter d; : ds pri kotih
«, podanih v tabeli. Meritve in izra¢unana razmerja vpisi v tabelo.




a dy [mm)] dy [mm)] d3 [mm] dy : dy dy 2 ds dy :ds

10°

15°

(d) Predmet je v legi p;. Narisi graf, ki kaze odvisnost razdalje d; od kota « za pozitivne
kote od 0° do tistega kota, ko so na isti premici poravnani slika predmeta, sredis¢na
bucika in tocka A. Uporabi rezultate meritev pri prejSnjem vprasanju, nekaj meritev
pa opravi dodatno.

d, [mm]

al?]
C2 - eksperimentalna naloga: POVPRECNA HITROST UTEZI

Utez je pritrjena na lahki vrvici, ki jo prip-
nes na stojalo v obesis¢u. Vrvica naj bo pri
vseh poskusih napeta. Za dve razli¢ni dol-
Zini nihala razi$¢i odvisnost povprecne hit-
rosti utezi

__dolZinaloka s

v cas B t1 /2

v odvisnosti od zacetnega kota odmika «,
merjenega od navpicne lege vrvice. Meri
polovico nihaja. Cas polovice nihaja ¢/, je
cas gibanja uteZi od trenutka, ko utez spu-
stimo, do trenutka, ko je hitrost utezi prvi¢
zatem spet enaka 0. DolZina nihala r je raz-
dalja med obesiS¢em in srediscem utezi.

Preveri, ali je uteZ dobro pritrjena na vrvico. Ko odmeris dolZino vrvice za ustrezno dol-
Zino nihala r, pritrdi vrvico v pritrdi§¢e na stojalu. Na istem mestu naj bo pritrjen tudi
kotomer tako, da je pri navpi¢nem poloZaju vrvice kot med vrvico in navpi¢nico a = 0°.




(a) Nastavi dolZino nihala na 1 = 0,250 m. Spus¢aj utez pri razli¢nih zacéetnih kotih ay,
izmeri ¢as t5 za 5 nihajev in izracunaj ¢as t;/, za polovico nihaja.
Izra¢unaj dolZino poti (loka) s, ki jo uteZ opravi v polovici nihaja. Namig: obseg kroga
ob s polmerom 7 izra¢unamo iz zveze ob = 6,28 - r. Cel obseg ustreza polnemu kotu
360°.

Izra¢unaj povpre¢no hitrost o za polovico nihaja. Meritve in racune vpisi v tabelo.

. = 0,250 m

kot odmika ts t1/2 s v
| 6| feml | [

20°

40°

60°

80°

(b) Ponovi meritev $e za dolzino nihala r, = 0,750 m.

1 = 0,750 m

kot odmika ts t1/2 s v
OO | | deml | [

20°

40°

60°

80°

(c) V isti koordinatni sistem narisi dva grafa, ki kaZeta, kako je povpreé¢na hitrost uteZi ©
odvisna od zacetnega kota « za obe dolZini nihala. Zacetni koti oy najbodo v obmodju
med oy = 0° in ap = 80°. Grafa oznadi tako, da je jasno, kateri dolZini nihala pripadata.

o[

ag [°]




(d) Koliksna bi bila povpre¢na hitrost uteZi v polo-
vici nihaja na nihalu dolzine r; = 0,500 m, ki bi
jo spustili pri kotu oy = 40° in bi vrvica v svoji
navpic¢nilegi na polovici dolZine nihala zadela ob
oviro tako, da bi zgornji del vrvice (med oviro in
obesis¢em) obmiroval, spodnji del (med oviro in
uteZjo) pa bi se gibal naprej do trenutka, ko bibila
prvic spet hitrost uteZi enaka 0? Upostevaj, da je
v obeh skrajnih legah uteZ na isti vigini. Odgovor
utemelji.

9. razred

A1 Starejsi prebivalci nasega planeta Se razumejo pomen enote konjska moc KM, horse power
HP. Dolo¢il jo je izumitelj parnega stroja James Watt: ustreza modi, s katero dvignemo
breme z maso 33000 funtov v 1 minuti 1 cevelj visoko. En funt je 454 g, en cevelj je
0,3048 m. Koliko W meri 1 KM?

(A) 761,1 W. (B) 2497 W. (C) 4570 W. (D) 45,7 kW.

A2 V levem kraku odprte U-cevke je voda,
v desnem kraku pa je nad vodo jedilno [ | = |
olje. Kapljevini mirujeta. Kateri graf pra-
vilno prikazuje spreminjanje tlaka v de-
snem kraku cevke v odvisnosti od globine: L
od gladine (pri 4 = 0) do dna?

h

@ (B) © (D)

A3 Zaporedno veZemo 6 V in 18 V Zarnico. Priklju¢imo ju na napetost 24 V. Vir poganja
tok 0,24 A. Koliksen tok tece skozi prvo in koliksen skozi drugo Zarnico?
(A) Skozi prvo in drugo Zarnico tece tok 0,24 A.

(B) Skozi prvo Zarnico tece tok 0,8 A, skozi drugo pa tok 0,16 A
(C) Skozi prvo Zarnico tece tok 0, 16 A, skozi drugo pa tok 0,8 A
(D) Skozi prvo Zarnico tok sploh ne te¢e in Zarnica ne sveti.

A4 Na tehtnico postavimo posodo z vodo. Tehtnica pokaZe maso M. Nato spustimo v
posodo z vodo votlo kovinsko kroglo z maso m (ki prej ni bila na tehtnici). Vsa voda
ostane v posodi, krogla pa plava, pri ¢emer je pod gladino potopljena tocno polovica
krogle. Masa vode, ki jo krogla izpodriva, je M. Koliko pokaze tehtnica?

(A M +m+ M. (B) M+ M. (C) M + im. (D) M + Lm— M.




A5

B1

Ob stiku plas¢a (pnevmatike) kolesa s podlago se plasé in v&asih podlaga deformirata,
del mehanske energije kolesa se pri tem izgubi. Ce je tlak v zra¢nicah velik, je izguba
mehanske energija manj$a. Gorski kolesarji pred spustom po grbinasti poti zmanjsajo
tlak v zra¢nicah svojih koles. Kaj s tem dosezZejo? Ob skokih se

(A) izgube mehanske energije zmanj$ajo, plas¢i se bolj prozno odbijajo od podlage.
(B) izgube mehanske energije zmanjsajo, plas¢i se manj prozno odbijajo od podlage.
(C) izgube mehanske energije povecajo, plaséi se bolj prozno odbijajo od podlage.
(D) izgube mehanske energije povedajo, plai¢i se manj prozno odbijajo od podlage.
Ada in Sara se odpravita na tek. Te- 400 m
deta po isti kroZni poti, dolgi 1 km, a

vsaka v svojo smer. Tec¢i zacneta v is-

tem trenutku. Ada tece s stalno hit-

rostjo 12 kTm, Sara pa s stalno hitrost-
jo 10 kTm Teceta pol ure in medtem 800 m /1:
Ad

ne spreminjata smeri svojega teka. Sara a

600 m

200 m

Start: 0

1 krog: 1 km

(a) V isti koordinatni sistem narisi grafa, ki kaZeta, kako se njuni legi spreminjata s
Casom. Lego r meri§ vzdolZ kroZne poti od starta (izhodis¢a, kjer je z = 0) v smeri,
v kateri tee Ada. Ko pretece en krog, se znajde zopet v izhodis¢u (pri z = 0). Graf
Adine lege x4 v odvisnosti od ¢asa narisi s sklenjeno ¢rto, graf Sarine lege z¢ pa s
prekinjeno ¢rto.

2 [km]

t [min

0 10 20 30
(b) Kolikokrat se Ada in Sara med tekom od zacetka do konca teka sre¢ata? Zacetka
teka ne Stejemo med srecanja.

(c) Izracunaj, kdaj in kje se Ada in Sara po startu prvic srecata.

(d) Ado in Saro spremlja psicka Neli. Neli tece najprej z Ado, dokler ne srecata prvi¢
Sare. Potem spremlja Saro do naslednjega srecanja z Ado, ko spet zamenja smer
in spremljevanko. Take menjave potekajo do konca teka. Tudi Neli tece pol ure.
Koliksno pot opravi Neli v tem casu?

(e) S koliksno povpreéno hitrostjo tece Neli?

(f) Vistikoordinatni sistem vrisi graf, ki kaZe, kako se lega Neli zy spreminja s ¢asom.
Graf zy(t) narisi z drugo barvico.




B2 V vezja veZemo same enake vire napetosti z gonilno napetostjo Uy = 12 V in enake
porabnike. Za vsak posamezen porabnik v kateremkoli vezju velja, da je tok I, skozi
porabnik premo sorazmeren napetosti U, na porabniku. Ko je na en vir prikljucen en
sam porabnik, je tok, ki tece skozenj, 120 mA.

V razpredelnice zapisi tokove, ki jih izmerimo z ampermetri, in napetosti, ki jih izme-
rimo z voltmetri, v razli¢nih vezjih na slikah.

U [V] | I[mA]

(a)

(b) U V]| I[mA]

i

¢

_l_@
L

Ui [VI| U2 [V] | I [mA]

(d) UL [Vl | U2[V] | I [mA]

1 ra] ¢

(e) U [V] | Uz [V] | I [mA] | I [mA]

L
.|.




(c)

C1 - eksperimentalna naloga: MODEL TANKERJA
Napotka:

keramicno ploscico postavi natanéno na sredino tal modela tankerja, da bo plaval vo-
doravno,

na modelu so oznake za vi§ino potopljenega dela v centimetrih.

Izmeri ustrezne koli¢ine in izracunaj, kolik$na je masa modela tankerja (vklju¢no s
kerami¢nim dnom). V priblizku lahko ra¢unas, da ima model obliko kvadra (kot da
bi bile stranske stene plavajocega modela navpicne). 1z tega, kar zapises, naj bo jasno
razvidno, kako si dolo¢il(-a) maso modela tankerja.

Z nalivanjem vode v model tankerja (v posodo s kerami¢nim dnom) ugotovi, koliko
mililitrov vode lahko najve¢ prevaza model tankerja, da se pri tem ne potopi za veé
kot do polovice svoje visine.

Koliko milijonov litrov nafte bi lahko prevazal pravi tanker z enako obliko kot jo ima
model, ¢e bi se lahko ugreznil do polovice visine? Pravi tanker bi imel dolZino, $irino in
visino tisockrat vecjo kot model, masa praznega tankerja pa bi bila 100 000 ton. Gostota

k
nafte je 850 mi%’ Tudi v tem primeru lahko ra¢unas s priblizkom, da ima tanker obliko

kvadra.

Priblizno dolo¢i, koliko kubi¢nih centimetrov vode izpodrine model tankerja, ko je
potopljen do polovice viSine, pri emer pa ne mores uporabiti priblizka, da so stranske
stene plavajocega modela navpicne. 1z tega, kar zapises, naj bo jasno razvidno, kako si
dolo¢il(-a) to prostornino.

C2 - eksperimentalna naloga: SESTAVLJANJE VEZJA IN MERJENJE TOKOV

S Sestimi uporniki in ampermetrom A, sestavi osnovno vezje, ki ga kaze shema. Velja:
Ry = Rsin Ry = R; = Rg. Enaki uporniki so oznaceni z enakimi barvnimi obrocki. Pri
sestavljanju vezja uporabi sponke (v to¢kah B, C in D, glej shemo vezja) in mali izvijac.
Ampermeter A, prikljuci v vezje s krokodil¢koma.

(a)

’ )
)

15V
Nato poveZi baterijo in ampermeter A;, ki meri tok /; skozi baterijo. S krokodil¢koma
ju prikljudi v vezje na oznacenih tockah in izmeri tokova I in I, skozi oba ampermetra.
Osnovnega vezja ne spreminjaj.

Izmeri tokove, ko sta baterija in ampermeter A, prikljucena med toc¢kama:

10



meritev 1. 2. 3. 4. 5.

tocki AinB BinC CinD AinC BinD

I [mA]

I, [mA]

Pozor! Med tocki A in D NE prikljuci baterije in ampermetra A, ker je to kratek stik.

Odgovori Se na naslednja vprasanja, ne da bi tokove tudi izmeril.

(b) Koliksen tok tece skozi R; pri 2. meritvi (to¢ki B in C)?
(c) Koliksen tok tece skozi R pri 1. meritvi (tocki A in B)?

(d) Koliksen tok te¢e skozi Rs pri 3. meritvi (tocki C in D)?

57. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
- regijsko tekmovanje

1. letnik

A1l. V tovarni so posodobili opremo in produktivnost je zrasla za 25 %. Ko so odpustili nekaj
delavcev, se je produktivnost zmanjSala za 20 %. Za koliko % se je po obeh spremembah spre-
menila produktivnost v tej tovarni?

(A) Zmanjsala za 5 % (B) Zmanjsala za 2,5 % (C) Zmanjsala za 2 %

(D) Se ni spremenila (E) Povecala za 5 %
A2. Koliksna je vrednost zmnozka z - y, ¢e je 3" = a in a¥ = 817

(A)4 (B)3 (©) 12 (D)0 (E)1
A3. Na sliki je narisano, kako je tekel zajec, ko ga je v megli lovil volk.
Najprej je tekel proti vzhodu, potem se je obrnil desno, ¢ez nekaj ¢asa

je zavil levo in kmalu Se enkrat levo. Po zadnjem zavoju je zajec zopet
tekel proti vzhodu. Koliko je velik kot pri drugem zavoju?

(A) 98° (B) 96° (C) 88° (D) 90° (E) 92°

B1. Naj bosta a in b pozitivni realni stevili, katerih zmnoZzek je 1, vsota njunih kvadratov pa je
4. Izratunaj vrednost izraza a~* + b~3. Rezultat naj bo natancen.

B2. Pravokotnik smo s tremi daljicami razdelili na stiri dele, tako kot 12
je prikazano na sliki. Nato smo nastale §tiri like na novo zlozili v
kvadrat. Koliko je obseg nastalega kvadrata? 9

10 3

B3. Ko je tretjeSolec Benjamin rac¢unal vsoto 1+2+3+...42012, je izpustil nekaj ¢lenov in dobil
napacno vsoto, ki je bila deljiva z 2011. Anika je pri ra¢unanju vsote A = 1+2+3+...4+2013
izpustila povsem enake ¢lene kot Benjamin in dobila napacno vsoto N, ki je bila deljiva z
2014. Kolik$no je razmerje vsot 4?

11



2. letnik

Al. Cesona blagajni kina odprte tri blagajne, morajo obiskovalci za nakup vstopnic ¢akati 15
min. Za koliko minut se skrajsa ¢akalni ¢as, ¢e odprejo Se dve blagajni?

(A)3 (B) 5 (©)6 (D)7 (E) 10
A2. Najbo z = 22013, Koliko je vrednost izraza

1

V2l =7
‘ ‘ Vat+1l+4zx

enaka

(A) -1 (B) 0 O1 (D) 2708 (E)2
A3. V trikotniku ABC se simetrali kota 4 BAC' in kota 4 CBA se- c
kata v to¢ki 7. Oznacimo z v velikost kota <t AC'B. Koliko je velik -
kot  ATB? J

(A) 2v (B) 180° — v (C) 360° — 4y A B

(D) 60° + v (E) 90° + 1

B1. Pois¢i vsa naravna Stevila n oblike n = 23ab16¢, ki imajo same razli¢ne Stevke in so deljiva
z91in 11. Tu so a, b in ¢ Stevke.

B2. Naj bo O izhodis¢e koordinatnega sistema. Tocko A(3, —sTﬁ) zavrtimo okoli O za 20137 v

tocko B. To¢ko B prezrcalimo ¢ez simetralo lihih kvadrantov v to¢ko C'. Izrac¢unaj velikost
kota ¢ AOC.

B3. Dokazi, da za poljubni realni stevili a in b velja neenakost
(a+ab—b*)?+ab*(a+2) > 0.

Kdaj velja enakost?

3. letnik
Al. Za funkcijo fje 3f(x)+ f(—x) = 4sin z cos z za vsako realno Stevilo z. Pois¢i pravilni zapis
funkcije f.
(A) sinz (B) cosz (C) cosxsinx (D) sin 2z (E) cos2x

A2. V kvadrat s stranico 2 nariSemo dva polkroga, katerih premera sta stranici
kvadrata, kot kaZe slika. Kolik$na je plos¢ina neosenéenega dela kvadrata?

(A) 5 (B) 2 ©35+75 D) 3 (E) °F

A3. V Credi so jeleni in kosute. Kosute predstavljajo 55 % ¢rede, njihova masa pa predstavlja
45 % mase celotne ¢rede. Kolik3no je razmerje med povpreéno maso jelena in povpre¢no maso
kosute?

A) % (B) 3 © & D) § (B) 2

B1. Poiséi vse celostevilske resitve enacbe m* + 2n? = 9mn.

12



B2. Poisci vsa realna Stevila z, ki zado$¢ajo enacbi

1
logg, . <§ sin 2:1;) =2
B3. Naj bo ABCDEF pravilni Sestkotnik, P razpolovis¢e stranice AB F_R E
in R razpolovisce stranice EF, kot je prikazano na sliki. Koliksno
je razmerje med plos¢ino Stirikotnika APRF in plos¢ino Stirikotnika
A
B

BCDP? 4 D

C

~

4, letnik

A1l. V posodi imamo 10 kroglic, treh razli¢nih barv: modre, rumene in zelene. V vrsto jih lahko
postavimo na 360 razli¢nih na¢inov. Najvec koliko modrih kroglic je lahko v posodi?

(A) 4 (B)5 Qe (D)7 (E)8
A2. Za funkcijo f vemo, daje f(z) = 2> + 1. Koliko je f<ff(‘8;”)?
(A)z?+z+1 (B) 22 + 22 + 2 (Cz2+1

(D)2 +22+1 (B) 2% +

A3. Poltraka iz oglis¢a A enotskega kvadrata ABC'D razdelita pravi kot na tri enako velike
kote. Eden izmed poltrakov seka stranico BC' v to¢ki T". Koliko je dolga daljica B1?

(A)L (B) 2 ©1 (D) 2 (E) 2

B1. Pois¢i vse Cetverice nenicelnih Stevk a, b, c in d, za katere velja ab20 — 13cd = cdab.

B2. Dokazi, da je vsak tangenten stirikotnik, katerega diagonali se sekata pod pravim kotom,
deltoid.

B3. Zan je zapisal zaporedje stirih pozitivnih realnih stevil. Prvi ¢len zaporedja je bilo tevilo
3, zadnji ¢len pa Stevilo 9. Prvi trije ¢leni so oblikovali geometrijsko zaporedje, zadni trije
¢leni pa aritmeti¢no zaporedje. Dolo¢i vse $tiri ¢lene Zanovega zaporedja.

57. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
- drzavno tekmovanje

1. letnik

1. Poisci vsa prastevila p, ¢ in r, za katera velja p + ¢ = r'.

2. Za realno $tevilo a naj [a] oznacuje najvedje celo $tevilo, ki ni vedje od a. Poisci vsa cela
Stevila y, za katera obstaja realno Stevilo z, da velja [%22] = [\/z] = y.

3. Denimo, da obstajata taki to¢ki D na stranici AB in E na stranici AC trikotnika ABC, da je
|AE| = |ED| = |DB|in |AD| = |DC| = |CB]|. Dolo¢i velikosti kotov trikotnika ABC.
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4. Tabelo velikosti 4 x 4 Zelimo pokriti z dominami oblike

| (lahko tudi zrcaljena ali zasukana),

pri ¢emer se domine lahko prekrivajo ali segajo ¢ez rob tabele. Najman;j koliko domin
potrebujemo?

2. letnik

1. Najvec koliko je lahko najvedji skupni delitelj Stevil 11n +4 in 7n + 2, ¢e je n naravno stevilo?

VMY

2. Naj bo D razpolovisce stranice AB, E preselisce stranice BC' in simetrale kota ZBAC, F'
pa pravokotna projekcija tocke E na stranico AB trikotnika ABC. Denimo, da je ZCDA =
ZACBin |CE| = |BF|. Doloti velikost kotov trikotnika ABC.

3. Naj bo E taka tocka na stranici C'D pravokotnika ABC'D, da je kot ZAEDB pravi in velja
3|EA| = 2|EC|. Dolo¢i razmerje med dolzinama stranic pravokotnika ABCD.

4. V vsakem Sestkotniku neskonénega satovja je zapisano naravno N
Stevilo, ki je enako povpreju Stevil, zapisanih v petih izmed )
sosednjih Sest Sestkotnikov. DokaZi, da so vsa Stevila v satovju
enaka.

3. letnik

1. Poisdi vsa prastevila p in ¢, za katera je p* — ¢% potenca prastevila.
(Stevili 7 in 8 sta potenci prastevila, 6 pa ne.)

2. Za pozitivni realni stevili z in y velja
2013083 = 4logs 2013 jpy log% T+ log% y > 0.

Katero od stevil z in y je vegje?

3. Naj bo D razpolovisce stranice BC, E razpolovisce stranice C'A in T tezis¢e trikotnika ABC.
Premice AT, BT in CT naj sekajo trikotniku ABC' o¢rtano kroznico Se v tockah P, @ in R.
Denimo, da je ZACB = ZRQP. Dokazi, da je stirikotnik DCET tetiven.

4. Tabelo velikosti 4 x 4 Zelimo pokriti z dominami oblike

| (lahko tudi zrcaljena ali zasukana),

pri ¢emer se domine lahko prekrivajo, ne smejo pa segati ¢ez rob tabele. Najmanj koliko
domin potrebujemo?
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. letnik

. Pois¢i vse funkcije f: R\{—1} — R, za katere velja

f@)+fy) = (@ +y+2)f(2)f(y)
zavse x,y € R\{—1}.

. Najvec koliko prastevil lahko vsebuje nekonstantno geometrijsko zaporedje pozitivnih real-
nih Stevil?

. Naj bo K, kroZnica s sredis¢em S; in polmerom r. Naj bo K, kroznica s sredis¢em S, na
kroznici Iy in polmerom %7 Presetis¢e premice 515, s kroznico Ky, ki leZi zunaj kroga,
omejenega s kroznico K;, oznac¢imo z A. Eno izmed presecis¢ kroznic K; in C; oznacimo s
C. Premica AC naj seka kroznico K’y Se v to¢ki D. Naj bo H pravokotna projekcija tocke D
na premico S15,. Dokazi, da tocka H lezi na kroznici /Cs.

. Turnir v namiznem tenisu poteka po naslednjem pravilu. V vsakem krogu v primeru lihega
Stevila tekmovalcev najprej izzrebajo enega, ki se avtomati¢no uvrsti v naslednji krog. Ostale
tekmovalce z Zrebom razporedijo v pare. Tekmovalca vsakega para se pomerita med seboj,
zmagovalec iz vsakega para pa se uvrsti v naslednji krog. Naj f(n) oznacuje Stevilo krogov
na turnirju z n tekmovalci. (Tako je npr. f(5) = 3.) Dolo¢i f(2013) in pois¢i najmanjse
naravno $tevilo n, za katerega je f(n) = f(2013).

Resitve s 33. tekmovanja za zlato Stefanovo priznanje
- drzavno tekmovanje

8. razred

A1 Popolni odboj svetlobe na meji dveh sredstev z razliénima opti¢nima gostotama se
zgodi, ¢e na to mejo vpada svetloba iz sredstva z vedjo opti¢no gostoto (vode) pri vpad-
nem kotu, ki je vedji od mejnega kota za popolni odboj. Tak primer kaZe slika (C).

A2 S slike (a), ki kaZe obsijana dela Zemlje in Lune, lahko ugotovimo, da leZijo Zemlja,
Luna in Sonce v ravnini, ki je vzporedna zveznici med Zemljo in Luno ter je pravokotna
na sliko. Zemljo, Luno in smer son¢nih Zarkov nariSemo v tej ravnini, kot kaZe slika

(b).

S?(galtee(iit?) I‘Sa:;‘;;o’ &r&ner soné¢nih Zarkov
Zemlja in Luna \\A~

\ _--"""~~_ _ zadnji

O/mlaj Q\kra]ec

zveznica

1
Z-L zveznica !
Luna _
Zemlja 2L \ ; Luna

@ (b) @. ~Fip
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A3

A4

A5

B1

Predpona femtoje peta v vrsti, kar pomeni, da zniZa enoto petkrat zapored na tisocino,
torej ustreza mnozenju s faktorjem (1072)® = 1075, Femtoparsec = 107'% - 3,26 sv.l. =
1071 3,26 - 9,5 - 10" m = 31 m in pribliZno ustreza razdalji z, ki jo svetloba prepotuje
v 100 nanosekundah, z = ¢- 100ns = 3 - 10® % -100-107%s = 30m.

Gladina se hitreje dviga, Ce je vaza oZja. Graf kaze, da se gladina pocasneje dviga na
zaCetku in na koncu nalivanja in hitreje vimes, kar pomeni, da je vaza pri dnu in vrhu
Siroka, v sredini pa ozka. To je vaza (C).

Ko kocko razreZemo na osem manjsih, je sila F,,, s katero posamezna manjsa kocka
pritiska na mizo, po velikosti enaka osmini teZe velike kocke F,,. Plos¢ina ploskve, s
katero posamezna manj$a kocka pritiska na mizo S,,, pa je Cetrtina plosc¢ine osnovne
ploskve velike kocke S,,. Za tlak velike kocke na mizo velja

F
» = — = 800 Pa.
P S, a

Za tlak posamezne manjse kocke na mizo velja
F, F,-4 F,
S» 8.8, 2-85,
(a) Nace se povzpne za hy = 800 m v ¢asu ¢y = 1 ura in 20 minut = 80 minut, pri Ce-

mer se njegova visina enakomerno spreminja s ¢asom. To pomeni, da je Nacetova
hitrost v navpi¢ni smeri

= 400 Pa.

Pm =

_he  800m m

UNt = = = .
ty  80min min
(b) Na sliki izmerimo dolZino strmega dela poti, s; = 4,8 cm, in ugotovimo, da je
enako dolga kot je v merilu slike prikazana visina gore, iy = 800 m. DolZina
strmega dela Nacetove poti je torej sy, = 800 m. DolZina poloZnejsega dela poti
na sliki pa meri s, = 3,6 cm, kar ustreza % visine gore, sy, = 600 m. V celoti je
Nacetova pot dolga sy = sy,s + sy, = 800m + 600m = 1400 m.

(c) Za vsakih 10 m visinske razlike potrebuje Nace 1 minuto. Visinska razlika, ki jo
opravi na strmem delu poti, je hs = 567 m (preberemo s slike), za kar potrebuje
¢as tys = 56,7 minut. Strmi del poti meri sy, = 800 m, zato je Nacetova hitrost
na tem delu poti

SN.s 800 m

m m
= = =1411—— =0235—.
U tys  56,7min min s

Za polozni del poti sy, = 600 m potrebuje Nace ¢as ty, =ty — ty,, = 23,3 minut,
njegova hitrost na tem delu je
SNp 600m

=N T 9575 —— — 0420 .
tnp  23,3min "“min s

UN,p

(d) Dolzina Jelkine poti je dvakrat toliksna, kot je dolzina Nacetove poti. Na vsakem
odseku Nacetove poti, omejenem s presecisci z Jelkino potjo, je Jelkina pot na tem
delu pobodja dolga za dve stranici enakostrani¢nega trikotnika, Nacetova pa za

eno. Jelkina pot je v celoti dolga s; = 2 - sy = 2800 m.

(e) Jelkahodi s stalno hitrostjo, vrh doseze v ¢asu ¢; = 2 uriin pol = 150 minut. Njena
hitrost je
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B2 (a)

(b)

S 2800 m m m

=27 = 18,67 —— = 0,311 —.

v t;  150min 8,6 min 0,3 s

Strmi del Jelkine poti meri dvakrat toliko, kot meri strmi del Nacetove poti, s, =
2 sn,s = 1600 m. Jelka ga prehodi v ¢asu

s = = 1000m - min 601(;?7'mmm — 85,7min.
Jelka prehodi strmi del poti v ¢asu t;, = 85,7 min. V tem ¢asu se dvigne za h, =
567 m, kar pomeni, da je njena hitrost na strmem delu v navpi¢ni smeri
hs 567m
t;s  8,7min

Vit = 6,61 —— — 0,11 =

m S
PolozZni del poti z visinsko razliko h, = hy — hs = 233 m prehodi Jelka v Casu
typ =t;—t;s = 64,3 min. Njena hitrost v navpi¢ni smeri je na poloZnem delu poti

h,  233m
typ, 643min
Na Tino in njeni smucki delujejo med njeno voznjo z vle¢nico sila vle¢nice (vle¢-
nega kroznika), teZa, sila trenja ter sila podlage, pravokotna na podlago. Ker se
Tina giblje pocasi, lahko zra¢ni upor zanemarimo.

Tina se giblje s stalno hitrostjo, torej je rezultanta vseh sil, ki delujejo nanjo, enaka
0.

Pri dolocanju stati¢ne in dinami¢ne komponente teZe na klancu si pomagamo z
nacrtovanjem. TeZo nariSemo v dolo¢enem merilu: velikost teZe je 750 N, na sliki
je prikazana s 7,5 cm dolgo usmerjeno daljico ﬁq. Razstavimo jo na komponenti
Fy (vzporedno klancu) in F, | (pravokotno na klanec). Izmerimo dolZini obeh
komponent in ju prera¢unamo glede na izbrano merilo, za njuni velikosti dobimo
F, 1 =724 N(£20N)in Fy = 194 N (£ 20 N).

it = 3,62 —— = 0,060 — .
m S
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(d)

(e)

()

(g)

Cl (a)

(b)

Vlec¢ni kroznik (vle¢nica) deluje na Tino s silo F, v smeri vrvi, na katero je vle¢ni
kroznik pripet. Sile na Tino so v ravnovesju: vsoto dinami¢ne komponente teze
Fy in sile trenja F, uravnovesi podlagi vzporedna komponenta sile vle¢nice na
Tino £, kimeri F, | = [, + Fq = 80N + 194N = 274 N (£ 20 N). Narisemo da-
ljico I, | ustrezne dolZine (2,74 cm), vzporedno podlagi in s prijemaliséem v tocki,
Kkjer je vrv pripeta na vlecni krozZnik, ter od njenega krajis¢a potegnemo pravoko-
tnico na podlago do vrvi vle¢nice. Zdaj lahko nariSemo $e silo vle¢nega kroznika
]31,, izmerimo njeno dolZino in dobimo F, = 317 N (20 N).

V smeri, ki je pravokotna na podlago, deluje podlaga na Tino s silo F, |, ki sku-
paj s pravokotno komponento sile vle¢nega kroZnika ), |, ki meri 158 N (£ 20 N)
(izmerimo s slike in prera¢unamo glede na merilo), uravnovesi statino kompo-
nento teze F; , I, | + F, | = F, . Za velikost sile podlage dobimo £, | =
724N — 158N = 566 N (20 N).

Smucki pritiskata na podlago s pravokotno silo, ki je po velikosti enaka pravo-
kotni sili podlage, Fi,, = F, 1 = 566 N. Ploi¢ina drsnih ploskev Tininih smuck
je 2 - 1400 cm? = 2800 cm?, v stiku s podlago je 90% drsnih ploskev, S, = 0,9 -
2800cm? = 2520 cm?. Smucki delujeta na podlago s povpre¢nim tlakom

ES'TIL _ 566 N
Sem  2520cm?
Polmer vle¢nega kroznika je r = 8 cm, njegova ploscina je S, = 201 cm?. Plog¢ino
ocenimo tako, da prestejemo kvadratke v kvadratni mreZi, ki jih zasede krog.

= 2246Pa £ 80Pa.

1]

Sila, s katero vle¢ni kroznik deluje na Tino v smeri, pravokotni na kroznik, je sila
F,,. Povpredcni tlak, s katerim deluje vle¢ni kroZnik na Tino, je

__F, 317N
bo = S, 201 cm?
Rezultati meritev so v tabeli skupaj z dopustnimi

napakami meritev. lega d [mm]
predmeta | (o = 0°)

= 15,8kPa + 2kPa.

D1 30+3

P2 3T+£3

D3 43 £+ 3
Rezultati meritev so v tabeli skupaj z dopustnimi - o]

napakami meritev. Po dogovoru o predznaku

kota so izmerjene vrednosti kotov negativne. predmeta | (d =0)

j21 —-13+£1
D2 —-16+£1
D3 -19+1
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(b) Rezultati meritev so v tabeli skupaj z dopustnimi napakami meritev.

a | di [mm] | dy [mm] | d3 [mm] dy 1 dy dy : ds di i ds

5° 444+ 3 52+5 61+5 | 085+£0,15|0,854+0,17 | 0,72 £ 0,12
10°| 62+£5 72+5 8§7+5 |0,86+0,14 | 0,83+0,11 | 0,71 £ 0,11
15 89+£5 | 105+£10 | 136 =10 | 0,85 £ 0,14 | 0,65 £ 0,10 | 0,65 £ 0,10

(c) V koordinatni sistem vriS§emo merske tocke, za katere Ze imamo podatke iz prej-
$njih meritev pri tej nalogi. Pois¢emo kot, pri katerem seka premica, na kateri sta
poravnani slika predmeta in srediS$¢na bucika, os = v tocki A, ter dolo¢imo raz-
daljo med koordinatnim izhodis¢em in to¢ko A. Nato po lastni presoji napravimo
Se kaksno dodatno meritev, na primer pri kotu 20°. VriSemo v graf Se te dodatne
tocke ter jih poveZemo s krivuljo, ki se to¢kam najbolj prilega.

@ d; [mm] | opombe
0° 30+ 3 | iz meritev pri (a)
5° 44+ 3 | iz meritev pri (c)
10° 6245 | iz meritev pri (c)
15° 8945 | iz meritev pri (c)
20° 137 4+ 10 | dodatna meritev, lahko drugi kot, lahko ve¢ meritev
23° £2°| 18341 | meritev kota za presecisce premice z osjo = v tocki A
dy [mm]
150 4
100 +
50 +
0 5 10 15 20

o)

al°]

C2 (a) Izmerjeni Casi petih nihajev ¢5 pri razli¢nih zacetnih odmikih so zapisani v tabeli.
Cas polovice nihaja ¢/, je desetina ¢asa t.
Pri zadetnem kotu odmika « je pot s, ki jo utez opravi v pol nihaja, enaka dolZini
kroZnega loka nad kotom /3 = 2-aq (nihalo gre v pol nihaja od ene do druge skrajne
lege). Ce ustreza polnemu krogu (« = 360°) s polmerom 7, obseg ob = 6,28 - 14,
ustreza delu obsega (loku) nad kotom § premosorazmerno krajsi lok, velja
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(b)

(©

B

* 7 3600

. 6,28 Ty

Dolzina poti uteZi s je za
vsak 8 = 2 - o izraCunana
in vpisana v tabelo.
V zadnjem stolpcu tabele je
izratunana povpre¢na hit-
rost uteZi v pol nihaja,

_ S

v=—".
t1/2

. = 0,250 m
kot odmika | t5 | ti9 s v
o | 08| I8l | feml | [
20° 510051 | 174 | 342 + 4,0
A40° 531053 | 349 | 658 + 7.0
60° 5,5 10,65 | 52,3 | 95,2 = 10,0
80° 5,8 10,88 | 69,8 | 120,3 £ 12,0

Pri¢akujemo, da tekmovalci izmerijo ¢as 10 nihajev z absolutno natan¢nostjo 0,5 s.
Izmerjeni ¢asi ¢/, lahko odstopajo od ¢asov v tabeli za +0,05 s.

Rezultati meritev za dol-
zino nihala r, = 0,75 m so
v tabeli.

Pricakujemo, da tek-
movalci izmerijo ¢as 10
nihajev z absolutno na-
tan¢nostjo 0,5 s. Izmerjeni
Casi ti/ lahko odsto-
pajo od casov v tabeli za
+0,05s.

r; = 0,750 m
kot odmika | t5 | ti), s v
o |0l | 8] | fem] ||
20° 8,8 10,88 | 52,3 59,5 + 4,0
40° 9,0 1 0,90 | 104,7 | 116,3 £ 7,0
60° 9.3 10,93 | 157,0 | 168.8 + 10,0
80° 9.9 0,99 | 2093 | 2114 + 12,0

V koordinatni sistem vriSemo vse merske to¢ke za obe dolZini nihala in $e dodatno
to¢ko v izhodis¢u koordinatnega sistema: v primeru, ko je oy = 0, nihalo miruje
inje tudi povpre¢na hitrost enaka 0. Tocke poveZemo z gladkima krivuljama, ki se
to¢kam najbolj prilegata; krivulji sekata koordinatno izhodisée (in nista premici).
Graf za nihalo z dolZino r; je narisan z modro ¢rto, graf za nihalo z dolzino 7, je

narisan z rdeco ¢rto.
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(d) Na levi strani je zacetni kot odmika

100 - =]
T
//
50
P
0 20 40

nihala oy = 40°, nihalo ima dolZino
r3 = 0,500 m. Na desni strani ima ni-
halo dolZino r; = 0,250 m, najvedji kot
odmika 3, pa dolo¢imo iz podatka, da
je nihalo v obeh skrajnih legah na isti
vigini. Na sliki izmerimo S, = 58°.

Polovica nihaja opisanega nihala je sestavljena iz ¢etrtine nihaja (polovice od pol
nihaja) nihala z dolZino r; in najvedjim kotom odmika « in Cetrtine nihaja (polo-
vice od pol nihaja) nihala z dolZino r; in najvedjim kotom odmika /. To pomeni,
da je ¢as za pol nihaja

1 1
lip = §t1/2,r3 + itl/Z,rl .

Casat, /2,03 Ity 2,5, 1lahko izmerimo (merimo ¢as za 5 nihajev pri dolZinah nihala
in kotu zacetnega odmika (3 ter 73 in kotu zacetnega odmika «). Dobimo ¢, J20s =
0,748 +0,055, t1/2,,, = 0,558 0,05 sint;/, = 0,658 £0,10s.
Druga mozZnost je, da upostevamo, daje 5y ~ 60°, kar ustreza eni od Ze opravljenih
meritev. Iz tabele z rezultati meritev preberemo ¢, 5, = 0,555 £0,05s. Zanihalo z
dolZino r3 in kotom zacetnega odmika ay = 40° pa lahko ocenimo ¢as za polovico
nihaja kot srednjo vrednost ¢asov za polovico nihaja nihal z dolZinama r; in ry
pri istem kotu zacetnega odmika, ker je r3 srednja vrednost med 7 in 7. To je le
priblizna ocena, dobimo t/2,, = 0,72 sin ¢, =~ 0,64s £ 0,10s.
Pot za pol nihaja je

5=5, + 5,
kjer dolZini lokov s,, pri dolZini nihala r in kotu , ter s,, pri dolZini nihala r3 in
kotu ag izra¢unamo, dobimo s,, = 25,3 cm, s,, = 34,9 in s = 60,2 cm.
Povpre¢no hitrost nihala izra¢unamo, kot obicajno,
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v =

s 60,2 cm

cm cm
—_— = =941— + 15 —.
t1/2 0,64s £ 0,10s S S

9. razred

A1 Moc je razmerje med opravljenim delom in ¢asom, v katerem je delo opravljeno. Delo
opravlja sila, s katero dvigujemo breme in ki je po velikosti enaka teZi bremena. Velja

A _F-h _m-g-h _33000funtov - g-1cevelj

t t t 1 min
_ 33000 0745412g ~10m -0,3048m _ T61IW
s?-60s
A2 V desnem kraku U-cevke je na vrhu jedilno olje, ki je redkejse od vode, kar ugotovimo
s slike. V tem kraku z naras¢anjem globine od gladine tlak narasca, a skozi olje narasca

pocasneje kot skozi vodo.

P =

A3 Pri zaporedni vezavi elementov tece skozi vse elemente isti tok.

A4 Votla krogla na gladini vode plava, kar pomeni, da vzgon na kroglo uravnovesi njeno
teZo. Iz tega sledi, da je masa krogle m enaka masi izpodrinjene vode M;. Tehtnica
pokaze skupno maso vse vode v posodi in maso krogle, M +m = M + M;.

A5 Ceje tlak v zraénici velik, je izguba mehanske energija manjsa, ¢e je tlak manjsi, je iz-
guba mehanske energije vedja. Gorski kolesarji pred spustom po grbinasti poti zmanj-
Sajo tlak v zra¢nicah svojih koles in s tem povecajo izgube mehanske energije. Plas¢i se
zato manj prozno odbijajo od podlage, kolesa manj poskakujejo.

Bl (a) Adatece s hitrostjo 12 % =0,2 % in pretece en krog, ki meri 1 km, v dvanajstini

ure = 5 min. Sara tece s hitrostjo 10 Tm = 0,16 kim in pretece en krog v desetini

min
ure = 6 min. Graf Adine lege je narisan s sklenjeno ¢rto, graf Sarine s prekinjeno.

2 [km]

1+ 11.srecanje

Y t [min]
30

(b) Najlazje stevilo srecanj dolo¢imo iz grafa; od zacetka do konca teka se srecata 11—
krat (zadnje, 11. srecanje se zgodi prav na koncu teka).

(c) Cast =0 je trenutek, ko Ada in Sara s tekom pri¢neta. Prvic se srecata v trenutku
t1, ko skupaj preteceta to¢no 1 krog z obsegom ob = 1 km. Velja

Vgt +vg-tg = ob
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odkoder lahko izra¢unamo ¢as 1. sre¢anja
b ob 1lkm -h

A va+vs  22km

Srecata se pri zy = v4 - t; = 0,54 km.

=0,045h = 2,72min.

(d) Najbolj enostavno se to, s kom tece Neli, vidi iz grafa pri podvprasanju (f). Na
Sestih odsekih Neli spremlja Ado, na petih odsekih spremlja Saro. Na vsakem od-
seku tece s svojo spremljevanko do naslednjega srecanja. Casi med srecanji so vsi
enaki ¢;. Odseki, na katerih spremlja Ado, merijo z;, odseki, na katerih spremlja
Saro, pa merijo ob — z;. Pot, ki jo Neli opravi v pol ure, je

sy=6-214+5-(0b—z1)=6-054km+5-(1km —0,54km) = 5,54km .
Sicer pa Neli pretece enako stevilo odsekov kot je med tekom sre¢anj med Ado in

Saro, 11. Ker zac¢ne s spremljanjem Ade, s spremljanjem Ade tudi konca. Z Ado
torej tece 6—krat in s Saro 5—krat.

(e) Neli te¢e pol ure, t, = 30 min. Nelina povprecna hitrost je

_ sy 5,54km __ km __km
iy=-—=———=0,184 — =11,09 —.
ts 30 min min h
(f) Graf Neline lege v odvisnosti od ¢asa je narisan z rdeco sklenjeno ¢rto.
2 [km]
14 N N N N
\ \ \ \
AY AY AY AY
\ Ay Ay
AY AY \
AY \
\ N
AY
\
0,5
\
\
Y A
\ Ay
AY AY AY
A Ay Ay
\ \ \ AN
\ \ \ \ .
— — / A / S Y t [min
0 10 20 30

B2 Ker ni receno drugace, domnevamo, da so merilni inStrumenti idealni. Notranji upor
idealnega ampermetra je 0, notranji upor idealnega voltmetra je co. Za lazZjo predstavo,
kaksna so narisana vezja, lahko odmislimo vse voltmetre in ampermetre: v mislih zbri-
Semo veje z voltmetri in ¢ez ampermetre nariSemo Zice.

(a) V vezju sta zaporedno vezana dva enaka porab-
nika. Na vsakem je polovica napetosti vira, U =
6 V. Ce pri napetosti 12 V tece skozi porabnik
tok 120 mA, tece pri napetosti 6 V pol manjsi tok
I =60 mA.

(b) V vezju sta zaporedno vezana dva enaka porab-
nika in dva enaka vira. Skupna gonilna napetost
je 24 V. Na vsakem porabniku je polovica gonilne
napetosti, U = 12 V. Pri napetosti 12 V tece skozi

porabnik tok I = 120 mA.




C1

(©)

(d)

(e)

(a)

(b)

Vira sta vezana nasproti, skozi vezje tok ne tece,

I = 0. Ker skozi porabnika tok ne tece, je na-

petost, ki jo meri voltmeter V;, enaka U; = 0.

Voltmeter V, meri napetost enega vira in zato je |—|
Uy =12V.

Voltmeter V; meri gonilni napetosti obeh posameznih
virov, U; = 12 V. Skozi porabnik tok ne tece, / = 0
(mimo porabnika je speljan kratek stik). Napetost na
porabniku je 0. Voltmeter V, meri skupno napetost
vira (12 V) in porabnika (0), kaze U, = 12 V.

:

=

Skupna gonilna napetost dveh zaporedno vezanih vi-
rov je 24 V. Skozi vira in skozi levi upornik tece isti
tok I, ki ga meri ampermeter A,. Skozi vzporedno
vezana enaka upornika teceta enaka tokova, ki merita
vsak pol toka ;. Enega od teh dveh tokov meri am-
permeter Ay, I; = 1I,. Ker sta napetost na posame-
znem porabniku in tok skozenj premosorazmerna, je —|:|—
napetost na vzporedno vezanih porabnikih (ki jo meri
voltmeter V,) pol toliksna kot je napetost na levem po- HHEF—
rabniku (ki jo meri voltmeter V,), U, = %Ul. Vsota
Uy + Uy = 3U; je enaka skupni napetosti virov 24 V,
odkoder dobimo U, = 8 Vin U; = 16 V. Tokova sta
I, =80 mA in [, = 160 mA.

Posodo s kerami¢nim dnom postavimo na vodno gladino in na merilu preberemo,
da se je model potopil priblizno h; = 1,1 cm globoko. Sila vzgona je po velikosti
enaka teZi, zato je masa modela enaka masi izpodrinjene vode

[ ]
L1

my=p,-Vi=1 -126cm® = 126g £30g.

cm?
Zaradi nenatanc¢nosti pri od¢itavanju je dovoljeno odstopanje £30 g.

Z merilnim valjem nalivamo vodo v model (v posodo s kerami¢nim dnom) in
ugotovimo, da model potone do polovice visine (pribliZzno do 2,4 cm), ko vanj
nalijemo priblizno 160 ml vode, dovoljeno odstopanje £30 ml.

Ko bi se pravi tanker z enako obliko, kot jo ima model, a tisockrat daljSimi dolZi-
nami robov, ugreznil do polovice svoje viSine, bi izpodrinil maso vode
k:
Mg = py-G1-by-cp = 1000;%-127m-90m~24m:
274000 000 kg = 274 000 ton = 50 000 ton .
Tanker plava na vodi, masa izpodrinjene vode je enaka vsoti mase praznega tan-
kerja (mp = 100000 ton) in mase nafte m,. Masa nafte je m, = my — mg =
174000 ton £52 000 ton.
Prostornina nafte je
m 174000000kg - m? . .
v, = - &M~ 205000m® + 60000m? =
Pn 850 kg

= 205-10%litrov =+ 60 - 10° litrov .
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Pravi tanker bi lahko prevaZal 205 milijonov litrov nafte, dovoljena napaka je 60
milijonov litrov nafte.

(d) Prostornino izpodrinjene vode, ko je model potopljen do polovice visine, najlazje
dolo¢imo z merjenjem. Model (brez kerami¢nega dna) postavimo na vodoravno
podlago, vanj nalijemo vodo do visine 2,4 cm in z merilnim valjem izmerimo pro-
stornino vode. Dobimo priblizno 300 ml, dovoljeno odstopanje +40 ml.

Zahtevano prostornino lahko tudi priblizno izra¢unamo. Visino 2,4 cm pomno-
Zimo s ploséino na Cetrtini visSine modela. Izmerjeni dolZina in Sirina na dnu sta
12,7 cm in 9,0 cm, na vrhu pa 13,8 cm in 10,1 cm. Na sredini sta 13,25 cm in 9,55
cm, kar smo izra¢unali s povpre¢nima vrednostma dolZin in Sirin. Na ¢etrtini vi-
Sine pa sta dolZina in $irina 13,0 cm in 9,3 cm, zopet izra¢unano iz povpreénih
vrednosti dolZin in $irin. Prostornina spodnje polovice modela je torej priblizno
Vi =13,0cm -9,3cm -2,4cm = 290 cm? z dovoljenim odstopanjem 40 cm®. Mozne
so tudi drugacne reSitve.

C2 (a) Izmerjeni tokovi so zapisani v tabeli.

meritev 1. 2. 3. 4. 5.

toc¢ki AinB BinC CinD AinC BinD

I, [mA] 6,9 6,9 6,9 6,7 6,7

I, [mA] 2.3 2,3 2,3 44 4,4

Zaradineenakih ampermetrov in baterij so dovoljena odstopanja +0,4 mA, vendar
naj bo razvidna enakost vrednosti pri 1., 2. in 3. meritvi ter pri 4. in 5. meritvi, pri
Cemer se ti tokovi lahko med seboj razlikujejo za najve¢ 0,2 mA.

(b) Tok skozi upornik R, kaze ampermeter Ay, Ir, = I» o = 2,3 mA.

(c) Ker staupornika R; in R; enaka, je I, polovica toka, ki ga kaze Ay, I, = %12, AB =
1,15 mA.

(d) Skozi upornike R,, R; in Rg teCe skupaj tok, ki je enak razliki tokov, ki ju kaZeta
ampermetra A; in Ay, torej 4,6 mA. Ker so uporniki enaki, tece skozi vsakega od
njih tretjina tega toka, velja Ig, = §(I1,cp—Iocp) = 54,6 MA = 1,53 mA.

Resitve s 57. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije
- regijsko tekmovanje

1. letnik

A1. Ce so na zatetku v tovarni izdelali = izdelkov, potem so po posodobitvi opreme izde-

lali 12 . 7 izdelkov, po odpustanju pa £ - 12 .5 = z jzdelkov. Stevilo kon¢nih izdelkov

100 * 100
se torej ni spremenilo. Pravilen odgovor je D.

A2. Kerje 81 = a¥ = (3%)¥ = 3*%, je vy = 4. Pravilen odgovor je torej A.
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A3.

B1.

B2.

B3.

Prvi in zadnji del poti zajca sta si vzporedni. Ce doriemo vzporednico e skozi drugi
zavoj, je zaradi vzporednosti o = 44° in § = 180° — 132° = 48°. Kot pri drugem zavoju
je torej enak o + 3 = 92°. Pravilen odgovor je E.

Kerje a® +b* = 4inab = 1,je (a + b)? = a> + b* + 2ab = 4 + 2 = 6 oziroma a + b = /6,
saj sta a in b pozitivni Stevili. Sledi

1 17(13+b37((L+b)3—3(lb(a+b)76\[—3-1-\/673\/6

@B d a’b? B 1 B ’
Privzemimo oznake s skice. Po Pitagorovem izreku je y = T 12
V152 =92 = /144 = 12 Iz podobnosti obeh levih pravokotnih
trikotnikov sledi { = % oziroma # = ¥ = 4. Pravokotnik ima ¢
torej stranici dolgi 9 in 16, torej je njegova plos¢ina 144. Torej 10 3
bo tudi plos¢ina kvadrata enaka 144. Zato bo stranica kvadrata
dolga 12, obseg kvadrata pa bo 48.

Oznacimo vsoto ¢lenov, ki jih Benjamin izpustil z z. Kerje 1 +2 43 + ... 42012 =
20122013 — 1006 - 2013, je Benjamin za rezultat dobil 1006 - 2013 — z. Torej obstaja
nenegativno celo Stevilo m, daje 1006 - 2013 — x = 2011m. Kerje A=1+2+3+... +
2013 = 20132014 — 2013 - 1007, je Anika za rezultat dobila N' = 2013 - 1007 — z. Torej
obstaja nenegativno celo stevilo n, da je 2013 - 1007 — = 2014n. Ce iz obeh enakosti
izrazimo z in rezultata izena¢imo, dobimo 1006 - 2013 — 2011m = 2013 - 1007 — 2014n
oziroma 2014n—2011m —2013 = 0. Slednjo enakost lahko preuredimo v 2011(n—m) =
2013 — 3n. Ker je 2014n = 2013 - 1007 — 2 < 2013 - 1007, je n < 222407 < 1007. Torej
je —1008 < 2013 — 3n < 2013. Hkrati je 2013 — 3n deljivo s 3 in iz enakosti sledi, da
je deljivo tudi z 2011. Edina moZnost je torej 2013 — 3n = 0 oziroma n = 671. Od tod
N 2014n 2014671 _ 2

1Zracunamo 7 = 55137007 — 20131007  3°

2. letnik

Al.

A2,

A3.

B1.

Ce so odprte 3 blagajne j je takalni ¢as 15 min. Ce je odprta 1 blaga]na je ¢akalni ¢as
3-krat dalj$i, torej 45 min. Ce je odprtih 5 blagajn, je ¢akalni ¢as 2 = 9 min. Ce odprejo
$e dve blagajni se torej cakalm Cas skrajs$a za 15 — 9 = 6 min. Pravilen odgovor je C.

Ko izraz damo na skupni imenovalec in preuredimo, dobimo

(x+\/x2+1)(xf\/x2+l)+17(1:27(x2+1))+1:

Vat+1l+x vVat+1l+z

Pravilen odgovor je B.

Velja ¢ ATB = 180° — 4 BAT — TBA = 180° — ¢ — £ = 180° — L(a + ). Ker je
a+ B+~ =180°je a+ = 180° — 7. Torej je ¥ AT B = 180° — 1(180° — ) = 90° + 7
Pravilen odgovor je E.

Stevilo n je deljivo z 99. Zapisemo lahko
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B2.

B3.

n = 23abl - 100 + 60 + ¢ = 23abl - 99 + 23abl + 60 + ¢ =
= 23abl-99 +23a- 100 + 10b+ 1+ 60 + ¢ =
= (23abl-99+ 23a)-99 4 23a + 10b+ ¢ + 61 =
= (23abl-99 + 23a) - 99 + 230 + a + 10b+ ¢ + 61 =
(23ab1 - 99 + 23a +2) - 99 + a + 10b + ¢ + 93,

torej 99 deli @ + 100 + ¢+ 93. Ker so ¢, b in c razli¢ne $tevke, ki niso enake 1, 2, 3 ali 6, je
a+10b+c > 44045 = 9in a+100+c < 7+904+8 = 105, torejje 102 < a+10b+c+93 < 198.
Ker paje a + 10b + ¢ + 93 deljivo z 99, mora biti a + 100 + ¢ + 93 = 198, od koder sledi
b=9in {a,c} = {7,8}. Imamo torej dve resitvi, n = 2379168 in n = 2389167.

2. nadin. Z uporabo kriterija za deljivost z 9 in 11, dobimo, da mora biti 2+3+a+ b+
14+6+c = a+b+c+12deljivoz 9in 2—3+a—b+1—6+c = a—b+c—6 deljivo z 11. Ker so
a, bin c razli¢ne Stevke, ki niso enake 1,2,3ali6,jea+b+c+12 <94+8+7+12 = 36in

a+b+c+12 > 04+445+12 = 21, torej je a+b+c+ 12 lahko enako le 27 ali 36. Podobno
jea—b+c—6<9—0+8—6=11ina—b+c—6>0—-9+4—6= —11,torejje a—b+c—6
lahko enako le —11,0ali 11. Od tod sledi, daje (a +b+c+12) — (a—b+c—6) = 20+ 18
lahko enako le 16,25, 27, 36, 38, 47. Ker pa je 2b + 18 sodo $tevilo med 18 in 36, mora
biti enako 36, hkrati pa od tod sledia + b+ ¢+ 12 = 36ina — b+ ¢ — 6 = 0. Torej je
b=9ina+ ¢ = 15. Ker sta a in ¢ razli¢ni od b, mora biti {a, ¢} = {7,8}. Imamo torej
dve resitvi, n = 2379168 in n = 2389167.

Koordinati totke B sta (—3,%Y3), koordinati totke B _sd-__ ,
C pa (23, -3). Vse tri totke leZijo na kroznici s - \ 4t \\\//
sredis¢em v O in polmerom 5. Iz vrednosti kotnih )/ 3+ // AN
funkcij sin(—30°) = —1 in cos(—30°) = ¥ razbe- / XL \
remo, da OC' oklepa s pozitivhim poltrakom absci- / NT J ‘,
sne osi kot 30°. Podobno iz sin(—60°) = —7in 14 . U N '5%

‘ ko432 g | 2N\3 4
cos(—60°) = ? sledi, da OA oklepa s pozitivnim i //'}i /
poltrakom abscisne osi kot 60°. Od tod izratunamo N ¥e:
JAOC = 30°. W07 /

, \\ 4 -+ 7
, S g
2. naéin. Po formuli za razdaljo med dvema to¢kama izratunamo |OA| = 5, |OC| =5
in |AC| = 1/25(2 — v/3). Od tod po kosinusnem izreku sledi
OA?+|OC)? — |AC|? 25+ 25 —25(2 — /3 3
(3 A0C) = [OAP +IOCP —JACP _ 25 +25 252 - v8) _ V3
2|0A||0C] 100 2
torej je ¢ AOC = 30°.
Levo stran neenakosti zmnozimo, da dobimo a? + a?b?® + b* + 2a%b — 2ab® + a2b%. Ta

izraz lahko preoblikujemo v a*(1 + b)* + b*(b — a)?, od koder Zeljena neenakost o&itno
sledi. Hkrati vidimo, da enakost velja natanko tedaj, kojea =b=0alia = b= —1.
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3. letnik

Al.

A2,

A3.

B1.

B2.

B3.

4

Iz enakosti izrazimo f(z) = §sina cosz —  f(—x). Ce v enakost vstavimo —z namesto

x in upostevamo, da je sinus liha funkc1]a cosinus pa soda funkcija, dobimo f(—z) =
4

3sin(—x) cos(—x) — 5 f(x) = —3 sinz cosz— 3 f(z). Ko slednje vstavimo v prvo enakost,

dobimo f(z) = §sinzcosz — i(—3sinzcosz — §f(x)) = (5 + 5)sinzcosz + §f(x).
Enakost preurechmo v 8 f(z) = Wsinz cosz. Od tod sledi f(z) = 2sinz cosa = sin 2.

9
Pravilen odgovor je D.

Ce na skici dorisemo obe diagonali, opazimo, da imajo kosi A4, B, C'in
D enake plosc¢ine. Plos¢ina neosencenega dela kvadrata je zato enaka
polovici plos¢ine kvadrata, to je 5 = 2. Pravilen odgovor je B.

Denimo, da j ]e v Credi skupa] x Zivali s skupno tezo y. Potem je v &redi 22z kosut s

100

skupno tezo 1%07/ in 757 jelenov s skupno tezo £%y. Povpretna teZa kosute je torej

55 45 . 11y v o .
oy 11100 o 11Jﬁélpovprecna teZa jelena pa 55y © 157 = Povpreta teZa jelena je
torej o : ;- = 47 -krat ve¢ja od povprecne teZe koSute. Pravﬂen odgovor je C.

Ce je par (m, n) reitev enacbe, potem je resitev enatbe tudi par (—m, —n), zato lahko
predpostavimo, da je m nenegtiven. Enatbo preoblikujemo v 2n* — 9mn +m* = 0injo
pogledamo kot kvadratno enatbo v n. Njena diskriminanta je 81/m* — 8m*. Ce naj ima
kvadratna enacba celostevilsko resitev, mora biti njena diskriminanta popoln kvadrat.
Torej je 81 — 8m? popoln kvadrat. V posebnem mora biti 81 — 8m? > 0, torej je m < 3.
Preverimo lahko, da je 81 — 8m? popoln kvadrat zam = 0, m = 2inm = 3. Prim = 0
je resitev kvadratne enatbe n = 0, pri m = 2 stareSitvin = linn = 8, prim = 3
pa je edina celostevilska resitev n = 9. Vse celostevilske resitve enacbe so torej pari
(=3,-9), (-2,-8),(-2,-1),(0,0), (2,1), (2,8) in (3,9).

Ker mora biti osnova logaritma pozitivna in razli¢cna od 1, je sinz > 0 in sinz # 1.
Poleg tega mora biti § sin 2z > 0, saj je logaritem definiran le za pozitivna tevila. Ceto
velja, lahko z upostevanjem definicije logaritma enacbo preoblikujemo v ekvivalentno
enacbo sin’z = 1sin2z = sinzcosx oziroma sinz(sinx — cosz) = 0. Ker mora biti
sinz > 0, sledi sinz — cosz = 0. Ce bi bil cosz = 0, bi moral biti tudi sinz = 0, kar
pa ni mogoce. Torej lahko delimo s cos z, da dobimo tanz = 1. Od tod dobimo resitve
o = T42krinz = %42k, Kjer je k celo dtevilo. Toda sin(3F +2k7) = sin 3 = —¥2 < 0,
torej so resitve enacbe le z = 7 + 2k, Kjer je k celo Stevilo.

Oznatimo dolZino stranice pravilnega Sestkotnika z a. Stirikotnik APRF je trapez

z viSino % . “—‘/g = @ torej je njegova plos¢ina enaka Paprp = ”‘—f‘ . 7|PRI;‘AF‘ =
3(2ata
% = 5‘f“ Trlkotmk PBD ima stranico dolgo |BD| = 2 “‘f = v/3a in vigino
= ¢, torej je njegova plos¢ina enaka Pppp = = 3¢ Trikotni ima
PB| = §, torej je njegova pl ka P Vi _ V3 Trikotnik BCD i

stranico dolgo |BD| = +/3a in visino £, torej je njegova plos¢ina spet enaka Ppcp =
¥3a® | Plogtina Stirikotnika BCDP je torej Ppepp = Pppp + Ppep = 2 - Y37 = V32,

Razmerje med plos¢inama je enako £AZEE — 5,
Ppcpp 8
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4, letnik

Al.

A2.

A3.

B1.

B2.

B3.

Ozna¢imo Stevilo modrih, rumenih in zelenih kroglic po vrsti z m, r in z, kjer je m +
r + z = 10. Te kroglice lahko v vrsto postavimo na , , ; razliénih nacinov. Torej je
10— 360. Slednjo enakost lahko preuredimo v 10 - 9. (m+1)=360-r2.0d
todsledi10-9-...- (m+1) > 360 =10-9- 4, torej mora biti m+1 < 8oziromam < 7.
Ce imamo na primer m = 7, r = 2in z = 1, potem je 10 = 0 = 1098 — 360, Vv

posodi je lahko najve¢ 7 modrih kroglic. Pravilen odgovor je D.

Ce upostevamo predpis funkcije f, dobimo (ff(?))*z) = 2*:21 ?Z“ = +2z3l+3f1+21+2

Ko polinoma zdelimo, dobimo rezultat 2 + 2x + 2. Pravilen odgovor je torej B.

Iz podatkov naloge izratunamo {BAT = 30°. Ker je p C

tan(§ BAT) = [35, sledi [TB| = |AB|tan30° = 1. ¥} = 3,

Pravilen odgovor je D. T
A B

Enacbo prepisemo v cdab + 13cd = ab20. Ker sta b in d nenicelni Stevki, iz enacbe
za enice dobimo b + d = 10. Slednje odstejemo na obeh straneh enacbe, da dobimo
cda0 + 13¢0 = abl0, in nato enacbo delimo z 10, da dobimo cda + 13¢ = abl. Ker sta
a in ¢ nenicelni Stevki, njuna vsota ne more biti enaka 1, zato iz enacbe za enice sledi
a + ¢ = 11. Slednje spet odsStejemo na obeh straneh enacbe in enacbo delimo z 10, da
dobimo ¢d + 13 = a(b — 1), sajje b — 1 > 0. Obravnavamo dve moznosti. Ce je d < 6,
potem mora biti d + 3 = b — 1in ¢+ 1 = a. 1z vseh dobljenih ena¢b pora¢unamo, da
jea=6,b=7c=5ind=3. Cepajed > 7, potem mora biti d + 3 = 10 + (b — 1) in
¢+1=a—1. Toda v tem primeru iz ena¢b poratunamo ¢ = 3, kar pa je protislovje.
Edina resitev enacbe je torej (a, b, ¢, d) = (6,7, 5, 3).

Privzemimo oznake s skice. Po Pitagorovem iz-
rekuveljaa =22+ %0 =2+ 22, P =22+
ind? = w?+ 2% Od tod sledi a* + ¢* = b* + d*
Ker pa je stirikotnik tangenten, velja a +c = b+ d.
Ce to enakost kvadriramo in upostevamo enakost

s kvadrati, dobimo 2ac = 2bd oziroma ac = bd. y
Ko v to enakost vstavimo a = b + d — ¢, dobimo “ b
— (b4 d)c + bd = 0, kar lahko razstavimo kot B

(¢ —=b)(c —d) =0. Torejje c = bin zato a = d ali pa
c = din zato a = b. V obeh primerih je stirikotnik deltoid.

Oznat¢imo drugi in tretji ¢len Zanovega zaporedja z z in y. Potem je 3, z, y geometrijsko
zaporedje, zato velja 22 = 3y. Hkrati je z, y, 9 aritmeti¢no zaporedje, zato je 2y = x +9.

Iz druge enacbe izrazimo y = “}?. Ko slednje vstavimo v prvo enacbo in enacbo

preuredimo, dobimo 2z% — 3z — 27 = 0 oziroma (2z — 9)(z + 3) = 0. Ker je z pozitiven,
9 27 27

je x = 2. Od tod izratunamo Se y = 2'. Zanovo zaporedje je torej 3, 3, 27, 9.
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Resitve s 57. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije
- drzavno tekmovanje

1. letnik

I/1. Enacbo preoblikujemo v p = 74 — ¢ = (12 — ¢)(7? + ¢q). Ker je p prastevilo, mora
biti 72 — ¢ = 1 in > 4+ ¢ = p. Prvo enacbo preoblikujemo v g =72 — 1 = (r — 1)(r +1). Ker
je q prastevilo, mora biti » — 1 = 1. Torej je r = 2 in ¢ = 3. Iz enaébe r? 4+ ¢ = p dobimo e
p="T.

2. nacin. Ugotovimo, da mora biti eno od prastevil 2. Izlo¢imo moznosti, da je p = 2 ali
g = 2 (s kongruencami ali preoblikovanjem enac¢be podobno kot pri prvi resitvi). Dobimo,
da je r = 2in p + ¢® = 16. Preverimo moznosti in dobimo ¢ =3 in p = 7.

I/2. Naj bo y tako stevilo. Potem velja /z > [/z] = y. Ker je v/x > 0, je tudi
y = [v/z] > 0, torej lahko neenakost kvadriramo, da dobimo x > 2. Poleg tega je %23 <
[%2%] +1=y+1 oziroma z < 8y — 15. Od tod sledi y? < 8y — 15 oziroma (y —3)(y —5) < 0,
kar pomeni, da je 3 < y < 5. Ker pa mora biti y celo stevilo, je y = 4. V tem primeru res
obstaja x, ki ustreza pogoju, na primer z = 16.

1/3.

C

(@)

I 1
TTT T
A D B

Ozna¢imo ZEBD = «. Potem je ZDEB = a, torej je ZEDA = 2a in ZDAFE = 2a.
Sledi ZDEC = 4« oziroma ZBEC = 3a. Hkrati je LZACD = ZDAC = 2a, torej je
/ZBDC =4a in ZOBD = 4a oziroma ZCBE = 3a. Sledi, da je trikotnik EFBC enakokrak
z vrhom pri C, torej je |CE| = |CD| in zato ZCDE = ZDEC = 4a. Torej je

180° = 4BDC + ZCDE + ZEDA = 4a + 4a + 2a = 10«
oziroma « = 18°. Od tod izracunamo /BAC = 2a = 36°, ZCBA = 4a = 72° ter ZACB =
180° — LBAC — ZCBA = 72°.

I/4. Potrebujemo vsaj 5 domin. Ce bi tabelo lahko pokrili s stirimi dominami, se te med
sabo ne bi smele prekrivati in ne bi smele segati cez rob tabele, saj imajo stiri domine skupaj
natanko 16 polj. Ce to upostevamo, potem lahko polje v levem zgornjem kotu pokrijemo le
na dva nacina, kot prikazuje skica, vendar potem polja oznacenega z * ne moremo nikakor
pokriti.

Da 5 domin zadostuje, prikazuje naslednja skica.
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2. letnik
II/1. Najvedji skupni delitelj stevil 11n+4 in Tn+2 deli tudi 7(11n+4) —11(7Tn+2) = 6,
torej je lahko najvec¢ 6. Ce je n =4, je 11n+4 = 48 in Tn + 2 = 30, najvecji skupni delitel;
teh dveh stevil pa je natanko 6. Odgovor je torej 6.
2. nacin. Najvecji skupni delitelj stevil 11n+4 in Tn+2 pois¢imo z Evklidovim algoritmom.

IlIn4+4=1-(Tn+2)+ (4n+2)
™T+2=1-(4n+2)+3n
dn+2=1-3n+(n+2)
3n=3-(n+2)—6
Najveéji skupni delitelj zgornjih dveh stevil deli 6. Ce je n = 4, je 11n+4 = 48 in Tn+2 = 30,
najvecji skupni delitelj teh dveh $tevil pa je natanko 6. Odgovor je torej 6.

I1/2.
c

E

A

—HH— B
D F
Ker je ZCDA = ZACB, sta si trikotnika ADC in AC' B podobna, zato je
|AC] |AD|  |AB|
|AB| — |AC|  2|AC)
od koder sledi |AB| = |AC|v/2. Ker je AE simetrala kota ZBAC, je
|BE| |AB|
L W el RN &)
|CE| |AC| V2
in iz [CE| = |BF| sledi |BE| = v2|BF|. Ker je EFB pravokotni trikotnik s pravim
kotom pri ogliséu F', po Pitagorovem izreku sledi, da je tudi |FF| = |BE|v/2, kar pomeni,
da je trikotnik FF'B tudi enakokrak in je Z/OBA = /EBF = 7. Vemo 7e, da sta si
trikotnika ABC in ACD podobna, zato je ZACD = ZCBA = §. Naj bo D’ pravokotna
projekcija tocke A na premico C'D. Potem je AD'C' enakokrak pravokotni trikotnik, zato je
|AD'| = %. Po drugi strani pa smo ze izracunali, da je |[AD| = $|AB| = ‘ATC. Ker tocki

\
2
D in D’ obe lezita na premici C'D, pri ¢emer je D’ pravokotna projekcija tocke A na C'D,
sledi, da je D" = D. Torej je ZODA = 7. Sledi ZACB = 7 in ZBAC = 7.
2. naéin. Kot v prvi resitvi pokazemo, da je |AB| = v2|AC| in ZCBA = %. Od tod po
kosinusnem izreku sledi

2
|AC|? = |AB* + |BC|* — 2|AB||BC|§ =2|AC|* + |BC|* — 2|AC||BC|,
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kar lahko preoblikujemo v (JAC| — |BC|)? = 0. Tore je |AC| = |BC| in zato ZBAC =

/CBA=Tin LACB=T1.

I1/3.

D E C
1 L]

A B

Oznatimo |AB| = |CD| = a, |BC| = |DA| = b in |[EC| = c. Tedaj je |[EA| = 2¢

in |[ED| = a — ¢. Po Pitagorovem izreku za trikotnik AED velja b* + (a — ¢)* = 3¢

oziroma b* = —a® + 2ac — 3¢*. Po Pitagorovem izreku za trikotnika BCE in ABE velja
A+ b = |EB|* = a® — ¢* oziroma b? = a*> — 2¢%. Ti dve enacbhi primerjamo in dobimo
—a? + 2ac — 3¢ = a* — ¢ oziroma a® — ac — 4¢* = 0. Slednje lahko razstavimo kot

20)(a + %(’) = 0. Ker sta a in ¢ pozitivna, mora torej veljati a = %c. Od tod dobimo

(04
3
Se b? = %CZ oziroma b = %c. Torej je razmerje med dolzinama stranic pravokotnika enako

4

w

« ‘

a
b

II/4. Ker so vsa Stevila v satovju naravna, obstaja najmanjse izmed njih. Oznaéimo ga
z n. Dovolj je pokazati, naslednje: ¢e je v nekem Sestkotniku zapisano stevilo n, potem so v
sosednjih Sestkotnikih tudi zapisana stevila n. Ker obstaja Sestkotnik s Stevilom n, bo potem
namrec sledilo, da je v vseh Sestkotnikih zapisano stevilo n. Naj bo v nekem Sestkotniku
zapisano Stevilo n. Ker je n najmanjse Stevilo v satovju, so na sosednjih Sestkotnikih zapisana
Stevila vecja ali enaka n. Ker pa je povprecje petih izmed njih enako n, mora biti teh pet
stevil enakih n. Naj bo stevilo na Sestem sosednjem Sestkotniku enako k. Denimo, da je
k # n. Oznacimo preostala tri Stevila na Sestkotnikih sosednjih Sestkotniku s Stevilom k z
ni,ng in n3 (glej sliko).

Na sliki si poglejmo Sestkotnik s stevilom n, ki je soseden Sestkotniku s stevilom ny.
Ker je na njem zapisano stevilo n, podobno kot prej sklepamo, da je pet izmed Stevil na
sosednjih Sestkotnikih enakih n. Ker pa je k > n, sledi, da je n; = n. Ce sedaj pogledamo
Sestkotnik s Stevilom n, = n, podobno sklepamo, da je tudi ny = n. Ce nazadnje pogledamo
Se Sestkotnik s stevilom ny = n, spet lahko sklepamo, da je tudi ng = n. Torej so vsa Stevila
na Sestkotnikih sosednjih Sestkotniku s stevilom % enaka n, zato bi moralo biti tudi stevilo
k enako n, kar pa je protislovje. Torej je k = n in s tem je dokaz koncan.
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3. letnik

III/1. Pisimo p* — ¢® = ™ za neko prastevilo r in naravno stevilo n. Izraz p* — ¢® najprej
razstavimo kot p* — ¢% = (p® — ¢®)(p* + ¢*). Ker je p* — ¢% > 0, prastevili p in ¢ ne moreta
biti enaki, torej sta si tuji. Naj bo d najvecji skupni delitelj stevil p? — ¢ in p? + ¢3. Potem
d deli tudi 2p? in 2¢3, zato je zaradi tujosti p in ¢ lahko d najvec 2.

Cejed=2,jetudir=2inje p> — ¢ = 2 in p* + ¢® = 2"~'. Enacbhi sestejemo, delimo
z 2 in dobimo p? = 1+ 22 oziroma 2" 2 =p> =1 = (p—1)(p +1). Stevilip— 1 inp+1
morata biti obe potenci stevila 2, kar pa je mozno le v primeru p = 3. Toda zdaj dobimo
protislovie ¢* = 7.

Torej je d = 1. Ker sta §tevili p? —¢® in p? +¢> tuji, njun produkt pa je potenca prastevila,
mora biti p? — ¢® = 1 oziroma p* = ¢ +1 = (¢+ 1)(¢*> — ¢ + 1). Ker je g prastevilo, je
g+1>2in¢*>—q+ 1> 2, torej noben od faktorjev ¢ + 1 in ¢*> — ¢ + 1 ni enak 1. Ce
zelimo, da bo njun produkt kvadrat prastevila, morata biti torej faktorja enaka. Iz enakosti
g+1=¢>—q+1sledi ¢g=2iniz p?> = 1 + ¢ dobimo e p = 3. Nazadnje §e preverimo, da
je 3% — 26 = 17 res potenca prastevila. Edina resitev je torej p = 3, ¢ = 2.

2. naéin. Spet pis§imo p* — ¢® = r". Z razmislekom o sodosti in lihosti ugotovimo, da vsi
trije izmed p, ¢, r hkrati ne morejo biti lihi. Ker je r > 0, velja Se p > ¢. Zaradi pozitivnosti
vseh ¢lenov pridemo tudi do sklepa, da so si p, ¢, » paroma razlicni. Ker je vsaj en sod,
lahko obravnavamo 3 moznosti. Ce je p = 2, zaradi p > ¢ sledi ¢ = 1. V tem primeru torej
ni resitev. Ce je ¢ = 2, lahko izraz razstavimo: (p? — 8)(p* 4 8) = r", oziroma p> — 8 = r¢
in p? +8 = r?, kjer sta a,b € Ny, in b > a. Spet lo¢imo dve moznosti: ¢e a = 0, dobimo
resitev p = 3, ¢ = 2, r = 17. Ce pa je a > 0, lahko enacbi odstejemo in izpostavimo r:
16 = r(r*~' — 72=1). Dobimo torej, da 7|16, od koder sledi r = 2 = ¢, kar spet ne da resitev.
Ostane e obravnava primera, ko je le r = 2. Spet zapisemo p? — ¢® = 2% in p? + ¢ = 2°, kjer
sta a,b € Ny in a < b. Tokrat lo¢imo tri primere: ée je a = 0, dobimo (p—1)(p+1) = ¢3, od
koder (zaradi p # 2) sledi p—1 = ¢ in p+ 1 = ¢* oziroma ¢ = 2. Torej spet ni resitev. Ce je
a = 1 pa lahko enaébi sestejemo in izpostavimo 2. Po razcepu dobimo: (p—1)(p+1) = 271,
kjer b > 1. Sledi, da sta tako p — 1 kot p + 1 potenci dvojke, kar je mozno le, ¢e p = 3, od
koder pa dobimo, da je ¢ = 7. Spet ni resitev. Ce pa je a > 1, spet sestejemo enachi in
izpostavimo §tirico: 2p? = 4(2°-2 — 2972). Od tod pa sledi p = 2, kar spet ne da resitev.

log b
loga’

I11/2. Ce enakost logaritmiramo in upostevamo zvezi loga® = bloga ter log, b =
dobimo & ”‘i(l)(;gszms = log 3’12‘;%52013 oziroma logy = Eg?, log z = logg 5log x. Od tod med drugim
sledi, da sta logy in log z istega predznaka, torej sta = in y bodisi oba manjsa od 1 bodisi oba

enaka 1 bodisi oba ve¢ja od 1. Po drugi strani lahko neenakost preuredimo v log% (xy) >0

in ker je % < 1, sledi xy < 1. Iz obojega sledi, da sta x in y manjSa od 1, torej sta logx in
log y negativna. Ker pa je logs 5 > 1, sledi logy = log; 5logx < logx, oziroma y < x. Torej
je vecje stevilo x.

2. naéin. Ker sta x in y pozitivni stevili, ju lahko zapisemo v obliki x = 3% in y = 5%, kjer
sta o in G realni stevili. Ce slednje vstavimo v enakost, dobimo 2013% = (510%5 2013)ﬁ = 20137,
torej je a = 3. Ce z in y vstavimo $e v neenakost, dobimo oz(log% 3+ log% 5) > 0. Ker je
log% 3+ log% 5 <0, sledi a < 0. Torej je x = 3% > 5% = y. Vecje stevilo je torej x.
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Zaradi tetivnosti Stirikotnika RBCQ je ZRQB = ZRCB, torej iz pogoja naloge sledi

/ECT = ZACR = ZBQP. Ker je stirikotnik QABP tetiven, pa je /BQP = /BAP.
Ker sta F in D razpoloviséi stranic, sta premici AB in DE vzporedni, torej je ZBAP =
LEDA = ZEDT. 1z vsega sledi ZECT = LZEDT, torej je stirikotnik DCET tetiven.
2. nacin. Oznac¢imo dolzine stranic trikotnika in njegove kote kot obi¢ajno in naj bo F
razpolovisce stranice AB. Zaradi tetivnosti Sestkotnika ARBPC(Q in predpostavke naloge
je ZRAT = ZRAP = ZRQP =~ in ZTRA = ZCRA = 3. To pomeni, da sta si trikotnika
ABC' in TRA podobna in velja ZATR = «. Po drugi strani pa je zaradi tetivnosti tudi
/BRT = ZBRC = «. Torej sta si trikotnika AFT in BFR podobna in zaradi |AF| = |BF|
sta celo skladna. Zato je ARBT paralelogram, od koder sledi /DTE = w# — /ZBTP =
m—ZLTBR =7m — ZRAT = 1w — ~, torej je stirikotnik TDCFE res tetiven.

3. nacin. Kot v drugi resitvi ugotovimo, da je ZATR = «a. Od tod pa sledi podobnost
trikotnikov AFT in CFA. Zato je

|AF| |CF]

[FT| ~ |AF|
Ker tezisce deli tezistnico v razmerju 2 : 1, je |FT| = 3|CF|, in ker je |[AF| = &, sledi
|CF| = gc. Prav tako zaradi podobnosti trikotnikov AFT in CF A velja

|AT|  |AF|

[AC| ~ |CF

Upostevamo, da je |[AF| =< in |CF| = ?c, in dobimo |AT| = L in |AD| = 3|AT| = ?b.

Sledi ’ v

|AT] 2 |AC]

|AE] V3 |AD[’
torej sta si trikotnika ATE in AC'D podobna. Torej je ZECD =7 — /DTE, kar pomeni,
da je stirikotnik EC' DT tetiven.

I11/4. Potrebujemo vsaj 6 domin. Oglejmo si osencena polja na naslednji skici.
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Za pokritje levega spodnjega in desnega zgornjega vogala potrebujemo dva domini in ti
dve domini ne pokrijeta nobenega drugega osenc¢enega polja. Za pokritje treh osenc¢enih polj
v levem zgornjem vogalu potrebujemo vsaj dve domini (ker domine ne smejo segati ¢ez rob
tabele) in ti dve domini ne bosta pokrili nobenega drugega osenéenega polja. Za pokritje treh
osencenih polj v desnem spodnjem vogalu prav tako potrebujemo vsaj dve domini. Skupaj
torej potrebujemo vsaj 6 domin. Da 6 domin zadostuje, je razvidno iz naslednjih skic, ki
prikazujejo polozaje vseh Sestih domin.

4, |letnik

IV/1. V funkcijsko enacbo vstavimo x = y = 0, da dobimo f(0) = f(0)2. Torej je
f(0) = 0 ali f(0) =1. Ceje f(0) =0, v funkcijsko enacbo vstavimo y = 0 in dobimo
f(z) = 0 za vsak x. Ocitno ta funkcija zadosca pogojem naloge. Ce pa je f(0) = 1, v

1

funkcijsko enacbo spet vstavimo y = 0 in izpeljemo f(x) = 247+ Prepricamo se lahko,

da tudi ta funkcija zadoséa pogojem naloge. Resitvi naloge sta torej funkciji f(z) = 0 in
fl@) =5

IV /2. Odgovor je 2. Primer takega zaporedja je na primer zaporedje a, = 2(3)"!, ki
vsebuje prastevili 2 in 3. Denimo, da geometrijsko zaporedje a, = aq"!, kjer je ¢ # 1
vsebuje tri prastevila. Denimo, da so to ay, a,, in a,, kjer je k < m < n. Ker je zaporedje

m—k
nekonstantno, so ta tri prastevila razlicna. Ker je = = ¢"~™ in ’;f = ¢ velja (”—”) =
m ;

am

n—m
(Z—T) oziroma a:?’kazfm =a"* Kerpasom—kn—mmn—=Fk>0inso aan,a,
razli¢na prastevila, to ni mogoce.

IvV/3.

K D

Ko

Ker je stirikotnik ES,CD tetiven, je LSoED = £S;CA = LCAS,. Torej je triko-
tnik EAD enakokrak z vrhom D. Od tod sledi [AH| = |EH| oziroma [AH| = |EA| =
% (2r + %r) = %r. Ker je %’r natanko premer kroznice Ko, tocka H lezi na kroznici Cs.

2. nadcin.

Postavimo problem v pravokotni koordinatni sistem z izhodis¢em v S;. Brez skode za
splosnost lahko izberemo koordinatni sistem tako, da je r = 1 in da tudi Ss lezi na x-osi.
Tedaj velja S1(0,0), S2(1,0), A(2,0), Ky : 2?4+ 9> =1, Ky : (z — 1) +y* = (2). Presecisce
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Kiin Kyt 22 — 22+ 1+ y? = 2, upostevamo 22 + y* = 1, torej 2 = { in y = £2¥2. Brez

gkode za splosnost lahko izberemo pozitivni y, torej dobimo C’(7 4‘9[).
AC: y ‘[x + 5‘6[. [zraéunamo preseéisce p in Ky: 2% + (— {x + 5%)2 = 1, torej
%12 — —r + 18 = 0, in dobimo z; = % inxy = é Prvi je x koordinata tocke C, drugi pa x
koordmata tocke D. Koordinate tocke H, ki je pravokotna projekcija tocke D na x-0s, so

torej H(%, 0). Ta tocka ustreza enacbi za Ko, torej lezi na IC.

Premica p skozi

3. nacin.
Naj bo X od A razlicno presecisce Ky z 515, £LCS3B = 2/CAX (obodni in srediséni
kot). 4A052 LACSy = ZDBS, torej 88D = 2/DBS, = L0S,B. 58 = 1 =3

[S1X] r—3r
in % = 3= = 3, torej sta trikotnika BS;C in DS1X podobna. Ker pa je ZBCS; = 7, je
3
ZDXS, = 7 in torej H = X.
4. nacin.

Brez skode za splosnost si lahko izberemo enote tako, da je r = 1. Naj bo F drugo
presecisce K; s S153 in naj bo P pravokotna projekcija tocke C na S15S;. Tedaj velja
|S1P + PS; = 1. Uporabimo Pitagorov izrek v trikotniku CPSy: [CP]> = (2)* — |PS,|?
in v trikotniku S;CP: |CPP> =1 —|S;P|? =1 — (1 — |S2P|)2. Iz teh dveh enach sedaj

dobimo |P5’2\ = 2 in |[CP| = /2. Pitagorov izrek v trikotniku ACP: [AC|* = |CP|2

|PA]? = £ torej |AC| = /2. Potenca tocke A na Ki: [AC|- [AD| = |ASy| - |AF| =
. 5 AC AP
torej |AD| = 5 1(2' Trikotnika PAC in DHA sta podobna, torej velja ﬁ = ‘lAHI‘7 tOI‘Q]

|[AH| = %“?Pl = 3, kar je ravno premer Ky, torej H lezi na K.

IV /4. Ce je na turnirju 2013 tekmovalcev, potem gre v drugi krog 1 + % = 1007
tekmovalcev. V tretji krog se uvrsti 1 + 10206 504 tekmovalcev, v cetrti krog pa % =
252 tekmovalcev. V peti krog nato napreduje % =126 tekmovalcev v Sestega 12@ =63
tekmovalcev, v sedmega pa 1+ 62 =32 tekmovalcev V osmi krog gre = 16 tekmovalcev,
v devetega = 8 tekmovalcev, V desetega pa S =4 tekmovalci. V enaJs‘m krog se uvrstita
2 tekmovalca7 ki se v tem krogu pomerita za zmago. Torej je f(2013) = 11.

Ce je na turnirju manj ali enako 1024 = 2'° tekmovalcev, potem bo na turnirju najvec
10 krogov. Po j-tem krogu bo namre¢ ostalo najveé 2% = 21977 tekmovalcev. Torej jih
po 10-ih krogih ostane najve¢ 2'971© = 1 in turnir je e zakljuéen. Poracunajmo, da velja
£(1025) = 11. Ker je 1025 = 1+ 21, se v drugi krog uvrsti 1+ 2° tekmovalcev, v tretji krog
1 + 28 tekmovalcev, v ¢etrtega 1 + 27 tekmovalcev in tako dalje, vse do desetega kroga, v
katerega se uvrstijo 1 4+ 2! = 3 tekmovalci. V enajsti krog se uvrstita dva tekmovalca, ki se

pomerita za zmago. Najmanjse naravno Stevilo n, pri katerem je f(n) = f(2013), je torej
1025.
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