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P R I L O G A  K  R E V I J I  P R E S E K ,  L E T N I K  3 8  ( 2 0 1 0 / 2 0 1 1 )  Š T E V I L K A  5

Tekmovanja

30. mednarodno matematično tekmovanje mest
— pomladanski krog 2008/09

( )I. skupina (prvi del)

( )II. skupina (prvi del)

1. Dana sta konveksni 2009-kotnik P in premica p, ki se seka z mnogokot-
nikom P , ne vsebuje pa nobenega njegovega oglǐsča. Dokaži, da se
premica p seka s sodo mnogo diagonalami mnogokotnika P . (3 točke)

2. Označimo z a∧b = ab. Če želimo izračunati izraz 7∧7∧7∧7∧7∧7∧7,
moramo vanj vstaviti pet parov oklepajev. Ali obstajata dve različni
postavitvi oklepajev, ki nam definirata enaki vrednosti? (4 točke)

3. Vlado je izdelal nekaj kock enake velikosti in na vsako njihovo mejno
ploskev zapisal po eno števko. Najmanj koliko kock mora izdelati, če
želi, da se da iz njegovih kock sestaviti poljubno 30-mestno naravno
število? (Števk 6 in 9 ne moremo dobiti s obračanjem ene oz. druge.)

(4 točke)

4. Neko naravno število n smo povečali za 10% in dobili neko drugo
naravno število m. Ali je možno, da je vsota števk števila m za 10%
manǰsa od vsote števk števila n. (4 točke)

5. V rombu ABCD je kot pri oglǐsču A enak 120◦. Na stranicah BC in
CD ležita zapored taki točki M in N , da velja � NAM = 30◦. Dokaži,
da sredǐsče trikotniku NAM očrtane krožnice leži na eni od diagonal
romba ABCD. (5 točk)

1. Označimo z a∧b = ab. Če želimo izračunati izraz 7∧7∧7∧7∧7∧7∧7,
moramo vanj vstaviti pet parov oklepajev. Ali obstajata dve različni
postavitvi oklepajev, ki nam definirata enaki vrednosti? (3 točke)

Presek_38_5_priloga.indd 1Presek_38_5_priloga.indd   1 3/25/11  12:56 PM3/25/11   12:56 PM



2

2. V ravnini je dano nekaj točk, med katerimi nobene tri ne ležijo na
skupni premici. Nekateri pari teh točk so povezani z daljicami. Den-
imo, da vsaka premica, ki ne vsebuje nobene izmed danih točk, seka
sodo mnogo daljic, ki povezujejo točke. Dokaži, da tedaj iz poljubne
izmed danih točk izhaja sodo mnogo daljic. (4 točke)

3. Za naravno število n naj O(n) označuje njegov največji lihi delitelj.
Za dani naravni števili x1 = a in x2 = b konstruiramo zaporedje z
rekurzivnim predpisom xn = O(xn−1 + xn−2) za n > 2.

a) Dokaži, da so od nekega indeksa dalje vsi členi zaporedja enaki
nekemu naravnemu številu c. (2 točki)
b) Kako lahko iz števil a in b določimo število c? (2 točki)

4. V vrsto zapǐsemo nekaj števil 1 in 0 in nato opazujemo take pare
mest, da je levo število v paru enako 1, desno pa enako 0. Naj bo
M število tistih parov, ki jih ločuje sodo mnogo vmesnih mest (lahko
tudi 0 mest), N pa naj bo število tistih parov, ki jih ločuje liho mnogo
vmesnih mest. Dokaži, da velja M ≥ N . (4 točke)

5. Naj bo X neka točka v notranjosti tetraedra T . Za poljubno oglǐsče
V tetraedra T s TV označimo težǐsče ploskve nasproti V . Skozi vsako
oglǐsče V tetraedra T nato potegnemo premico, ki je vzporedna pre-
mici XTV . Dokaži, da se dobljene štiri premice sekajo v skupni točki.

1. Vasja in Peter sta na papir zapisala števili 1
2009 in 1

2008 ter začela z
naslednjo igro. Vasja v vsaki potezi izbere neko realno število x, Peter
pa nato eno izmed števil na papirju poveča za x. Vasja zmaga, če se na
papirju pojavi število 1. Ali lahko Vasja izbira števila tako, da zmaga
ne glede na Petrove poteze. (3 točke)

2. a) Dokaži, da obstaja tak mnogokotnik, da ga lahko z neko premico
p razdelimo na dva skladna dela tako, da premica p eno od stranic
mnogokotnika razpolavlja, neko drugo stranico pa deli v razmerju 1 : 2.

(2 točki)

b) Ali obstaja konveksen mnogokotnik, ki ustreza pogojem iz točke
a)? (3 točke)

( )I. skupina (drugi del)
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3. V sredinskem polju kvadratne mreže velikosti 101×101 stoji hǐsica, na
preostalih poljih pa je ena od oznak ’zavij’ ali ’naprej’. Avtomobilček
začne svojo pot po dani mreži v poljubnem robnem polju mreže, v
katerega vstopi pravokotno na rob mreže. Če se v nadaljevanju avto-
mobilček znadje na polju z oznako ’naprej’, se premakne na sosednje
polje, tako da ohrani svojo smer, če pa je na polju oznaka ’zavij’,
se avtomobilček obrne pravokotno (levo ali desno po lastni izbiri) na
preǰsnjo smer in se premakne na sosednje polje. Ali obstaja taka raz-
poreditev oznak na poljih, da avtomobilček ne more priti do hǐsice?
(5 točk)

4. Dano je tako neskončno zaporedje različnih naravnih števil, da je
vsak člen tega zaporedja (razen prvega) bodisi aritmetična, bodisi ge-
ometrična sredina sosednjih dveh členov. Ali je tedaj nujno, da so
od nekega člena dalje vsi členi le aritmetična sredina sosednjih dveh
členov ali pa le geometrična sredina sosednjih dveh členov? (5 točk)

5. Grad je obdan z okroglim obrambnim zidom z devetimi stolpi, ki jih
stražijo vitezi. Vsako uro se vsak izmed stražarjev premakne na sosed-
nji stolp v smeri urinega kazalca ali v njej nasprotni smeri, pri čemer
se vsak posamezni stražar vedno premika v isti smeri. Ponoči je vsak
izmed stražarjev stražil vsakega izmed stolpov. Ob neki uri sta bila na
enem izmed stolpov vsaj dva stražarja, ob neki drugi uri pa je le pet
izmed stolpov stražil samo en stražar. Dokaži, da je ponoči obstajal
stolp, ki ga ni stražil nihče. (6 točk)

6. Dan je enakokrak trikotnik ABC, ki ima pri vrhu A kot γ = 120◦.
Iz točke A izhajata po notranjosti kota γ žarka, ki oklepata kot 60◦.
Žarka se v točkah D in E po odbojnem zakonu odbijeta od osnovnice
BC in nato presekata stranici AB in AC zapored v točkah F in G.
Dokaži, da je ploščina trikotnika ADE enaka vsoti ploščin trikotnikov
FBD in GCE. (7 točk)

7. Za celo števili 0 ≤ k ≤ n definirajmo binomski simbol
(n
k

)
= n!

k!(n−k)! .
Vemo, da je število

(n
k

)
enako številu podmnožic s k elementi iz množice

z n elementi. Dokaži, da imata za naravni števili k in l, kjer je k, l < n,
števili

(n
k

)
in

(n
l

)
skupni delitelj, ki je večji od 1. (9 točk)
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1. Pravokotnik je razdeljen na nekaj manǰsih pravokotnikov. Ali je možno,
da zveznica sredǐsč poljubnih dveh izmed teh pravokotnikov seka nek
tretji pravokotnik? (4 točke)

2. Dano je tako neskončno zaporedje različnih naravnih števil, da je
vsak člen tega zaporedja (razen prvega) bodisi aritmetična, bodisi ge-
ometrična sredina sosednjih dveh členov. Ali je tedaj nujno, da so
od nekega člena dalje vsi členi le aritmetična sredina sosednjih dveh
členov ali pa le geometrična sredina sosednjih dveh členov? (4 točke)

3. Na začetku v vsakem polju table velikosti 10×10 leži kroglica. V nadal-
jevanju si lahko izberemo tako diagonalno vrsto v tabeli, ki vsebuje
sodo mnogo kroglic, in iz nje odstranimo poljubno kroglico. Največ
koliko kroglic lahko na tak način odstranimo s table? (6 točk)

4. S tremi ravninami razdelimo paralelepiped na osem heksaedrov (za
vsak par vzporednih ploskev S1 in S2 paralelepipeda obstaja ena od teh
ravnin, tako da ploskev S1 leži na enem, ploskev S2 pa na drugem bregu
te ravnine). Eden od teh heksaedrov premore včrtano kroglo. Dokaži,
da tedaj tudi vsak izmed preostalih heksaedrov premore včrtano kroglo.

Opomba: Z izrazom heksaeder ne mislimo nujno kocke, temveč poljuben
poligon z osmimi oglǐsči! (6 točk)

( )II. skupina (drugi del)

5. Za celi števili 0 ≤ k ≤ n definirajmo binomski simbol
(n
k

)
= n!

k!(n−k)! .
Vemo, da je število

(n
k

)
enako številu podmnožic s k elementi iz množice

z n elementi. Dokaži, da imata za naravni števili k in l, kjer je k, l < n,
števili

(n
k

)
in

(n
l

)
skupni delitelj, ki je večji od 1. (8 točk)

6. Dano je naravano število n > 1. Dva igralca izmenično označujeta
točke na krožnici. Prvi označuje točke z rdečo barvo, drugi pa z modro
barvo. Ko oba označita po n točk, vsak izmed njiju poǐsče najdalǰsi
lok, ki se začne in konča s točko njegove barve in ne vsebuje nobene
druge označene točke. Zmaga tisti, katerega lok je dalǰsi (če sta dolžini
lokov enaki, ali pa nobeden izmed njiju ne najde takega loka, je rezul-
tat izenačen). Kateri izmed igralcev lahko zmaga ne glede na poteze
nasprotnika? (9 točk)
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7. V neki spominski celici računalnika je zapisano število 6. Zatem računalnik
naredi milijon korakov. V n-tem koraku število m v spominski celici
poveča za največji skupni delitelj števil m in n. Dokaži, da računalnik
na vsakem koraku število poveča bodisi za neko praštevilo, bodisi za
1. (9 točk)

Naloge z regijskega fizikalnega tekmovanja srednješolcev Slovenije v
šolskem letu 2009/10 — regijsko tekmovanje

I. skupina

2

2
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2

II. skupina

12 V
24 W 18 W

20 Ω

Ž1 Ž2

.

·

3

2

8,9 · 103 3 μ0 = 4π · 10−7 Vs/Am

2

+ − + −
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2

III. skupina

25 ◦

x |x| � 1 1
1±x

≈ 1 ∓ x
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Naloge z državnega fizikalnega tekmovanja srednješolcev Slovenije v
šolskem letu 2009/10 — državno tekmovanje
I. skupina

a
3a 45◦

A B

45o

◦

l1 = 8

l2 = 12

α = β = 60◦

l
2

l1

�

�
A

B

C

1/ cos2 α = tan2 α + 1

2
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II. skupina
2

R 3Ω Rx Ry

A B 36V

Rx Ry

Rx Ry

2R

2

μ
ε = 500

2

ε
ε ε0 = 8,9 · 10−12 As/Vm

100 ◦C
3 2

25 ◦C

R = 50
r = 0,5

k = 0,04
h0 = 1

I
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ν0 � νmax νmax = 20

c2 = a2+ b2− 2ab cos γ

100 ◦C
3 2

25 ◦C

l1

l2

l1 = 8
l2 = 12

l
2

l1

�

�
A

B

C

h0 � R

h I

Fm Fv

h I = 1

I = 1

Ic
Ic

μ0 = 4π · 10−7Vs/Am

l
2

l1

�

�
A

B

C

III. skupina
2

Presek_38_5_priloga.indd   10Presek_38_5_priloga.indd   10 3/25/11   12:56 PM3/25/11   12:56 PM



11

α = β = 60◦

1
12
ml2

R = 50
r = 0,5

k = 0,04
h0 = 1

I
h0 � R

h I

Fm Fv

h I = 1

I = 1

Ic
Ic

I > Ic
I1

μ0 = 4π · 10−7Vs/Am
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Rešitve nalog 30. mednarodnega matematičnega tekmovanja mest 
— pomladanski krog 2008/09

( )I. skupina (prvi del)

1. Denimo, da na enem bregu premice p leži m oglǐsč, na drugem bregu pa
n oglǐsč danega 2009-kotnika P . Ker je m + n = 2009 je eno od števil
m in n liho, drugo pa sodo, zato je njun zmnožek mn sodo število.
Premica p seka seka mn daljic, ki povezujejo oglǐsča na enem bregu
z oglǐsči na drugem bregu. Natanko dve izmed teh daljic sta stranici
lika P , ostale pa so diagonale lika P . Torej premica p seka mn − 2
diagonal lika P . Ker je število mn sodo, je tudi mn − 2 sodo število
in je s tem dokaz končan.

2. Za poljubno naravno število n velja

(n∧(n∧n))∧n = (nn∧n)n = (nn)n∧n = (n∧n)∧(n∧n).

Če na obeh straneh te enakosti na isti način dodamo še tri faktorje n,
dobimo isto vrednost za dve različni postavitvi oklepajev.

3. Za vsako neničelno števko potrebujemo vsaj 30 kopij te števke, da
lahko tvorimo 30-mestno število, ki vsebuje le to števko. Prav tako
potrebujemo najmanj 29 kock s števko 0, da lahko tvorimo število,
katerega zadnjih 29 števk je enakih 0. Vlado tako potrebuje najmanj
30 × 9 + 29 = 50 × 6 − 1 stranskih ploskev na svojih kockah, torej
skupno najmanj 50 kock. Denimo, da Vlado na prvih pet kockic zapǐse
šesterice (0, 1, 2, 3, 4, 5), (6, 7, 8, 9, 0, 1, ), (2, 3, 4, 5, 6, 7), (8, 9, 0, 1, 2, 3)
in (4, 5, 6, 7, 8, 9). Vsaka števka se pojavi na treh izmed teh petih kock,
pri čemer se nobena ne pojavi na dveh ploskvah iste kocke. Od tod
sledi, da lahko Vlado iz teh petih kock tvori vsako zaporedje treh števk.
Če Vlado za vsako izmed teh petic kock izdela še devet enakih kock,
dobi 50 kock iz katerih lahko šestavi poljubno 30 mestno število.

4. Da, to je možno! Naj bo prvih k števk števila n enakih 9, naslednjih
l števk enakih 5 in zadnja števka enaka 0. Če število n povečamo
za 10%, to ustreza množenju z 11

10 , število m pa je se tedaj začne s
števkama 1 in 0, naslednjih k − 1 števk je enakih 9, sledi jim števka
5, za katero je l − 2 števk enakih 1, zadnji dve števki pa sta enaki 0
in 5. Vsota števk števila n je enaka 9k + 5l, vsota števk števila m pa
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( )II. skupina (prvi del)

je enaka 9k + l. Pogoj, da je vsota števk števila m za 10% manǰsa
od vsote števk števila n, ustreza enačbi 9(9k + 5l) = 10(9k + l), oz.
35l = 9k. Najmanǰsi vrednosti, ki tej enačbi ustrezata sta tako k = 35
in l = 9.

5. Naj bo O sredǐsče trikotniku NAM očrtane krožnice. Tedaj velja
� NOM = 2 � NAM = 60◦, zato je NOM enakostranični trikotnik.
Iz enakosti � MON + � MCN = 180◦ sledi, da je CNOM tetivni
štirikotnik, torej je � OCM = � ONM = 60◦ = � OMN = � OCN .
Točka O zato leži na simetrali kota � BCD, ki je nosilka diagonale
romba.

1. Glej rešitev 2. naloge za prvo skupino.

2. Denimo nasprotno, da je neka točka A povezana z liho mnogo ostalimi
točkami. Ker vsaka daljica povezuje dve točki, obstaja vsaj še ena
taka točka B �= A, ki je povezana z liho mnogo ostalimi točkami.
Vzporedno daljici AB izberimo premico p, ki je zelo blizu daljice AB
in ne poteka skozi nobeno izmed izbranih točk v ravnini. Denimo, da
premica p seka a daljic, ki potekajo iz točke A, b daljic, ki potekajo iz
točke B in c daljic, ki ne vsebujejo točk A in B. Po predpostavki je
število a + b + c sodo. Premico p sedaj malo zasukamo, tako da točka
A ostane na istem bregu, točka B pa se preseli na drugi breg premice.
Razen morebitne daljice AB, premica sedaj seka a daljic, ki potekajo
iz točke A, d daljic, ki potekajo iz točke B in c daljic, ki ne vsebujejo
točk A in B. Če sta točki A in B povezani, je število d− b sodo, zato
premica seka skupno 1 + a + d + c = 1 + a + b + c + (d− b) daljic, torej
liho mnogo daljic. Če točki A in B nista povezani, pa je razlika d− b
liha in premica seka skupno a + d + c = a + b + c + (d− b) daljic, torej
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ponovno liho mnogo daljic. V obeh primerih smo prǐsli do protislovja,
s čimer je dokaz končan.

3. a) Za k ≥ 3 je xk liho število in zato xk+2 = xk+1+xk

2t , za neko na-
ravno število t. Če je xk = xk+1, je t = 1 in je zaporedje od indeksa
k naprej konstantno. Denimo, da za noben k ne velja xk = xk+1.
Tedaj je xk+2 < max{xk+1, xk} in xk+3 < max{xk+2, xk+1}. Če
je xk < xk+1, tako velja xk+2, xk+3 < xk+1. Če je xk > xk+1,
pa velja xk+2, xk+3 < xk. Sledi max{xk+3, xk+2} < max{xk+1, xk},
kar pomeni, da sta podzaporedji x3, x5, x7, . . . in x4, x6, x8, . . . strogo
padajoči. Ker strogo padajoče zaporedje neravnih števil ne more biti
neskončno, smo prǐsli do protislovja.

b) Naj bo g največji lihi skupni delitelj števil a in b. Tedaj je g tudi
delitelj vseh števil xk za k ≥ 3 in hkrati največji lihi skupni delitelj
členov xk in xk+1. Ker je tedaj g tudi največji lihi skupni delitelj
členov, ko zaporedje postane konstantno in so ti členi liha števila,
velja c = g.

4. Par števil 1 in 0, ki ju ločuje sodo (liho) vmesnih mest imenujmo sodi
(lihi) par. Prepričajmo se, da lahko iz vrste odstranimo poljubni za-
poredni mesti . . . , 0, 0, . . . in dobimo enakovreden problem. Denimo,
da iz vrste izbrǐsemo en tak par. Če prvo izbrisano mesto ’0’ nastopa
v nekem lihem (sodem) paru, nastopa drugo izbrisano mesto v nekem
sodem (lihem) paru. Od tod sledi, da se števili sodih in lihih parov pri
opisanem brisanju zmanǰsata za isto število, zato lahko obravnavamo
primer po ’brisanju’. Na enak način se prepričamo, da lahko iz vrste
odstranimo tudi par . . . , 1, 1, . . .. Ko vrsto na opisani način do konca
’oklestimo’, dobimo zaporedje Z, kjer se števili 1 in 0 pojavljata iz-
menično. Če je zaporedje Z prazno ali dolžine 1, je M = N = 0. Če
je zaporedje Z = 0, 1, 0, 1, . . ., mu lahko odstranimo prvi člen, ker to
ne spremeni števil M in N . Prav tako lahko zaporedju Z odstranimo
zadnji člen, če je ta enak 1. V preostalem primeru je zaporedje Z
oblike Z = 1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, ki ga sestavljajo sami sodi pari, torej je
M > N = 0.

5. Naj bo O težǐsče tetraedra T in G = TA težǐsče ploskve BCD. Točka
O leži na daljici AG in velja |AO| = 3|OG|. Daljico XO podalǰsamo
preko O do točke P , tako da velja |PO| = 3|OX|. Tedaj sta trikotnika
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GOX in AOP podobna, zato sta premici XG in AP vzporedni. Točka
P tako leži v preseku opisanih štirih premic.

5. Skupino vitezov, ki se ob neki uri skupaj premaknejo iz enega na drug
stolp imenujmo skupek. Ob uri, ko obstaja pet stolpov, ki jih straži
natanko en vitez, vsak izmed teh petih vitezov sam tvori svoj skupek.
Ker sta na vsakem od preostalih štirih stolpov kvečjemu dva skupka,
je skupkov največ trinajst. Zaradi simetrije lahko predpostavimo, da
je skupkov, ki se premikajo v smeri urinega kazalca vsaj toliko kot
tistih, ki se premikajo v nasprotno smer. Denimo, da se prvi sploh ne
premikajo, drugi pa se namesto za en stolp, premaknjeo za dva stolpa.
V tej nadomestni situaciji dobimo enakovredno razporeditev vitezov
po stolpih obzidja. Privzemimo, da imamo torej opraviti z nekaj ne-
gibnimi skupki in kvečjemu toliko premični skupki, ki se premikajo po
dva stolpa v nasprotni smeri urinega kazalca. Recimo, da obstaja na
vsakem stolpu negibni skupek. Ob uri, ko je pet stoplov stražil po en
stražar, je bil na vsakem izmed teh petih stolpov negibni skupek, ki

( )I. skupina (drugi del)

ga je tvoril ustrezni stražar. Tedaj obstajajo kvečjemu štirje premični
skupki, kar pomeni, da bo ob vsaki uri vsaj enega izmed teh petih
stolpov stražil le en vitez, kar je v nasprotju s predpostavko, da je ob
neki uri vsak stolp stražil vsaj par vitezov. Sklepamo torej, da obstaja
vsaj en stolp brez negibnega skupka. Vsak premični skupek lahko ta
stolp obǐsče enkrat na vsakih 9 ur. Ker je premičnih skupkov kvečjemu
šest, obstaja ura, ko je ta stolp nezastražen.

6. Označujmo s [P ] ploščino lika P . Trikotnik ABC prezrcalimo preko
osnovnice BC in zrcalne slike točke F , A in G zapored označimo z A′,
F ′ in G′ (glej sliko). Tedaj točka D leži na daljici AF ′, točka E leži na
daljici AG′, trikotnika ABA′ in ACA′ pa sta enakostranična. Dobimo

zato sta BAF ′ in A′AG′ skladna trikotnika.

� A′AG′ = 60◦ − � DAE = � BAF ′,
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Velja

[ADE] + [DEG′A′F ′] = [AFA′] + [AA′G] = [AF ′A′] + [BAF ′] =

= [BAA′] =
1
2
[BACA′].

Opazimo še, da sta tudi trikotnika BDF in CEG zapored skladna s
trikotnikoma BDF ′ in CEG′, od koder dobimo

[BDF ] + [CEG] + [DEG′A′F ′] = [BDF ′] + [CEG′] + [DEG′A′F ′] =

= [BCA′] =
1
2
[BACA′].

Sledi [ADE] = [BDF ] + [CEG].

7. Naj bo 0 < k < l < n. Potem je
( l
k

)
<

(n
k

)
. Zlahka se prepričamo, da

velja enakost (
n

l

)(
l

k

)
=

(
n

k

)(
n− k

n− l

)
,

od koder sledi, da
(n
k

)
deli

(n
l

)( l
k

)
. Če bi bilo število

(n
k

)
tuje številu(n

l

)
, bi to pomenilo, da mora deliti število

( l
k

)
, kar očitno ni res, saj

velja
( l
k

)
<

(n
k

)
.

5. Glej rešitev 7. naloge za prvo skupino.

6. Dokažimo, da lahko vedno zmaga drugi igralec. Ko prvi igralec označi
prvo rdečo točko R, določi drugi igralec glavne točke na krožnici tako,
da skupaj s točko R tvorijo množico oglǐsč pravilnega n-kotnika. Zatem
drugi igralec označuje z modro le glavne točke, dokler je to mogoče.
Ker je neoznačenih glavnih točk na začetku le n−1, so vse označene še
pred zadnjo potezo drugega igralca. Ko so označene vse glavne točke,
drugi igralec poǐsče vse pare sosednjih rdečih točk. Za vsak tak par
rdečih točk označi drugi igralec neko modro točko med njima. Če je
prvi igralec v preǰsnjem delu igre označil k glavnih točk, je pri tem
nastalo kvečjemu k − 1 takih parov, zato lahko drugi igralec, ki je v
prvem delu označil n − k glavnih točk, loči vse pare sosednjih rdečih
glavnih točk, še pred svojo zadnjo potezo. Preden drugi igralec naredi

( )II. skupina (drugi del)
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svojo zadnjo potezo, je poleg vseh glavnih točk označeno še n − 1
dodatnih točk, torej obstaja par glavnih točk A in B, med katerima
ni nobene označene točke. Ker je drugi igralec ločil vse pare sosednjih
rdečih glavnih točk, je vsaj ena od točk A in B označena modro.
Denimo, da je modro označena točka A. Drugi igralec lahko označi
svojo zadnjo točko na loku med A in B poljubno blizu točke B in si s
tem zagotovi zmago.

7. Označimo z A(n) število, ki je v račinalnǐski celici v n-tem koraku in z
I(n) = A(n)−A(n− 1) ustrezni prirastek. Naslednja tabela prikazuje
dogajanje v nekaj začetnih korakih.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 · · ·
A(n) 6 7 8 9 10 15 18 19 20 21 22 33 36 · · ·
I(n) 1 1 1 1 5 3 1 1 1 1 11 3 · · ·

Tabela 1

V tabeli opazimo pravilo (glej stolpce s poudarjenimi številkami): Če
za nek n velja I(n) �= 1, je A(n) = 3n. Denimo, da za neko število
n velja A(n) = 3n. Tedaj je naslednji prirastek enak I(n + 1) =
d(n + 1, 3n) = d(n + 1, 3), saj sta n in n + 1 tuji števili, zato je
I(n + 1) ∈ {1, 3}. Če je I(n + 1) = 3, je število n + 1 deljivo s 3, kar
pomeni, da je I(n + 2) = d(n + 2, A(n) + 3) = d(n + 2, 3(n + 1)) = 1.
Dokažimo sedaj naslednjo trditev.

Trditev. Naj bo A(n) = 3n in I(n + 1) = 1 za neko število n in k
najmanše tako naravno število, da je I(n + k) �= 1. Tedaj je I(n + k)
praštevilo in A(n + k) = 3(n + k).

Dokažimo našo trditev s pomočjo indukcije. Z nekaj začetnimi vred-
nostmi n, kjer domneva velja, nam postreže Tabela 1. Privzemimo,
da je A(n) = 3n in I(n + 1) = 1 za neko število n in k najmanše tako
naravno število, da je I(n + k) �= 1 in opazujmo nadaljne korake v
naslednji tabeli.

m n n + 1 n + 2 · · · n + k − 1 n + k

A(m) 3n 3n + 1 3n + 2 · · · 3n + k − 1 ?
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Tabela 2

Ker za naravni števili a, b in poljubni celi števili u in v �= 0 velja
d(a, b) = d(a, ua + vb), dobimo

I(n + k) = d(n + k, 3n + k − 1) =

= d(n + k, 3(n + k)− 3n + k − 1) = d(n + k, 2k + 1),

kar pomeni, da je I(n + k) delitelj števila 2k + 1. Denimo, da 2k + 1
ni praštevilo in naj bo p neko praštevilo, ki deli d(n + k, 2k + 1). Ker
je 2k + 1 liho število, je p ≤ 2k+1

3 , zato je p < k. Tedaj velja

I(n + k − p) = d(n + k − p, 3n + k − p− 1) =

= d(n+k−p, 3(n+k−p)−(3n+k−p−1)) = d(n+k−p, 2k+1−2p).

Ker sta števili n + k− p in 2k + 1− p deljivi s p, bi to pomenilo, da je
I(n + k− p) > 1, kar je v nasprotju s predpostavkami. To pomeni, da
je 2k + 1 praštevilo, I(n + k) = 2k + 1 in

A(n+k) = A(n+k−1)+I(n+k) = (3n+k−1)+(2k+1) = 3(n+k),

s čimer je trditev dokazana in naloga rešena.

Gregor Cigler
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