PRILOGA K REVIJI PRESEK, LETNIK 38 (2010/2011) STEVILKA 2

Tekmovanja

10. tekmovanje v znanju matematike za dijake srednjih tehniskih
in strokovnih Sol — drzavno tekmovanje

1. letnik

1. Ce med $tevki dvomestnega 3tevila vrinemo ni¢lo, dobimo devetkrat vegje Stevilo. Zapisi
vsa tak$na dvomestna Stevila.

2. Prijatelja Miha in BlaZ za nedeljsko potepanje najameta vsak svoje motorno kolo pri razlic-
nih ponudnikih. Miha mora placati na zacetku 100 evrov, ko pa motorno kolo vrne, e 4
evre za vsak prevoZeni kilometer. Blaz na zacetku placa 200 evrov, potem pa 3 evre za vsak
prevozeni kilometer. Najmanj koliko kilometrov morata prijatelja prevoziti, da bo Miha
placal ve¢ kot Blaz?

3. Poenostavi izraz

=1 (@ 3+ 42 )@ =) =@ 2= 1)@ 2+1) "

4. Miro, Ales in Lovro so trikrat igrali poker. Prvi¢ je izgubil Miro in je zato moral placati
Alesu in Lovru, vsakemu posebej toliko denarja, kot sta ga imela na zacetku igre. Drugi¢ je
izgubil Ales, zato je prav tako moral placati Miru in Lovru, vsakemu posebej toliko, kot sta
ga trenutno imela. Tretji¢ je izgubil Lovro in tudi on je na enak nacin placal Miru in Alesu.
Po odigranih treh igrah je imel vsak 24 evrov. Kdo od njih je izgubil najve¢ in koliko?

5. V dveh sadovnjakih so prvo leto nabrali skupaj 315 ton sadja. Naslednje leto se je skupni
pridelek povecal za 40%. V prvem sadovnjaku se je pridelek povecal za 25%, v drugem pa
za 50%. Koliko ton sadja so v vsakem sadovnjaku nabrali prvo leto?

2. letnik

1. Tone je rezervoar za gorivo napolnil do vrha in se z avtom podal na dolgo pot. Podatki, ki
jih je Tone razbral na elektronskem $tevcu avtomobila, so prikazani v tabeli.

| Stevilo km 35824 36149 36449
| podatki o gorivu | poraba 17,2 { | poraba 39,3 { | ostalo 5,3 (

Koliko litrov je prostornina rezervoarja tega avtomobila?
OPOMBA: Upostevajmo, da ima avtomobil konstantno porabo goriva na kilometer.

2. Ni¢la linearne funkcije je 2, zatetna vrednost pa 3. Zapisi enatbo premice, ki je vzporedna
grafu dane funkcije in seka os z pri 3, v implicitni obliki.
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3.

. Premice p, ¢ in r so vzporedne. Izracunaj |AC|, Ce je

Sokol leti nad travnikom s konstantno S, S,
hitrostjo naravnost in na stalni viSini
222 m. Mirujoca miska je zagledala so-
kola, ko je bil kot med zemljo in soko- 750

lom 16°. Minuto kasneje je bil kot med M 16°
zemljo in sokolom 75°. Podatki so pri- 7

kazani na skici. Izra¢unaj dolzino poti,

ki jo je sokol preletel v eni minuti.

222 m

N

A
|AB| = 3,|ED| = 41, |EF| = 33. Postopek utemelji. P /

) B
. Poenostavi q
1 C / \

. ] D
o r/ N

T
2-V3+
2-3

av3+b
c

Rezultat naj bo oblike , kjer so q, b in ¢ cela Stevila.

. Na nogometni tekmi vratar brcne Zogo. Pot Zoge -

. letnik

. Plos¢ina romba meri 120 cm?. Razlika dolZin njegovih diagonal je 14 cm. Kolik3na je dolZina

stranice romba?

je opisana s funkcijo
h(z) = —0,01262% + 0,635z, h

kjer je h viSina Zoge nad zemljo in = vodoravna
oddaljenost od mesta udarca (koli¢ini sta izraZeni T
v merskih Stevilih).

a) Na koliksni visini je Zoga, ko je njena vodoravna oddaljenost od mesta udarca 15 m?
b) Koliko metrov od mesta udarca pade na zemljo?

o) Koliksna je najvecja visina, ki jo doseze Zoga?

. Res&i enatbo log, (1 + log, (3% — /(59 + 42)2)) = ¢°

. Prezralevalne naprave v lokalu distijo zrak. Pretok zraka v odvisnosti od ¢asa se za prvo

napravo spreminja po formuli f(¢f) = 2!, za drugo pa f(¢t) = 2'*3. V lokalu imajo $tiri
naprave prvega tipa in eno drugega tipa. S koliko napravami za prezralevanje s pretokom
f(t) = 22 bi lahko zamenjali obstojece?

. Kovinsko kocko s povrsino 72 cm? pretopimo v pravilno Stiristrano piramido enake pro-

stornine, katere dolZina osnovnega roba je enak tretjini dolZine telesne diagonale kocke.
Koliksna je viSina piramide?

®

2
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4. letnik

1.

. Zapisi definicijsko obmogje funkcije f(z) =log1 (;f5 — 1) — 3 -

Izkopali so jamo v obliki kvadra. Njena globina je 12 krat ve¢ja od dolzine. DolZina jame
je % njene Sirine. Vsota merskega Stevila prostornine jame in plos¢ine njenega dna je %
Izra¢unaj globino jame.

x

. DruZina je naredila sneZenega moZa iz treh delov, ki so imeli obliko krogle. Polmeri teh kro-

gel so tvorili geometrijsko zaporedje. Polmer najmajse krogle na vrhu snezaka je bil 8 dm,
polmer najvecje krogle pa 18 dm. Koliko kubi¢nih metrov snega je bilo v tem sneZenem
mozu?

. Izratunaj cos( + 2x), Ce je cosz = 1.

. Oskrbnik planinske koce je vec let spremljal, koliko ¢asa porabijo planinci za pot od vznoZzja

v dolini do planinske koce tik pod vrhom gore. Pohodniki so sami zapisovali porabljen ¢as,
oskrbnik pa je podatke zbral in uredil frekven¢no tabelo, kjer je zapisal relativne frekvence.

| porabljen as v minutah | relativna frekvenca (v %) |

90 — 105 7.9
105 — 120 10,4
120 — 135 37,2
135 — 150 16,3
150 — 165 12,7
165 — 180 ?

Dolo¢i neznano relativno frekvenco in izra¢unaj povprecni Cas.

54. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije
— drzavno tekmovanje

1. Za cela stevilaa, b, cind veljaa > b > ¢ > din

(1—a)(1—b)(1—e)(1—d) = 10.

Katere vrednosti lahko zavzame izraz a +b — ¢ — d?

‘ ‘ Presek_38_2_priloga.indd 3 @ 10/410 3:07:40 PM ‘ ‘

2. Za nenicelna realna Stevila z, y in z velja 3z + 2y = z in % + % = % Dokazi,
da je vrednost izraza 522 — 4y* — 2% vedno celo $tevilo.

3. Simetrala diagonale AC' pravokotnika ABCD, v katerem je |AB| > |BC|,
seka stranico C'D v tocki E. KroZnica s sredis¢em £ in polmerom AE seka
stranico AB Se v tocki F'. Naj bo G pravokotna projekcija tocke C' na premico
EF. PokaZi, da tocka G leZi na diagonali BD.
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. Utiteljica je Mateju izrocila Stiri liste papirja, na vsakem je bila zapisana

nenicelna Stevka. Matej je liste postavil v vrsto in tako oblikoval Stirimestno
Stevilo. Ko je dva lista med sabo zamenjal, ne da bi ju pri tem obrnil ali za-
vrtel, je oblikoval Se eno Stirimestno Stevilo. Ali je lahko oblikoval $tevili, ki
si nista bili tuji, ne glede na to, katere Stevke so bile zapisane na listih?

. letnik

. Dolo¢i vsa cela $tevila n, za katera ima ena¢ba 22 + nx +n +5 = 0 le

celostevilske regitve.

. Za katera naravna Stevila n obstaja veckratnik Stevila 7, ki ima vsoto Stevk

enako n?

. Naj bo O sredisce ostrokotnemu trikotniku ABC' o¢rtane kroznice K. Sime-

trala notranjega kota pri A seka kroZznico K Se v tocki D, simetrala notranjega
kota pri B pa seka kroZznico /C 8e v tocki E. Oznacimo z I sredisce trikotniku
ABC vértane kroznice. Kolik3na je velikost kota ZACB, ¢e tocke D, E, O in
I lezijo na isti kroznici?

. Vsaka tocka daljice D je rdece ali modre barve. DokaZi, da obstajajo enako

obarvane razli¢ne to¢ke A, B in C daljice D, da je |[AB| = |BC|.

. letnik

. Naj bosta p in ¢ polinoma stopnje 3 s celostevilskimi koeficienti, katerih vo-

dilna koeficienta sta si tuja. Naj bo a tako racionalno $tevilo, da sta p(a) in
q(a) celi stevili. Dokazi, da je tedaj tudi a celo stevilo.

. Za katera naravna Stevila n obstaja veckratnik Stevila 13, ki ima vsoto Stevk

enako n?

. Naj bo H visinska tocka ostrokotnega trikotnika ABC' in D toc¢ka v notranjo-

sti trikotnika ABH. Vzporednica k premici AH skozi tocko D seka stranici
BC in AB v to¢kah K in L. Vzporednica k premici BH skozi tocko D seka
daljici AC' in AB v to¢kah M in N.

Dokazi, da tocke C', D in H leZijo na isti premici, ¢e tocke K, L, M in N leZijo
na isti kroZnici.
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4. Vsaka tocka na stranicah trikotnika 7 je rdece ali modre barve. DokaZi, da
na stranicah trikotnika 7 obstajajo take enako obarvane to¢ke A, B, C'in D,
da je stirikotnik ABC' D trapez.

4. letnik

1. Poisci vsa realna Stevila x z intervala [0, 27), za katera so vsi ¢leni zaporedja
s splosnim ¢lenom
1
a, = ———
" cos(nx)

cela stevila.

2. Za katera naravna Stevila n obstaja veckratnik Stevila 11, ki ima vsoto stevk
enako n?

3. Diagonala AC konveksnega stirikotnika ABCD je simetrala kota ZDCB.
Naj bo E presecisce stranice AB in trikotniku AC'D oc¢rtane kroZnice in naj
bo F presecisce stranice AD in trikotniku ABC oértane kroZnice. DokaZi, da
se daljice AC, DE in BF sekajo v eni tocki.

4. Dano je naravno Stevilo n. V ravnini leZi 2n + 2 tock, izmed katerih nobene
tri ne leZijo na isti premici. Premica v ravnini je lo¢nica, ¢e na njej leZita dve
izmed danih tock, na vsakem bregu te premice pa je natanko n toc¢k. Doloci
najvedje Stevilo m, za katerega velja, da je v ravnini vedno vsaj m lo¢nic.

10. tekmovanje v znanju matematike za dijake poklicnih sol
— drzavno tekmovanje

A1 Katera prostornina je med 8 cm® in 700 mm?®?
(A) 0,3 cm?® (B) 0,0009dm®  (C) 10 cm?® (D) 12 ml (E) 0,8 dm?®

A2 V teku na 100 m je Meta vedno najhitrejsa. Na Sportnem dnevu so jo poskusale prehiteti
Sonja, Vida in Mojca, a jim ni uspelo. Vida je prisla skozi cilj pred Mojco. Sonja je bila pred-
zadnja. V kakSnem vrstnem redu so prihitele skozi cil;?

(A) Vida, Mojca, Sonja, Meta (B) Meta, Sonja, Vida, Mojca

(C) Vida, Meta, Mojca, Sonja (D) Meta, Sonja, Mojca, Vida

(E) Meta, Vida, Sonja, Mojca

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za tekmovanje v znanju matematike za dijake poklicnih ol 5
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A3 Kako visok je steber, ¢e je tretjina stebra v tleh, polovica v vodi, nad vodo pa $trli 1,5 metra?
(A)75m (B)8m (C)9m (D)9,5m (E) 10 m

A4 Koliksna je plos¢ina osencenega trikotnika?

(A) 6 cm? (B) 9 cm? (C) 15 cm?
(D) 18 cm? (E) 30 cm?
=
|9)
©
A5 V katerega izmed danih izrazov lahko preoblikujes izraz
1 1 1
i i
a b ¢ )
3 a+b+c 3la+b+c
A) ——— (B) —— © Natbtc) L0
a+b+c abc abc
ab + ac + be 3 F—3cm—i
D) ——— (E) —
abe abe

A6 Polzasta vzmet se zavija tako, da je premer zavoja enak prejSnjemu
polmeru (glej sliko). Koliko centimetrov je dolga polzasta vzmet? ~ 2 cm —
(A)3.25 1 (B) 3,57 (©) 3,757 \_/
(D)4n (E)4,25 7

B1 Turisti¢no drustvo Hrastov vrsi¢ek je v novoletnem ¢asu pripravilo Zive jaslice in namenilo
del izkupi¢ka v dobrodelne namene. Spodnja tabela in grafikoni prikazujejo, koliko obisko-
valcev si je ogledalo Zive jaslice.

St. obiskovalcev
1. dan 440
2. dan 536
3. dan 544
1. dan 3. dan

- odrasli

otroci
upokojenci, studenti, dijaki
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A Izpolnite spodnjo tabelo (zaokroZite na cela Stevila):

Stevilo obiskovalcev
1.dan | 2. dan | 3. dan

Odprasli
Otroci
Upokojenci, Studenti, dijaki

B Vstopnina za odraslega je znasala 7 EUR, za otroka polovico manj, za upokojenca, stu-
denta ali dijaka pa za 2 EUR manj. Koliksen je bil izkupi¢ek od prodaje vstopnic v vseh
treh dneh?

C Turisti¢no drustvo je 35 % izkupi¢ka od prodaje vstopnic namenilo v dobrodelne na-
mene. Koliko EUR je bilo to?

B2 Stirje delavci so si razdelili 1880 EUR honorarja. Prvi delavec je dobil éetrtino, drugi pa 5 %
celotnega zneska. Ostanek sta si razdelila tretji in Cetrti delavec v razmerju 1 : 3. Koliko je
dobil vsak delavec?

B3 Alpinisti¢na odprava ima 420 kg prtljage.
A Najmanj koliko nosacev morajo najeti, ¢e lahko vsak nosa¢ nosi najvec¢ 35-kilogramski
tovor?
B Povprecno koliksno breme bi moral nositi vsak nosac, ¢e bi jih bilo 15?

@ C Na koliko nacinov lahko izberejo prvi trije nosaci svoj tovor, ¢e izbirajo med desetimi @
razli¢nimi tovori?

D Eden od tovorov je v obliki kvadra, drugi pa v obliki valja s premerom 1 m in visino
0,8 m. Kvader je 1,57 m dolg in 4 dm $irok. Koliko je visok, ¢e imata oba tovora enako
prostornino?

B4 Vzporedni premici AB in DFE, oddaljeni 12 cm, sekata premici s presecis¢em v tocki C' tako,
davelja |BC|: |CD|=2:3.

A Zapisi velikosti kotov /CAB, /ABC in /BCA.
B Izratunaj razdaljo |AB|, e meri razdalja |[DE| =9 cm. /A

C Izra¢unaj plos¢ino trikotnika ABC.

7/
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10. tekmovanje v znanju matematike za dijake poklicnih Sol

— podrocno tekmovanje

A1l. Kateremu decimalnemu $tevilu je enako razmerje plos¢in pravo-

kotnikov AEF'D in ABCD (glej sliko)?
(A) 0,2 (B) 0,3 (©o04 (D) 0,5 (E) 0,6

A2. Katero izmed navedenih Stevil je enajst milijonov enajst tiso¢

enajst?

(A) 11001111 (B) 11011011 (C) 11011111 (D) 11111111 (E) 101101011

A3. Manca je zapisala vsa trimestna $tevila, v katerih so nastopale Stevke 1, 4 in 7, vsaka enkrat.

Koliko izmed teh $tevil je bilo deljivih z 2?
(A)0 (B)1 ©2 (D)3

(E) 4

A4. V tovarni so 6,5 t sladkorja zapakirali v vrecke po 2 kg. Koliko vreck so napolnili?
(E) 3600

(A) 3000 (B) 3200 (C) 3250 (D) 3500

A5.  Koliko je velik najvecji notranji kot trikotnika ABC' (glej
sliko)?

(A) 44° (B) 89° (C) 90° (D) 176°

(E) Nemogoce je dolociti.

A6. Na zemljevidu je razdalja med dvema krajema enaka 8 cm.
V kaksnem merilu je narisan zemljevid, e je razdalja med tema
krajema enaka 4 km?

(A)1:2  (B)1:5  (C)1:4000 (D)1:5000 (E)1 :50000

X

c

2z +1°

+3°
X B @

A7. Zanaravno stevilonjen! =1-2---n,npr. 3! =1-2-3in4! =1-2- 3 - 4. Katero stevilo je

enako vrednosti ulomka %?
(A) 3 (B) 4 ©8 (D) 28

(E) 56

A8. Gasper je na list papirja narisal kvadrat, krog in enakostrani¢ni trikotnik. Obseg vsakega
izmed teh likov je 7,2 cm. V katerem primeru so ti liki razvrsceni od lika z najmanjso plos¢ino

do lika z najvecjo plos¢ino?
(A) trikotnik, kvadrat, krog
(C) trikotnik, krog, kvadrat
(E) kvadrat, trikotnik, krog

(B) krog, kvadrat, trikotnik
(D) krog, trikotnik, kvadrat

D C

A9. V kvadratu ABCD so narisani kvadrati K, L in M (glej sliko). —@
Plos¢ina kvadrata K je 4 cm?, plos¢ina kvadrata L je 16 cm? in plos- I
¢ina kvadrata M je 1 cm?. Koliko kvadratnih centimetrov je plos¢ina
kvadrata ABCD?

(A) 30 (B) 36 (C) 55 (D) 64 K

(E) Nemogoce je dolociti. A B
8 (© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za tekmovanje v znanju matematike za dijake poklicnih $ol
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A10. Na koliko nacinov lahko blagajnik izplac¢a 30 EUR, ¢e ima na
voljo le bankovce za 5 EUR, 10 EUR in 20 EUR?

(A)3 (B) 4 ©5 (D)6 (E)7
B1. Prikaz s stolpci ponazarja Stevilo zadet- § 16 1
kov na tekmah predtekmovanja na zad- ° i’ 1 B
njem svetovnem prvenstvu. 3 134
N
A Koliko tekem je bilo odigranih? 3 |
B Koliko zadetkov je bilo v povpredju 18 T
dosezenih na tekmo? Rezultat zapisi gl _ .
na dve decimalni mesti natan¢no. 7+
C Koliksen je odstotek tekem, na kate- 6 1
rih so mostva dosegla manj zadetkov i 1
od povprecja? 31
2 4
(111
0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Stevilo zadetkov

B2. Za oznalevanje trgovskega blaga je danes najpogosteje v rabi &rtna koda EAN13. Crtna
koda je sestavljena iz slikovnega dela in 13 Stevk, po vrsti oznacenih z ay, ..., a13. Za te
Stevke mora veljati, da je vrednost izraza

ay + 3as + az + 3ag + ...+ ayg + 3as + a3
deljiva z 10.

0"123456"789777" >
A Z ratunom preverite, da je koda EAN13 na desni sliki veljavna. N
173458

B Dolodite taki Stevki ag in a,3, da bo koda EAN13 na desni sliki ve-
ljavna. Zapisite vsaj tri resitve.

70" 6215 ">
ag a3

B3. givﬂja je imela blago v obliki kvadrata z 8 cm dolgo stranico. Iz
njega je izrezala dva enakokraka trapeza in dobila pentljo (glej sliko,
pentljo predstavlja osenceni lik). DolZini osnovnic izrezanih trape-
zov sta 8 cm in 2 cm, viSini pa 3 cm.

A Koliko kvadratnih centimetrov je plos¢ina enega izrezanega
trapeza?

B Koliko kvadratnih centimetrov je plos¢ina pentlje?

C Koliksen del plosc¢ine kvadrata predstavlja plos¢ina pentlje? Rezultat izrazite z deci-
malnim Stevilom na 2 decimalni mesti natan¢no.

B4. V vsakem kubi¢nem metru vode, ki te¢e v Hladno jamo, je raztopljenega 75 g apnenca.

A Koliko gramov apnenca je v 350 ¢ vode, ki prite¢e v Hladno jamo? Rezultat zapiSite
na dve decimalni mesti natan¢no.

9
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B V zbiralniku, polnem vode iz Hladne jame, je raztopljeno 35 g apnenca. Koliksna je
prostornina zbiralnika? Rezultat zapiSite na liter natan¢no.

C Hladno jamo krasi mogocen, 1000-kilogramski kapnik, v celoti sestavljen iz apnenca.
Najmanj koliko kubi¢nih metrov vode je priteklo v Hladno jamo, da se je iz vode lahko
izlo¢ilo toliko apnenca?

Resitve nalog 10. tekmovanja v znanju matematike za dijake srednjih
tehniskih in strokovnih Sol — drzavno tekmovanje

1.

letnik

. Naj bosta a in b stevki iskanega dvomestnega stevila. Nastavimo enac¢bo

100a + b = 9(10a + b). Odpravimo oklepaj in dobimo zvezo 4b = 5a.Uposevamo, da sta a
in b stevki, kar pomeni, da je edina mozna resitev a = 4 in b = 5. Iskano stevilo je 45.

. Naj bo  stevilo prevozenih kilometrov in m(x) ter b(z) zneska, ki sta odvisna od z. Znesek

za Mihovo kolo je m(z) = 4z + 100, znesek za Blazevo kolo pa b(x) = 3z + 200. Miha bo
placal ve¢ kot Blaz, ko bo veljlo 4z 4 100 > 3z 4 200. ReSimo neenacbo in dobimo resitev
x > 100. Prevoziti morata najmanj 101 kilometer.

. Potence z negativnim eksponentom v oklepajih zapisemo z ulomki

(x—1) ((I—l3 + I% + %)(% -1)- (z% — 1)(?12 + 1))_1. Vsote oziroma razlike razsirimo na sku-

‘ -1
pni imenovalec (z — 1) ((Hiijlz)(l%) - (1;272)(1?2)) , opravimo mnoZenje

-1
(z—1) (w — @) . Dobljena ulomka v oklepaju odstejemo (x— 1)(””4;4“”3 )~L

x4

)
Zapisemo obratno vrednost (z — 1)(#:))7 okrajsamo in dobimo rezultat .

. Naj bo x zacetni znesek Alesa, y zacetni znesek Lovra in z zacetni znesek Mira. Tabeliramo

casovni potek spreminjanja koli¢ine denarja pri posameznikih:

Igra | Miro | Ales | Lovro |
pred igro || = Y z
po l.igri |z —y — 2 2y 2z
po 2.1igri || 20 — 2y — 22 | 2y—(z—y—2)—2:= | 4z
=—x+3y—=z
po 3.igri || 4o — 4y — 4z | —2x + 6y — 22 | 4o—(20—2y—22)—(—a+3y—z)=
=—ar—y+7z

Zapisemo sistem enacb:

do —4dy — 4z =24

—2rx+6y—22=24

—x —y+ Tz =24,
ki ga resimo. Resitev je z = 39,y = 21 in z = 12. Ugotovimo, da je najvec izgubil Miro in
sicer 15 evrov.

Zapisemo zvezo 315+40% od 315 in izrac¢unamo, da je to 441. UpoStevamo pridelek v 1. sa-
dovnjaku z+ 222 = z+% = 2 ter pridelek v drugem sadovnjaku (315 —x)+ 25 (315—z) =
472,5 — 1,5x. Sestejemo pridelek v obeh sadovnajkih % +472,5 — 1,52 = 441. ReSimo
enacbo in dobimo resitev x = 126. V prvem sadovnjaku je zraslo 126 ton sadja, v drugem
pa 189 ton.

1 O (© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za tekmovanje v znanju matematike za dijake srednjih tehniskih in strokovnih Sol
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2. letnik

1. L. nacin:
Ugotovimo, da poraba goriva predstavlja linearno funkcijo odvisno od prevozenih kilometrov
f(z) = k-z. Izracunamo k = 223=112 — 221 _ § g itrov na 100 kilometrov. Za nadaljnih
300 kilometrov potrebuje f(300) = 0,068 -300 = 20,4 ¢. Sestejemo 39,3+ 20,4+5,3 = 65 /.

3614935824 325

II. nacin:

zacetna koliéina z | z — 17,2 | £ — 39,3 | 5,3 \

Upostevamo premo sorazmerje.

stanje km 35824 36149 36449 ‘
Zapisemo sklepni racun 22, 1eeeeeeee 325
P p T — 44,6 300
Izra¢unamo = = 65 /.

2. Upostevamo, da je n = g in f(2) = 0, kar vstavimo v predpis za linearno funkcijo
f(z) = k-2 + n. Dobimo k-2 + g = 0 n izratunamo k = —%. Upostevamo lastnost
vzporednih premic, torej da imata enak smerni koeficint. Enacba premice je y = —%x +ny.
Upostevamo, da lezi na tej premici tocka M (%7 0) in izra¢unamo n; = g Enacbo premice
y = —g.’L‘ + % zapisemo Se v implicitni obliki 15z 4+ 12y — 20 = 0 ali njej ekvivalentni.

3. Skico dopolnimo tako, da vriSemo navpicnico, da dobimo pravokotni trikotnik.

S S

g

[\

75° 3

4 16°
M P, 7P

Uporabimo kotne funkcije za ostra kota 16° in 75° in sicer tan 16° = mf}hl ter tan 75° = l\ll\p/}f’zl‘ .
Iz prve zveze izratunamo |[MPy| = 222 = 7742 m, iz druge pa [M P;| = 225 = 59,5 m.

Glede na oznake na skici, upostevamo da je [S1S;| = |PyPo| = |[MPy| — |MPy| = 714,7 m.

A/ F

p

VAV
o Na

Ugotovimo, da sta trikotnika ABG in AC'H podobna in velja |AG| = |FE| ter |GH| = |ED|.
Upostevamo, da je razmerje istoleznih stranic konstantno |AG| : |AB| = |AH| : |AC|. 1z

. AB|-|AH| _ 3%
tega izracunamo |AC| = | |/-‘X‘G\ | = 2 =62
3

11
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. . . § . R o . _ 1 _8—4V3 4(27\/5 o
Racunati za¢nemo od spodaj navzdor. Poenostavimo 2 — /3 + AT s = s =&
i 2 — 2 _ 1 i _ 1l _ 231 a8 1 _
Nadaljujemo A — 1~ 2 Nato uredimo v/3 5 = 5. Izratunamo 47— =
2-V3 2
2 : S S 2 2V3+1 _ 4342
NI Racionaliziramo Se imenovalec ulomka ; NI i TRt

. letnik

. Upostevamo smiselno zvezo med diagonalama e — f = 14 ali e = 14+ f. Uporabimo obrazec

za ploséino romba % = 120. Vstavimo e in dobimo kvadratno ena¢bo f2? + 14f — 240 = 0.
Enacbo resimo. Dobimo resitvi f; = 10 in fo = —24, ki pa ni ustrezna. Dolzino stranice a
izratunamo z uporabo Pitagorovega izreka a® = (£)? + (£)2. Izratunamo a = 13.

a) Vstavimo vrednost z = 15 in izratunamo h(15) = —0,0126 - 15% + 0,635 - 15 = 6, 69 m.

b) Nastavimo enac¢bo h(z) = 0. Izra¢unamo resitvi z = 0 in = = 50,4 m ter izlo¢imo
z=0.

c) Ugotovimo, da je najvisja visina zoge enaka ordinati temena parabole. Izra¢unamo
p= —2—131 = 2,52 ter nato izra¢unamo $e ¢ = h(p) = —0,0126 - 25,2%+0,635-25,2 = 8.

Ugotovimo, da je ¢® = 1. Poenostavimo tudi korenjenec /(5% +42)2 = /(17)2 = 17.
Uporabimo zvezo 1 = log, 4 in dobimo 1 + log, (3" — 17) = 4. Uredimo log,(3* — 17) = 3.
Uporabimo definicijo logaritma 64 = 3* —17. Poenostavimo 3* = 81. ReSimo in izracunamo
r =4

Nastavimo enacbe 4 - 2t + 2143 = ¢ . 2!¥2. Enacbo uredimo, tako da izpostavimo skupni
faktor 2(4 + 8 — 4a) = 0. Ugotovimo, da je 2 # 0. Tako je 4 + 8 — 4a = 0. Izracunamo
a=3.

Uporabimo obrazec za povrdino kocke P = 6a2in iz nje izra¢unamo dolzino roba a = 2/3
cm. Nato izracunamo dolzino telesne diagonale kocke D = av/3 = 6 cm ter prostornino
kocke V = a® = (2v/3)? = 24v/3 cm®. Upostevamo, da sta prostornini kocke in piramide

. 2, - e . .
enaki 244/3 = 27” Izra¢unamo visino piramide v = 18v/3 cm.

. letnik

. Izberemo spremenljivke a je dolzina, b je Sirina in ¢ je globina. Nastavimo sistem enach

12a = ¢,a = %b in abc + ab = %, Sistem uredimo in dobimo 48a® + 4a> — 7 = 0. Resimo
enacho tretje stopnje z uporabo Hornerjevega algoritma. ZapiSemo resitve a = % b= % in
c=6.

x

. Ugotovimo, da mora biti logaritmand %5 — L vegji od 0. Zapisemo neneacho -5 — 1 > 0.

42 T

22092 . . . . .
.1/1(112) > 0. Dolo¢imo ni¢le z1 = 2in x9 = —1 in pole x; = 0in x5 = —2.

Na stevilski premici dolo¢imo predznake in odéitamo resitev x € (—oo, —2)U(—1,0)U(2, 00).

Neenacbo uredimo

12
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3. Upostevamo lastnosti geometrijskega zaporedja 8 - ¢ = = in x - ¢ = 18. ZapiSemo zvezo
8¢? = 18 in izra¢unamo koli¢nik ¢ = g Nato izracunamo polmer srednje krogle ro = 12 dm.
Izracunamo prostornino snezaka V = (37(8% 4 12° 4 18°), ki je 33,8119 m?.

4. Uporabimo zvezo za prehod na oster kot cos(m 4+ 2z) = — cos 2z, nato $e zvezo za dvojne
kote — cos 2z = — cos® z + sin? x. Uporabimo zvezo za sin?z = 1 — cos? . Izraz uredimo,
vstavimo cosz = i. Dobimo 1 —2cos?z =1—2- (i)? Izracunamo vrednost izraza %.

5. Vsota reletivnih frekvenc mora 100%. Tako izracunamo fgs = 6,5. Za grupirane podatke

. . . . . _ x1+forxot+f3-x3...frx .
se aritmeticna sredina izracuna z obrazcem 7 — J1*1T/2e2 Nf 573 J1 T \rednosti @ so sre-

dine razredov in jih dobimo kot povprecje zgornje in spodnje meje razreda z; = %

Ker za relativne frekvence velja f? = fﬁ - 100, lahko aritmeti¢no sredino izracunamo kot
I = f]]f‘ + fz% +...= f{[')ol + ff(')OQ + .... Vstavimo naSe podatke in dobimo z = 131,4
minute.

Resitve nalog 54. matematicnega tekmovanja srednjeSolcev Slovenije
— drzavno tekmovanje

I/1. Ker so stevila a, b, ¢ in d razli¢na, so razlicna tudi stevila 1 —a, 1 —b, 1 —cin 1 —d.

Ker je 10 produkt le dveh prastevil, lahko 10 zapiSemo kot produkt stirih celih stevil le, ¢e

sta dve izmed teh Stevil 1 in —1. Preostali Stevili sta tedaj —2 in 5 ali pa 2 in —5.
Zaradia >b>c>dsledil—a<1l—-b<l—c<1l—d. Zatojel—=b=—-1inl—c=1,

od koder sledi b=2inc¢=0. Cejel —a=—-2inl1—d=>5,dobimoa=3ind=—4. V

@ primeru 1l —a=—-5,1—-d=2pajea=6ind = —1. @

Vrednost izraza a + b — ¢ — d je v prvem primeru 34+ 2 — 0 — (—4) = 9, v drugem pa

64+2—0—(=1) =09, torej je edina moznost a +b—c—d = 9.

I/2. 1. nagin V drugo enacbo vstavimo z = 3z + 2y in odpravimo ulomke. Dobimo
22 + 3zy + 2y* = 0 oziroma (z + y)(z + 2y) = 0. Od tod sledi z = —y ali x = —2y.

V prvem primeru je z = —y in z = —y, zato je bz? — 4y? — 22 = 5y% — 4y® —y? = 0.

V drugem primeru je v = —2y in z = —4y, zato je 5% — 4y — 2% = 20y® —4y% — 16y* = 0.

2. na¢in Iz druge enacbe sledi 22y = 3yz + zz. Ce prvo enacbo pomnozimo z z, z in y,
lahko izrazimo 2% = 3wz + 22y, 322 = zz — 27y in 2y = 2y — 3wy. Zato je

5 4
Sa? —4y? — 2 = g(Z”L‘ —2zy) — 2(zy — 3zy) — (3xz + 2z2y) = §(2xy —3zy —zz)=0.

I/3. Oznaé¢imo LFAE = «. Ker tocka E lezi na si- D E C
metrali daljice AC, je enako oddaljena od A in C, zato $T
je sredis¢e kroznice, na kateri lezijo tocke A, C' in F. RN
Tako velja |AE| = |CE| = |FE|. Zato je ZEFA = AN
LFAE = «. Zaradi vzporednosti AB in C'D sledi se G N\~
/DFEA=/FAF =ain ZCEF = ZEFA = qa. o~
Pravokotna trikotnika AED in C'EG se ujemata v kotih SN
in imata enako dolgi hipotenuzi, zato sta skladna. Tako je F
|ED| = |[EG| in |CG| = |AD| = |BC|. Od tod sledi, daje 4 " B
trikotnik DEG enakokrak in je

(© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli 1 3
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JEGD — m— ZLDEG _ LGEC _a
2 2 2

Po Pitagorovem izreku velja |FB|*> = |FC|> — |BC|* = |FC|* — |GC|* = |FG|*, torej je

|FB| = |FG|. Trikotnik GF B je zato enakokrak in tako velja

JFGE — ™ — ZGFB _ ZGFA _a
2 2 2

Torej je LZFGB = ZEGD, zato tocke B, G in D lezijo na isti premici.

Opomba. Da je trikotnik F'BG enakokrak, lahko utemeljimo tudi drugace. Iz |CG| = |CB]

sledi, da je enakokrak trikotnik BCG, torej je ZCBG = ZBGC in zato

/FGB = g — /BGC = g — /GBC = /FBG.

I/4. Odgovor je da. Ce je katera izmed stevk soda, lahko Matej oblikuje dve sodi stevili,
saj sodo stevko postavi na mesto enic, med sabo pa zamenja dva izmed ostalih listov. Ce je
med Stirimi Stevkami stevilo 5, Matej postopa podobno. Petico postavi na mesto enic, med
sabo pa nato zamenja dva izmed ostalih listov. Stevili si nista tuji, saj sta obe deljivis 5. V
kolikor sta dve zapisani Stevki enaki, Matej sestavi neko stevilo, nato zamenja lista papirja
z isto Stevko in dobi Stevilo, enako prejsnjemu.

Ostane $e en primer in sicer, ko so na listih zapisane stevke 1, 3, 7in 9. S temi Stevkami
Matej lahko oblikuje stevili 1397 in 1793 ali Stevili 1397 in 9317 ali Stevili 9317 in 9713, saj
so vsa ta stevila deljiva z 11. Lahko pa oblikuje tudi stevili 1739 in 9731, ki sta obe deljivi
s 37.

Opomba. Primer dveh stirimestnih stevil, ki si nista tuji in katerih Stevke so 1, 3, 7 in
9, dobimo z obravnavo razlik oblike ajasazas — asaiasay, aiasazas — azasaiay in tako dalje
(drugo stirimestno stevilo ima glede na prvo zamenjani dve §tevki). Primer najdemo Ze s
pomocjo druge izmed zapisanih razlik. Ker je

a1ao03y — 3020104 = 2- 32 -5 11(&1 - a3)

in nobeno stevilo s stevkami 1, 3, 7, 9 ni deljivo z 2, 3 ali 5, je smiselno poiskati stevilo,
deljivo z 11. Ce Matej sestavi stevilo ayazazaz, deljivo z 11, je z 11 deljivo tudi zazaras.
Racunamo lahko po vrsti. Stevilo 1379 ni deljivo z 11, 1397 pa je. Matej lahko sestavi tevili
1397 in 9317.

II/1. Kvadratna enacba ima lahko celostevilske resitve le, ¢e je diskriminanta popoln
kvadrat. Izracunamo lahko D = n? — 4(n +5) = (n — 2)? — 24. Torej za neko nenegativno
celo Stevilo m velja m? = (n — 2)% — 24, oziroma

2d=n—-22-m>=(n+m—2)(n—m-—2).

Ker sta stevili n +m — 2 in n — m — 2 iste parnosti in je m > 0, imamo 4 moznosti.
Cejen—m—2=—12inn+m—2= -2 jen=—5 (in m = 5), kvadratna enacha pa
ima resitvi xy = 0in x3 = 5. Vprimerun —m—2=—-6inn+m—2=—4jen = -3 (in
m = 1), resitvi kvadratne enacbe pa sta 1 = 1 in x5 = 2.
Cejo n—m-—2=2inn+m-—2=12 jen =9 ter m = 5, kvadratna enacba pa ima

14
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reSitvi 1y = =7 in o = =2. Vprimerun—m—2=4inn+m—-2=6jen=7inm =1,
resitvi kvadratne enacbe pa sta x7 = —4 in x9 = —3.

Vse mozne vrednosti stevila n so torej —5, —3, 7in 9.
2. nac¢in Naj bosta z; in x5 celostevilski resitvi te kvadratne enacbe. Predpostavimo lahko
Se 1 < x9. Po Vietovih pravilih velja x; + 29 = —n in x129 = n + 5. Ce enachi sestejemo,
dobimo x1x9 + 1 + x5 = 5 in zato

Kerje6=1-6=2-3=(-3)-(—2) = (—6) - (—1), dobimo $tiri moznosti. V prvem primeru

jexy =0, xy =5, vdrugem z; = 1, 2o = 2, v tretjem 21 = —4, x5 = —3 in v zadnjem
r1 = —T, x5 = —2. S pomocjo x; + x5 = —n izracunamo, da je stevilo n enako —5, —3, 7 ali
9.

I1/2. Stevilo, katerega vsota Stevk je 1, je potenca stevila 10 in ni veckratnik 7. Zato
ne obstaja tak veckratnik Stevila 7, da bi bila vsota Stevk enaka 1. Poskusimo najti tak
veckratnik, da bo vsota Stevk enaka 2. To Stevilo mora imeti dve Stevki enaki 1. Preverimo
po vrsti nekaj takih naravnih stevil. Stevila 11, 101 in 110 niso deljiva s 7, 1001 pa je.

Naravno stevilo oblike 10011001 ...1001, v katerem smo k-krat zapored zapisali Stevilo
1001, ima vsoto Stevk enako 2k in je oc¢itno veckratnik 1001, torej je veckratnik Stevila 7.
Zato za vsa soda naravna Stevil n obstaja stevilo m, ki je veckratnik 7, da je vsota Stevk
stevila m enaka n.

Vsoto stevk enako 3 ima Stevilo 21, stevilo oblike 2110011001 ...1001, kjer smo za 21
zapisali k-krat zapored Stevilo 1001, ima vsoto Stevk enako 3 + 2k in je veckratnik stevila
7. Zato za vsa liha naravna Stevila n ve¢ja od 1 obstaja stevilo m, ki je veckratnik 7, da je
vsota Stevk stevila m enaka n.

Pokazali smo, da za natanko vsa naravna Stevila n razen 1 obstaja veckratnik stevila 7,
katerega vsota stevk je n.

II/3. Ker je trikotnik ABC ostrokotni, lezita - ——_
tocki I in O na istem bregu premice ED. Iz po-
goja, da lezijo tocke D, E, I in O na isti kroznici,
zato sledi ZDOE = ZDIFE. Oznac¢imo kote v tri-
kotniku z <, # in 7y in z njimi izrazimo kota ZDOFE
in ZDIE.

Velja ZDOE = ZEOC + ZCOD. Ker je srediscni
kot dvakrat vecji od obodnega, je ZCOFE =
2/CBE. Premica EB simetrala kota CBA, zato
je ZCBE = £84 — £ Torej je ZCOE =
2/CBE = p. Podobno je ZDOC = 2/DAC =
2§ =aintako ZDOE = o+ f.

Velja /DIE = ZAIB = n — /BAI — /IBA =
T— 5 — g Iz enakosti ZDOE = /ZDIE sledi m = 3(« 4 3) oziroma o + 3 = %’T Torej je
y=r—a—-3=3.

II/4. Daljico razdelimo na tri B A C B A
enako dolge dele. Na srednjem delu

15
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®

gotovo obstajata dve tocki enake barve. Denimo, da sta ti tocki rdeci in ju oznacimo z A in
B. Naj bo A’ slika tocke A pri zrcaljenju ¢ez tocko B in B’ slika tocke B pri zrcaljenju ¢ez
tocko A. Ce je ena izmed tock A’ in B’ rdeca, smo Zeljene tri tocke nasli. Predpostavimo
torej, da sta obe tocki A" in B’ modri. Naj bo C razpolovisée daljice AB. Torej je C' tudi
razpolovisée daljice A’B’. Ce je C rdeca, so A, B in C iskane tocke, sicer pa so A, B in C'
iskane tocke.

IIT1/1. Naj bo p(x) = b2 + 122 + dyz + ey in q(x) = by + cp2? + dox + €. ZapiSimo
a = * kot okrajsan ulomek, kjer sta r in s celi tevili in je s > 0. Oznacimo p(a) = m in
q(a) = n. Tedaj velja
r? r? T re r? r
bl'—3+C1'—2+d1'—+€1:m, by —+cy-—+dy-—+ey=n.
s s s s s S

Ce obe enachi pomnozimo s s, dobimo

bird + eyrls + dirs? + es° = m33 bt + cor?s 4+ dors? + e9s® = ns®.

Od tod sledi, da s deli b17% in bor3. Ker je stevilo s tuje r, mora s deliti b; in by. Ker pa sta
po predpostavki by in by tuji stevili, je zato s = 1. Torej je a = r, kar je celo Stevilo.

II1/2. Ker so vsa Stevila, katerih vsota Stevk je 1, potence stevila 10, ki niso deljiva z 13,
ne obstaja veckratnik Stevila 13, ki bi imel vsoto Stevk enako 1.

Poskusimo najti stevilo m, deljivo s 13, katerega vsota stevk je 2. Ocitno bo imelo
Stevilo m dve stevki enaki 1, ostale pa 0. Preverimo po vrsti prvih nekaj takih naravnih
stevil. Ocitno 11, 101 in 110 niso veckratniki 13, 1001 pa je.

Podobno poskusimo najti stevilo m z vsoto stevk 3. Naj bo m = 10% 4 10° + 10°, kjer je
a > b > c. Ostanck stevila 10% pri deljenju s 13 je 9 in ostanck 10% pri deljenju s 13 je 12,
ostanek 10* je 3, ostanek 10° je 4 in ostanek 10° je 1. Vidimo, da je vsota ostankov, ki jih
dajo stevila 102, 10* in 10%, enaka 13, torej 13 deli 101010.

Stevilo oblike 10011001 ...1001, kjer smo k-krat zapisali 1001, je veckratnik 1001 in zato
tudi 13, ter ima vsoto Stevk 2k. Stevilo oblike 10101010011001 ...1001, kjer smo najprej
zapisali 101010 in nato k-krat 1001, je prav tako veckratnik 13 in ima vsoto Stevk enako
3+ 2k.

Pokazali smo, da za natanko vsa naravna Stevila n razen 1 obstaja veckratnik stevila 13,
katerega vsota Stevk je enaka n.

II1/3. Oznacimo kot ZABC z 3. Ker je pre-

mica KL vzporedna z visino na stranico BC| je
torej pravokotna na BC'. Zato je trikotnik K LB
pravokotni in velja ZKLB = 5 — 3. 'Torej je
ZKLN =7 — . Ker je Stirikotnik KLMN te-
tiven, velja /KMN =/KLN =Z — f.
V stirikotniku K DMC velja ADKC—I—ZD]WC =
7+ 5 = m, zato je tetiven tudi stirikotnik
KDM'C’ Torej je LDCK = /ZDMK =
NME=5-5 A L' E N . B
Oznacimo z FE tocko, kjer premica C'D seka stranico AB. Ker smo izracunali, da v trikotniku
CEB velja ZECB = § — f ter je ZEBC = 3, velja ZBEC = 7. Torej je premica skozi
tocki C' in D pravokotna na stranico AB, zato na njej lezi tudi tocka H. Tocke C, D in H
zato lezijo na isti premici.

16
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II1/4. Naj bodo A, B in C ogliséa danega triko- C
tnika ter A, B’ in C" razpolovigca stranic BC, C'A in
AB. Vsaj dve izmed tock A’, B’ in C' sta iste barve.
Predpostavimo lahko, da sta to tocki A’ in B’ ter da
sta rdece barve. Daljica A’B’ je vzporedna stranici AB.
Ce na stranici AB obstajata dve rdeci tocki, smo nasli
iskani trapez. Sicer obstaja najveé ena rdeca tocka. Ce
taka tocka obstaja in je razlicna od A in B, jo ozna¢imo
z D. V nasprotnem primeru naj bo D neka od A in B
razlicna tocka na stranici AB. Torej so vse tocke na
daljici AB, razen morda tocke A, B in D, modre barve.

A E C'"F' D B

Denimo, da na stranici AC' obstajata dve med seboj in od A razli¢ni tocki modre barve.
Oznacimo ju E in F tako, da je E blize A. Naj bo F’ od A razli¢na tocka modre barve na
daljici AD. Naj bo E’ presecisce daljice AD in vzporednice k premici F'F’ skozi tocko E.
Tedaj je EE'F'F iskani trapez.

Na enak nacin sklepamo, da obstaja iskani trapez ali pa na stranici BC' obstaja najvec
ena od B razli¢na tocka modre barve. V tem primeru sta obe stranici AC' in BC' skoraj
celi rdece barve in tako zlahka najdemo iskani trapez, ki ima za oglis¢a presecisca dveh
vzporednih premic s stranicama AC' in BC. Tako smo pokazali, da iskani trapez vedno
obstaja.

IV/1. Stevili ay in a, sta celi. Kerjea; = -1, ay = m in velja cos(2z) = 2(cosz)?—1,
sledi ay = 55— = % Ker je ay celo §tevilo, je 2 — a? delitelj a?. Zato 2 — a? deli 2 — a?
=P 2

in a?, torej deli tudi njuno vsoto, ki je 2. Tako je 2 — a? eno izmed §tevil —2, —1, 1 oziroma
2.

V prvem primeru dobimo a? = 4, v drugem a? = 3, v tretjem a? = 1 in v zadnjem a? = 0.
Ker je ay celo in nenicelno stevilo, so moznosti le a; = =2, a1 =2, a4y = -1 ina; = 1. Od

tod sledi, da je stevilo x lahko enako le 0, %, %’r, M, %’r ali 57”
Cejex =0, je a, = 1 za vsak n. Ce je = 7, dobimo zaporedje —1,1,—1,1,.... V

ostalih stirih primerih opazimo, da je a,+6 = a,, kajti za vsako celo stevilo a velja

(n+6)-ar n-am n-am
cos | ————— ZCOS(T—i—QaW)ZCOS( 3 )

3
Zato je dovolj preveriti, da so prvih Sest clenov zaporedja cela Stevila. V primerih z = % in
%’rdobimoalzzag:—l as=—1,a4=—-2,a5 =2, ag = 1. Cejex:%”alix:%’r,pa

je prvih Sest clenov zaporedja enakih —2, —2,1, -2, -2, 1.
it L w . = . T 27 4 - bw
Resitve naloge so realna Stevila 0, 3, 3, m, 5 in 5.

IV /2. Oznacimo vsoto Stevk naravnega Stevila m z S(m). Velja S(11) = 2. Opazimo, da
ima prvih nekaj veckratnikov sodo vsoto stevk. Prvi veckratnik, ki ima liho vsoto Stevk je
209 = 19-11, vsota Stevk je 11. S pomocjo teh dveh primerov lahko konstruiramo veckratnike
z vsoto Stevk n za skoraj vsa naravna Stevila n. Stevilo oblike 11...11, kjer smo 11 zapisali
k-krat zapored, je deljivo z 11 in ima vsoto Stevk enako 2k. Torej za vsako sodo stevilo n
obstaja veckratnik 11, ki ima vsoto $tevk enako n.

Vsoto stevk 11 ima stevilo 209. Stevilo oblike 20911 . . .11, kjer 209 sledi k-krat zapisano

11, je deljivo z 11 in ima vsoto Stevk enako 11 + 2k. Zato za vsako liho stevilo n, ki je vecje
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ali enako 11, obstaja veckratnik 11 z vsoto stevk n.

Konstruirali smo veckratnike za vsa naravna Stevila, razen 1, 3, 5, 7 in 9. Pokazimo, da
veckratniki z vsoto Stevk 1, 3, 5, 7 ali 9 ne obstajajo.

Naj bo m veckratnik Stevila 11. Denimo, da je S(m) < 9. Oznacimo z L vsoto stevk
stevila m na lihih mestih, z D pa vsoto Stevk na sodih mestih. Ker je S(m) = L + D,
sledi L, D < 9. Po kriteriju za deljivost z 11 sledi, da je L — D deljivo z 11. Hkrati pa
je =9 < -D < L—-D <L <9, torej mora biti L — D = 0 oziroma L = D. Tedaj je
S(m) =L+ D = 2D, torej sodo stevilo, s ¢imer smo pokazali, da veckratnik stevila 11 ne
more imeti vsote Stevk enake 1, 3, 5, 7in 9.

Veckratnik stevila 11, ki ima vsoto Stevk enako n, obstaja za vsa vsa naravna Stevila n
razen 1, 3,5, 7in 9.

Opomba Navedimo kriterij za deljivost z 11. Naravno Stevilo @,a,_1 . .. asa1ag je deljivo z
11 natanko tedaj, kadar je stevilo ag — a1 +as —ag+ ...+ (—1)"a, deljivo z 11. Res, razlika
teh dveh stevil je

A - (10" — (=1)") + ...+ ay- (10> = 1) +ay - (10 + 1) + ag(1 — 1)
in to stevilo je deljivo z 11, saj so z 11 deljiva stevila oblike 102*+1 4 1 in 10%* — 1.

IV /3. Naj bo G presecisce daljic AC in BF. Tocke
A, B, C in F lezijo na isti kroznici, zato je ZAFB =
ZACB. Diagonala AC' razpolavlja kot ZDCB, zato
je LZACB = £ZDCA. Torej velja ZAFG = ZDCA,
od koder sledi ZGFD + ZDCG = w. Zato tocke C,
D, F in G lezijo na isti kroznici.

Tocke A, E, C' in D lezijo na isti kroznici, zato je
JAEC = 7 — LZADC. Od tod sledi ZCEB = m —
LAEC = LZADC'. Ker je stirikotnik CDFG tetiven,
velja /ZFGC =7 — ZFDC in zato /ZFGA = ZFDC.
Torej velja /BGC = LFGA = ZFDC.

Pokazali smo ZCEB = ZADC in /BGC = LADC,
torej ZCEB = ZBGC'. Od tod sledi, da je stirikotnik
BCGE tetiven. Zato je ZBEG = m— /ZACB oziroma
/GEA = LZACB. Hkrati je ZACB = LACD, saj je
AC simetrala kota ZDCB, iz tetivnosti stirikotnika AEC'D pa sledi ZACD = ZAED.
Dobili smo torej /GEA = ZDFA, od koder sledi, da so tocke E, G in D kolinearne. To
ravno pomeni, da se daljice AC, BF in DE sekajo v eni tocki.

Ky

Opomba. Nalogo je mozno resiti s pomocjo poten-
¢nega sredis¢a treh kroznic. Oznac¢imo s Ky trikot-
niku ABC' o¢rtano kroznico, trikotniku AC'D oértano
kroznico pa s K. Ker so tocke A, B, C' in F kon-
cikli¢ne, velja ZAFB = ZACB. Diagonala AC je
simetrala kota /DCB, zato je ZACB = /DCA.
Ker tocke A, F, C' in D lezijo na isti kroznici, je
/DCA = ZDFEA. Dobili smo ZAFB = ZDFEA, od
koder sledi

/LBFD=n—-/AFB=n—-/DFEA=/BED.
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To pomeni, da so tocke D, F', E in B koncikli¢ne.

Kroznico skozi te tocke oznacimo s Ks.

Kroznici K in Iy se sekata v tockah A in C, kroznici

K1 in I3 se sekata v tockah B in F', kroznici Iy in K3 pa se sekata v tockah D in E. Torej
je AC potencna premica kroznic K; in Ko, BF potenc¢na premica kroznic Ky in K3 ter DE
je potencna premica kroznic Ky in K3. Ker se potencéne premice treh kroznic sekajo v eni
tocki (potencnem srediséu), sledi, da se premice AC, BF in DE sekajo v isti tocki.

IV /4. Pokazali bomo, da je najmanj n + 1 premic, ki potekajo skozi dve izmed danih
tock, locnic. Najprej podajmo primer, v katerem je lo¢nic totno n + 1. Naj bodo tocke
oglisca pravilnega (2n + 2)-kotnika. Oznacimo jih z Ay, Ag, ..., Agpio. Zavsak 1 <i<n+1
je o¢itno premica A; A;yn11 loénica. Nobena druga premica ni loénica, zato je locnic natanko
n+ 1.

Pokazimo Se, da vedno obstaja vsaj n+1 loénic ne glede na polozaj
tock. Pokazali bomo, da poteka skozi vsako izmed danih tock vsaj
ena locnica. Naj bo A ena izmed tock in Ay, Ay, ..., Asyiq pre-
ostale tocke. Opazujmo premice AA;, AAy, ..., AAs, 1. Obar-
vajmo del ravnine, ki lezi na enem bregu premice AA;, rdece. Naj

bo r stevilo tock v rde¢em delu (premica AA; ni v rdecem delu). A
Rdeci del ravnine bomo vrteli okoli tocke A v pozitivni smeri. V Ay

vsakem koraku zavrtimo tako, da slika rdecega dela meji na na-

slednjo mozno premico izmed AA;, AAs, ..., AAs,.1. Predpostavimo lahko, da si premice

sledijo po vrsti AA;, AA,y, ..., AAy, 1 in nato ponovno AA;. Naj bo r;1 Stevilo tock v
rde¢em delu ravnine po tem, ko smo rdeci del zavrteli i-krat.

Denimo, da smo v nekem koraku imeli
premico AA; in pripadajoci rdeci del rav-
nine ter smo nato rdeci del zavrteli tako,
da je mejil na premico AA;;1. Loc¢imo
Stiri primere glede na polozaj tock A; in
A1 Ce je tocka A;y1 lezala v prvo-
tnem rdecem delu in A; lezi v zavrtenem
rdecem delu, velja r; = ;4. Ce je tocka
A;i1 lezala v prvotnem rdecem delu, tocka A; pa ne lezi v zavrtenem rdecem delu, se je
stevilo tock v rde¢em delu zmanjsalo za 1, torej r;; 1 = r; — 1. Denimo, da A;;1 ni lezala v
prvotnem rde¢em delu. Ce A; ne lezi v novem rdecem delu, ponovno velja 7,1 = r;, sicer
pa je Tit1 =75 + 1.

Ag A3

As As

Al Al

V vsakem koraku se stevilo rdecih tock spremeni najve¢ za 1. Vsa sStevila so cela. Na
zacetku je bilo r; tock v rdecem delu, po 2n + 1 vrtenjih pa pridemo do situacije, ko rdeci
del ponovno meji na premico AA;, vendar je na nasprotnem delu premice AA; kot je bil na
zacetku. Zato je stevilo tock v rdeéem delu na koncu enako 2n—ry. Ce je 71 = n, je premica
AA; lo¢nica. Sicer je eno izmed stevil ry oziroma 2n — r veéje od n, drugo pa manjse. Pri
vrtenju rdecega dela se stevila r; spreminjajo za 1, kar pomeni, da obstaja korak, v katerem
je r; = n. Pripadajoca premica AA; je tedaj lo¢nica.

Pokazali smo, da skozi vsako tocko poteka locnica. Ker je tock 2n+2, tako dobimo 2n+2
premic, pri Gemer smo vsako premico steli dvakrat (po enkrat za vsako tocko, ki lezi na njej).
Tako je locnic vedno vsaj % =n+1.
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Resitve nalog 10. tekmovanja v znanju matematike za dijake
poklicnih Sol — drzavno tekmovanje

. 0,0009 dm?® = 900 mm? je ve& kot 700 mm? in manj kot 8 cm? = 8000 mm?.
. Ker je Meta prva, Sonja pa predzadnja, je od vseh ponujenih edini mozni odgovor E.

. Ceje x visina celega stebra, meri njegova polovica £, tretjina pa $.Izenatbe s +5+1,5m ==z

dobimo, da je viSina stebra x = 9 m.

. Plog¢ino trikotnika izra¢unamo tako, da produkt stranice trikotnika in viSine na to stranico

delimo z 2. Plos¢ina osendenega trikotnika na sliki je enaka 254 — 9 ¢m?.

i 1,1, 1_ bc 4 a 4 ab __ abtactbe
. Vrednost izraza syt = + + — .

abe abe abc abe

. Dolzina vzmeti je vsota dolZin stirih razli¢nih kroznih lokov, pri ¢emer vsak krozni lok pred-

stavlja polovico obsega izbranega kroga s polmerom 2, 1, % in % cm. Ker se polovica obsega
kroga s polmerom r izratuna kot 77, je dolzina polzaste vzmeti 27 + 17 + 17 4 ir = 3, 757

Daljse naloge

B1.

B2.

Iz tabele in grafikona od¢itamo podatke za reSevanje naloge in izra¢unamo $tevilo odraslih,
otrok in upokojencev/studentov/dijakov, ki so v posameznih dneh obiskali Zive jaslice.

Stevilo obiskovalcev

1. dan 2. dan 3. dan
Odrasli 60 % od 440 = 264 | 64 % od 536 = 343 | 53 % od 544 = 288
Otroci 22 % 0d 440=97 | 21 % od 536 =113 | 22 % od 544 = 120
Upokojenci, studenti, dijaki | 18 % od 440=79 | 15 % od 536 =80 | 25 % od 544 =136

Izkupicek od prodaje je bil:
- 1.dan: 264-7EUR+97-35 EUR+79-5 EUR = 2582,5 EUR
— 2.dan: 343-7EUR+113-3,5 EUR+ 80 -5 EUR = 3196,5 EUR
- 3.dan: 288 -7 EUR+120-3,5 EUR+ 136 -5 EUR = 3116 EUR

Izkupicek od prodaje v vseh treh dneh je bil 8895 EUR.
V dobrodelne namene je bilo namenjenih 0, 35 - 8895 EUR = 3113,25 EUR.

Prvi delavecje dobil % od 1880 EUR = 470 EUR, drugi delavec 5 % od 1880 EUR = 94 EUR.
Ostanek 1830 EUR — (470 EUR + 94 EUR) = 1316 EUR si tretji in Cetrti delavec razdelita
v razmerju 1 : 3. Tretji delavec dobi tako § od 1316 EUR = 329 EUR, Cetrti delavec pa 2 od
1316 = 987 EUR.

2
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B3.

B4.

420 kg
35 kg

Ce bi jih bilo 15, bi vsak nosa& v povpredju moral nositi breme % = 28 kg.
Nosaci lahko izberejo svoj tovor na 10 - 9 - 8 = 720 nacinov.
Prostornino valja izratunamo po formuli V = 7r?v, pri éemerjer = 0,5 m inv = 0,8 m.
Prostornina valja je 0, 628 m?.
v

Visina kvadra z dano dolZino in $irino ob znani prostornini izra¢unamo iz enacbe v = ; =
0,628 m?
1,57 m-0,4 m

= 12 nosacev.

Najeti morajo najmanj

=1m.

S slike razberemo, da je /CAB = /CED in /ABC = /EDC, saj gre za izmenicne kote ob
precnici. Tako je ZBAC = 65° in ZCBA = 55°. Ker je vsota notranjih kotov v trikotniku
180°, je LACB = 180° — (65° 4 55°) = 60°. Trikotnika AABC in ADEC sta podobna, zato

velja: % = %. Iz enacbe lﬁﬁl = 2 dobimo, da je [AB| = 6 cm. Ploitina trikotnika

AABC je § = APlvas — GemdSem —_ 1y 4 ¢m?. Vigino vap = 4,8 em dobimo upostevajol
vap +Upp = 120minzg—§ =2:3.
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Resitve nalog 10. tekmovanja v znanju matematike za dijake
poklicnih Sol — podroéno tekmovanje

|12345678910|

‘CBCCBEEABD’

1. Razmerje plo3¢in paprp in papcp je enako 2 = 0,4.
2. Stevilo enajst milijonov enajst tiso¢ enajst zapisemo kot 11011011.

3. Stevilo je deljivo z dve, e je njegova zadnja Stevka soda. 1z Stevk 1, 4 in 7 lahko sestavimo 2
Stevili, deljivi z 2: 174 in 714.

4. Napolnili so 6,5 - 10° kg : 2 kg = 3,25 - 10* = 3250 vreck sladkorja.

5. Ker je vsota notranjih kotov v trikotniku enaka 180°, lahko zapiSemo enacbo z + (z + 3°) +
(2z 4 1°) = 180°. Resitev enacbe je x = 44°. Najvedji kot je 2z + 1° = 89°.

6. Razmerje 8 cm : 4 km = 8 cm : 400000 cm = 1 : 50000.

7. Ce upostevamo, daje 8! = 8:7-6-5-4-3-2-1in 6! = 6-5-4:3-2-1,je & = 8104321 _ g.7 — 56,

8. Iz podatka za obseg 0o = 7,2 cm izratunamo stranico enakostrani¢nega trikotnika a, =

@ = 1,8 am, stranico kvadrata ay, = w = 1,8 cm in polmer kroga 7, = 7’22?“ =
1,15 cm. Plos¢ina enakostrani¢nega trikotnika je S, = @ = 2,49 cm?, plos¢ina kvadrata
je Sky = a}, = 3,24 cm? in plo&¢ina kroga Sy, = mr? = 4,15 cm?. Razvrstitev ploscin od
@ najmanjSe do najvecdje je: trikotnik, kvadrat, krog. @

9. Blagajnik lahko izpla¢a 30 EUR z bankovci za 5 EUR, 10 EUR in 20 EUR na Sest nacinov:

e 1 bankovec za 20 EUR in 1 bankovec za 10 EUR,
e 1 bankovec za 20 EUR in 2 bankovca za 5 EUR,
e 3 bankovci za 10 EUR,

e 2 bankovca za 10 EUR in 2 bankovca za 5 EUR,
e 1 bankovec za 10 EUR in 4 bankovci za 5 EUR,

B1. 1z prikaza s stolpci razberemo. Odigranih je bilo 5 48 + 14 4+ 9 + 8 4+ 2 4 2 = 48 tekem.
V povpregju je bilo dosezenih 0+81-14249.3384525526 — 9 4375 zadetkov na tekmo. Na 27
tekmah so mostva dosegla manj zadetkov od povpregja, kar predstavlja 27 = 56,25 %.

B2. Koda pod (A) je veljavna, saj je
0+3-14+2+3-3+4+3-54+6+3-7T+8+3-94+7+3-7+7=130,

Stevilo 130 pa je deljivo z 10. Pri vprasanju (B) je reSitev ve¢. Da je koda veljavna, mora biti
vsota

deljiva z 10. Za (as,a13) dobimo naslednje mozne resitve: (0,4), (1,1), (2,8), (3,5), (4,2),
(5,9), (6,6), (7,3),(8,0), (9, 7).

2 2 (© 2010 DMFA Slovenije, Komisija za tekmovanje v znanju matematike za dijake srednjih tehniskih in strokovnih $ol

‘ ‘ Presek_38_2_priloga.indd 22 @ 10/4/10 3:08:13 F‘M‘ ‘



B3.

B4.

Plos¢ino izrezanega trapeza izratunamo po formuli S = @, pri ¢emerjea = 8cm, c =
2.cm in v = 3 cm. Plo&¢ina je S = 15 cm?. Plosé¢ino pentlje predstavlja preostanek ploscine
kvadrata s stranico 8 cm, potem ko je $ivilja izrezala dva enakokraka trapeza: Spenuje =
Skvadrata — 2+ Strapeza = 64 cm? — 2- 15 cm? = 34 cm®. Plos¢ina pentlje predstavlja 2t gg; =
0,5313 &~ 0,53 del oz. 53% ploscine kvadrata.

Pri izra¢unih si pomagamo s sklepnim ra¢unom. V 350 litrih vode je 35?050-55Zg = 26,25¢g
apnenca. Apnenec z maso 35 g je v %%ow = 466,67 ¢ ~ 467 ¢ vode. Da je nastal 1000

1000000 g-1000 ¢

kilogramski kapnik, je priteklo vsaj g

= 13333333,33 ¢ ~ 13333 m? vode.
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Zbirke nalog s tekmovanj

Vsako Solsko leto na Solah potekajo razlicna tekmovanja v znanju. Za laZjo
pripravo vam ponujamo ve¢ zbirk tekmovalnih nalog z reSitvami.

TEKMUJMO ZA VEGOVA PRIZNANJA - 2. del

Zbirka reSenih nalog s podro¢nih in drzavnih
tekmovanj od 1992 do 1998

80 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

6,99 EUR

ALEKSANDER POTOCENIK

PK-37

_ MEDNARODNI
MEDNARODNI MATEMATICNI KENGURU | MATEMATICNE

2005-2008 KENGURU

vec kot 500 nalog s tekmovanja
+ dodanih $e 120 novih nalog

296 strani

barvni tisk

format 16,5 x 23,5 cm
mehkavezava

18,74 EUR o 2005-2008

Poleg omenjenih lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih zbirk nalog razli¢nih
zahtevnosti za osnovnoSolce, srednjeSolce in Studente s tekmovanj v znanju
matematike, fizike, logike, astronomije in ra¢unalnistva. PodrobnejSe predstavitve
sonaspodnjem naslovu, kjer lahko vse zbirke tudi narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob
narodilu pri DMFA-zaloznistvo 20 % popusta na zgornje cene — izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali
4232460.

24

‘ ‘ Presek_38_2_priloga.indd 24 @ 10/4/10 3:08:15 PM‘ ‘



