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Tekmovanja

1. tekmovanje iz znanja astronomije, osnovna sola (7., 8. in 9. razred)
— Solsko tekmovanje

Sklop A

Al V kateri smeri se vrti Zemlja?
A Od vzhoda proti zahodu.
B Od severa proti jugu.
C 0Od zahoda proti vzhodu.
D Od juga proti severu.

A2 Kdaj je Sonce v nasih krajih najdlje nad obzorjem?
A Ob poletnem Soncevem obratu (solsticiju).
B Ob zimskem Soncevem obratu (solsticiju).
C Ob jesenskem enakonodju (ekvinokciju).

D Ob spomladanskem enakonocju (ekvinokciju).

A3 Najsvetlejsa zvezda na nocnem nebu je:

A Severnica B Sirjj C Jupiter D Vega

A4 V katerem ozvezdju je Severnica?
A Veliki medved B Andromeda C Mali medved D Orion

A5 Reflektorski teleskop ima za objektiv:

A zrcalo B lece C sijalko D Zarnico

A6 Kateri planet je na sliki desno?
A Uran

N
B Saturn
C Neptun ’

D Jupiter

NASA/IPL
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A7 Kaj je na sliki desno?

A meglica

B kroglasta kopica ] : 2 3 i
C galaksija s

D Saturn

NOAO/AURA/NSF

A8 Kateri od nastetih planetov je najmanjsi?
A Venera B Mars C Neptun D Merkur

A9 Na Zemlji je viden Lunin mrk. Katera razporeditev Sonca, Zemlje in Lune je v tem primeru
prava? Velikosti in razdalje na slikah niso v pravem merilu.

Sonce Zemlja  Luna Sonce Luna  Zemlja Sonce @ Luna Zemlja Sonce  Luna
® o O -0 O o 0 0.
Zemlja

A10 Katero od nastetih ozvezdij je blizje severnemu nebesnemu polu? Pomagaj si s priloZzeno
zvezdno karto.

A Kasiopeja B Oven C Vodnar D Orion

Sklop B

B1 S priloZeno zvezdno karto ugotovi, kdaj vzide zvezda Sirij 1. decembra. Cas vzida dolo¢i z
natan¢nostjo 5 minut.

B3 Astronomi oddaljenost Lune merijo s pulzom laserske svetlobe, ki ga proti njej poSljejo skozi
teleskop. Svetloba se odbije od posebnih zrcal, ki so jih astronavti postavili na Luni, in se vrne v
teleskop. Astronomi izmerijo ¢as med trenutkom, ko laserski pulz zapusti teleskop in trenutkom, ko s
teleskopom zaznajo vrnjeni pulz. KolikSna je razdalja med teleskopom in zrcali na Luni, ¢e so
astronomi ugotovili, da je bil ¢as med oddajo pulza in sprejetiem odboja 2,5 sekunde? Za hitrost
svetlobe vzemi vrednost 300 000 km/s.




B4 Koliksno pot naredi Zemlja, ko v enem letu enkrat obkrozi Sonce?

Koliksna je pri tem gibanju povpre¢na hitrost Zemlje, izrazena v enotah km/s?

Privzemi, da se Zemlja okoli Sonca giblje po kroZnici s polmerom 150 milijonov kilometrov.
BS Mornar izmeri, da je Severnica 20° nad obzorjem. Na kateri zemljepisni Sirini se nahaja

ladja z mornarjem, ¢e predpostavis, da je Severnica zelo blizu severnega nebesnega pola? Narisi
tudi skico Zemlje, oznaci ekvator, zemljepisno $irino ladje in visino Severnice nad obzorjem.

Priloga — Zvezdna karta

Lastnik avtorskih pravic vrtljive zvezdne karte (Bojan Kambic) dovoljuje DMFA ponatis karte za
potrebe tekmovanja iz znanja astronomije.
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matematike, fizike, logike, astronomije in ra¢unalnistva. PodrobnejSe predstavitve
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1. tekmovanje iz znanja astronomije, srednja $ola (vsi letniki)
— Solsko tekmovanje

Sklop A

Al Kajje Veliki voz?

A galaksija B asterizem C ozvezdje D meglica

A2 Zakaj ni ob vsaki polni Luni tudi Lunin mrk?
A Ker ob polni Luni Lunin mrk sploh ni mogo¢.
B Ker je tir Lune okoli Zemlje nagnjen glede na ekliptiko.
C Ker je Lunin mrk mogoc¢ le ob mlaju.

D Ker je Luna tedaj predale¢ od Zemlje.

A3 Zamisli si, da stoji§ na Zemljinem severnem polu. Katero svetlo zvezdo bi videl blizu zenita?

A Sirjj B Betelgezo C Severnico D Deneb

A4 Katero vesoljsko telo ne sodi zraven?
A Evropa
B Ganimed
C Io
D Titan

A5 Kaj je na sliki desno?
A planetarna meglica
B kroglasta kopica
C galaksija
D Saturn

NOAO/AURA/NSF

A6 Kje v Osoncju je glavni pas asteroidov?
A Med Zemljino in Marsovo orbito.
B Med Jupitrovo in Saturnovo orbito.
C Med Marsovo in Jupitrovo orbito.

D Med Merkurjevo in Venerino orbito.
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Sklop B

B1 S priloZeno zvezdno karto ugotovi, kdaj vzide zvezda Sirij 1. decembra. Cas vzida doloéi z
natan¢nostjo 5 minut.

B2 Izracunaj oddaljenost Merkurja od Sonca v astronomskih enotah, ¢e ves, da je njegova najvecja
navidezna kotna oddaljenost od Sonca gledano z Zemlje (najveéja elongacija) 21°. Zemlja je od
Sonca oddaljena eno astronomsko enoto. Narisi skico!

B3 Koliksna bi bila masa Sonca v primerjavi z njegovo dejansko maso, ¢e bi Zemlja okoli njega
krozila z enako tirno hitrostjo, kot jo ima na obstojeci orbiti, le da bi bila od njega dvakrat dlje, kot je
trenutno? Predpostavi, da se Zemlja giblje po kroznici.

B4 Izracunaj gostoto Venerine atmosfere blizu povrsja tega planeta, ¢e ima tam atmosfera
temperaturo 462 °C in tlak 93 barov. Predpostavi, da je atmosfera sestavljena le iz ogljikovega
dioksida (CO,).

B5 Koliksna mora biti gori$¢na razdalja objektiva teleskopa, da bo v njegovem goriscu
premer slike polne Lune 24 mm? Navidezni premer Lunine ploskvice na nebu je 0,5°. Skiciraj!

Priloga — Zvezdna karta

YRRNGOR

e o
| S e

Lastnik avtorskih pravic vrtljive zvezdne karte (Bojan Kambic) dovoljuje DMFA ponatis karte za
potrebe tekmovanja iz znanja astronomije.
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1. tekmovanje iz znanja astronomije, osnovna sola (7., 8. in 9. razred)
— drzavno tekmovanje

Sklop A

A1l. Kaj ne sodi zraven?
(A) Vega (B) Antares (C) Andromeda (D) Poluks

A2. Kolikokrat v enem letu vzide Sonce na Zemljinem severnem polu?
(A) vsak dan (B) enkrat (C) dvakrat (D) nikoli

A3. Kje bo videl Severnico opazovalec, ki se nahaja na ekvatorju?
(A) Na obzorju.
(B) V zenitu.
(C) Tam je Severnica vedno pod obzorjem.
(D) 23,5° nad obzorjem.

A4. Katero od nastetih teles se okrog Sonca giblje z najve¢jo hitrostjo?
(A) Mars (B) Zemlja (C) Jupiter (D) Venera

A5. Kaj je Kuiperjev pas?
(A) Obmogje v disku Galaksije.
(B) Roj manjsih teles v Osongju, ki se za¢ne za Neptunovo orbito.
(C) To je drugo ime za glavni asteroidni pas.
(D) To je eden od temnejsih pasov v Jupitrovi atmosferi.

A6. Katera izjava je napacna?
(A) Med vsemi telesi v Osoncju ima samo Zemlja delujoce ognjenike.
(B) Uran ima prstane (kolobarje).
(C) Saturnova luna Titan ima najgostej$o atmosfero med vsemi lunami v Osondju.
(D) Jupiter ima ve¢ kot 60 lun.

A7. Venera je na nebu vzhodno od Sonca. Kdaj je v nasih krajih vidna?
(A) Zvecer kot Vecernica nad zahodnim obzorjem.
(B) Naceloma ni vidna.
(C) Zjutraj kot Danica nad vzhodnim obzorjem.
(D) Ob polnodi.

A8. Katera od nastetih zvezd ima najvisjo efektivno (povrsinsko) temperaturo — je najbol
»vroca«?
(A) rdeca orjakinja (B) Sonce (C) rjava pritlikavka (D) rdeca pritlikavka
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A9. Kaksne vrste je nasa Galaksija?

(A) elipti¢na (B) nepravilna (C) spiralna s precko (D) spiralna brez precke

A10. Kaksne vrste teleskop je refraktor?
(A) Za okular ima zrcalo. (B) Za objektiv ima zrcalo, za okular ima leco.

(C) Za objektiv ima zrcalo, a nima okularja. (D) Za objektiv ima leco.

Sklop B

B1. Z vrtljivo zvezdno karto z natan¢nostjo 5 minut dolo¢i, kdaj v nasih krajih vzide Sonce 1.
decembra in kdaj se ta dan za¢ne astronomska no¢.

B2. Ali je lahko planet Mars kdaj v ozvezdju Labod? Pojasni! Pomagaj si z vrtljivo karto.

B3. Kdaj je v nasih krajih zvezda Prokijon 1. januarja na nebesnem poldnevniku? Pomagaj si z
vrtljivo karto in ¢as doloci z natan¢nostjo 5 minut.

B4. V opazovali$¢u na severni zemljepisni Sirini 45° je v vodoravna tla posevno zapic¢ena palica
dolzine 1 meter, tako da je usmerjena natanko proti severnemu nebesnemu polu. Koliksna
je dolzina sence, ki jo na tla mece palica ob lokalnem poldnevu na dan spomladanskega
enakonodja (ekvinokcij)?

B5. Popotnik se najprej nahaja na Zemljinem ekvatorju, nato pa gre naravnost (po poldnevniku)
proti severnemu polu. Ko pride na pol, se zasuka za 90° in gre naravnost proti ekvatorju.
Ko pride na ekvator, se po njem po najkrajsi poti vrne v zacetno tocko. Koliksno pot pri tem
opravi? Predpostavi, da je Zemlja pravilna krogla s polmerom 6400 km.

B6. Opazujemo neko galaksijo, katere svetloba je do nas potovala 50 milijonov let. Kako dale¢
je ta galaksija sedaj, ¢e se giblje stran od nas s hitrostjo 1100 km/s? Vzemi, da je eno leto
365 dni in rezultat izrazi v svetlobnih letih. Hitrost svetlobe je 300 000 km/s.

1. tekmovanje iz znanja astronomije, srednja Sola (vsi letniki)
— drzavno tekmovanje

Sklop A

A1l. Kaj ne sodi zraven?
(A) Orion (B) Ribi (C) Volar (D) Plejade

A2. Na katerem od nastetih vesoljskih teles je teZni pospesek najvegji?
(A) Luna (B) Zemlja (C) Merkur (D) Mars

A3. Koliko zvezdnih dni je v enem letu, ki ni prestopno?
(A) 365 (B) 366 (C) 364 (D) 367
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A4. Zvezdam, ki v danem opazovalis¢u nikoli ne zaidejo, pravimo:

(A) cirkumpolarne (B) nespremenljive ~ (C) severne (D) polarne

A5. Kje bo videl Severnico opazovalec, ki se nahaja na ekvatorju?
(A) Na obzorju. (B) V zenitu.

(C) 23,5° nad obzorjem. (D) Tam je Severnica vedno pod obzorjem.

A6. Uro na nihalo odnesemo na Luno. Kaj bi morali narediti z nihalom, da bi ura tekla enako
kot na Zemlji?

(A) Nihalo bi morali podaljsati
(B) Nihalo bi morali skrajsati
(C) Na nihalo bi morali dodati uteZ z ve¢jo maso.

(D) Ni¢ ne bi spremenili, ker bi ura kazala enako kot na Zemlji.

A7. Kaj je fotosfera?
(A) Zgornja plast Zemljinega ozradja. (B) Emisijska meglica kroglaste oblike.
(C) Vidna plast Sonceve atmosfere. (D) Pojav v ozragju.

A8. Aktivnost Sonca lahko merimo s Stetiem peg in skupin peg. Skupnemu $tevilu peg in
Stevilu skupin peg (x10) pravimo:

(A) Hubblovo stevilo (B) Galilejevo stevilo

(C) Arhimedovo stevilo (D) Wolfovo stevilo

A9. Katera od nastetih zvezd ima najvisjo efektivno (povrsinsko) temperaturo — je najbolj
»vroca«?

(A) rdeca orjakinja (B) Sonce (C) rjava pritlikavka (D) rdeca pritlikavka

A10. Katera od nastetih izjav ne drzi?
(A) Kroglasto kopico sestavljajo zelo mlade zvezde.
(B) Kroglaste zvezdne kopice se nahajajo v haloju Galaksije.
(©) V kroglasti kopici so stare zvezde.

(D) Nekatere kroglaste zvezdne kopice je mogoce videti Ze z manjsim daljnogledom.

Nekatere fizikalne konstante, enacbe in drugi podatki

hitrost svetlobe v vakuumu ¢ =3-10®m/s

svetlobno leto 1sv.l.=9,46-10"" m
astronomska enota la.e.=1,5-10"m
gravitacijska konstanta G =6,67-10"" m%/kgs?
G
gravitacijski zakon F, = m;m2
T




centripetalni pospesek e = wr
. " 1 1 1
enacba tanke lece ? S 3
a
povecava daljnogleda P= %
ok

Sklop B

B1. Z vrtljivo zvezdno karto z natan¢nostjo 5 minut doloci, kdaj v nasih krajih vzide Sonce 1.
januarja in kdaj se ta dan za¢ne astronomska noc.

B2. V opazovalis¢u na severni zemljepisni $irini 60° je v vodoravna tla poSevno zapicena paiica
dolzine 1 meter, tako da je usmerjena natanko proti severnemu nebesnemu polu. Koliksna
je dolZina sence, ki jo na tla mece palica ob lokalnem poldnevu na dan spomladanskega
enakonodja (ekvinokcij)?

B3. Koliko ¢asa mine med spodnjo in zgornjo konjunkcijo Venere (gledano z Zemlje)? Pred-
postavi, da se Zemlja in Venera gibljeta enakomerno in po kroznih orbitah. Obhodni ¢as
Zemlje okoli Sonca je 365,25 dneva, Venere pa 224,70 dneva.

B4. Neko vesoljsko telo najprej miruje na zelo veliki oddaljenosti od Sonca (v neskonénosti),
nato pa zacne padati naravnost proti Soncu. Kolik$no hitrost ima, ko je od Sonca enako
oddal]eno kot Zemlja? Pomagaj si s podatki za orbito Zemlje: oddaljenost od Sonca Jje

10® km, obhodna doba je 365,25 dneva.

B5. Opazovalec opazuje Venero s teleskopom, katerega objektiv ima goris¢no razdaljo 1,5 me-
tra. Ta najprej izmeri kotni premer Venerine ploskvice, ki znasa 26”. Koliksna mora biti
goristna razdalja okularja, da bo opazovalec s svojim teleskopom videl Venero tako veliko
kot Luno s prostim o¢esom? Zorni kot Lunine ploskvice na nebu je 32".

30. mednarodno matematicno tekmovanje mest
— jesenski krog 2008/09

I. skupina (prvi del)

1. V desetih skatlicah so spravljene barvice tako, da so vse barvice v skupni
Skatlici razliécnih barv in nobeni dve Skatlici ne vsebujeta enakega Stevila
barvic. Dokazi, da lahko iz vsake Skatlice izberemo po eno barvico tako, da
je vseh deset izbranih barvic razli¢ne barve.

2. Danih je takih petdeset razlicnih naravnih Stevil, da jih petindvajset ne
presega Stevila 50, ostalih petindvajset pa je vecjih od 50 vendar ne presegajo
Stevila 100. Dolo¢i vsoto danih naravnih stevil, ¢e ves, da je razlika poljubnih
dveh stevil razlicna od 50.

3. V kroznico polmera 2 je vértan ostrokotni trikotnik A;AsAs. Dokazi, da
lahko na lokih AjAs, As Az in A3A; zapored izberemo take tocke Bi, Bs
in Bs, da je plos¢ina Sestkotnika AiBjAsBsA3B3 Stevilsko enaka obsegu
trikotnika A1 AsAs.
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. Dana so taka tri razlicna naravna Stevila, da je eno aritmeti¢na sredina

preostalih dveh. Ali je lahko produkt takih treh stevil enak n2%%® za kako
naravno Stevilo n?

. Nekaj tekacev naenkrat Starta z zaCetka ravne proge in za¢ne z razlicnimi

enakomernimi hitrostmi te¢i po progi. Ko teka¢ pride na konec, se obrne in
se zatne z enako hitrostjo vracati na zacetek proge, kjer se znova obrne in
tece v drugo smer, itd. Vsi tekaci se v nekem trenutku znajdejo na skupni
tocki proge. Dokazi, da se pri opisanem nacinu teka sreCanja tekaCev na
skupni tocki proge pojavljajo znova in znova.

. skupina (prvi del)

. Na mizi je nekaj skatel s piskoti, ki jih AljoSa odpre in si zapiSe Stevilo

piskotov v vsaki od njih. Zatem Sergej iz vsake neprazne skatle vzame po
en piskot in jih zlozi na prvi pladenj. Nato Sergej iz vsake neprazne Skatle
znova vzame po en piskot in jih zlozi na drugi pladenj. Sergej na opisani
nacin polni nove pladnje, dokler ne izprazni vseh Skatel. Tedaj si zabelezi
Stevila piSkotov na vseh pladnjih. Dokazi, da je Stevilo razli¢nih Stevil med
Aljosevimi §tevili enako Stevilu razliénih stevil med Sergejevimi Stevili.

Za n > 2 reSite sistem enacb
\/SU>1+*/JU2+"'+$nZ\/SU>2+\/$3+"'+SUn+SUl:"':

=T, +Vr1+ - +rp_1, v1—12=1.

V kroznico polmera 2 je vértan tridesetkotnik Ay As ... Asg. Dokazi, da lahko
na lokih Ay Ao, AsAs, ..., AsgAq zapored izberemo take tocke By, Bo, ..., Bsg,
da je ploscina Sestdesetkotnika A1 B1AsBs ... A3yBsg Stevilsko enaka obsegu

tridesetkotnika A1 As ... Asg.

. Dano je aritmeti¢no zaporedje razlicnih petih naravnih stevil. Ali je lahko

2008

produkt takih petih Stevil enak n za kako naravno Stevilo n?

Na karirastem listu so narisani pravokotniki, katerih stranice potekajo po
¢rtah mreze. Vsak pravokotnik sestavlja liho mnogo polj mreze in nima
nobenega skupnega polja s kakim drugim pravokotnikom. Dokazi, da lahko
pravokotnike pobarvamo s §tirimi barvami tako, da nobena dva pravokotnika
enake barve nimata skupnih mejnih tock.
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I. skupina (drugi del)

1. Na sahovnici velikosti 100x 100 stoji 100 kraljic, ki se med seboj ne napadajo.
Dokazi, da vsak vogal Sahovnice, ki je velik 50 x 50, vsebuje vsaj eno kraljico.

2. Mase stirih danih kamnov so cela Stevila, ¢e jih izrazimo v gramih. Na
razpolago imamo tehtnico, ki pokaze razliko mas, ki ju polozimo na desno
oz. levo stran tehtnice. Ali lahko dolo¢imo mase vseh §tirih kamnov v samo
Stirih tehtanjih, ¢e vemo, da se pri tehtanju najve¢ enkrat lahko pojavi
napaka velikosti enega grama?

da je kot /C' AB topi kot, kot /DAB pa ostri kot. Dolo¢i razmerje AD : AC
in pri tako dolo¢enem razmerju dokazi Alesevo trditev.

4. Baron Miinchhausen trdi, da ima zemljevid dezele Oz, na katerem je 5 mest,
vsaki dve mesti pa povezuje cesta, ki ne poteka skozi nobeno od preostalih
treh mest. Poleg tega nobena izmed cest na zemljevidu ne kriza ve¢ kot ene
druge ceste, Ce pa se cesti krizata, se krizata le enkrat. Ceste na zemljevidu
so pobarvane rdece in rumeno. Ce neka cesta poteka naokrog nekega mesta,
se barve cest, ki jih seka ta cesta, izmenjujejo. Ali tak zemljevid lahko
obstaja?

5. Dana so pozitivna stevila ay, . .., an, za katera velja a1 +as+...+a, < 1/2.
Dokazi, da tedaj velja (1 +a1)(1 +a2)...(1+a,) < 2.

6. Dan je trikotnik ABC, ki ni enakokrak. Nad stranicama AB in AC sta
konstruirana enakokraka trikotnika AF B in AEC z vrhoma F' in E. Trikot-
nika AFB in AEC lezita izven trikotnika ABC, vsi §tirje koti ob njunih
osnovnicah pa so enaki . Skozi tocko A poteka premica, ki je pravokotna
na daljico E'F in seka simetralo stranice BC' v tocki A’. Doloci kot /BA'C.

7. Dano je neskonc¢no zaporedje ai,ao,as, ..., z zacetnim ¢lenom a; = 1. Za
n > 1 dobimo ¢len a, po naslednjem pravilu: Naj bo I(n) najveécji lihi
delitelj stevila n. Ce da stevilo (n) pri deljenju s 4 ostanek 1, definiramo
an = an_1+1, ¢e pa da pri deljenju s 4 ostanek 3, definiramo a,, = a,,_1 — 1.
Dokazi, da se v danem zaporedju

a) Stevilo 1 pojavi neskonénokrat.
b) vsako naravno Stevilo pojavi neskonénokrat.

(Nekaj zacetnih ¢lenov danega zaporedja: 1,2,1,2,3,2,1,2,3,4,3,...)
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. skupina (drugi del)

. Kvadratno plosco razdelimo s sedmimi navpi¢nimi in sedmimi vodoravnimi

¢rtami na 64 pravokotnikov, ki jih pobarvamo kot Sahovnico s ¢rno in belo
barvo. Razdalje med ¢rtami so lahko razlicne, zato so lahko tudi dobljena
pravokotna polje razlicnih velikosti. Opazimo, da razmerje med plos¢ino
poljubnega belega polja in poljubnega ¢rnega polja ne presega Stevila 2.
Dolo¢i najvecje mozno razmerje med skupno plos¢ino belih polj in skupno
ploscino ¢rnih polj.

. Prostor razdelimo na skladne kocke tako, da se nobeni dve ne sekata v svoji

notranjosti. Ali je nujno, da ima vsaka kocka skupno stransko ploskev s
kako drugo?

. Na mizi je N > 2 vreck in v vsaki je en leSnik. Dva igralca zac¢neta igro, pri

kateri izmeni¢no igrata na naslednji nacin. Igralec, ki je na vrsti, si izbere
taki dve vrecki, da je Stevilo lesnikov v prvi tuje proti Stevilu lesnikov v
drugi in nato pretrese vsebino ene vrecke v drugo ter prazno vrecko odstrani
z mize. Zmaga tisti igralec, ki naredi zadnjo potezo. Za vsako Stevilo N
dolodi tistega igralca, ki zmaga ne glede na poteze svojega nasprotnika.

Dan je trapez ABC D, ki ni enakokrak. Kroznica, o¢rtana trikotniku BC' D,
seka premico AC poleg tocke C Se v tocki A;. Analogno tocki A; definiramo
Se tocke By, C1 in Dq. Dokazi, da je tudi A1 B1C1D; trapez.

. Dano je neskonc¢no zaporedje a1, a2, as, ..., z zacetnim ¢lenom a; = 1. Za

n > 1 dobimo ¢len a, po naslednjem pravilu: Naj bo [(n) najvecji lihi
delitelj stevila n. Ce da Stevilo I(n) pri deljenju s 4 ostanek 1, defini-
ramo a, = a,_1 + 1, ¢e pa da pri deljenju s 4 ostanek 3, definiramo
an = an—1 — 1. Dokazi, da se v danem zaporedju vsako naravno Stevilo
pojavi neskonénokrat.

(Nekaj zacetnih ¢lenov danega zaporedja: 1,2,1,2,3,2,1,2,3,4,3,...)

. Za polinom p(x) z realnimi koeficienti obstaja neskonéno takih parov celih

stevil (m,n), da je p(m) + p(n) = 0. Dokazi, da obstaja taka tocka T v
ravnini, da je graf y = p(z) simetri¢en preko tocke T

Preizkus znanja sestavlja 30 vprasanj z moznima odgovoroma ’pravilno’ ali
'nepravilno’. Viktor, ki se loti reSevanja tega preizkusa, na zacetku ne pozna
nobenega odgovora. Nato za¢ne ponavljati reSevanje preizkusa. Vsakic
odgovori na vsa vpraSanja in izve Stevilo pravilnih odgovorov. Ali lahko
Viktor v zaporednih poskusih resevanja preizkusa znanja odgovore izbira
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tako, da bo zagotovo pravilno odgovoril na vsa vpraSanja v
a) tridesetem poskusu?

b) petindvajsetem poskusu?

ResSitve nalog s 1. tekmovanja iz znanja astronomije,
osnovna $ola (7., 8. in 9. razred) — $olsko tekmovanje

naloga | A1 | A2 | A3 | A4 | AS | A6 | A7 | A8 | A9 | A10

odgovor | C A B C A B C D A A

Sklop A

Al Zemlja se vrti od zahoda proti vzhodu.

A2V nasih krajih je Sonce najdlje nad obzorjem ob poletnem solsticiju.
A3 NajsvetlejSa zvezda na no¢nem nebu je Sirij.

A4 Severnica je v ozvezdju Mali medved.

A5 Reflektor je teleskop, ki ima za objektiv zrcalo.

A6 Nasliki je planet Saturn.

A7 Nasliki je galaksija.

A8 Med nastetimi planeti je najmanjs$i Merkur.

A9 Pravilno razporeditev prikazuje slika A, saj mora biti ob Luninem mrku Zemlja med Soncem
in Luno.

A10 Med nastetimi ozvezdji je severnemu nebesnemu polu najblizje Kasiopeja.

Sklop B

B1 Pravilen odgovor je 21 ur in 20 minut. Ker je zahtevana natancnost £5 minut, sta pravilna
odgovora tudi 21 ur in 25 minut ter 21 ur in 15 minut.

B2 Pravilen odgovor je ZENIT.

B3 Laserski pulz potuje od teleskopa do Lune in nazaj, zato je razdalja med teleskopom in zrcali
na Luni [ enaka polovici poti pulza. Pulz potuje s svetlobno hitrostjo ¢ in Cas ¢t ter naredi pot

2l=c-t.

1z tega sledi:
t
l=c- 3 =300 000 km/s - 1,25s =375 000 km.

Razdalja med teleskopom in zrcali na Luni je torej 375 000 km.
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B4 Ce privzamemo, da se Zemlja okoli Sonca giblje po kroznici s polmerom
r =150 000 000 km, potem je njena pot s v enem letu kar obseg kroga:

s = 2mr = 942 500 000 km =~ 9,4 - 10® km.

Povpre¢no hitrost Zemlje ¥ pri krozenju okoli Sonca dobimo, ¢e izracunano pot s delimo s ¢asom
enega obhoda Zemlje t:

t = 365,25 dneva = 31 557 600 s.
Dobimo:

__s_2mr_942500000km _
V=T T 315576005 209 km/s

BS Zemljepisna Sirina ¢ kakega kraja je po definiciji enaka viSini nebesnega pola. Ker naloga
predpostavlja, da je odmik Severnice od severnega nebesnega pola zanemarljivo majhen, je
zemljepisna Sirina ladje enaka visini Severnice nad obzorjem, torej:

@ = 20°.

To izhaja tudi iz slike spodaj. Obzorje je tangentno na povrSje Zemlje in pravokotno na polmer
Zemlje. Zemljepisna Sirina je enaka kotu ¢ med sredis¢em Zemlje in izbrano to¢ko na povrsju.
Zemljina os lezi v smeri sever-jug, v isti smeri pa je tudi zveznica ladja-Severnica. Zaradi tega je
kot # med obzorjem in Severnico (t. i. viSina nebesnega telesa) enak zemljepisni Sirini ¢.

#® Severnica

Zemlja S

h
ladja
ekvator (0

J

9“01&0
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Resitve nalog s 1. tekmovanja iz znanja astronomije,
srednja Sola (vsi letniki) — Solsko tekmovanje

naloga | A1 | A2 | A3 | A4 | A5 | A6

odgovor| B B C D A C

Sklop A

Al Veliki voz je asterizem, kar pomeni, da ni pravo ozvezdje, temve¢ le del ozvezdja Veliki
medved.

A2 Ob vsaki polni Luni ni Luninega mrka, ker je tir Lune okoli Zemlje nagnjen glede na ekliptiko,
zato ob vsaki polni Luni ta ne pride v Zemljino senco.

A3 Na severnem polu bi v blizini zenita videli Severnico, ker se ta nahaja v blizini severnega
nebesnega pola, nebesni pol pa je tam v zenitu.

A4 Nastete so tri velike Jupitrove lune, med katere ne sodi Titan, ki je najvecja Saturnova luna.
A5 Nassliki je planetarna meglica.

A6 Glavni pas asteroidov je med Marsovo in Jupitrovo orbito.

Sklop B

B1 Pravilen odgovor je 21 ur in 20 minut. Ker je zahtevana natan¢nost +5 minut, sta pravilna
odgovora tudi 21 ur in 25 minut ter 21 ur in 15 minut.

B2 Ko je Merkur v najvecji elongaciji, so Zemlja, Sonce in Merkur v oglis¢ih pravokotnega
trikotnika, pri cemer sta pravokotni zveznici Sonce-Merkur in Zemlja-Merkur (glej sliko). Velja:
sing = x/a,

kjer je x razdalja med Soncem in Merkurjem, a pa oddaljenost Zemlje od Sonca.

x =asing=1a.e-sin21°=0,36a.e.= 53,8 10 km.

Merkur

Zemlja
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B3 Tirno hitrost v vesoljskega telesa z zanemarljivo majhno maso m (planet), ki krozi okoli
masivnega telesa z maso M (zvezda), izrazimo iz gravitacijskega zakona in centripetalne sile:

GmM mv?

kjer je G gravitacijska konstanta in r oddaljenost med telesi. V obeh primerih iz naloge je hitrost
Zemlje v enaka, le da je v prvem primeru oddaljenost med Zemljo in Soncem 7, in masa zvezde M
dejanska masa Sonca mg. V drugem primeru pa je oddaljenost Zemlje 2r; in m, iskana masa
namisljenega Sonca. ZapiSemo:

Gmg
v= |—

)
Tz

_|Gm,
v= 21,

Enacbi izena¢imo

Gmg  |Gm,
Ty - ZTZ

in dobimo m, = 2mg.

Masa namisljenega Sonca, okoli katerega Zemlja krozi z enako tirno hitrostjo, a na dvakrat vecji
oddaljenosti, je dvakrat vecja kot masa pravega Sonca.

G4 Za Venerino atmosfero velja plinska enacba
m

pV = MRT'
kjer je p tlak, V prostornina, m masa, R splo$na plinska enacba, T temperatura in M molska masa
plina.
Gostoto p dobimo tako, da plinsko enacbo delimo z V, saj je p = m/V. Za gostoto dobimo:

pM
P=%T
Koli¢ine moramo izraziti v osnovnih enotah, torej tlak v pascalih in temperaturo v kelvinih.
Molekulska masa CO,: M = 44 kg/kmol. Za gostoto Venerine atmosfere dobimo:

_9,3-10° Pa - 44 kg/kmol

— 3
P = g314)/kmolK - 735K O/ Ke/m".

G5 NariSemo skico objektiva daljnogleda. Luno nariSemo na opti¢ni osi in potegnemo Zarek od
vrha Lune skozi srediSce objektiva. Slika Lune nastane v goriS¢u objektiva, ker je Luna v
neskonénosti. Vidimo, da je zorni kot ¢, pod katerim je vidna Luna na nebu, enak kotu med
opti¢no osjo in Zarkom skozi sredi$¢e objektiva.
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objektiv

Luna

m ’ gorisde

¢ Slika
Lune v
gorizdu

Srediscée lece, gorisce in vrh slike Lune so oglis¢a pravokotnega trikotnika, za katerega velja:

_2r

tan¢ = 7,

kjer je 2r premer slike Lune, f pa goriS¢na razdalja objektiva. Za goris¢no razdaljo dobimo:
f=2r/tan¢ = 2,75 m.

Resitve nalog s 1. tekmovanja iz znanja astronomije,
osnovna $ola (7., 8. in 9. razred) — drzavno tekmovanje

Sklop A

1/213/45|6|7|8|9]10

C/B/AID|B|/AJA/B|C|D

1. Zraven ne sodi Andromeda, edino ozvezdje med tremi zvezdami.

. Na severnem polu vzide Sonce enkrat na leto — ob pomladanskem enakonocju.

. Na ekvatorju je Severnica vidna na obzorju.

. Venera se med nastetimi telesi giblje najhitreje, ker je Soncu najbliZje — Keplerjev zakon.

. Kuiperjev pas je roj manjsih teles v Osongju, ki se za¢ne za Neptunovo orbito.

N G s~ W N

. Napac¢na izjava je, da ima samo Zemlja aktivne ognjenike. Ti so denimo aktivni na Jupitrovi
luni Jo.

7. Ceje Venera vzhodno od Sonca, potem je vidna zvecer kot Veternica nad zahodnim obzor-
jem.

8. Med nastetimi zvezdami ima najvisjo efektivno temperaturo Sonce.
9. Nasa Galaksija je spiralna s precko.

10. Refraktor je teleskop, ki ima za objektiv leco.
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Sklop B

1. Naloga B1:

e 1. decembra vzide Sonce ob 7 : 30 &= 10 minut.

e Astronomska no¢ se na ta dan za¢ne ob 18 : 10 4+ 10 minut.
2. Naloga B2:

e Mars ne more biti viden v ozvezdju Labod, ker se vedno nahaja v blizini ekliptike, ta
pa ne poteka ez ozvezdje Labod.

3. Naloga B3:
e Prokijon je 1. januarja na nebesnem poldnevniku ob 1 : 00 £ 10 minut.

4. Naloga B4:

O Sonce S

obzorje

e Palica kaze natanko proti severu, zato je vzporedna z Zemljino vrtilno osjo. Kot med
palico in vodoravnico 45°. Ob enakonodju je Sonce na nebesnem ekvatorju, zato je
opoldan kot med smerjo proti Soncu in palico pravi kot. Palica a, svetlobni Zarek
Sonca ob vrhu palice b in senca ¢ zato tvorijo enakostrani¢ni in pravokotni trikotnik, v
katerem je senca hipotenuza. Sledi, da je dol%ina sence ¢ = v/2a = 1,41 m.

5. Naloga B5:

e Popotnik hodi po treh velikih krogih s polmerom r = 6400 km. Pot s, ki jo opravi, je
enaka 3 - 1/4 obsega Zemlje: s = 3 - 27r/4 = 30160 km.

6. Naloga Bé:
e Svetloba je od galaksije do nas potovala ¢ = 50 milijonov let, v tem ¢asu pa se je od nas

oddaljila z = vt = 1,7-10' km = 183000 svetlobnih let. Trenutna oddaljenost galaksije
sje torej s = 5107 sv.let + 2 = 5,0183 - 107 sv.let.
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Resitve nalog s 1. tekmovanja iz znanja astronomije,
srednja Sola (vsi letniki) — drZzavno tekmovanje

Sklop A

|12345678910|

‘DBBAABCDBA’

1. Zraven ne sodijo Plejade, ki so kopica in ne ozvezdje.
2. Med nastetimi telesi je najvedji tezni pospeSek na Zemlji.

3. Zvezdni dan je priblizno 4 minute krajsi od srednjega Soncevega, zato je v enem letu 366
zvezdnih dni.

4. Zvezdam, ki v danem opazovalis¢u nikoli ne zaidejo, pravimo cirkumpolarne.
5. Na ekvatorju je Severnica vidna na obzorju.

6. Ce hotemo, da bo ura na nihalo kazala enako na Luni kot na Zemlji, moramo nihalo skraj-
Sati, ker je na luni teZni pospe$ek manjsi kot na Zemlji. Nihajni ¢as je sorazmeren s 1/1/g.

7. Fotosfera je vidna plast Sonceve atmosfere.
8. Aktivnost Sonca merimo z Wolfovim Stevilom.
9. Med nastetimi zvezdami ima najvisjo efektivno temperaturo Sonce.

10. Ne drzi izjava, da kroglasto kopico sestavljajo zelo mlade zvezde.

Sklop B

1. Naloga B1:

e 1.januarja vzide Sonce ob 7 : 50 & 10 minut.

e Astronomska no¢ se na ta dan za¢ne ob 18 : 15 &+ 10 minut.

2. Naloga B2:

O Sonce S

obzorje

e Palica kaze natanko proti severu, zato je vzporedna z Zemljino vrtilno osjo. Kot med
palico in vodoravnico je 60°. Ob enakonodju je Sonce na nebesnem ekvatorju, zato
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je opoldan kot med smerjo proti Soncu in palico pravi kot. Palica a, svetlobni Zarek
Sonca ob vrhu palice b in senca ¢ zato tvorijo enakostrani¢ni in pravokotni trikotnik, v
katerem je senca hipotenuza. Sledi, da je dolZina sence ¢ = a/ cos60° = 2 m. .. (6 tock)

3. Naloga B3:

T+

Sonce

S

Z

e Legi Venere ob spodnji (V;) in zgornji (V2) konjunkciji glede na Zemljo so oznacene na
sliki. V ¢asu ¢ med spodnjo in zgornjo konjunkcijo, se Venera premakne za kot ¢ + ,
Zemlja pa za ¢. Velja

© = w,t T+ @ = wyt

Kjer je w, kotna hitrost Zemlje, w, pa kotna hitrost Venere. Ker smo predpostavili ena-
komerno kroZenje, lahko izrazimo

_ 27 _ 27
“" = 365,25 dui 7 994, 7 dui
Dobimo
T+ w,t = wt
t=—" ~ 202 dni
Wy — Wy
4. Naloga B4:
e Pri padanju telesa proti Soncu velja:
AWk = AWpot
muv? _gmsm
2 r

2G' M
=4 =
r

Ker nimamo podane mase Sonca m; in konstante G, si pomagamo s podatki za Zemljo:

Gmgm,

2

m, w,r =
2

r

27



Wy = — to = 365,25 dni
to
Sledi
4r?  Gmy
t% e
2,.3
2Gm, — 87‘(’27"
t
0
in
8 272 . 8
v=y T = V8 1o 9 ks
tg to
5. Naloga B5: objektiv
okular
® fOb fok 5
o L \8

o Objektiv teleskopa ustvari sliko Venere v goris¢u. Gorisce okularja sovpada z goris¢em
objektiva, zato velja (glej sliko):
T = foptangp
= fo tand

kjer je ¢ zorni kot Venere, § pa zorni kot, pod katerim z okularjem vidimo sliko Venere.
Ker zahtevamo, da je J enak zornemu kotu Lune na nebu, sledi:
tany

fox = foo —— =10,0195 m = 19,5 mm
tan o

Resitve nalog s 30. mednarodnega matematicnega tekmovanje mest
— jesenski krog 2008/09

I. skupina (prvi del)

1. Razvrstimo skatlice z barvicami v vrsto tako, da se Stevilo barvic v skatlicah
veca od leve proti desni. Tedaj je v prvi skatlici vsaj ena barvica, v drugi
vsaj dve barvici in tako dalje do desete Skatlice, ki vsebuje vsaj deset bar-
vic. Prvo barvico izberimo iz prve Skatlice. Tedaj v drugi skatlici najdemo
barvico, ki je drugacne barve kot prva izbrana barvica, saj druga Skatlica
vsebuje barvice vsaj dveh razlicnih barv. Tretja Skatlica vsebuje barvice
vsaj treh razlicnih barv, zato lahko iz nje izberemo tretjo barvico, ki bo
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razlicne barve od prvih dveh izbranih barvic. Tako nadaljujemo do desete
skatlice in dobimo deset razlicnih barvic, kar je bilo potrebno dokazati.

. Naj bodo mi,ma,...,mas < 50 in 50 < ni,ne,...,nss < 100 dana naravna
Stevila. Od vseh §tevil ny,no, ..., nos, ki so veéja od 50 odstejmo 50. Ker se
nobeni dve Stevili ne razlikujeta za 50, dobimo na ta nacin 25 Stevil, ki so
vsa razlicna od preostalih Stevil my,mo, ..., mas, ki ne presegajo 50. Vsota
S’ stevil mq, ma, ..., mos in ny — 50, n9 — 50, ..., n95 — 50 je zato enaka vsoti
stevil 1,2,...,50, torej S" = 51 - 25, od koder sledi

Szml—|—m2—|—---—|—m25—|—n1—{—ng—|—---—|—n25251-25+50-25:2525.

. Oznac¢imo z O sredis¢e kroznice, in reS§imo splosSnejSo nalogo z n-kotni-
kom A1Asy--- A,. Tocke By, B, ... B, naj bodo zapored razpoloviéa lokov
A1Ag, AsAs, ... A 1A, AR AL

Tedaj je ploscina 2n-kotnika A;B1AsBs--- A, B, enaka vsoti ploscin del-
toidov OA1B1A2,OA2ByAs, ..., 0A, 1B, 1A,,0A,B,A1. Ker sta diag-
onali deltoida pravokotni, je njegova plos¢ina enaka poloviécnemu produktu
dolzin diagonal. Od tod sledi, da je plos¢ina 2n-kotnika A1 B1A2By - -+ A, By,
enaka

1 1 1
S = §|031||A1A2\ + §|032||A2A3! +-- §|OBnHAnA1| =

= |A1Ag| + [AgAs| + -+ + [An A4,
saj velja |OB1| = |OBy| = --- =|0OB,| = 2. S tem je dokaz koncan.

. Da, to je mozno! Najprej izberimo taka tri naravna stevila, da je eno arit-
meti¢na sredina drugih dveh, na primer Stevila 1,2 in 3. Njihov produkt je
enak 6 in ni oblike m?20%8
izbrana tri naravna Stevila s 6. Tako dobimo Stevila 6™,2 - 6™ in 3 - 6", ki
prav tako ustrezajo pogoju naloge, njihov produkt pa je enak 63"*!. Ker je
2008 = 3 - 669 4 1, smo s tem utemeljili pritrdilni odgovor.

za nobeno naravno Stevilo m. Pomnozimo sedaj

. Predstavimo tekasko progo kot levo polovico kroznice, tekaCi pa namesto
tega, da se na koncu proge obrnejo, nadaljujejo tek po desni polovici krozni-
ce. Ce s p oznacimo premico, ki lo¢uje desno in levo polovico kroznice,
pogoj, da se tekaca srecata, ustreza pogoju, da sta v nekem trenutku na
skupni daljici, ki je pravokotna na premico p. Denimo sedaj, da se vsi tekaci
v trenutku ¢ > 0 po Startu srecajo v skupni tocki. Tedaj so od zacetne tocke
na kroznici oddaljeni za x tako tisti, ki so v tem trenutku na levi polovici
kroznice, kot tisti, ki so na desni polovici kroznice. Zato je v trenutku ¢
vsak tekac¢ na levi polovici pretekel nekaj krogov in razdaljo z, vsakemu
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tekacu na desni polovici pa manjka razdalja x, da dopolni trenutni krog.
Ker vsi tekaéi te¢ejo z enakomernini hitrostmi, bo v ¢asu 2t vsak teka¢ na
levi polovici pretekel nekaj krogov in razdaljo 2x, vsakemu tekacu na desni
polovici pa bo do konca trenutnega kroga manjkala razdalja 2z. Vidimo, da
bodo tudi v trenutku 2¢ vsi tekac¢i na neki daljici, pravokotni na premico p,
torej v skupni tocki tekaske proge. Enak premislek velja v ¢asih 3t,4¢t, .. .,
torej se tekaci na progi vedno znova srecujejo.

II. skupina (prvi del)

1. Razvrstimo Skatle s piskoti v vrsto tako, da stevilo piskotov v Skatlah pada
od leve proti desni. V kvadratni mrezi ponazorimo Stevila piskotov v posa-
micnih Skatlah s sosednjimi stolpci. Dobimo ’stopnicast’ lik L, v katerem
je stevilo kvadratkov i¢-tega stolpca enako Stevilu piskotov v i-ti Skatli. Za-
poredni stolpci iste visine tvorijo neko ’stopnico’. Stevilo razliénih Stevil
med Aljosevimi Stevili je tako enako Stevilu stopnic dobljenega lika. Ce iz
vsake neprazne Skatle vzamemo po en piskot, novi razporeditvi ustreza lik
L', ki ga dobimo iz lika L tako, da mu odrezemo spodnjo vrstico. Ko bo
Sergej polnil pladnje z najvecjim Stevilom piskotov, vsaki¢ prec¢rtamo po
eno vrstico v liku L, dokler ne izgine najnizja stopnica. Ko Sergej napolni
pladnje z naslednjim najvecjim Stevilom piskotov v liku L ’izgine’ naslednja
stopnica in tako dalje. Od tod vidimo, da je tudi Stevilo razli¢nih Stevil, ki
jih zapiSe Sergej enako stevilu stopnic lika L, s ¢imer je dokaz koncan.

2. Kvadrirajmo /z1 = /x2 + -+ 2, = /T2 + Va3 + -+ x, + 21, od do-
bljene enac¢be odstejmo vsoto x1 + - - - + x, in znova kvadrirajmo. Dobimo
z1(zo + -+ xp) = x2(x3 + -+ + 5 + 1), 0od koder sledi (z1 — z2)(x3 +
o+ x,) = 0. Ker je x1 — 29 = 1, dobimo x5 + -+ + 2, = 0 in zato
r3 = -+ = x, = 0, saj se Stevila x3,...,x, v danih ena¢bah pojavijo pod

kvadratnim korenom, zato morajo biti nenegativna.

Denimo sedaj, da je x5 # 0 in zato tudi xo — x3 # 0. Ce iz enach izberemo
tisti dve, v katerih se pojavita /T2 in \/z3, na enak nacin kot na zacetku
dobimo z1 = 0 in od tod w2 = —1, kar pomeni, da ne obstaja /z2. Torej je
o =01in 2; = 1.

3. Glej resitev 3. naloge za prvo skupino.

4. Stevila 1,2, 3,4 in 5 tvorijo aritmeti¢no zaporedje, njihov produkt pa je enak
120. Ce pomnozimo vseh pet stevil z neko potenco 120", znova dobimo
aritmeticno zaporedje Stevil 120", 120™-2,120™-3,120™-4 in 120™ - 5, katerih
produkt je enak 120°"+1. Ce obstaja tako stevilo n, da je 5n + 1 deljivo
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z 2008, je odgovor pritrdilen. Nastavimo enac¢bo 5n 4+ 1 = 2008k. Ker sta
Stevili 5 in 2008 tuji, tak par naravnih stevil obstaja. Najmanjsi tak par je
k =2 in n = 803, zato je produkt Stevil 120™,120™ - 2,120™ - 3,120™ - 4 in
120" - 5 enak (120%)200%,

5. Predpostavimo, da riSemo pravokotnike na neomejenem listu papirja. Raz-
delimo list na kvadrate velikosti 2 x 2 in v 4 polja vsakega takega kvadrata
vpisimo Stevila 1,2, 3 in 4 zapored v smeri urinega kazalca, pri cemer Stevilo
1 vpisemo v zgornje levo polje. Ker so dolzine stranic vsakega narisanega
pravokotnika liha Stevila, so vsa njegova vogalna polja oznacena enako.
Stevilom 1,2, 3 in 4 priredimo §tiri razliéne barve, nato pa vsak pravokotnik
pobarvamo z barvo, ki jo dolo¢a oznaka v vseh njegovih vogalnih poljih. Ker
vogalni polji dveh sosednjih pravokotnikov ne moreta imeti iste oznake, smo
s tem pravokotnike pobarvali na zahtevani nacin.

I. skupina (drugi del)

5. Po neenakosti med geometri¢no in aritmeti¢no sredino dobimo

(I+a)(I+az)---(1+an) <

- ((1+a1)+(1+a2)+---(1+an)>"S <1+21n>"'

- n

Iz binomskega izreka nato sledi

1\" " fn) 1 1
1) =2 () g < S <2
< 2n i k| 2Fn k::02
kar je bilo potrebno dokazati.

6. Naj bo D taka tocka izven trikotnika ABC', da je |DB| = |DC|in /BDC =
26. Narisimo kroznici, ki potekata skozi tocko A in imata sredisci £ in F'.
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Tedaj sta potenci tocke D glede na ti dve kroznici enaki |DE|?> — |CE|? in
|DF|?—|BF|?. Dokazimo, da sta ti dve potenci enaki. Iz kosinusnega izreka
dobimo

|DE|*> — |CE|? = |DC|* — 2|DC||CFE| cos /DCE =

= |DC|? + 2|DC||CE|sin / BCA,

saj je /DCB + /ACE = (180° — 20)/2 + 6 = 90° in zato /DCE = 90° +
/BCA. Podobno dobimo se

|DF|?> — |BF|? = |DF|* — 2|DB||BF|cos /DBF =
= |DBJ? + 2|DB||BF|sin /ABC.
Ker sta ACE in ABF podobna trikotnika, velja GBI _ AC] Tedaj do-

|BF] [AB|
bimo |CE|sin /BCA = |BF|sin /ABC, saj po sinusnem izreku velja \|AB|| =
% Ker je |DC| = |DB], res velja |DE|*> — |CE|> = |DF|?> — |BF|?, s

cimer je trditev dokazana. Od tod sledi, da tocka D lezi na nosilki skupne
tetive izbranih dveh kroznic, ki je zato pravokotna na zveznico sredis¢ FF'.
Torej je A’ = D in zato

/BA'C = 20.

7. Zaporedje lahko analiziramo s pomocjo naslednje tabele.

n|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t/o 11001 1001 1 0 0 1 1 0
20/0 0 1. 1110 0 00 1 1 1 1 0 0
22tlo 000111111 1 1 0 0 0 0
2o 000000 O0OT1T1 1 1 1 1 1 1
ap, |01 2 1 2 3 2 1 2 3 4 3 2 3 2 1

V prvi vrstici tabele so vrednosti indeksa n, vrstica z oznako ’t’ predstavlja
liha stevila, vrstica z oznako ’2¢” dvakratnike lihih Stevil in tako dalje. Pri
vsakem indeksu n lahko izracunamo a, kot vsoto ’prispevkov’ predhodnih
indeksov. Za lazje racunanje dodatno definirajmo ap = 0. Pri nekem n
opazujemo najprej prispevke predhodnih lihih indeksov, ki jih prikazujemo
v vrstici 't’. Liha Stevila so po modulu 4 zapored kongruentna Steviloma 1
in 3. Vrstica 't’ tako pri n = 1 prispeva 1, isto prispeva prin =2, prin =3
pa prispeva —1, torej skupno 0, zato je naslednji element v tej vrsti enak 0.
Tudi pri n = 4 je prispevek vstice 't’ enak 0, nato pa se v tej vrstici ponavlja
vzorec dveh enic in dveh nicel. Podobno ugotovimo, da se vrstica z oznako
2t zatne z dvema niclama, ki jima sledijo Stiri enice. Nato se ponavlja
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vzorec §tirih nicel, ki jim sledijo §tiri enice. V vrstici z oznako ’2¢" dobimo
na zacetku 2! nicel nato pa se ponavlja vzorec 2!T! enic, ki jim sledi 2/+!
nicel. Clen a,, tedaj izracunamo kot vsoto §tevil v n-tem stolpcu tabele.

a) Za n = 2F — 1 tedaj dobimo 1 v vrstici z oznako 2¥~! v vsch ostalih

vrsticah pa so nicle, torej se ¢len a,, = 1 pojavi neskon¢nokrat.

b) Zan = 24224 - -+22~1 v tabeli sestejemo ravno 2k enic, zato je a,, = 2k,
torej je zaporedje a,, neomejeno. Ker se ¢leni zaporedja spreminjajo le za 1
in se ¢len 1 ponovi neskonénokrat, se mora tudi vsako drugo naravno Stevilo
pojaviti neskoncénokrat.

. skupina (drugi del)

Glej resitev 7. naloge za prvo skupino.

Naj bo p(z) = apz® + a;2¥~' +--- + ax_1x + ax. Lahko predpostavimo, da
je agp = 1, saj mnozenje s konstanto ohrani toc¢ko simetrije grafa. Denimo,
da sta m in n enakega predznaka, na primer oba pozitivna. Obstaja neko
stevilo «, za katero velja, da je p(x) > 0, kakor hitro je z > «. Ce zelimo,
da velja p(n) + p(m) = 0, mora biti bodisi p(m) < 0, bodisi p(n) < 0.
Predpostavimo, da velja p(m) < 0. Tedaj je m < «, zato imamo na voljo
le kon¢no mnogo razlicnih vrednosti za m. Za vsako vrednost m obstaja
konéno mnogo razliénih takih vrednosti za n, da je p(n) = —p(m), kar
pomeni, da imamo le konéno mnogo parov (m,n) s pozitivnima komponen-
tama. Torej imata m in n v neskonéno mnogo parih razlicna predznaka. Ce
je stopnja k sodo stevilo, obstaja tako Stevilo «, da je p(x) > 0 za |z| > «.
Kot prej dobimo od tod protislovje, zato je k liho Stevilo.

V primeru, da je k liho &tevilo, velja m¥ + n¥F = (m + n)Q1(m, n), kjer je
Q1(m,n) =mFt —mF2n + ... —mnF=2 £ nk1 Zapisimo p(m) + p(n) =
(m+n)Q1(m,n) + Q2(m,n), kjer je stopnja polinoma @2 kvecjemu k — 1.
Za mn < 0 velja Q1(m,n) > m* 1 +n*~1 zato iz 0 = p(m) + p(n) = (m +
n)Q1(m,n) + Q2(m,n) sledi da je vrednost |m + n| = |Q2(m,n)/Q1(m,n)|
omejena. Ce je mn > 0, pa morata biti mejni vrednosti |m| in |n|. Sledi, da
ima lahko izraz m + n kve¢jemu konéno mnogo vrednosti, kar pomeni, da se
neka vrednost ¢ pojavi za neskon¢no mnogo razliénih parov m,n. Polinom
r(x) = p(z) +p(c — x) ima tako neskonéno mnogo nicel, zato je nic¢eln. Sledi
p(z) = p(c—x), kar pomeni, da je graf polinoma p simetricen glede na tocko
(5.0).

a) Glej resitev tocke b).

b) Oznac¢imo s ¢rko P odgovor ’pravilno’ in s ¢rko N odgovor 'nepravilno’.
Denimo, da v prvem poskusu Viktor na vsa vprasanja odgovori s 'pravilno’,
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tj. z zaporedjem 'PPPP...” in doseze a pravilnih odgovorov. V drugem
poskusu odgovori z zaporedjem 'NNPP...” in doseze bodisi a, bodisi a + 2
pravilnih odgovorov.

1. Ce v drugem poskusu doseze a + 2 pravilnih odgovorov, Viktor spozna
odgovora na prvi dve vpraSanji. V tretjem poskusu odgovori z zaporedjem
"PPNNPP... .

Ce tokrat doseze a + 2 pravilnih odgovorov, Viktor spozna odgovora e na
vpraSanji 3 in 4, ¢e pa doseze a pravilnih odgovorov, to pomeni, da ima eno
od vpraSanj 3 in 4 odgovor P, drugo pa odgovor N. Viktor zato v ¢etrtem
poskusu odgovori z zaporedjem 'PPNPP...°. Tedaj lahko doseze a+1 pravil-
nih odgovorov, hkrati pa spozna pravilna odgovora na vpraSanji 3 in 4.
Ugotovili smo, da Viktor poleg prvega poskusa potrebuje Se najve¢ tri do-
datne poskuse, da spozna odgovore na prva stiri vprasanja.

2. Ce v drugem poskusu doseze a pravilnih odgovorov, Viktor v tretjem
poskusu odgovori z zaporedjem 'PNNNPP...”, v ¢etrtem poskusu pa z za-
poredjem 'NPNPP...’. V tretjem poskusu tako doseze bodisi a + 1, bodisi
a+ 3 pravilnih odgovorov, v ¢etrtem poskusu pa doseze bodisi a, bodisi a+2
pravilnih odgovorov. Tabela prikazuje, kako lahko od tod spozna odgovore
na vprasanja 1,2,3 in 4. V prvih dveh stolpcih tabele sta stevili pravilnih
odgovorov v tretjem in ¢etrtem poskusu, v zadnjih Stirih stolpcih tabele pa
so pravilni odgovori na vprasanja 1, 2,3 in 4.

H 3. poskus ‘ 4. poskus H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 H
a—3 a N|P|P|P
a—2 N|P|IN|P

a—1 a N|P|P|N
a+2 PIN|P|P

a—2 P|N|P|N

a+1 a P|N|N|P
a+2 N|P|N|N

a+3 a P|N|N|N

Tudi v drugem primeru smo se prepricali, da Viktor poleg prvega poskusa
potrebuje Se najvec tri dodatne poskuse, da spozna odgovore na prva Stiri
vprasanja.

Viktor nato ponovi enak postopek za vsako izmed naslednjih skupin §tirih
vpraSanj in porabi Se dodatnih 18 poskusov. Po skupno najve¢ 22 poskusih
tako ugotovi odgovore na vsa vprasSanja razen morda zadnjih dveh. V nasled-
njem poskusu Viktor ugotovi odgovor na predzadnje vpraSanje, tako da od-
govori z zaporedjem 'PP..PNP’, hkrati pa spozna tudi odgovor na zadnje
vpraSanje, saj pozna skupno §tevilo odgovorov ’pravilno’. Tako Viktor naj-
kasneje v 24-tem poskusu pravilno odgovori na vseh 30 vprasanj.

Gregor Cigler
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