PRILOGA K REVIJI PRESEK, LETNIK 37 (2009/2010) STEVILKA 2

Tekmovanja

45, tekmovanje za Vegovo priznanje — drzavno tekmovanje

7.
1.

razred

Kolesar je v eni uri in 12 minutah prevozil dve sedmini poti od doma do centra mesta.
V koliksnem ¢asu bi z enako hitrostjo prevozil polovico poti od doma do centra mesta?
Odgovor zapisi v urah in minutah.

. V stirikotniku ABC'D sta stranici AB in BC' enako dolgi, diagonala AC' pa meri toliko kot

stranica C'D. Kot BAD meri 120°, kot C BA pa 100°. Izra¢unaj ostala kota Stirikotnika.

. Na izlet se odpravi 15 ljudi. Ker pri¢akujejo deZ, jih 14 nosi deZnik, 10 jih ima gumijaste

Skornje, 11 jih nosi pokrivalo, 12 pa jih ima s sabo pelerino. Najmanj koliko ljudi ima s sabo
vsa $tiri varovala zoper dez?

. Naj bo ABC' enakostrani¢ni trikotnik. Iz poljubne to¢ke D na stranici AC' nariSemo pravo-

kotnico na stranico AB. Presecis¢e pravokotnice in stranice ozna¢imo s tocko E. 1z tocke £
nariSemo pravokotnico na stranico BC' in presecis¢e ozna¢imo s F'. DokaZi, da je trikotnik
DEF enakostranicen, ¢e je |AE| = |BF]|.

. Poi$¢i vsa naravna Stevila m in n, za katera je najvedji skupni delitelj naravnih stevil m in 18

enak n, najmanjsi skupni veckratnik stevil n in 4 pa enak m. Utemelji, da so to vse resitve.

. razred

1. Posoda, ki drzi 10 litrov, je do vrha napolnjena z napitkom, v katerem je 40 % soka. Iz

posode izto¢imo polovico vsebine in do vrha dolijemo napitek, v katerem je 20 % soka. Po-
stopek ponavljamo, vsakokrat dolijemo napitek, v katerem je 20 % soka. Koliko odstotkov
soka je v napitku, ki ga dobimo po treh dolivanjih?

. V pravilnem veckotniku meri vsota notranjih kotov 1800°. ZbriSemo tri zaporedne stranice

.....

nastane novi veckotnik. Koliko meri najmanjsi notranji kot v novonastalem veckotniku?

. Znotraj kvadrata ABCD lezi kvadrat A’B'C’'D’, katerega stranice so paroma vzporedne

stranicam kvadrata ABCD. Sredis¢i kvadratov ABCD in A'B'C'D’ sovpadata. Tocke E,
F, G in H so razpolovis¢a stranic vedjega kvadrata, tocke E', F’, G’ in H' pa so razpolovi-
$¢a stranic manjSega kvadrata. Izrazi plos¢ino osencenega dela z dolZino stranice vecjega
kvadrata (glej sliko). D :

A
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n

. . 10™+35 . .
. Pokazi, da je ———— naravno $tevilo za vsako naravno $tevilo n.

45

. Za stiri cela Stevila velja a < b < ¢ < d. Izra¢unamo vse moZzne vsote po dveh izmed stevil

a, b, ¢ in d. Najvedje stiri vsote so: 8, 7, 5 in 4. Doloci Stevilo a.

N

=

5

. razred

. Zapisi enacbo premice, ki seka abscisno os pri vrednosti —6, ¢e je plos¢ina pravokotnega

trikotnika, ki ga omejuje ta premica s koordinatnima osema, enaka 13.5 kvadratnih enot.
Poisci vse resitve.

. Kraji A, B in C leZijo v tem vrstnem redu ob ravni cesti. Razdalja med krajema A in B je

za 10 km kraj$a, kot je razdalja med krajema B in C. Ko prvi motorist, ki vozi iz kraja A v
kraj B, prevozi 2 svoje poti, drugi motorist, ki vozi iz kraja C' v kraj B, prevozi § svoje poti.
Tedaj sta oba enako oddaljena od kraja B. Koliko kilometrov sta oddaljena kraja A in C?

. V trapezu ABCD je osnovnica AB dolga 12 cm, osnovnica DC' pa 3 cm. Notranji kot pri

oglis¢u D je skladen s kotom, ki ga diagonala AC oklepa s krakom BC.

a) Izrac¢unaj dolzino diagonale AC.

b) Koliko meri obseg trapeza, ¢e je krak BC' dolg 8 cm?

. Mizar je leseni kocki odrezal vogal, tako da je raven rez potekal skozi razpolovis¢a treh pri-

padajocih robov (glej levo sliko). Na enak nacin je kocki odrezal Se ostale vogale (glej desno
sliko).

Povrsino nastalega telesa je pobarval. Koliko barve je potreboval, ¢e bi prvotno kocko lahko
pobarval s Sestimi litri barve?

. Palindromno $tevilo je Stevilo, ki ga enako beremo z leve in z desne strani, npr. 13531.

a) Pois¢i najmanjsi Sestmestni palindrom, ki je deljiv z 18.

b) Dokazi, da noben Stirimestni palindrom ni prastevilo.
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29.

tekmovanje za Stefanovo priznanje — drzavno tekmovanje

8. razred (Sklop A)

Al

A2

A3

A4

Plin pri stalnem tlaku p =4 bar odriva bat s plos¢ino 0,25 m?. Koliko dela opravi plin, ko
odrine bat za 2 dm?

0,5kJ
1.0kl 4 bar o

©20kJ
2 dm
D)50kJ >

Obrocek vleCemo s tremi silomeri v smereh, kot kaze slika. Kateri
silomer kaze najmanj, ¢e obrocek miruje?

1
samo silomer 1

samo silomer 2 2

samo silomer 3 105°
(D) silomera 1 in 3 3

150°

Na desni sliki je prikazan zaletek proge, po kateri se spusti rolkar.
Kateri graf pravilno prikazuje spreminjanje potencialne energije rolkarja
vzdolz tega dela proge?

)
W|\W|/WRW|/
P P P P
x
0 x 0 X0 X0 X

Zaboj z maso 300 kg visi z vrha stolpnice, kot kaze slika. S kolik$no silo moramo vlec¢i vrv
v smeri puscice, da zaboj miruje?

187,5N m

375N

750 N ”

Jm l 8
B E%Eﬂ
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8. razred (Sklop B)

Bl

B2

Januarja je na reki Hudson v New Yorku uspesno zasilno pristalo letalo A320. Takoj po pris-
tanku je bila 1/12 prostornine letala pod vodo.

a) Koliksna je prostornina letala, ¢e je njegova masa 70 ton?
b) Po pristanku je v letalo skozi odprtine zacela pritekati voda. Koliko m?® vode je moralo
priteci v letalo do trenutka, ko je to v celoti potonilo?

¢) Letalo je v celoti potonilo v priblizno eni uri. Koliko litrov vode na sekundo je pritekalo
v letalo, Ce je voda ves Cas pritekala priblizno enakomerno?

d) Narisi graf sile vzgona v odvisnosti od ¢asa za ¢as od 0 do 70 min, merjeno od trenutka
pristanka.

V zabavis¢nem parku imajo “vlak smrti”, steza je prikazana na sliki. Ko enakomerno vlecejo
vozi¢ke na vrh proge (od tocke A do B), potrebujejo silo 17 kN. Trenja ne upostevamo.
B

70 m

50 m

30m

N A N
[T N

A
a) Koliko dela opravi motor, da pripelje vozicke z dna do vrha proge (od tocke A do B)?

b) Za koliko se vozi¢kom pri dvigovanju spremeni potencialna energija?
¢) Kolik$na je masa vozickov?

d) Koliks$na je kineti¢na energija vozi¢kov v tocki C, ¢e so na vrhu mirovali?

8. razred (Sklop C — eksperimentalna naloga)

C1

Pripomocki

klade navpi¢no navzgor, kot kaze slika. - silomer

a) Izmeri silo pri kotih: 15°, 30°, 45°, 60°, _ l;:;(lijn 7 narisanimi koti
75°. Pri meritvi vleci silomer prek vrvice - vrvica z zanko
in se potrudi, da bo v navpic¢ni legi. Izpolni
tabelo:
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/Vwica

al°]
FN]

b) Kota 0° in 90° potrebujeta posebno obravnavo. O¢itno je F = 0 ena moznost pri obeh
kotih. Takrat klada miruje brez dodatne sile.

Dopolni poved: Ko klada miruje,
je pri kotu 0° sila F lahko od do ,
je pri kotu 90° sila F lahko od do

Pomagaj si z meritvami in sklepanjem. Teza klade je napisana na kladi.

¢) Narisi diagram sila F' v odvisnosti od kota a: F = F(a). Razmisli, kako bos prikazal od-
govore pri vprasanju b).

FN]

a[°]
C2 Pri poskusu bo§ ugotavljal, koliksne sile delujejo Prl omock )
na plavajoce telo. - stiroporna kmgla .
- 100 g utez (ali 2 utezi po 50 g)
a) Na kavelj stiroporne krogle obesi utezi in - 6 velikih matic
toliko matic, da bo celotna krogla ravno - 2 mali matici
potonila. - ¢aSa z vodo
- tehtnica

N J




Dopolni sliko na desni, vse dodane matice
narisi kot eno telo. Skici-

raj vse sile, ki delujejo na
kroglo, utezi in matice, ko je
krogla v celoti potopljena.
Sile tudi imenuj. Alumini-
jasti kavelj na krogli je tako
tanek, da ga v nalogi ni treba
upostevati.

b) Stehtaj telesa in izracunaj
silo vzgona na potopljene
zelezne dele (utezi in ma-
tice).

Gostota Zeleza je 7,8 g/cm?, specifi¢na teZa pa 0,078 N/cm?. Gostota vode je 1,0 g/cm?,
specifi¢na teza pa 0,010 N/cm?.

¢) Iz ravnovesja sil izracunaj, koliksna je sila vzgona na potopljeno kroglo. (Prostornine
krogle ne ugotavljaj s potapljanjem in dvigom vodne gladine, saj je taka meritev zelo
nenatanc¢na.)

d) Iz enacbe za silo vzgona na kroglo izraunaj prostornino krogle.

9. razred (Sklop A)

Al Koliko dela moramo opraviti, ¢e hoéemo vozi¢ku z maso 5 kg, ki se giblje brez trenja po
vodoravni ploskvi, povecati hitrost s 6 m/s na 10 m/s?

(A) 8017
B) 160J
@ 40017
D) 55017

A2 Na desni sliki je prikazan zacetek proge, po kateri se spusti rolkar.

Kateri graf pravilno prikazuje spreminjanje kineticne energije rolkarja
vzdolZ tega dela proge, ¢e je na zaCetku miroval in trenje zanemarimo?

D 4
W, w, w, w, -
0
0 » 01 04 > O >
0 X0 0 X 0 X
A3 Telo prosto pada iz toc¢ke Z. V tocki A izmerimo hitrost 30 m/s in v tocki
B 50 m/s. Koliksna je viSinska razlika med tockama A in B?

\4
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A4

@A) 20 m z
B) 40m :
(C) 80m
D 160 m

V vezje s Sestimi enakimi Zarnicami vezemo merilnik napetosti, kot kaze slika. Koliko kaze
merilnik napetosti, ¢e je napetost na viru 6 V?

@A 1v
B 2V
@3V
D 4V

@

9. razred (Sklop B)

Bl

B2

Pri bejzbolu metalec vrze zogico s hitrostjo 150 km/h v vodoravni smeri. V priblizku zracnega
upora ne upostevamo.

a) Koliko Casa potrebuje zogica do odbijalca, ¢e je odbijalec od metalca oddaljen 18,4 m?

b) Zogico z maso 145 g nato odbijalec s kijem odbije s hitrostjo 150 km/h v nasprotni smeri.
Izmerili so, da se pri udarcu zogica in kij dotikata priblizno 1/1000 s. Priblizno oceni,
koliksen je povprecni pojemek Zogice pri ustavljanju ob kiju.

¢) Koliksno razdaljo prepotuje tezis¢e Zogice med ustavljanjem ob kiju?

d) Izra¢unaj, s koliksno povprecno silo deluje kij na Zogico med ustavljanjem ob kiju.

V zabavi§¢nem parku imajo “vlak smrti”, steza je prikazana na sliki. Ko enakomerno vlecejo
vozicke na vrh proge (od tocke A do B), potrebujejo silo 17 kN. Trenja ne upostevamo.
B

T~

30 m

50 m

N A N
[ TT AN

A

a) Koliko dela opravi motor, da pripelje vozicke z dna do vrha proge (od to¢ke A do B)?

b) Koliko Casa traja gibanje vozickov od tocke A do B, ¢e je nazivna mo¢ motorja 80 kW?
Motor za dvigovanje vozickov porabi le 70 % svoje moci.

¢) Koliksno potencialno energijo imajo vozicki na vrhu proge, ¢e je bila njihova potencialna
energija v tocki A enaka nic?

(© 2009 DMFA SLOVENUE, KOMISA ZA POPULARIZACIIO FIZIKE V OSNOVNI $OLI 7



d) Koliksno kineti¢no energijo imajo vozicki med gibanjem od tocke A do B?

¢) Koliksen tok bi tekel skozi motor, ¢e bi bil prikljuéen na napetost 230 V?

9. razred (Sklop C — eksperimentalna naloga)

C1

Pri poskusu bos raziskoval, kako se spreminja Pripomocki
sila upora zraka na padajoce telo v odvisnosti od - dve papirnati skodelici
hitrosti padanja. - digitalna Stoparica

- kazalnik za oznacevanje viSine

Masa 100 papirnatih skodelic je 33 g.

Ce spustimo papirnato skodelico z visine
priblizno 1,8 m, se najprej giblje pospeseno, zadnjih 100 cm pa pada enakomerno.

a) Postavi eno skodelico v drugo in ju spusti z viSine priblizno 180 cm ter meri Cas padanja
za zadnjih 100 cm. Meritev napravi trikrat in izracunaj povprecni ¢as padanja. Ker se
skodelici zadnjih 100 cm gibljeta premo enakomerno, lahko ugotovimo, kolik$na je sila
upora.

2 skodelici: v, = F =

upora2

b) Nato poskus ponovi z eno skodelico, trikrat izmeri ¢as padanja ter izracunaj hitrost in
silo upora.

1 skodelica: v, = F =

uporal

¢) Rezultat tretje meritve ugotovimo z miselnim poskusom. Denimo, da bi bila skodelica
iz tako tankega papirja, da bi imela npr. 1000-krat manj$o maso kot nasa skodelica.
Priblizno oceni, kolik$na bi bila hitrost padanja.

Zelo lahka skodelica: v~ F o =

d) NariSi diagram: sila upora v odvisnosti od hitrosti gibanja F, = F_(v). Silo
nanas$aj v milinewtnih (mN). Skozi vse tri tocke narisi najbolje prilegajoco /
krivuljo (priblizna oblika krivulje je na desni sliki).

F [mN]
8

0 1 2 v[m/s]

e) Iz grafa razberi, priblizno kolikokrat se poveca sila upora, Ce se hitrost poveca na
dvakratno vrednost. Opisi, kako si sklepal.
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C2

Kaj je v “Crni Skatli” s Stirimi prikljucki?

- “Crna $katla”
a) Izmeri tokove, ki jih poZene baterija skozi - baterija 4,5V
vse mozne pare prikljuckov. Meritve vnesi - ampermeter
v tabelo: - 3 prikljucne zice
- 2 krokodil¢ka
J
priklju¢ka | AB AC AD BC BD CD
I [mA]
b) V “¢rni $katli” je povezanih manj kot 8 ena-
kih por.abnilfov - qppmikov. Mozni sta dve V merilniku je varovalka, ki lahko
razliCni vezji. NariSi obe. pri napaéni vezavi pregori. Ce se to
Napotek: Ce se na sliki vezja dve Zici zgodi, ) poklici demorhlstr_atorja,l da
krizata in dotikata, nariSemo v kriziscu piko. zamenja varovalko, pri tej nalogi pa
bos izgubil eno tocko.
Kadar ne meris, pazi, da elektri¢ni
krog ni sklenjen in se baterija po ne-
potrebnem ne prazni.
N J
1. resitev 2. resitev
AQO oc AO ocC
BO OD BO OD

53. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije —

izbirno tekmovanje

1.

letnik

. Na tekmovanju je bilo 24 nalog izbirnega tipa. Ce tekmovalec ni ob-

krozil nobenega odgovora ali je obkrozil ve¢ kot 1 odgovor, je prejel
0 tock. Za obkrozen pravilni odgovor je tekmovalec prejel 1 tocko, za
obkroZen napa¢ni odgovor pa so mu odsteli § tocke. Pri najve¢ koliko

nalogah je obkrozil pravilni odgovor, ¢e je zbral 13 tock?

. Dan je trikotnik ABC, v katerem velja |AB| = 2|AC|. Na stranicah AB

in BC lezita taksni to¢ki D in E, da velja ZBAE = ZACD. Daljici AE
in C'D se sekata v tocki F, trikotnik CF'E pa je enakostrani¢en. Doloci

velikosti kotov trikotnika ABC.




. DokaZi, da velja neenakost
4yt 1220y —a+y)
za poljuben par realnih stevil x in y. Kdaj velja enakost?

. Pois¢i vsa racionalna Stevila 7 in vsa cela Stevila £, ki zadoSc¢ajo enacbi

r(bk — Tr) = 3.

. Vsaka Sola iz neke pokrajine je poslala 3 dijake na tekmovanje. Andrej,
BlaZ in Zan so predstavljali isto 3olo. Ko so se vsi tekmovalci postavili
v vrsto, da bi prevzeli svoje Startne Stevilke, je Andrej ugotovil, da je
tekmovalcev v vrsti pred njim prav toliko kot za njim. Za njim sta bila
tudi oba so$olca: Blaz je bil 19. v vrsti, Zan pa 28. Koliko %ol je sodelo-
valo na tekmovanju?

. letnik

. Poisi vsa naravna $tevila m in n, za katera velja m? + n® = 252.

. Naj bo z tako realno stevilo, da je = + % + 1 naravno Stevilo. Dokazi, da
je tudi 27 + - + 1 naravno $tevilo, ki je deljivoz z + 1 + 1.

. Diagonala BD S&tirikotnika ABC'D razdeli stirikotnik na ostrokotni tri-
kotnik ABD in enakostrani¢ni trikotnik BC'D. Naj bo O sredisce triko-
tniku ABD o¢rtane kroZnice. DokaZzi:

(a) ce sta trikotnika ABD in OCD skladna, je AB 1 BC;

(b) ceje ZLCBA = 90°, sta trikotnika ABD in OC'D skladna.

. Dolo¢i taki celi stevili a in b, da bo \/ 2010 4+ 24/2009 resitev kvadratne
enacbe
2> +ar+b=0.

Dokazi, da pri tako dolocenih a in b Stevilo \/ 2010 — 2+4/2009 ni resSitev
dane enacbe.

. Na neki Soli imajo dijaki na voljo dva Sporta: nogomet in koSarko. Pe-
tina nogometasev igra kosarko, sedmina kosarkasev pa igra nogomet. Z
natanko enim Sportom se ukvarja 110 dijakov. Koliko dijakov se ukvarja
z obema Sportoma?
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. letnik

. Med vsemi polinomi z vodilnim koeficientom 1, ki pri deljenju z x + 1

najnizjo stopnjo.

. Neko naravno stevilo je zapisano samo s Stevkami 0, 3 in 7. Pokazi, da
to Stevilo ne more biti popoln kvadrat.

. 'V trikotniku ABC je tocka D noziS¢e visine na stranico AB. Dani sta
tocki £ na daljici AD ter F' na stranici BC, da velja ZBAF = ZACE.
Daljici AF in C'E se sekata v tocki G, daljici AF' in C'D pa v tocki 7.
Dolo¢i velikosti kotov trikotnika ABC, ¢e je trikotnik CGF' enakostra-
nicen, trikotnik AET pa enakokrak z vrthom F.

. Poisdi vse celostevilske resitve enacbe
y=(z+y)(2z + 3y).

. Utiteljica je povabila skupino otrok, da se posedejo za okroglo mizo.
Fantov je bilo trikrat toliko kot deklet. Sprehodila se je okrog mize in
opazovala dvojice otrok, ki so sedeli eden poleg drugega. Ugotovila
je, da je dvojic, v katerih sta oba otroka istega spola, dvakrat toliko kot
dvojic, v katerih sta otroka razlicnega spola. Najmanj koliko otrok je
sedelo za okroglo mizo?

. letnik

. Naj bo (a,) nekonstantno aritmeti¢no zaporedje s prvim ¢lenom a; = 1.
Cleni ag, as, a1; tvorijo geometrijsko zaporedje. Izracunaj vsoto prvih
2009 ¢lenov zaporedja (ay,).

sv v e v . . . . . n2
. Pois¢i vsa naravna Stevila n, pri katerih je vrednost izraza [ kvadrat

celega Stevila.

OPOMBA. S [z] oznac¢imo celi del $tevila z, to je najvedje celo stevilo, ki
je manjSe ali enako x.

. Tetivnemu $tirikotniku ABC'D je o¢rtana kroZnica, ki jo simetrali kotov
ZCAD in ZADB sekata zaporedoma v P in (). Premici AP in DQ se
sekata v R, premici CQ in BP pa v S. DokaZi, da sta premici PQ in RS
pravokotni.

(© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli 1 1



4. Naj bo z tako realno Stevilo, da je

cos(2x) + cos(3z) = 1.
PokaZi, da tedaj velja

2sin(2z) + 2sin(3z) = sin(4x) + 2sin(bz) + sin(6z).

5. Jure je narisal pravilni 9-kotnik. Stevila od 1 do 9 je Zelel razpore-
diti v njegova oglis¢a tako, da vsota Stevil v poljubnih treh zapore-
dnih oglis¢ih ne bi presegala nekega naravnega Stevila n. Za katero
najmanjSe Stevilo n bi mu to uspelo?

Resitve nalog 45. tekmovanja za Vegovo priznanje —
drzavno tekmovanje

7. razred

1. Kolesar je 2 poti prevozil v 72 minutah ali £ ure, torej je za + poti porabil 36 minut ali
8.2 = 2 ure. Celo pot bi prevozil v 7- 36 = 252 minutah ali £ - 7 = 2! ure. Polovico
poti bi prevozil v 126 minutah, to je v dveh urah in 6 minutah.

2. Trikotnik ABC' je enakokrak, kota BAC in BC A sta zato skladna in merita vsak po
40°, sajje < CBA = 100°. Tudi trikotnik AC'D je enakokrak. Kerje < CAD = ¢ BAD —
4 BAC = 120° — 40° = 80°, merita kota osnovnici 80°. Kot ob vrhu trikotnika AC' D
potem meri 20°. Kot BC'D meri 60° in kot C'D A meri 80°.

C

A B

3. 1.nacin. Kerima 14 oseb deznik, 1 oseba deZnika nima. Podobno jih 5 nima gumijastih
skornjev, 4 nima pokrivala, 3 pa nimajo pelerine. Torej najve¢ 1 + 5+ 4 + 3 = 13 oseb
nima vsaj enega varovala, zato imata vsaj 15 — 13 = 2 osebi vsa 4 varovala zoper dez.

Ker ima 14 ljudi deznik, 12 pelerino, skupaj pa jih je 15, jih mora vsaj 14+ 12 — 15 = 11
imeti oboje. Ker jih ima 11 oboje, 11 pa tudi pokrivalo, ima tri varovala Ze 11+11—15 =
7 ljudi od petnajstih. Ce jih 7 nosi pelerino, pokrivalo in deznik, e 10 pa jih ima
gumijaste Skornje, sta med njimi vsaj 7 + 10 — 15 = 2, ki imata vse §tiri stvari.

4. Trikotnik AED je polovica enakostrani¢nega trikotnika, ker
merijo njegovi notranji koti 60°, 90° in 30°. Podobno je tudi
trikotnik BFE polovica enakostrani¢nega trikotnika. Ker je
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|AE| = |BF)|, sta trikotnika AED in BFE skladna. Torej je
trikotnik DEF enakokrak (|[DE| = |EF|). Ker pa kot pri vrhu /
E trikotnika D EF meri 60°, je trikotnik D E'F’ enakostrani¢en. D

A E B
- L. natin. Ker je najvedji skupni delitelj Stevil m in 18 enak n, je n delitelj Stevila 18,
torej je n € {1,2,3,6,9,18}. Stevilo m je najmanjsi skupni ve¢kratnik $tevil n in 4. Ce
jen=1lalin=2jem =4.Cejen=3alin =6,jem =12. Prin = 9alin = 18 paje
m = 36.

Najvedji skupni delitelj m in 18 mora biti n, zato so ustrezne resitvele m =4inn = 2,
m=16inn = 6 term = 36 inn = 18.

2. nacin. Ker je m najmanjsi skupni veckratnik n in 4, je m deljiv s 4. Najvedji skupni
delitelj stevil m in 18 je zato sodo Stevilo. Najvedji skupni delitelj Stevil m in 18 je n,
zato je n sodi delitelj Stevila 18, torejje n € {2,6,18}.

Stevilo m je najmanjsi skupni veckratnik stevil nin 4. Ceje n = 2,je m = 4. Cejen = 6,
je m = 12. Prin = 18 paje m = 36. Preverimo, da za ta Stevila velja D(18,m) = n.

. razred

. Ko izpraznimo polovico posode, ostane 5 litrov napitka, v katerem je 2 litra soka in
3 litre vode. Ko dolijemo 5 litrov napitka z 20% soka, dolijemo 1 liter soka in 4 litre
vode. Dobimo napitek, v katerem so 3 litri soka in 7 litrov vode.

Ko drugi¢ izpraznimo polovico posode, ostane 1.5 litra soka in 3.5 litrov vode. Ko
dolijemo 5 litrov napitka z 20% soka (1 liter soka in 4 litre vode), je v napitku 2.5 litra
soka in 7.5 litrov vode. Po tretjem praznenju ostane v posodi 1.25 litra soka in 3.75
litrov vode, po ponovnem dolivanju pa je v posodi 2.25 litra soka in 7.75 litrov vode.
V napitku je 22.5 % soka.

. Vsota notranjih kotov veckotnika je (n — 2) - 180°, zato je n = 12. Ko zbriSemo tri
sosednje stranice (recimo A;A;, A;A; in AzA4), in povezemo ogliséi A; in Ay (glej
sliko), dobimo desetkotnik. Vsota njegovih notranjih kotov je 8-180° = 1440°. Notranji
koti pri A5, Ag, ..., A12 se ujemajo z notranjimi koti prvotnega dvanajstkotnika, zato
merijo po 150°. Vsota notranjih kotov ob stranici A; A4 desetkotnika meri 1440° — 8 -
150° = 240°. Ker sta kota < A4A;1 A5 in A;A4A; enaka, merita po 120° in sta tudi
najmanjsa kota v nastalem desetkotniku. / \
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3. Stranica kvadrata A'B'C'D' meri £, njegova plos¢ina je (£)? = % Tocka £ je za §
oddaljena od stranice AB. Plos¢ina trikotnika ABE' je ©1 = % Plos¢ino osencenega

lika dobimo, ¢e od plos¢ine kvadrata ABC' D odStejemo plos¢ine skladnih trikotnikov
ABE', BCF', CDG" in DAH' ter plos¢ino kvadrata A'B’C'D’. Osenceni del ima plo-

5E 2 _ (40’ 4 a®y _ a®
Sinoa® — (A5 +5) =% p a c
/‘\
/// \\\
/ \
D’ > q c’
S
TG
/’// \\\\
//// / \ o ~
He Y Fi{ THF a
<) =
N
A/ - // B/
N /
\\/
A E B

4. Ulomek predstavlja naravno Stevilo, ¢e je Stevec veckratnik imenovalca. Zato mora
biti 10n + 35 deljivo s 45. Stevilo je deljivo s 45, ¢e je hkrati deljivo s 5in z 9. 10n + 35
ima v desetiSkem zapisu Stevke 1, 3, 5, ostalo so ni¢le (razen v primeru n = 1, ko
dobimo Stevilo 45), tako je vsota Stevk tega Stevila 9, kar pomeni, da je Stevilo deljivo
z 9. Ker se kon¢a s stevko 5, je deljivo tudi s 5 in s tem s 45.

5. MozZne vsote vseh $tirih Stevil si po velikosti sledijo:
at+tb<at+c<at+d<b+c<b+d<c+d

ali
at+b<atc<bt+c<at+d<bt+d<cH+d.

V prvem primerujec+d=38,b+d="7ina+d =5, kar pomeni: b =a+2,c=a+ 3.

Ce zapiSemo Se Cetrto zvezo b+ c = 4, dobimo 2a+5 = 4ina = — %, kar ni celo Stevilo.
V drugem primeruje:c+d=8,b+d="7,a+d=4,karpomenib=a+3,¢c=a+4
Upostevamo Se zvezomed bin ¢, b + ¢ = 5, dobimo 2a + 7 =5ina = —1.
9. razred Y
1. Premica s koordinatnima osema tvori pravo- N(0,4.5)
kotni trikotnik (glej sliko). Ena kateta triko- o
tnika meri 6 enot. DolZino druge katete iz- 0
ra¢unamo iz plos¢ine: 13.5 = %, zato druga 87 !
kateta meri 4.5 enote. Premica seka ordinatno
os v tocki N(0,4.5) ali N (0, —4.5). S 0 7T
Z
Premica ima enacbo y = kx +n. V prvem pri- AN >
meru dobimo 0 = k-(—6)+4.5inod tod k = 2, AN
v drugem primeru pa iz 0 = k- (—6) — 4.5 ‘s >
sledi k = —3. Enacbi premic sta y = 2z + 4.5 N(0, ~4.5)
iny=—3z—45.
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2.

5.

Ce z 2 ozna&imo razdaljo od A do
B, razdalja od B do C meri z + 10.

Del, ki ga prevozi prvi motorist je
22, od kraja B pa je oddaljen 2. T
Del, ki ga prevozi drugi motorist je §(z + 10), od kraja B pa je oddaljen 2(z + 10).
Ker sta enako oddaljena od B, velja enatba: 3(z + 10) = 2z. ReSitev z te enacbe je

35 km. Razdalja med krajema A in C'je 2z 4 10 = 80 km.

| B |

Kota ¢ DC'A in ¢ BAC sta skladna, ker imata vzporedne krake. Ker sta skladna tudi
kota ¢ ADC in ¢ ACB, sta si trikotnika ACD in BAC podobna. Razmerje stranic
zapiSemo kot: |AB| : |AC| = |AC| : |CD|. Diagonala |AC| tako meri 6 cm. Podobno
lahko zapiSemo $e razmerje, v katerem nastopa krak AD: |AD| : |DC| = |BC| : |AC|,
iz katerega izratunamo krak |AD| = 4 cm. Obseg trapezamerio = 12+ 3+ 8+ 4 =

27 cm.
Dﬂé\
A B

Ko mizar kocki odreze vogale, dobi telo, ki ga omejuje 8 skladnih enakostrani¢nih
trikotnikov in 6 skladnih kvadratov. Stranica enakostrani¢nega trikotnika je enako
dolga kot hipotenuza pravokotnega trikotnika s krakoma dolZine .

Torej merib = “T\/ﬁ Plos¢ina enakostrani¢nega trikotnika je enaka % = %;/g Stranica
kvadrata je enaka stranici enakostrani¢nega trikotnika, plos¢ina kvadrata pa meri %
Celotna povrsina novega telesa meri P = 8 - %/3 +6- % = a*(v/3 + 3). Ce bi mizar
pobarval prvotno kocko, ki ima povrsino 6a?, bi porabil 6 litrov barve, zato je za novo
nastalo telo porabil % -6 = (/3 + 3) litrov barve.

a) Ce hotemo, da bo &tevilo deljivo z 18, mora biti z 2 in z 9. Palindrom se torej
zacne in konca z 2 (najmanjsa soda mozna Stevka, ker na zacetku ne sme biti
0). Vsota Stevk mora biti soda (ker vsaka izmed treh razli¢nih Stevk v zapisu
palindroma nastopa dvakrat) in deljiva z 9, torej najmanj 18. Stevke na drugem
tretjem, Cetrtem in petem mestu imajo torej vsoto 14, druga in Cetrta pa morata
biti ¢im manjsi, torej 0. Iskani palindrom je 207702.

b) Stirimestni palindromi so oblike abba. Njihov desetiski zapis je abba = 1000a +
1000+ 10b+a = 1001la+ 110b = 91 - 11la+ 10- 116 = 11(91a + 10b). Vsi Stirimestni
palindromi so deljivi z 11, torej niso prastevila.
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ResSitve nalog 29. tekmovanja za Stefanovo priznanje -
drzavno tekmovanje

8. razred (Sklop A)

Al A2 A3 A4
C B A B

8. razred (Sklop B)

B1a) Takoj po pristanku je bila 1/12 letala v vodi, ostali del pa nad vodo. To pomeni, da je povprecna
gostota letala 1/12 gostote vode:

1 1 1000 kg kg

=— =— =833 —=

p]etalu 12 pvode 12 m} m3

Iz povprecne gostote letala lahko izracunamo njegovo prostornino
p - m _ 70000 kg- m’
P 83,3 kg

=840 m’

b) Letalo bo potonilo, ko bo njegova gostota vecja od gostote vode. Ker je njegova gostota 1/12
gostote vode, se mora njegova masa povecati za 11-krat. Torej je masa vode, ki mora priteci v
letalo, 11-krat vecja od mase letala.

m,, =11-my, , =770000 kg

Ker en m® vode tehta 1000 kg, je prostornina vode, ki mora pritegi v letalo 770 m’

¢) 'V eni uri mora prite&i v letalo 770 m® vode. To je 770000 1 vode. Torej mora vsako sekundo
prite¢i 213,9 1.
3600 s ... 770000 1

Is  ..21391
d)
F,[kN]
8000 » g
Pl
6000 B
4000 !
,1
2000
,/
0 10 20 30 40 50 60 70 ¢ [min)]

B2 a) Delo, ki ga opravi motor je enako produktu sile s katero vleCe in razdalje
A=F-s=17kN-70m=1190 kJ
b) Ker se vozicki gibljejo ves Cas enakomerno velja 4 =AW, = AW, =1190 kJ
¢) Sprememba potencialne energije je enaka produktu teze vozic¢kov in visinski razliki
AW, 1190 kJ
ho 50m

AW, =F,-h=F, = =238 kN
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Masa vozickov je priblizno 10 krat manjsa od njihove teze, torej je 2380 kg
d) Ce trenje zanemarimo, velja izrek o ohranitvi energije. Za koliko se bo zaradi nizje lege

zmanj$ala potencialna energija vozickov, se bo povecala njihova kineti¢na energija .

AW, =AW,

AW, =F,-Ah=23,8 KN-20 m =476 kJ

8. razred (Sklop C — eksperimentalna naloga)

C1 a) Zaradi neenakih teZ klad in nenatanénih silomerov lahko pride do 10% odstopanj med razli¢nimi

delovnimi mesti.

o (°) 15 30 45 60 75
FIN)| 075 0,75 0,75 0,75 0,75
b) Pri kotu 0° je lahko sila F od 0
N do 0,75 N, s
pri kotu 90° je lahko sila F od 0 N "
do 15N "
1.0
. z .
LL 0.6
0.4
0.2
0.0
0 15 30 45 60 75 90
a ()
C2a)

F . sila vzgona na kroglo

Fy teza krogle
F\.¢m sila vzgona na matice

Fgm teza matic

F ., sila vzgona na prvo utez
F 4> sila vzgona na drugo utez
F,; teza prve utezi

Fgq, teza druge utezi

b) Masa obesenih utezi in matic je priblizno 124 g. (Ker vse krogle niso povsem enake, je dovoljeno
odstopanje = 4 g). TezZa obeSenih Zeleznih delov je 1,24 N.

Masa krogle je priblizno 3 g.

Prostornina potopljenih Zeleznih delov (uteZi in matic) je Vz = m/p: = 124 g / (7,8 g/em®)

=16 cm’
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Sila vzgona na potopljene Zelezne dele je F' . = 0,010 N/ em®- 16 cm® = 0,16 N.
c) Ker sistem teles miruje, velja: Fgr + For = F g + F g

Sila vzgona na potopljeno kroglo je F y.ox = For + Fgs - F yzgz

Fer=003N+124N-0,16 N= 1,11 N.

d) Prostornino krogle izraCunamo iz sile vzgona V; = F .4x/0,= 1,11 N/ 0,010 N/ em’~ 110
3
cm’.

9. razred (Sklop A)

Al A2 A3 A4
B B C B

9. razred (Sklop B)

b) Sprememba hitrosti Zogice je 150 km/h, ¢as ustavljanja lahko ocenimo na polovico ¢asa, ko se
zogica in kij dotikata — 1/2000 s

a:ﬂ:“ll’&:moo =
t s S
2000
0) S:;.t:mzoplm
2000 s

~ 0,145 kg-83333 m

S2

d) F=m-a =12,1kN

B2 a) Delo, ki ga opravi motor, je enako produktu sile in razdalje
A=F-s=17kN-70m=1190 kJ.
b) Sedemdeset odstotkov moci lahko motor izkoristi za dvigovanje vozic¢kov:
100% ... 80 kW

70% ... 56kW
pA L, A_HTOK 5
: P56 kW

¢) Ker se vozicki gibljejo ves Cas enakomerno, velja 4 =AW, = AW, =1190 kJ

d) Za izracun kineti¢ne energije vozickov moramo izracunati hitrost in maso vozickov.
AW, 1190 kJ

AW, =m-g- M =>m=—2 = — = ~2380 kg
gA 10 ™ 50m
S
yoi Jm_,,m
t 2L3s S
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e)

S

2
m
, 2380 kg-(3,3—}
W, = = —13KJ
2

P=U-1=1=2 8000OW 550 5
u 230V

9. razred (Sklop C — eksperimentalna naloga)

Cla)

b)

©)

d)

e)

Masa ene skodelice je 0,33g , teza pa 3,3 mN.

Ker se skodelica zadnjih 100 cm giblje premo enakomerno, je sila upora kar enaka tezi skodelice.

2 skodelici:
t; = 0,7 s (dovoljeno odstopanje = 0,2 s).
v>=10m/ 0,7s=1,4m/s Fiporaz = 6,6 mN

1 skodelica:
t; = 1,00 s (dovoljeno odstopanje + 0,2 s).
v,= 1,0m/ 1,00 s=1,0m/s Fuporar =3,3 mN

zelo lahka skodelica:

Hitrost padanja bi bila zelo majhna, blizu vrednosti ni¢ (dovoljena ocena 0 do 0,1 m/s)
Vo= 0 Fu})g}‘ao = 0,003 mN

F(mN) 87
7

2: /

I
O/ . v(m/s)
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Fupora (pri 0,5 m/s) = 0,8 N

0

Fupora (pri 1,0 m/s) = 33N 3,3N/0,8N=4,1

Odgovor: Ce se hitrost pove¢a na dvakratno vrednost (npr. iz 0,5 m/s na 1,0 m/s) , se sila upora

poveca priblizno Stirikrat.

Zaradi ne povsem enakih skodelic so dovoljena vecja odstopanja.
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(C2 a) Zaradi nenatan¢nih merilnikov in neenakih baterij so mozna odstopanja 10% med razli¢nimi
delovnimi mesti.

prikljucka AB AC AD BC BD CD
1(mA) 6,8 6,8 6,8 6,8 6,8 6,8
A C A C
B D BO——=——"0OD
b) 1. resitev 2. resitev Razlaga 2. resitve -

vezje med dvema priklju¢koma

Ker so vsi tokovi enaki, so tudi poti med priklju¢koma enako "tezke". Pri prvi resitvi tece tok
skozi dva upornika. Nekaj ve¢ razmisleka je potrebno pri drugi resitvi: zaradi simetrije je vsak
prikljuéek neposredno povezan preko upornika z vsakim od ostalih treh prikljutkov. Ce preriemo
vezje, ugotovimo, da je enako vezje med katerimakoli prikljuckoma.

Resitve nalog 53. matematicnega tekmovanja srednjesolcev Slovenije —
izbirno tekmovanje

I/1. 1. na¢in. Oznacimo s P Stevilo nalog, pri katerih je tekmovalec prejel 1 tocko in
z N stevilo nalog, pri katerih so mu i tocke odsteli. Tedaj velja P — iN = 13 oziroma
N = 4P — 52. Ker je vseh nalog 24, sledi P + N < 24 oziroma 5P — 52 < 24. Torej je
5P < 76 in zato P < 15. Najvecja vrednost P je 15 ter je mozna, ¢e je N = 8.

2. nacin. Tekmovalec je zbral 13 tock, ¢e je pravilno resil 15 nalog, napac¢no 8 nalog, pri
eni pa ni odgovarjal ali pa je obkrozil ve¢ kot en odgovor.

Ce bi tekmovalec pravilno resil vsaj 16 nalog in bi zbral 13 tock, bi moral dobiti vsaj
3 negativne tocke, zato bi moral vsaj 3 -4 = 12 nalog resiti napacno. Ker pa je skupaj 24
nalog in je 16 + 12 = 28 > 24, to ni mozno. Zato je pravilno resil najve¢ 15 nalog.

3. nacin. Tekmovalec je zbral 13 tock, ¢e je pravilno resil 15 nalog, napac¢no 8 nalog, pri
eni pa ni odgovarjal ali pa je obkrozil ve¢ kot en odgovor.

Ce bi tekmovalec pravilno resil vsaj 16 nalog, bi jih najve¢ 24 — 16 = 8 resil napacno in
bi dobil vsaj 16 — i -8 = 14 tock. Ker je prejel 13 tock, to ni mozno. Zato je pravilno resil
najve¢ 15 nalog.

I/2. 1. naéin. Ker je trikotnik CEF enako- C
stranicen, je ZEFC = 60°. Od tod sledi Z/CFA =
120°. Zato je LFAC = 180° — LCFA — LZACF = E

60° — LACF in velja ZBAC = /BAFE + ZFAC =
/ZBAFE +60° — ZACD = 60°.

Ker je |[AB| = 2|AC| in ZBAC = 60°, je trikotnik F
ABC' polovica enakostrani¢énega trikotnika, torej je :
ZCBA =30° in ZACB = 90°. A D B

2 O (© 2009 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji Soli



2. nacin. Ker je trikotnik CEF enakostranicen, je C

LEFC = ZCEF = 60°. Od tod sledi ZOFA =

LAEB = 120°. Ker velja 8e ZBAE = LACD = B
LACF, se trikotnika ABE in CAF ujemata v dveh

kotih, torej sta si podobna. Zato velja % = %

oziroma |AE| = 2|CF)|. F
Trikotnik CFE je enakostranicen, torej je |AF| +
|FE| = |AE| = 2|CF| = 2|FE| ozitoma |[AF| = A D B
|FE| = |FC|. Zato je trikotnik AFC' enkakokrak z vrhom F in zaradi ZAFC = 120° je
LFAC = LACF = 30°. Od tod sledi ZACB =90°, ZBAC = 60° in ZCBA = 30°.

I/3. Neenakost 22 + y? + 1 > 2(xy — x + y) preoblikujemo v neenakost 2% — 2xy + y* +
2z — 2y + 1 > 0. Izraz na levi §e dodatno preoblikujemo (z — y)? 4+ 2(z —y) +1 > 0 in
opazimo, da je natanko popolni kvadrat ((x —y) 4+ 1)? > 0, zato velja neenakost za vsak par
realnih stevil 2 in y. Enakost velja natanko takrat, ko je (z —y) +1=0.

I/4. Ocitno je r # 0. Zapisimo 7 v obliki okrajsanega ulomka = ™ in privzemimo, da
je n naravno stevilo. Tedaj dobimo ™ (5k — 7™) = 3 oziroma m(5kn — Tm) = 3n?. Zato je
m delitelj 3n?. Ker pa sta si stevili m in n tuji, m | 3. Lo¢imo §tiri primere.

Ce je m = 1, dobimo 5kn — 7 = 3n? oziroma n(5k — 3n) = 7, od koder sledi, da n | 7.
Ker je n naravno stevilo, je enako 1 ali 7. Pri n = 1 dobimo resitev k =2inr=1,prin =7
pa protislovno enacbo bk = 22.

Ce je m = 3, sledi n(5k —n) = 21. Spet vidimo, da n | 21, ker pa sta si m in n tuji, sledi
dan | 7. Ponovno je n =1 ali n = 7. Resitev dobimo le v drugem primeru in sicer k = 2,

=8,
Ce je m = —1, dobimo n(5k + 3n) = —7, zato ponovno n | 7. Pri n = 1 dobimo regitev
k=—2,r=—1, pri n =7 pa resitev ni.
Ostane Se m = —3, ko je n(5k + n) = —21. Ker sta si m in n tuji, je n delitelj stevila 7.
Dobimo Se eno resitev in sicer k = =2, r = —%.

Vsi pari resitev (k) so (2,1), (—2,—1), (2,2) in (-2, -2).

I/5. Oznacimo z x Stevilo tekmovalcev pred Andrejem. Potem je tudi za Andrejem
x tekmovalcev, vseh pa je 2z + 1, torej liho. Ker je Andrej v vrsti pred Blazem, ki je
na 19. mestu, je pred Andrejem najve¢ 17 tekmovalcev, zato je x < 17. Torej je vseh
tekmovalcev najvec 2z 4+ 1 < 2-17 + 1 = 35. Ker je Zan na 28. mestu, je tekmovalcev vsaj
28. Vsaka $ola je poslala 3 tekmovalce, zato je bilo stevilo tekmovalcev deljivo s 3. Med 28
in 35 sta s 3 deljivi le stevili 30 in 33, liho pa je le stevilo 33. Na tekmovanju je sodelovalo
33 tekmovalcev, torej 11 Sol.

2. letnik

II/1. 1. nagin. Ker je m? = 252 —n® nenegativno stevilo, sledi n® < 252, torej je n < 4.

Ce je n = 1 dobimo m? = 251, pri n = 2 sledi m?® = 220 in n = 3 nam da m? = 9. Edina
moznost je torej m =n = 3.
2. naéin. Ker je n naravno stevilo, je m? = 252 —n® < 252. Zato je m < 16. Ce vstavljamo
po vrsti za m vrednosti od 1 do 15, dobimo za n® vrednosti 251, 248, 243, 236, 227, 216, 203,
188, 171, 152, 131, 108, 83, 56, 27. Ker je 1° = 1, 25 = 32, 3% = 243 in 45 = 1024, dobimo
resitev le pri m = 3, ko je n = 3.
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II/2. Velja xQ—i—x% +1=(z+ %)2— 1=(z+ % +1)(x+ i —1). Kerjex+ % + 1 naravno
stevilo, je z+ 1 —1 celo stevilo in zato je 22 + &5 + 1 celo stevilo. Ker pa je 2%+ 5 +1 > 1,
je 2% + % + 1 res naravno Stevilo, ki je deljivo z x + % + 1.

Opomba. Nalogo je mozno resiti tudi na precej tezji nac¢in in sicer z vpeljavo n = x + % + 1.
Tedaj je 22 + (1 — n)x + 1 = 0 in zato

n-1+./(n-12-4
- S ,

T

Ce dobljeno vstavimo v izraz 22 + % +1= %, po daljsem preurejanju dobimo

n(n® —4n* + 3n + 2) £ n(n®> — 3n + 2)v/n? — 2n — 3
n?—2n—1+(n—-1)vn?—2n-3

~n(m®—2n—1)(n—2)£n(n—2)(n—1)v/n? —2n—3
B n?—2n—14(n—1)v/n?>—2n—-3

Stevilo 22 + x% + 1 = n(n — 2) je zagotovo celo. O¢itno je pozitivno, zato je naravno in
deljivozn::c+%+1.

=n(n—2).

II/3. (a) Tocki C' in O lezita na simetrali stranice BD, C
zato je ZDCO = 30°. Zaradi skladnosti trikotnikov ABD in .
OCD velja ZDBA = ZDCO = 30°. Od tod sledi ZCBA = 05
ZCBD + ZDBA = 90°. ,/

(b) Ce je LZABC = 90°, velja ZABD = 30°. Tocki C' in O lezita D ===~

na simetrali stranice BD, zato je ZDCO = 30°. Zaradi zveze AN )/ \\\
med obodnim in sredisénim kotom velja ZBOD = 2/BAD. / N / \
Toda ZBOD = 2/COD, zato je ZCOD = ZBAD. V triko- ! AN

tnikih ABD in OCD torej velja ZBAD = /COD, /DBA = ¥ O

ZDCO in |BD| = |CD], zato sta skladna. A\ ‘B

II/4. 1. nacin. Opazimo, da velja

\/2010 +2v2009 = \/1 + 2v2009 + 2009 = \/(1 +1/2009)? = 1 + v/2009.

Podobno vidimo, da je 1/2010 — 24/2009 = /2009 — 1. Ker je 1 4+ /2009 resitev kvadratne
enacbe 22 + azx + b = 0, velja 2010 + 2v/2009 + a(1 + v/2009) + b = 0 oziroma

V2009(2 + a) = —b — 2010 — a.

Desna stran enacbe je celo §tevilo, zato mora biti tudi leva, kar pomeni, da je 24+ a = 0
oziroma a = —2. Iz —b—2010—a = 0 dobimo b = —2008. Kvadratna enacba x2—2x—2008 =
0 ima resitvi 1 + /2009 in 1 — /2009, zato stevilo v/2009 — 1 ne resi te enacbe.

2. naéin. Stevilo /2010 4 2v/2009 poskusimo zapisati v obliki A+ v/B za neko celo stevilo

A in naravno stevilo B, torej v/2010 4+ 2v/2009 = A + v/B. Po kvadriranju dobimo 2010 +
2¢/2009 = A% + B+ 2A+/B oziroma 2010 — A> — B = 2Av/B — 21/2009. Leva stran enacbe je
celo stevilo, zato mora biti tudi desna. To bo zagotovo izpolnjeno, kadar sta obe strani enaki
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0. Tedaj je A2B = 2009 in 2010— A%~ B = 0. Izpeljemo lahko A%(2010— A?) = 2009 oziroma
(A% — 1)(A? — 2009) = 0. Ustreza le A = 1, ko je B = 2009. Torej je 1/2010 + 21/2009 =
14 +/2009.

Ker je 14 +/2009 resitev kvadratne enacbe 22 + ax + b = 0, velja 2010 + 2/2009 + a(1 +

v/2009) + b = 0 oziroma
V2009(2 + a) = —b — 2010 — a.

Desna stran enacbe je celo Stevilo, zato mora biti tudi leva, kar pomeni, da je 2+a = 0
oziroma a = —2. Iz —b—2010—a = 0 dobimo b = —2008. Kvadratna enacha 22 —2x—2008 =
0 ima resitvi 1 4+ /2009 in 1 — +/2009. Ocitno je 1 — /2009 < 0. Ker je v/2010 — 21/2009
pozitivno stevilo in ni enako 1 + /2009, to Stevilo ne resi dobljene kvadratne enacbe.

3. nacin. Ker je dano stevilo resitev dane enacbe, mora veljati

(2010 + 2v/2009) + a4/ 2010 4+ 2v/2009 + b =0

(2010 + 2v/2009) + b = —ay/ 2010 + 2v/2009. (1)

oziroma

Po kvadriranju dobimo
(2010 4 4 - 2009 + 4 - 2010v/2009) + b* + 2b(2010 + 2v/2009) = a*(2010 + 2+/2009),
kar lahko preuredimo do
(20107 + 4 - 2009) + 2 - 2010b + b* — 20104 = (24 — 4 - 2010 — 4b)/2009. (2)
Ker je leva stran enacbe celo stevilo, mora biti tudi desna, torej sta obe enaki 0. Zato je
(20107 + 4 - 2009) + 2 - 2010b + b* — 2010a* = 0,

4-2010 + 4b = 24°.

Iz druge enacbe izrazimo a? in vstavimo v prvo, da dobimo b? = 2010% —4-2009 = 4032064 =
20082, oziroma b = 42008. Zato je a*> = 2-201042-2008 = 4020 £4016. Ker 4020 +4016 =
8036 ni popolni kvadrat, je b = —2008 in a? = 4. Iz enakosti (1) sklepamo, da moramo tudi
pri a vzeti negativen predznak.

Dobili smo ena¢bo 22 — 22 — 2008 = 0. Resitvi te enacbe sta 14+1/2009, ena je pozitivna,

druga negativna. Ker je 1/2010 + 24/2009 pozitivna resitev, je druga resitev negativna, torej
/2010 — 24/2009 ni resitev dobljene enacbe.

II/5. 1. na¢in. Oznacimo Stevilo nogometasev z n, stevilo n i

kosarkasev s k, stevilo dijakov, ki se ukvarjajo z obema $portoma
pa z d. Petina nogometaSev se ukvarja s koSarko, zato je ¢ = d.
Sedmina koSarkasev se ukvarja z nogometom, zato je § =d. Od
tod sledi n = 5d in k = 7d.
Kosarkasev, ki se ne ukvarjajo z nogometom je k — d, no-
gometasev, ki se ne ukvarjajo s kosarko pa n — d. Zato je
(n —d) + (k — d) dijakov, ki se ukvarjajo samo z enim Sportom, torej je 110 = n + k — 2d.
Dobimo 110 = 10d oziroma d = 11. Z obema Sportoma se ukvarja 11 dijakov.
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2. nacin. Naj bo z stevilo dijakov, ki se ukvarjajo le s kosarko,
y Stevilo dijakov, ki se ukvarjajo le z nogometom in z Stevilo
dijakov, ki se ukvarjajo z obema $portoma.

Vseh nogometasev je y+z. Ker petina nogometasev igra kosarko,
sledi z = é(y + z) oziroma y = 4z. Vseh kosarkasev je x + z, z
nogometom pa se jih ukvarja % oziroma z, torej je z = %(CL’ +2)
oziroma = = 6z.

Ker se z natanko enim s$portom ukvarja x + y dijakov, je x +y = 110, od koder sledi
110 = 62 + 42 = 10z, torej je z = 11. Z obema Sportoma se ukvarja 11 dijakov.

3. letnik
II1/1. Ocitno je stopnja takega polinoma vsaj 2. Ce bi bil tak polinom stopnje 2, bi bil
oblike px) =2 +ar +b= (2> +1) +ax+ (b—1).

Ker je ostanek pri deljenju z 2 + 1 enak 2, je ax + (b — 1) = 2, torej a = 0 in b = 3. Toda
p(z) =22 +3 = (z—1)(x+1) +4 ne da ostanka 1 pri deljenju z z + 1. Slednje lahko vidimo
tudi tako, da izracunamo p(—1) = 4, saj je p(—1) ravno ostanek pri deljenju polinoma p(x)
z x + 1, ki torej ni enak 1.

Zato je tak polinom stopnje vsaj 3. Naj bo

pl)=2*+ar’ +br+c=(x+a)2®*+ 1)+ (b— 1z +c—a.

Ponovno sledi (b — 1)z +c¢—a =2 oziroma b = 1, ¢ = a + 2. Torej je

px) =2 +ar* +r+a+2=(r+1)(2*+ (a— 1)z +2—a)+ 2a,
od koder sledi 2a = 1 (kar lahko vidimo tudi iz zveze 1 = p(—1) = —1+a—1+a+2). Iskan
polinom je p(z) = 2% 4 J2% + x + 3.

III/2. Zadnja Stevka kvadrata naravnega stevila je 0, 1, 4, 5, 6 ali 9. Oznac¢imo dano
stevilo z n. Da bo n popoln kvadrat, se mora koncati s Stevko 0. Denimo, da je zadnjih k
stevk stevila n enakih 0, stevka pred tem pa je razlicna od 0. Ce je k liho stevilo, k = 2m—1,
je tudi stevilo (57— popoln kvadrat, ki je deljiv z 10. Zato mora biti deljiv tudi s 25, kar
pa ni, saj je Stevka desetic enaka 3 ali 7.

Torej se mora stevilo n koncati s sodo nic¢lami, zato je k sodo stevilo. Tedaj je 15z naravno
stevilo in popoln kvadrat, katerega zadnja Stevka je enaka 3 ali 7, kar pa ni mozno. Zato
tako stevilo ni popoln kvadrat.

II1/3. Oznacimo ZBAF = ZACE = ¢. Ker je
trikotnik CGF enakostranicen, sledi ZCGA = 120°.
Zato je ZGAC =180° — LCGA — LZACG =60° — ¢
in velja ZBAC = ZBAF + LGAC = ¢+ 60° — ¢ =
60°.

Ker je trikotnik AET enakokrak, velja ZETA = ¢ =
/ECA, zato so tocke A, E, T in C konciklicne. Tedaj
paje LZECT = LEAT = . Torej je 290 = LACE +
ZECD = LACD = § — ZDAC = 30°, od koder
sledi ¢ = 15°.

Izrac¢unamo lahko se ZCBA = ZFBA =60° — ¢ = 45° in ZACB = 75°.

=<
~C
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IIT/4. 1. na¢in. Oznac¢imo = +y = z, torej x = z — y. Potem je y = 2(2z — 2y + 3y) =
2(22 + y), od koder lahko izrazimo

222 222 —2+42 2
— ) 1) —
z—1 z—1 (Z+ )

z—1"

Ker je y celo stevilo, mora z — 1 deliti 2, torej je 2 — 1 enako 2, 1, —1 ali —2. Dobimo po
vrsti 2 = 3, 2 = 2, 2 = 0 in 2z = —1, od koder lahko izracunamo, da so pari (z,y) enaki
(127 _9)7 (107 _8)a (070) in (_27 1)

2. naéin. Opazimo, da mora §tevilo x + y deliti y. Torej lahko zapisemo y = k(z + y) za
neko celo stevilo k. Ce je k = 0, sledi y = 0 in iz prvotne enacbe tudi z = 0. Sicer lahko
izrazimo x = ¥ — y in vstavimo v enac¢bo. Dobimo

_y (2% (2
y_k<k 2y+3y>— 3 <1+k>.

Primer y = 0 smo Ze obravnavali, zato naj bo y # 0. Tedaj lahko obe strani delimo z y in

izrazimo
2 2 _ — 2k —4+ -
k k* 42k -2k  k(k+2)—2k—4+4 & 2(k +2) - 4—k—2+i-

“k+2  k+2 k+2 k+2 k+2

Y

Od tod sledi, da je k + 2 delitelj stevila 4. Loc¢imo Sest primerov, saj je k + 2 lahko £1, £2
in 4. Pri k+2 = 1dobimo y = 1in x = =2, pri K+ 2 = 2 sledi k£ = 0, kar pa smo ze
obravnavali posebej. Ceje k+2=4,jey=3inz = —% ni celo stevilo.

Primer k+2=—-1lnamday=—-9inx =12, k+2= -2 pay = —8in x = 10. Ostane

Se k42 = —4, od koder sledi y = —9 in x = 2—21, kar pa spet ni celo Stevilo.
3. nacin. Enacbo lahko prepisemo v

222 + 5zy + y(3y — 1) = 0.

Da ima kvadratna enacba v x celoStevilsko resitev, mora biti diskriminanta popoln kvadrat.
Torej je D = y*+8y = a2, od koder sledi (y+4)?—16 = a? oziroma (y+4—a)(y+4-+a) = 16.
Stevili y +4 — a in y + 4 + a sta enake parnosti, torej sta obe sodi. Privzamemo lahko, da
je stevilo a neengativno in je tako y +4 + a > y + 4 — a. Lo¢imo naslednje moznosti.

Cejey+4—a=2iny+4+a=38, sledi y =1, a = 3, kvadratna enacba ima eno
celostevilsko ni¢lo z = —2. Priy+4—-a=4=y+4+4+asledia=y=0inz=0. Iz
y+4d—a=-4=y+4+adobimoa=0,y=—-8in z = 10. Ostane se y +4 —a = -8,
y+4+a=-2kjerjey=-9,a=3inx = 12.

III/5. 1. nacin. Naj bo z stevilo deklet in y Stevilo fantov. Potem F D g
je y = 3z in zato je skupaj 4x otrok. F D
Naj bo a stevilo dvojic v katerih sta otroka razlicnih spolov. Potem
je stevilo dvojic v katerih sta otroka istega spola enako 2a. Torej je F D
skupaj 3a dvojic. Stevilo dvojic je kar enako stevilu vseh otrok, saj je  F F
vsak otrok v dveh dvojicah, kar nam da 2 - 4x dvoji(Q:,4pri tem pa smo F o F
-4

vsako dvojico §teli dvakrat, torej je razlicnih dvojic =% = 4x. Zato je
3a = 4x. Najmanjse Stevilo x, pri katerem taka enacba lahko velja, je x = 3. Zato je za
okroglo mizo sedelo vsaj 12 otrok. Ce so se posedli kot prikazuje slika (z D so oznacena

25



dekleta, z F pa fantje), je dvojic, v katerih sta otroka istega spola, dvakrat toliko kot dvojic,
v katerih sta otroka razlicnega spola.

2. nac¢in. Ce je za okroglo mizo sedelo samo eno dekle, so sedeli e trije fantje. F
Tedaj sta dve dvojici, v katerih sta otroka razlicnega spola in dve dvojici, v katerih F D
sta otroka istega spola. Ker to ne zadostuje pogojem naloge, sta za mizo sedeli F

vsaj dve dekleti. §
Prestejmo stevila dvojic, ce sta za mizo sedeli dve dekleti. Ce sta FFp FDp
sedeli skupaj, sta le 2 dvojici, v katerih sta fant in punca, ostalih F D F D

dvojic pa je 6. Recimo, da dekleti ne sedita skupaj. Obravnavajmo F F F F
primere glede na najmanjso skupino fantov, ki sedijo skupaj. Ker je F F
vseh fantov 6, ima najmanjsa skupina najve¢ 3 fante. V vseh treh F F
o .. . . D" F F~ F
primerih je stevilo dvojic, v katerih sta otroka istega spola enako F D D D
Stevilu dvojic v katerih sta otroka razlicnega spola. F F F P
Noben izmed obravnavanih primerov ne ustreza pogojem naloge, F F

zato so za mizo sedela vsaj 3 dekleta. Tedaj ni tezko najti primerne postavitve, na primer
kot prikazuje zadnja slika.

FDF
F

4, letnik

IV /1. Naj bo d diferenca zaporedja (a,). Potem je ay = 1+d, a5 = 1+4d in aj; = 1+10d.
Ker ay, as in ap; tvorijo geometrijsko zaporedje, velja (14 4d)? = (1 + d)(1 + 10d), oziroma
6d*> = 3d. Ker je zaporedje nekonstantno, je d = %, vsota prvih 2009 ¢lenov pa je enaka
2009 4 20092008 . — 1010527,

Opomba. Pogoj, da as, as in ay; tvorijo geometrijsko zaporedje lahko zapisemo tudi v
obliki (d+ 1)¢? = (4d + 1)q = 10d + 1, kjer q oznacuje kvocient dveh zaporednih &lenov tega
zaporedja.

IV /2. Naj bo n sodo naravno stevilo, n = 2k. Tedaj je % = k? celo stevilo, zato je

[%2] = k% popolni kvadrat.
Ce je n liho stevilo, ga lahko zapisemo v obliki n = 2k + 1, k > 0. Tedaj je

2 2
{HZ] - [W} - {k2+k+ﬂ R k= k(k+1).

Da bo stevilo k(k + 1) popoln kvadrat, morata biti stevili &£ in k£ + 1 popolna kvadrata, saj
sta si tuji, torej k = a* in k +1 = b?, od koder sledi (b — a)(b+ a) = 1. Moznosti sta dve in
sicerb—a=1=b+aterb—a=—1=>b+a. Iz obeh sledi k = 0, torej je n = 1 edino tako
liho stevilo.

Da je k% +k popolni kvadrat, lahko vidimo $e drugace. Kvadratna enacba k> +k—2% = 0
ima reitvi ko = VIS VZH‘“”Z, zato je 1 + 42? = y? oziroma (y — 2x)(y + 22) = 1. Od tod
sledi z = 0, zato je kK = 0.

Vrednost izraza [%] je popoln kvadrat natanko takrat, ko je n = 1 ali pa je n sodo stevilo.
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Iv/3. Zaradi tetivnosti Stirikotnika AQPD velja
/RPQ = ZAPQ = ZADQ. Ker je DQ simetrala kota
ADB, je ZADQ = ZQDB. Zaradi tetivnosti stirikotnika
®QBPD velja se ZQDB = ZQPB = ZQPS. Torej je
/RPQ = ZQPS.

Podobno zaradi tetivnosti stirikotnika @QBPD dobimo
ZPQR = ZPQD = £ZPBD. Ker je BP simetrala kota 4
/CBD, je /PBD = ZCBP, iz tetivnosti §tirikotnika
QBCP vpa sledi se ZCBP = ZCQP = ZSQP. Torej je
ZPQR = /SQP. Q
Trikotnika SPQ in RPQ se ujemata v kotih in skupni stranici, zato sta skladna. Torej je
stirikotnik PRQ.S deltoid, od koder sledi, da je PQ 1 RS.

IV /4. 1. naéin. Iz formule za dvojne kote in iz adicijskih izrekov za sinus sledi

sin(4z) + 2sin(5z) + sin(6z) =

2sin(2zx) cos(2x) + 2(sin(2x) cos(3x) + sin(3x) cos(2x)) + 2 sin(3x) cos(3x)
2 cos(2x) (sin(2zx) + sin(3x)) 4 2 cos(3z)(sin(2z) + sin(3z))

2(cos(2x) + cos(3x))(sin(2z) + sin(3z)),

slednje pa je po predpostavki enako 2(sin(2z) + sin(3x)), kar je bilo treba pokazati.
2. naéin. S pomocjo adicijskih izrekov lahko cos(2z) + cos(3z) = 1 preoblikujemo v
4cos® x4+ 2cos’r —3cosx —2 = 0.

Podobno je
25sin(2z) + 2sin(3z) = 2sinz(4 cos’ v + 2cosx — 1)

in
sin(4z) + 2sin(5z) + sin(6z) = 2sinz(16 cos® z + 16 cos” z — 12 cos® v — 12 cos® z + cos v + 1).
Zato je dovolj pokazati

4cos’ x4 2cosx — 1 = 16cos® x + 16 cos* 2 — 12 cos® © — 12 cos® © + cosx + 1.

Zapis poenostavimo z vpeljavo cosz = t. Pokazati Zelimo 16t° 4 16t* — 12¢3 — 162 —t+2 = 0,
vemo pa, da velja 4¢3 +2t% — 3t —2 = 0. Torej je dovolj preveriti, da polinom 4¢3 +2¢? — 3t —2
deli polinom 16t° + 16t* — 12¢3 — 16t> — t + 2. Res, ¢e polinoma delimo, dobimo

16t° + 16t* — 126 — 16¢> — ¢ + 2 = (4t® + 2t — 3t — 2)(4* + 2t — 1). (3)

IV/5. Pokazali bomo, da je n = 16. Kot prikazuje slika, lahko 7 6
stevila od 1 do 9 zapiSemo v oglis¢a pravilnega 9-kotnika tako, da je 1
vsota treh zaporednih stevil najvec 16.

Dokazimo, da pri n < 16 stevil od 1 do 9 ni mogoce razporediti tako, da
je vsota stevil v poljubnih treh zaporednih ogliscih najvec¢ n. Denimo, 4
da je to mozno. Ce seStejemo vse vsote Stevil iz treh zaporednih oglisée, 8 5
bomo vsako Stevilo Steli trikrat, saj nastopa v treh taksnih vsotah. Torej




je dobljeno stevilo enako 3+ (1+24...49) = 135. Po drugi strani pa je vsaka vsota Stevil iz
treh zaporednih oglis¢ najve¢ n, vseh vsot je 9, zato je vsota vseh najve¢ 9n. Sledi 9n > 135
oziroma n > 15.

Pokazimo se, da vrednost n ne more biti 15. V tem primeru namrec¢ v zgornji oceni velja
enakost, kar pomeni, da so vse vsote stevil iz treh zaporednih oglis¢ enake 15. Ce oznacimo
Stevila v stirih zaporednih ogliscih po vrsti z a;, as, as in a4 to pomeni, da je ay +as+as = 15
in as + ag + a4 = 15, od koder sledi a; = a4, kar pa ni mozno, saj razvrscamo 9 razlicnih
stevil. Od tod sledi, da mora biti n vsaj 16.

Zbirke nalog s tekmovanj

Vsako Solsko leto na Solah potekajo razli¢na tekmovanja v znanju. ZalaZjo pripravo vam ponujamo
vec zbirk tekmovalnih nalog z reSitvami.

EVROPSKT EVROPSKI MATEMATICNI KENGURU 2002-2004
MATEMATICNI
KENGURU ve¢ kot 500 nalog s tekmovanja

+ dodanih e 160 novih nalog

208 strani

format 16,5 x 23,5cm
mehka vezava

10,99 EUR

MEDNARODNI
MATEMATICNI
KENGURU

MEDNARODNI MATEMATICNI
Pi-40 2002-2004 KENGURU 2005-2008

vec kot 500 nalog s tekmovanja
+ dodanih e 120 novih nalog

296 strani

barvni tisk

format 16,5 x 23,5 cm
mehka vezava

18,74 EUR e

2005-2008

Poleg omenjenih lahko v na$i ponudbi najdete Se veliko drugih zbirk nalog razli¢nih zahtevnosti za
osnovnoSolce, srednjeSolce in Studente s tekmovanj v znanju matematike, fizike, logike in
racunalnistva. PodrobnejSe predstavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse zbirke tudi
narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob naroéilu pri
DMFA~-zaloznistvo 20 % popustana zgornje cene —izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite
v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.
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