PRILOGA K REVIJI PRESEK, LETNIK 36 (2008/2009) STEVILKA 4

:Tekmovanja

m 52. podro¢no matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije

o 1. letnik

1. Poisci vsa realna Stevila x, za katera velja neenakost

12 — x| — 2| — 8] < 2008.

2. Naj bo ABCD stirikotnik in K taka tocka znotraj trikotnika ABD, da
sta si trikotnika ABD in KCD podobna. Dokazi, da sta si tedaj tudi
trikotnika BC'D in AK D podobna.

3. Poisci najmanjse trimestno Stevilo, za katero velja, da so vse Stevke nje-
govega trikratnika sode.

4. Stranica enakostrani¢nega trikotnika ABC' je dolga 4 cm. Pravokotni pro-
jekciji razpolovisca D stranice AB na stranici BC' in AC' oznacimo z E in
F'. Izracunaj ploscino trikotnika DEF'.

5. Na drzavnem tekmovanju so dijaki resevali 4 naloge. Vsaka je bila ovre-
dnotena s celim stevilom tock, vsaj 0 in najve¢ 7 tock. Tekmovanja se je
udelezilo 42 dijakov. Natanko polovica tekmovalcev je dosegla vsaj 50 %
tock. Za nagrado je zadoscalo zbrati vsaj 22 tock, to pa je uspelo Sestini
tekmovalcev.

Tekmovalci, ki niso prejeli nagrade, so skupaj dosegli trikrat toliko tock,
kot so jih skupaj dosegli vsi nagrajeni tekmovalci. Dokazi, da obstaja vsaj
6 tekmovalcev, ki so posamezno dosegli vsaj 25 % tock, a manj kot 50 %
tock.
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O 2. letnik

1. Poisci vse celostevilske resitve enache
2
x )
—+ =T
2y

2. Dan je enakokrak trikotnik ABC' z vrhom C. Naj bo A’ nozigce visine na
stranico BC. Denimo, da je |CA'| = 5|AB|. Dokazi, da je tedaj trikotnik
ABC enakostranicen.

3. Za stevili a in b velja a® + > = 13 in @ + b? = —299. Koliko je ab, ¢e ves,
da je stevilo ab realno?

4. Naj bo D taka notranja tocka stranice AB ostrokotnega trikotnika ABC,
da je tudi trikotnik BC'D ostrokotni. Oznacimo s H visinsko tocko tri-
kotnika BC'D. Dokazi: ce tocke A, D, H in C lezijo na isti kroznici, je
trikotnik ABC' enakokrak.

5. Maja na tablo zapisuje naravna stevila. Ce je na tabli zapisano stevilo n,
zapise na tablo se 3n 4+ 13. Ce je na tabli zapisan popoln kvadrat, napise
tudi njegov koren.

(a) Ali lahko Maja z omenjenima operacijama dobi stevilo 55, ¢e je na
tabli ze zapisano Stevilo 2567
(b) Ali lahko Maja z omenjenima operacijama dobi stevilo 256, ¢e je na
tabli ze zapisano Stevilo 557
O 3. letnik
1. Dokazi, da za vsako realno stevilo x € (—37“, 5) velja enakost
2 tan? (:p i 7r> L
=tan” (= + — .
1 —sinz 2 4
2. Poisci vsa prastevila p, za katera ima polinom
q(z) =22° — 2pr* + (1 —p)z +p
vsa]j eno racionalno niclo.
3. Poisci vsa pozitivna realna stevila z in y, za katera velja

Y =y"Y in 2y =




4. Naj bo ABC D tak konveksen §tirikotnik, da je trikotnik BC'D ostrokoten
in velja |[AB| = |AD|. Presecisce simetrale kota ZCAD s stranico C'D
oznac¢imo s K, presecisce simetrale kota ZBAC s stranico BC pa z L.
Naj bosta K’ in L' pravokotni projekciji tock K in L na stranici BC in
CD. Dokazi, da tocke B, D, L' in K’ lezijo na isti kroznici.

5. Danih je n naravnih stevil ay, as, ..., a,. Za neko naravno Stevilo k,
k < n, velja: ¢e izmed danih n naravnih stevil kakorkoli izberemo k stevil,
je vsota izbranih stevil deljiva z n. Dokazi, da je tudi vsota ay+as—+. ..+ay,
deljiva z n.

O 4. letnik
1. Za realni stevili a in b velja 4“% — 25bb = 1. Koliksno vrednost lahko
a—2b 9 o o
zavzame {—="

2. Naj bo D razpolovisce stranice AB, T pa tezisce trikotnika ABC'. Izracunaj
dolzine njegovih stranic, ¢e velja |AD| =3, |DT| =5 in |T'A| = 4.

3. Naj bon = (p? — 1)(p* — 4) + 9. Koliko je najmanjsa mozna vsota Stevk
stevila n, ce je p prastevilo? Za katera prastevila p je ta vsota dosezena?

4. Poisci vse funkcije f: R — R, za katere velja

z+ flef(y) = fly) +yf(x)

za poljubni realni stevili z in .

5. Ce na vsaki mejni ploskvi kocke narisemo eno izmed dveh diagonal te
ploskve, ugotovimo, da se nekatere narisane diagonale stikajo — izhajajo
iz skupnega ogliséa. Stevilo parov stikajocih se diagonal ozna¢imo z N,
pri cemer lahko posamezna diagonala nastopa tudi v vec¢ parih. Doloci
najvecjo in najmanjso mozno vrednost stevila N.

m 52. drzavno matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije

o 1. letnik

1. Poi&ci vsa prastevila p in g, za katera je $tevilo 2p*q + 45pg® popoln kva-
drat.




2. Dokazi: ¢e za nenicelna realna Stevila a, b in ¢ velja
a(b+c¢) +b(c+a) +cla+b) =ab+ bc + ca,

a’(b+c) +b*(a+c)+ E(a+b)

celo stevilo.
abe

je vrednost izraza

3. Dane so dolzine stranic trikotnika ABC: |AB| = 15 cm, |BC| = 14 cm
in [CA| = 13 cm. Naj bo D noZzis¢e viSine na stranico BC, E pa taka
tocka na tej visini, da je ZBAD = ZDEC. Presecisc¢e premic AB in CE
ozna¢imo s F'. Izrac¢unaj |EF|.

4. Anja ima ploscice oblike ], Bojan pa | Izmeni¢no postavljata po
1 plod¢ico na pravokotno tabelo. Ce je na potezi Bojan in ne more po-
staviti ploscice na tabelo, ¢eprav je na njej Se kak nepokrit kvadratek,
zmaga Anja, sicer zmaga Bojan. Dokazi:

(a) ¢e imata tabelo velikosti 6 x 9, Bojan ne more zmagati, ne glede na
to, kdo zacne;

(b) ¢e imata tabelo velikosti 8 x 8, lahko Bojan polaga ploscice tako, da
bo zmagal ne glede na to, kako bo igrala Anja, in ne glede na to,
kdo zac¢ne.

(Opomba: Plostice morajo v celoti leZati na tabeli, se med seboj ne smejo prekrivati,

pokriti pa morajo vsa polja tabele.)

O 2. letnik

1. Pois¢i vsa realna $tevila z in y, ki zadoSc¢ajo enacbama
24+ 8° = x+ 2y,
20%y + day? = x+ 2.
2. (a) Pokazi, da vsota Stevk Stevila 10" 4+ 9n ni deljiva z 2007 za nobeno
naravno Stevilo n.

(b) Pois¢i vsaj eno naravno Stevilo n, za katero je vsota Stevk Stevila
10" 4+ 9n enaka 2008.

3. Na visini na stranico AC' enakokrakega trikotnika ABC' z vrhom B iz-
beremo tocko D tako, da je premica AC tangenta na oc¢rtano kroznico K

4 (© 2008 DMFA Slovenije, Komisija za popularizacijo matematike v srednji $oli



trikotnika ABD. Naj bo E taka toc¢ka na kroZnici K, da je tetiva DE pra-
vokotna na tetivo AB. Dokazi, da sta trikotnika ABFE in ABC' skladna.

4. Igralca imata kup enakih Zetonov, s katerega izmenic¢no jemljeta po ene-
ga in ga postavljata na poljubno prazno polje kvadratne tabele velikosti
2008 x 2008. Zmaga tisti, ki prvi postavi Zeton tako, da skupaj s tremi
drugimi tvori ogliS¢a pravokotnika, ki ima stranice vzporedne strani-
cam tabele. Kateri igralec ima zmagovalno strategijo — tisti, ki je igro
zacel, ali njegov soigralec?

O 3. letnik

1. Jaka si je zamislil trimestno Stevilo z, ki ima v zapisu razli¢ne nenicelne
Stevke. Nato je na list napisal vsa druga trimestna Stevila, ki jih je lahko
zapisal s Stevkami Stevila . Dolo¢i vsa moZna Stevila z, ¢e je vsota Stevil
na listu enaka 3434.

2. Naj bo D notranja tocka stranice BC' pravokotnega trikotnika ABC' s
pravim kotom pri C. Trikotniku ABD o¢rtano kroZznico oznac¢imo s K.
Naj bo E taka tocka na K, daje tetiva D E pravokotna na AB. Dokazi, da
je trikotnik AE B enakokrak z vrhom B natanko tedaj, ko je C'A tangenta
na kroznico K.

3. Za katera naravna Stevila n > 1 doseZe izraz

logyp2 -logyp3 - - -logyyn
10n—1

najmanjso vrednost? Koliksna je ta vrednost?

4. Igralca imata kup enakih Zetonov, s katerega izmeni¢no jemljeta po ene-
ga in ga postavljata na poljubno prazno polje kvadratne tabele velikosti
2008 x 2008. Zmaga tisti, ki prvi postavi Zeton tako, da skupaj s tremi
drugimi tvori oglis¢a enakokrakega trapeza, ki ni pravokotnik, in kate-
rega osnovnici sta vzporedni enemu izmed robov tabele. Kateri igralec
ima zmagovalno strategijo — tisti, ki je igro zacel, ali njegov soigralec?




O 4. letnik

1.

Cleni ay, as, as, a4, a; geometrijskega zaporedja so naravna Stevila, manj-
Sa od 2008. Stevilo ay je deljivo s 5, a3 je deljivo s 4, a4 je deljivo s 3, Stevilo
a; pa ni deljivo s 6. Nobeno prastevilo ne deli vseh 5 ¢lenov zaporedja.
Izrac¢unaj ¢lene tega zaporedja.

. Pois¢i vsa realna Stevila z, za katera je vrednost izraza

V1—22+ /bx — a2

celo stevilo.

. Na stranici BC pravokotnega trikotnika ABC's pravim kotom pri C' iz-

beremo tocko D, razli¢no od B in C'. Trikotniku ABD o&rtano kroZnico
oznac¢imo s K. Naj bo 7' taka tocka na stranici AB, da je DT pravokotna
na AB. Premica DT seka kroZnico K Se v tocki E. Presecisce premic CT'
in £B oznac¢imo s F'. Premica DI seka kroznico I Se v to¢ki GG. DokaZi,
da sta trikotnika CE'F in BEG podobna.

. Naj bo K podmnoZica naravnih Stevil. Za vsaki dve Stevili a in b iz

mnoZice K velja, da a deli b ali b deli a. DokaZi, da je tedaj vsako Stevilo ¢
iz mnozZice K vedje od vsote vseh tistih Stevil iz mnoZice K, ki so manjsa
od c.

m 44. podrocno tekmovanje iz matematike za Vegovo priznanje

o 7. razred

A1. Natanko koliko deliteljev ima produkt treh razli¢nih prastevil?

A2. Koliksen del velikega pravokotnika je osenc¢en?

(A) 3 (B) 5 Q)7 (D) 8 (E) vet kot 8
3 3

(A) & (B) % ©)} (D) 2 (E) 1 !

4

N,

A3. Koliko je vseh petmestnih naravnih $tevil, katerih vsota stevk je 3?

(A) 10 (B) 15 (C) 20 (D) 25 (E) 35
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A4. Koliko meri kot ¢, ¢e je |AC| = |BC|, |AC| = |CD|, AB || CD in

JCBA = T70°?
(A) 70° (B) 105° (C) 120° (D) 150° (E) 170° \ /

A5. Kateri z re$i enacbo: 2 + =227

(A)3 (B) 2 (C) : (D) 5 (E) 5

A6. Na opozorilni napravi utripata rdeca in zelena lucka. Rdeca lu¢ka posveti vsako minuto
in 20 sekund, zelena lucka vsake 0.3 minute. Ob 13.00 uri sta posvetili obe lucki hkrati. Ob
kateri uri posvetita lucki spet isto¢asno?

(A) 13.08 (B) 13.12 (C) 13.20 (D) 13.24 (E) 13.30

A7. Koliko je z, e je 2 Stevila x enako 1?
(A) 15 (B) 13 (€) 12 (D) 12 (E)13

A8. Kvadratu s stranico a = 5 na dveh vogalih odrezemo dva pravokotnika, |~
kot kaze slika. Koliko meri obseg nastalega lika?

(A) 10 (B) 18 (C) 20 (D) 22 (E) 25

B1. Kot ob oglis¢u C trikotnika ABC meri 80°. Simetrala tega kota seka nasprotno stranico ¢ v
toc¢ki D. Trikotnik DBC je enakokrak z osnovnico BC. Izra¢unaj velikost kota pri oglis¢u
A. Narisi skico.

B2. Vesna nakupuje. Kupi si Sminko in Sampon, ki je polovico cenejsi od Sminke. Polovico
preostalega denarja nameni za nakup toaletne torbice. Tako ji preostane 15 EUR. Na zacetku
je imela v denarnici tri bankovce po 10 EUR, stiri bankovce po 5 EUR in nekaj kovancev po
2 EUR. Drugega denarja ni imela. Stevilo bankovcev v Vesnini denarnici je bilo za 2 vegje
od stevila kovancev. Izra¢unaj, koliko stanejo posamezni izdelki, ki jih je Vesna kupila.

B3. Petmestno naravno $tevilo a6790 je deljivo z 72. Izra¢unaj neznani Stevki a in b.

O 8. razred

A1l. Kateri ulomek ima pomen za vsako celo $tevilo x?
(A) z+1 (B) 952%1 (C) Tz—w (D) 9:+3 (E) ﬁ

A2. Na neki Soli je 42 % fantov, deklet pa je 72 ve¢ kot fantov. Koliko je vseh u¢encev na Soli?
(A) 378 (B) 420 (C) 450 (D) 480 (E) 522




A3. Koliksna je vrednost izraza (66%31)*1?
(A6~ (B)6~° ©6 (D) 62 (E) 6*

A4. Katero od nastetih Stevil je najvegje?
(A) 7 (B) © (D) 3 (E) 272

A5. Obseg lika na sliki je 3a. Koliko meri plos¢ina kvadrata z enakim obse- 1
gom?

(A) f5a° (B) 50 (€) Fa? (D) f5a (E) 3a

A6. Za katero stevilo velja, da je njegova petina dvakratnik Stevila 8?
(A) 90 (B) 80 (C) 75 (D) 45 (E) 20

A7. V paralelogramu ABCD je stranica AB dvakrat dalja od stranice BC. Tocka M leZi na
stranici AB tako, da velja: |[AM| = |M B|. Koliko meri kot DM C?

(A) 60° (B) 75° (C) 90° (D) 105° (E) 120°

A8. Iz posode vsako minuto iztece pol litra vode. Po 15 minutah je v posodi le Se Cetrtina
prvotne koli¢ine vode. Koliko litrov vode je bilo v posodi na zacetku?

(A) 5 (B) 8 (©) 10 (D) 12 (E) 15

B1. Mateja je nasla staro strgano knjigo brez platnic, v kateri manjka prvih 142 strani. Vse
strani v knjigi so bile ostevil¢ene. Koliko strani Se ima knjiga, ¢e je Stevilka zadnje strani
sestavljena iz enakih $tevk kot Stevilka strani, s katero se raztrgana knjiga za¢ne?

B2. V kvadratu ABC D narisi enakostrani¢ni trikotnik ABE in diagonalo AC. Presecisce daljic
EB in AC je to¢ka F. Simetrala kota BAE seka daljico BE v tocki G in daljico BC' v tocki
H. Izratunaj vse notranje kote Stirikotnika FGHC.

B3. Izratunaj vrednost izraza:

280" N
((3-52+5-1:3)3_2 '0'7) U

0 9. razred

A1l. Kmet ima za svoje konje na zalogi oves, ki zadoi¢a za 30 dni. Ce bi imel 10 konj ve¢, bi
oves zados¢al le Se za 20 dni. Koliko konj ima kmet?

(A) 10 (B) 20 (C) 30 (D) 40 (E) 60

A2. Koliko celih stevil = zado$¢a neenakosti |z — 2| < 3?
(A)3 (B) 5 (©)6 (D)7 (E) ve& kot 7
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A3. Dedek prehodi v 17 sekundah 62 m dolgo pot, njegov vnuk pa v 4 sekundah 73 m. V
koliksnem razmerju sta njuni hitrosti, ¢e se gibljeta enakomerno?

(A)1:5 (B)17:20 (C)17:4 (D)4 :17 (E)1:10

A4. Majin povpreten doseZek na sedmih preizkusih je 56 %. PiSe Se en preizkus in si Zeli
skupen povprecen doseZek 60 %. Kako uspesno mora pisati zadnji preizkus, da ji bo to uspelo?

(A) 58 % (B) 60 % (C) 64 % (D) 80 % (E) 88 %

A5. Koliksna je plos¢ina osencenega dela pravokotnega trikotnika?
(A)d—m (B)4+m (Ok (D)4 (E) 47

A6. Katera stevka nastopa na mestu enic v tevilu 735?

(A1 (B) 3 ©5 D)7 (E)9 5
A7. Tri rdee kocke in dve zeleni kocki skupaj tehtajo 32 kg. Stiri rdece kocke in tri zelene
kocke skupaj tehtajo 44 kg. Vse rdece kocke so enake in vse zelene kocke so enake. Koliko
skupaj tehtajo dve rde¢i kocki in ena zelena kocka?

(A) 20 kg (B) 22 kg (C)25 kg (D) 30 kg (E) 34 kg

A8. Ce v kvadratu ABC'D pobarvamo $tiri skladne pravokotne
trikotnike, kot prikazuje leva slika, meri plos¢ina belega kvadrata
17 m?2. Ce postavimo te iste trikotnike v drugo lego, dobimo de-
sno sliko, pri kateri meri plos¢ina belega romba 8 m?. Kolik$na je
plos¢ina kvadrata ABC D?

(A)19m? (B)24m? (C)25m?> (D)32m? (E)36m?

D C

B1. KrozZnici vértamo najvedji mozni kvadrat in tako nastalemu kvadratu vértamo najvecjo mo-
zno kroznico. Katero Stevilo dobimo, ¢e delimo obseg vecje kroZznice z obsegom manjse
kroZnice?

B2. Razdaljo med Amsterdamom in Benetkami avto prevozi v 23 urah. Pol poti prevozi s hitro-
stjo 80 km /h, tretjino s hitrostjo 60 km/h, ostalo pot pa s hitrostjo 40 km/h. Koliko km meri
razdalja med Amsterdamom in Benetkami?

B3. Poisci vse dvojice naravnih $tevil, za katere velja, da je razlika kvadratov teh dveh Sstevil
enaka 2008.




m Resitve nalog z 52. podrocnega matematicnega tekmovanja
srednjesolcev Slovenije

I/1. Najprej loéimo dve moznosti glede na vrednost izraza 2 — 2. Ce je 2 > 2, je
|2 — 2] = —(2 — x) in lahko neenakost preoblikujemo v ||z — 2 — x| — 8] < 2008, kar je
enakovredno 6 < 2008. Torej vsa Stevila z, ki so vecja ali enaka 2, zados¢ajo neenakosti.

Naj bo se z < 2. Tedaj dobimo

12 — 22| — 8] < 2008.

Lo¢imo dva primera glede na predznak izraza 2 — 2x. Ce je z > 1, je |2 — 22| = —(2 — 2x)
in dobimo |22 — 10| < 2008. O¢itno za 1 < x < 2 ta neenakost drzi.

Ogledati si moramo $e primer, ko je # < 1. Tedaj dobimo | — 2z + 2 — 8| < 2008 oziroma
|22 4 6] < 2008. Dobljena neenakost je enakovredna

—2008 < 2z + 6 < 2008.

Ker je x < 1, sledi 2z 4+ 6 < 2 + 6 = 8, zato desna ocena velja. Iz pogoja na levi strani pa
sledi —2014 < 2z oziroma —1007 < x. V tem primeru neenakosti zadosc¢ajo Stevila x, za
katera velja —1007 < x < 1.

Ce zdruzimo dobljene rezultate, sledi, da neenakost velja za vse z > —1007.

I/2. Ker stasi trikotnika ABD in KC'D podobna, velja ZADB = D c
/ZKDC' in % = %. Izra¢unamo lahko, da je

/ADK = /ZADB — /BDK = /KDC — /BDK = /ZBDC,
od koder zaradi % = % sledi, da sta si tudi ADK in DBC K
podobna, saj se ujemata v kotu in razmerju prileznih stranic. A B

I/3. 1. na¢in Oznacimo trimestno stevilo z abc. Trikratnik tega Stevila je enak
3-abc = (3a) - 100 + (3b) - 10 + 3c.

Najmanjse mozno Stevilo na mestu stotic je a = 1. Da bo v tem primeru stevka na mestu
stotic v 3 - abc soda, mora biti 3b- 10 + 3¢ > 100, od koder sledi 10b + ¢ > 13@ =33+ %
Najmanjse stevilo, ki tej neenakosti zadosca je 34, torej je iskano stevilo 134, njegov trikratnik
pa 402.

2. nacin Oglejmo si kaksno je lahko stevilo, sestavljeno iz samih sodih stevk, ki je
trikratnik naravnega stevila. Ker je sStevilo trimestno, je trikratnik vsaj 300. Ker pa ima
trikratnik le sode stevke, je Stevka na mestu stotic vsaj 4. Najmanjse trimestno stevilo, ki
je vsaj 400 in je deljivo s 3, je 402. Vse stevke so sode, zato je 292 = 134 iskano trimestno

3
stevilo.
I/4.
1. naéin Ocitno je |DA| = |[DB| = 22l = 2. Trikotnik DBE
ima kote enake 60°, 90° in 30°, torej je enak polovici enako-
strani¢nega trikotnika, zato je | BE| = @ = 1. Podobno velja
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za trikotnik ADF',| torej je skladen trikotniku BDFE. Dolzina C
stranice DFE oziroma DF je enaka ? -|BD| = /3. Plogcina

posameznega trikotnika je tako enaka §

Trikotnik FCF ima stranici dolzine |CF| = |CA| — |AF| = 3

in |[CE| = |CB| — |EB| = 3, torej je enakokrak trikotnik s ko-

tom 60° pri vrhu, tj. enakostranicen. Plos¢ina tega trikotnika r E
323
b /O\/O\
A D B

Ploscino trikotnika D E'F torej lahko izra¢unamo tako, da ploséini trikotnika ABC' odstejemo
ploscine trikotnikov DBE, ADF in EC'F. Dobimo, da je iskana plos¢ina enaka

£.V3 V3 V3 3.v3_3/3

4 2 2 4 4

2. naéin Ocitno je |DA| = |DB| = ‘A—ﬁ = 2. Trikotnika AFD C
in BED imata kote enake 60°, 90° in 30° ter se ujemata v
dolzini hipotenuze, zato sta skladna. To pomeni |DE| = |DF|,
torej je trikotnik DEF enakokrak. Oznacimo z G presecisce
daljic CD in EF. Ker je ZFDG = LZGDE = 60°, je DG
visina trikotnika DEF'. Zato sta tudi trikotnika DGE in DGF

skladna in imata kote enake 60°, 90° in 30°. F G L
Trikotniki ADC'; AFD in DGF so si torej podobni. Iz podob-
nosti ADC in AFD sledi 421 = 1214 koder sledi |[AF| = 1.
[AC| — |aD| D B

Prav tako velja I‘ggl\ = \Ifég‘l od koder dobimo |FD| = /3.
Podobnost trikotnikov ADC in DGF pa nam da 1’:3“ }ggl, torej je |DG| = ? Podobno

AD DG
iz ﬁ = ‘|GF\| sledi |GF| =3

Ploscina trikotnika DEF je enaka vsoti plos¢in trikotnikov FGD in DGE, torej je enaka

|DG| - |FG| = 3\[

3. naé&in Ocitno je |DA| = |DB| = \A_;w = 2. Trikotnika AF'D C
in BED imata kote enake 60°, 90° in 30° ter se ujemata v
dolzini hipotenuze, zato sta skladna. Torej je |DE| = |DF| =
V3. Oznagimo z G razpolovisce daljice EF. Ker je EF || AB,
sta trikotnika FGD in EGD skladna pravokotna in ZDFG =
/ZDEG = 30°. Torej je

13 V3 _3V3
PpEF = 2Pprg = 2 - o4 T a4

A D B

I/5. Nagrade je prejela Sestina tekmovalcev, torej 7. V zgornjo polovico se je uvrstilo 21
tekmovalcev, zato jih je 21 — 7 = 14 doseglo med 14 in 21 tock.

Vsak nagrajeni tekmovalec je dosegel vsaj 22 tock, zato so vsi nagrajeni skupaj dosegli
vsaj 22 - 7 = 154 tock.
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Naj z oznacuje Stevilo tekmovalcev, ki so prejeli vsaj 25 % in manj kot 50 % tock, to je
vsaj 7 in najvec¢ 13 tock. Potem je Stevilo tekmovalcev, ki so dosegli najve¢ 6 tock, enako
42 —-21—x =21 —=.

Izracunajmo Se, koliko tock so dosegli nenagrajeni tekmovalci. Tisti z najve¢ 6 tockami
so vsi skupaj dosegli najvec¢ 6 - (21 — z) tock. Tisti, ki so prejeli vsaj 7 in najve¢ 13 tock,
so skupaj dosegli najve¢ 13z tock. Upostevati moramo Se nenagrajene tekmovalce v zgornji
polovici, ki jih je 14, vsak izmed njih pa je prejel najve¢ 21 tock, torej so prejeli najvec
2114 = 294.

Nenagrajeni tekmovalci skupaj so tako skupaj prejeli najvec 6 - (21 — z) + 13x + 294 =
420 4+ 7x tock. Po drugi strani pa vemo, da so prejeli trikrat toliko tock kot nagrajeni
tekmovalci, to pomeni vsaj 3 - 154 = 462 tock. Od tod sledi

462 < 420 + Tz,

kar je enakovredno pogoju 7z > 42 oziroma x > 6. To pa ravno pomeni, da obstaja vsaj 6
tekmovalcev, ki so posamezno dosegli vsaj 25 % tock, a manj kot 50 % tock.

I1/1. Ce je (x,y) par Stevil, ki resi enacbo, potem enacbo resi tudi (—z,y). Zato je
dovolj opazovati le tista Stevila x, ki so nenegativna. Pomnozimo enacbo z 2y, da dobimo
2%y + 10 = 14y, od koder lahko izrazimo

10

Y=

Od tod sledi, da mora biti 14 — 22 delitelj stevila 10, zato je —10 < 14 — 22 < 10 oziroma
—24 < —a? < —4, torej mora biti 24 > 22 > 4. Ker smo privzeli, da je x > 0, dobimo
5 > x > 2. Izrac¢unamo lahko, da pri x = 2 dobimo y = 1, pri z = 3 dobimo y = 2 in
pri x = 4 sledi y = —5. Torej so vse celostevilske resitve enacbe pari (2, 1), (3,2), (4,—5),
(—2,1), (-3,2) in (—4, —5).

I1/2.

1. naéin Naj bo C’ nozisce visine iz C. Ker je trikotnik C
ABC enakokrak z vrhom C, je |AC'| = |C"B| = |AB| =
|CA'.
Trikotnika ABA’ in CBC’ sta pravokotna in velja ,
/JABA" = ZCBC', zato sta si podobna. Tako velja A
”gf,“ = |‘z§§‘|’ Ce oznacimo s ¢ dolzino stranice |AB| in
z x = |BA’|, lahko dobljeno enakost prepisemo v obliko

c s+t A —L ’ B

c )
xr 2

oziroma v kvadratno enacbo 222 +cx—a% = 0. Slednjo lahko razstavimo kot (2z—c)(2+c) = 0
in, ker sta  in ¢ pozitivni, sledi z = 3.

Dolzina stranice BC' je tako enaka ¢, torej je |AC| = |BC| = |AB| = ¢, zato je trikotnik
ABC' enakostranicen.

2. nacin Oznacimo dolzino stranice AC' z a, dolzino stranice AB pa s c¢. Potem je
|CA'| = §in |A'B| = a— 5. Visino AA’ lahko potem izracunamo na dva nacina, saj je kateta
v pravokotnih trikotnikih AC A" in ABA’. Ce je |AA'| = v, potem iz Pitagorovega izreka v
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2 2 2

— %, v drugem pa v?=c

prvem trikotniku dobimo v? = a — (a—£)?, torej velja

2
2 _ 2 ¢
=c —a +ac— —

4

(]/2—

~| ],

oziroma 2a? —ac—c? = 0. Dobljeno kvadratno enacbo lahko razcepimo kot (2a+-c)(a—c) = 0,
od koder sledi, da je a = ¢, saj pogoj 2a+c = 0 ne more biti izpolnjen, ker sta a in ¢ pozitivni
stevili. Ker pa je |BC| = |AC| = a = ¢, so vse tri stranice enako dolge, torej je trikotnik
enakostranicen.

3. nacin Naj bo C’ nozisce visine iz C. Ker je trikotnik ABC' enakokrak z vrhom C| je
|AC"| = |C'B| = 1|AB| = |CA/|.
Naj H oznacuje visinsko tocko in naj bo v kot pri C. Potem je ZACC' = £C'CB = 3.
Velja se ZAHC =71 —/ZHA'C — ZHCA' = § — 3, zato je tudi ZAHC' = § — 3. Od tod
sledi, da je

JO'AH =7 — JAC'H — JAHC' = %

Trikotnika AHC" in CHA’ se ujemata v kotih in dolzini katete pri kotu 3, zato sta skladna.
Torej je |CH| = |AH]|, zato je trikotnik AHC' enakokrak, torej velja ZHAC = ZACH = 3.
Dobili smo Z/BAC = ZC'"AH + ZHAC =+, torej so vsi trije notranji koti trikotnika enaki
v, od koder sledi, da je trikotnik enakostranicen.

II/3. 1. nacin Ker je a® +° = (a® +b%)(a® — a®b® +19), je a® — a®b® + 00 = -2 = —23.
Upostevamo Se, da je a®+2a3b3 +1° = (a>+1%)? = 13% = 169. Enakosti odstejemo in dobimo
3a®b® = 192, od koder sledi ab = 4, saj je ab realno &tevilo.

2. naéin Velja 133 = (¢ +b%)3 = a° +3a°0® +3a3° +b° = —299 + 3a°b + 3a3b°, od koder
sledi 832 = a%® + a?bS. Ce izraz na desni razcepimo, dobimo 832 = a®b*(a® 4 b°) = a®b* - 13,
od koder sledi a®b® = 22 = 64, torej je ab = 4, saj je ab realno Stevilo.

II/4. Oznacimo ZBAC = «a. Ker so totke A, D, H in C %
koncikli¢ne, je ZDHC =71 — ZBAC =1 — a.
Oznacimo z F nozisce visine iz tocke C' na stranico BD. Velja
ZDHE = ©— ZDHC = a, zato je ZHDB = § — a. Od
tod nazadnje zaradi pravokotnosti premice DH na stranico BC'
sledi, da je ZOBA = § — ZBDH = q, torej je trikotnik ABC

res enakokrak.

7
7
7

»
o
&

A D D) B

7
7

I1/5. Ce je na tabli zapisano stevilo 256, Maja lahko dobi stevilo 55 in sicer tako, da 256
najprej koreni, da dobi 16. Iz 16 potem lahko dobi 3-16 + 13 = 61, iz tega Stevila pa naprej
Se 361+ 13 = 196. Stevilo 196 lahko koreni, da dobi 14, nato pa iz njega 3 - 14 + 13 = 55.
(Opomba: mozno je, da obstaja veé¢ nac¢inov kako lahko iz stevila 256 dobi §tevilo 55, vendar
je ta nacin edini, ki potrebuje manj kot 100 korakov).

Pokazimo, da iz stevila 55 ne more dobiti stevila 256. Oglejmo si ostanke pri deljenju s
4. Ce je stevilo sodo, je oblike 2k, kvadrat tega Stevila je potem oblike 4k2. Ce pa je stevilo
liho, je oblike 2k + 1, zato je kvadrat tega tevila enak 4k2 4 4k + 1, torej da pri deljenju s
4 ostanek 1. Torej, Stevilo je popoln kvadrat le, ¢e da pri deljenju s 4 ostanek 0 ali 1, zato
bomo lahko korenili le taka Stevila.
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Stevilo 55 da pri deljenju s 4 ostanek 3. Ce na stevilu oblike 4k 4+ 3 uporabimo pravilo
n +— 3n+13, dobimo 12k+9+13 = 4(3k+5) 42, torej stevilo, ki da ostanek 2. Ce pa pravilo
uporabimo na stevilu oblike 4k + 2, dobimo 12k + 6+ 13 = 4(3k +4) + 3, torej stevilo, ki da
ostanek 3 pri deljenju s 4. To pomeni, da bomo iz stevila 55 po enem koraku dobili stevilo,
ki da pri deljenju s 4 ostanek 2, nato stevilo z ostankom 3, nato spet Stevilo z ostankom 2
in tako naprej. Ker pa je stevilo 256 deljivo s 4, ga Maja na ta nacin ne bo dosegla.

I1I/1.
1. nacin S pomocjo adicijskega izreka za tangens lahko zapisemo

0 /T T tan%qttang 2
i (L4 T) = (Lt g
2 4 1—tan§tan’74r

Ce upostevamo, da je tan 7} = 1 in zapisemo tan § s sinusi in kosinusi, naprej sledi

4

sin Z 2
2 4/ \y_m3 ) \cosZ—sinZ/ '

T

Ccos 3
Po kvadriranju dobimo
o (T T C0s2§+2cos§sin§+sin2§
tan (— + —) = - )
2 4 cos? § — 2cos 3 sin § + sin” §
in od tod z upostevanjem zvez cos® 5+ sin? 7 =1in 2cos §sin§ = sinz sledi
G (T T 1+sinx 2
tan“ (= +—) = - = . _
2 4 1—sinz 1-—sinz

Torej enakost res drzi.
2. nacin Ce zapisemo tangens s sinusom in kosinusom, dobimo
x o sin(g + 7)\2
we (5+5) = Coe )’
2 4 cos(5 + %)

7 upostevanjem adiciskih izrekov za sinus in kosinus, naprej sledi

T x us

T T sinZcos T + cos Zsin T\ 2
tanz(——f——):( 2 4 2 4).

N N
2 4 cos 3 cos § — sin § sin J
RV I T 2 L
Vemo, da je sin § = 5% in cos § = 3, torej je izraz enak
tan® (- +—) = 7 7 .
2 4 V2 T _ V2gn
5 Ccos g — VEsin g

Po kvadriranju dobimo

T 2z

) (CL’ 7r) cos® £ 4 2cos £ sin £ + sin
tan =

271

cos? £ —2cos £ sin £ + sin®

N8 (o8

od koder z upostevanjem cos? 5+ sin? 2 =1 in 2 cos 5 sin g = sinz sledi

z
2
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§+Z _1—sinx:1—sinx

tan? (1 7T) _ l+sinx 2

Torej enakost res drzi.

IT1/2. Cejep =2, je q(v) = 22° —4a® —x +2 = (v —2)(22° — 1) in ima racionalno niclo
x = 2. Naj bo zdaj p liho prastevilo. Edini kandidati za racionalne nicle so 1, £p, i% in
:i:g. Izracunajmo vse moznosti.

Velja ¢(1) = 3 — 2p in ker je 3 — 2p liho, je ¢(1) # 0. Jasno je ¢(—1) = —3 # 0.
Tudi izraz q(—p) = —p> + 2p = p(2 — p) je razlicen od 0, saj je p # 2. Podobno je
q(p) = —4p> +p* = p*(1 —4p) # 0 in q(%) = % # 0. Preverimo lahko tudi q(f%) =p— % #0
ter q(5) = M. Ker je p lih, je Stevec zadnjega izraza lih, zato izraz ne more biti enak
0. Ostane se ¢(—5) = M. Spet izraz ne more biti enak 0, saj je sStevec lih.

Za liha prastevila torej polinom ¢ nima racionalnih nicel, kar pomeni, da je edino ustrezno
prastevilo p = 2.

I11/3. Iz druge enacbe sledi y = 272, torej imamo

—2

l,erx x72(acfac*2).

Enacbo logaritmiramo in dobimo
(z+27H)logar = —2(z — 27%) log .
Ce jelogz =0, je z = 1 in potem y = 1. Sicer pa velja
T4+a =242

oziroma 32® = 1. Od tod sledi x = % in nato = v/9. Dobili smo dve resitvi.

II1/4. Po sinusnem izreku v trikotniku BAL velja
sin(£/BAL) sin(ZALB)

|BL| |AB|

Podobno velja v trikotniku C AL, da je

sin(ZLAC)  sin(ZCLA)

oL |AC|

Ker je ZALB = w — ZCLA, velja sinZALB =
sin ZOLA. Torej iz zgornjih enacb z uposStevanjem

/ZBAL = ZLAC dobimo

|AB|  |BL|

|AC| |OL|
Podobno sledi se % = %.
(Dejstvo, da simetrala kota razdeli nasprotno stranico v razmerju prileznih stranic je znano
in ga ni potrebno dokazovati prek sinusnega izreka. Zadosca sklep: ker je AL simetrala kota
/BAC, je 481 — 181 )

[AC| — |CL|"

Ker je |AB| = |AD], iz dobljenih enakosti sledi 12—5! = %. Zato velja
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|CB| |BL|+|CL| |BL| L1 |DK| 1o IDK|+|CK| |CD|
lcL| et |cL| T |CK|  |CK|  |CK|
Trikotnika DBC' in K LC' sta si podobna, saj imata skupen kot pri C' in velja % = :g—g\.

Torej je premica K L vzporedna diagonali BD. Zaradi pravih kotov pri K’ in L' so tocke
K, L, K" in L' koncikli¢ne. Ker je trikotnik BC'D ostrokoten, lezita tocki K’ in L’ na istem
bregu premice KL in na istem bregu premice BD. Torej velja

/DIU'K' =/KL'K' =7 - /K'LK =7 — /K'BD
in zato so tocke B, D, L’ in K’ koncikli¢ne.

I11/5. Ce je k = 1, je vsako izmed stevil ay, as, . . ., a, deljivo z n, torej je z n deljiva tudi
njihova vsota. Naj bo torej 1 < k < n. Naj bo i # j. Ker mnozica {ay, as, ..., a,}\{a;, a;}
vsebuje n — 2 > k — 1 elementov, si lahko izberemo podmnozico S s k — 1 elementi. Potem
sta S U {a;} in SU{a;} k-terici Stevil, zato sta njuni vsoti deljivi z n, torej je tudi razlika
njunih vsot deljiva z n. Ta razlika je enaka a; — a;. Torej n deli a; — a;. Ker sta bila 7 in
7 poljubna, to pomeni, da imajo stevila ay, as, ..., a, enake ostanke pri deljenju z n, ker pa
jih je skupaj n, je njihova vsota deljiva z n.

IV/1. Najprej opazimo, da izraza a + 2b in 2a + b ne smeta biti enaka 0, torej stevili a

in b hkrati ne smeta biti enaki 0. V enachi 24 — %0 — ] odpravimo ulomke in dobimo
a+2b 2a+b

8a® + 4ab — 5ab — 100* = 2a® + 5ab + 2b?, kar lahko preoblikujemo v 6(a + b)(a — 2b) = 0.
Ce je a = —b, je vrednosti izraza 4&1251 enaka _T?’b = —3, saj mora biti b razlicen od 0 (kajti
a in b ne smeta biti hkrati enaki 0). Ce pa je a = 2b, je vrednost izraza 4‘21251’1)

spet imenovalec neni¢eln. Torej je vrednost izraza lahko enaka 0 ali —3.

enaka 0, saj je

IV/2. Tocka D je razpoloviste stranice AB in zaradi ('
|AD| = 3 sledi |AB| = 6. Oznac¢imo z E razpolovisce stra-
nice BC' in s F razpolovisce AC. V trikotniku ADT za
dolzine stranic velja Pitagorov izrek, zato je ta trikotnik pra-
|AT| = 4, je zato |[AE| = 6. Torej v pravokotnem trikotniku E
ABFE poznamo dolzini katet, zato lahko po Pitagorovem iz-
reku izra¢unamo |BE| = \/|AB|2+ |[AE|2 = /36 + 36 = T
6v/2. Od tod sledi, da je |BC| = 2|BE| = 12v/2. 5
Ker sta E in F razpolovisci stranic BC' in AC', je EF vzpo-
redna z AB. Ker pa je FA pravokotna na AB, je EA pra-
vokotna tudi na FF. Torej je trikotnik AEF pravokotni. A3 D B
Vemo ze, da je |AE| = 6, velja pa Se, da je |EF| = @ = 3. Torej lahko izra¢unamo dolzino
F A po Pitagorovem izreku in sicer

|FA| = \/|EF|? + |AE]? = v/9 + 36 = 3V/5.
Od tod sledi, da je dolzina stranice AC enaka |AC| = 2|AF| = 61/5.

IV /3. Izracunajmo prvih nekaj stevil n. Pri p =2 dobimon =9, prip=3jen =49 in
pri p =5 jen = 513. Naj bo sedaj p > 5. Zapisimo n kot n = (p—2)(p—1)(p+1)(p+2)+9.

Ker je (p—2),(p—1),p,(p+ 1), (p+ 2) pet zaporednih stevil, je vsaj eno deljivo s 5. Ce je
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p > 5, Stevilo p ni deljivo s 5, zato je s 5 deljivo eno izmed stevil (p—2), (p—1), (p+1), (p+2),
torej je njihov produkt (p — 2)(p — 1)(p + 1)(p + 2) deljiv s 5. Vsaj eno izmed Stevil p + 1
oziroma p+2 je sodo, zato je produkt deljiv tudi z 2. Torej je stevilo (p—2)(p—1)(p+1)(p+2)
za p > 5 deljivo z 10. Tako je stevilo n za p > 5 vsaj dvomestno in ima na mestu enic Stevko
9, zato je vsota stevk stevila n vecja od 9. Najmanjsa vsota Stevk je tako prip =2 in p =5,
ko je enaka 9.

IV/4. V funkcijsko enacbo vstavimo z = 0 in dobimo f(0) = f(y) + yf(0). Torej je
f linearna funkcija oblike f(x) = a — ax za neko realno Stevilo a. Ta predpis vstavimo v
funkecijsko enacbo in dobimo, da za vsaka z,y € R velja z+a—azx(a—ay) = a—ay+y(a—ax),
torej
r—ad’z+ aQIy = —axy.

Ce v to enacbo vstavimo y = 0, dobimo 2 = az za vsak z, torej a*> = 1. Ko to upostevamo
v zgornji enakosti, se poenostavi v ay = —axy oziroma (1+a)zy = 0, od koder sledi a = —1,
saj mora enakost veljati za vsaka x in y.

Dobili smo f(z) = x — 1. Ce ta predpis vstavimo v obe strani prvotne enacbe, dobimo

g+ fxfly) =+ flay—z)=a+ay—z—1=ay—1

fy)+yflx)=y—1+ylx—-1)=zy—1,

kar je enako za vsaka z in y, torej je f(z) = 2 — 1 edina funkcija, ki zados¢a dani enacbi.

IV/5. Na prvi sliki je N = 12, na drugi pa N = 4. Dokazimo, da sta to najvecja in
najmanjsa mozna vrednost N.

Vseh oglis¢ kocke je 8. Vseh narisanih diagonal je 6 in zato je vseh krajis¢ diagonal 12. Iz
nekega oglisca kocke lahko izhajajo 0, 1, 2 ali 3 diagonale. Torej nam vsako oglis¢e kocke
prinese 0, 0, 1 ali 3 razlicne pare dotikajocih se diagonal.

Denimo, da lahko dosezemo N < 3. Ce iz nekega oglisca izhajajo 3 diagonale, lahko iz
ostalih oglis¢ izhaja kve¢jemu ena diagonala. To bi pomenilo, da je krajis¢ diagonal kve¢jemu
1-34+7-1 = 10, to pa ni mozno. Torej se v nobenem oglis¢u ne stikajo tri diagonale in imamo
lahko kvecjemu 3 oglisca, v katerih se stikata po dve diagonali. Iz vsakega ostalega oglisca
potem izhaja kve¢jemu ena diagonala. Tako je vseh krajis¢c diagonal kvecjemu 3-2+5-1 = 11.
To pa je protislovje. Torej je pri vsaki izbiri dopustnih diagonal N > 4.

Vseh razliénih parov diagonal je %5 = 15. Diagonali, ki lezita na nasprotnih ploskvah
kocke, se ne moreta stikati. Zato obstaja kve¢jemu 15 — 3 = 12 razli¢nih parov stikajocih se

diagonal. Torej je pri vsaki izbiri dopustnih diagonal N < 12.




m Resitve nalog z 52. drzavnega matematicnega tekmovanja
srednjeSolcev Slovenije

I/1. Najprej denimo, da je p = q. Potem mora biti stevilo 47p® popoln kvadrat. Ker
je deljivo s 47 in je 47 prastevilo, mora biti deljivo tudi s 472, od koder sledi, da 47 deli p?
oziroma 47 deli p. Toda p je prastevilo, torej mora biti enako 47. Res, pri p = q = 47 je
stevilo 2p%q + 45pg® enako 47* in je torej popoln kvadrat.

Naj bo sedaj p # q. Ker je stevilo 2p%q + 45pq* = pq(2p + 45q) popoln kvadrat deljiv
s p, mora biti deljiv tudi s p?. Torej p deli q(2p + 45¢) oziroma, ker sta p in ¢ tuji, p deli
2p + 45qg. Od tod sledi, da p deli 45g oziroma, da p deli 45. Torej je p = 3 ali pa p = 5.
Podobno sklepamo, da ¢ deli 2p + 45¢, od koder sledi, da ¢ deli 2p oziroma g = 2. Torej je
pq(2p + 45¢) = 4p(p + 45). Ce je p = 3, je to Stevilo enako 4 - 3 - 48 = 242, pri p = 5 pa je
enako 4000 in ni popolni kvadrat. Edini resitvi sta torej p=q¢=47inp=3, ¢ = 2.

I/2. Iz dane enacbe sledi ab + bc + ca = 0. Zato lahko zapisemo

a?(b+c)+b(a+c)+c(a+b)  alab+ ac) + b(ba 4 be) + c(ca + cb)

abc abc
Upostevamo, da je ab + ac = —bc, ba + bc = —ca in ca + ¢b = —ab in dobimo
a(ab + ac) + b(ba + be) + c(ca +cb)  a(—be) + b(—ca) + c(—ab)  —3abc _3
abc N abc - abe
I/3. Najprej izracunajmo dolzini |AD| in |CD]. C
Oznac¢imo |AD| = v in |CD| = x. Po Pitagorovem izreku
jev? = |AC|?—2? = |AB|?—(|BC| —x)?, od koder dobimo
132 —2?% = 152 —(14—2)? oziroma 132 = 152 —142+2-14-x. D
Torej je z = 5 in potem v = 12. G
Ker je /ZBAD = /ZDEC, je trikotnik EDC' je podoben
trikotniku ADB. Zato je ‘lggl‘ ‘lﬁgl‘ in /ZDBA = ZECD.
Sledi |[EC| = % 5= % in ZFCB = ZCBF, torej je tri- 4 B
kotnik BF'C' enakokrak z vrhom B. Zato je |CF| = |FB]. F
Naj bo G razpolovisce BC. Potem je F'G pravokotna na BC. Trikotnik F'BG je podoben
trikotniku ABD, zato velja }gg} ‘lggl‘ torej je |[FB| = |AB|§G‘ = 1‘;’7 = %
Dolzina |EF| je enaka |EF| = |CF| - |CE| = |FB| - |CE| =% — 2 = 10,

I/4. (a) Tabela 6 x 9 ima 54 kvadratkov. Ce Zeli zmagati Bojan, morata tabelo pokriti v
celoti, saj lahko Anja svoje ploscice polaga dokler je e kaksno prazno polje. Ko bosta Bojan
in Anja vsak 13-krat postavila svojo ploséico na tabelo, bosta ostali se 54 — 13- (1 + 3) = 2
nepokriti polji. Ne glede na to kdo je zacel, tabele ne bosta pokrila do konca, kar pomeni,
da bo zmagala Anja.

(b) Tabelo 8 x 8 lahko razdelimo na 16 kvadratov 2x 2 kot prikazuje slika. Ce je igro zacela
Anja, potem v svoji potezi polozi svojo plos¢ico v enega izmed 2 x 2 kvadratov. Bojan lahko
ta kvadrat v svoji potezi zapolni. To lahko stori po vsaki Anjini potezi, dokler ne zapolnita
cele tabele. Torej je zmagovalec Bojan.
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Ce igro zacne Bojan, polozi svojo ploséico v nek 2 x 2 kvadrat. V kolikor ga Anja zapolni,
v naslednji potezi spet polozi svojo plos¢ico v nek 2 x 2 kvadrat. Ce pa Anja kvadrata 2 x 2
ne zapolni, potem Bojan v svoji potezi dopolni 2 x 2 kvadrat, v katerega je Anja polozila
ploscico. Po 15 potezah je na vrsti Bojan, na tabeli pa je prost bodisi en kvadrat velikosti
2 x 2 bodisi stirje kvadratki, pri ¢emer se trije kvadratki nahajajo znotraj istega 2 x 2
kvadrata. Bojan lahko tako svojo ploscico polozi na tabelo, zadnja pa je na potezi Anja, ki
mora zapolniti Se preostalo prosto polje, kar pomeni, da je zmagal Bojan.

IT/1. Enacbi lahko prepisemo v obliko

(z+2y) (2% — 20y + 4y*) = z+ 2y,
2ey(x 4+ 2y) = x+ 2y.

Ocitno vsak par stevil z in y, ki zados¢a zvezi z+2y = 0, resdi enacbi. Naj bo sedaj 42y # 0.
Tedaj lahko delimo z = + 2y in dobimo z? — 2zy + 4y?> = 1 in 22y = 1, torej je

(z +2y)?* = 2% + day + 4y* = (2 — 20y + 49°) + 62y = 4.

Lo¢imo dve moznosti in sicer je x + 2y = 2 ali pa ¢ + 2y = —2. V prvem primeru dobimo
1=2xy =2(2—2y)y =4y — 4%, torej 0 = 4y*> — 4y + 1 = (2y — 1)%. Od tod sledi y = 1 in
x =2-—2y = 1. V drugem primeru pa je x = —2 —2y in zato velja 1 = 2zy = 2(—2—2y)y =
—4dy — 4y?, torej je 0 = (2y + 1)% Sledi y = —% in x = —1.

Enacbi tako zadoscéajo vsa realna Stevila x in y, za katera velja = + 2y = 0, poleg teh pa
Semz—l,y:—%inle,y:%.

I1/2. (a) Stevilo je deljivo z 9 natanko tedaj, ko je vsota njegovih stevk deljiva z 9.
Recimo, da je vsota stevk stevila 10" + 9n deljiva z 2007. Ker je 2007 veckratnik stevila 9,
je potem vsota Stevk stevila 10" 4+ 9n deljiva z 9. To pa pomeni, da je 10™ + 9n deljivo z 9,
kar pa ne velja.

(b) Naj bo n = 1...1, kjer v zapisu nastopa 223 enic. Tedaj je 9n = 9...9, kjer v
zapisu nastopa 223 devetic. Stevilo 10" + 9n je potem enako 10...09...9, pri Gemer v
zapisu nastopa 223 devetic in n —223 = 1...1 — 223 nicel. Vsota stevk tega stevila je enaka
1+9-223 = 2008.

I1/3. Oznacimo s T presecisce tetiv DE in AB. Vemo, da
je trikotnik DT B pravokotni. Ozna¢imo /CAB = ZACB =
a. Ker je AC tangenta, je torej kot ZC'AB enak neprileznemu
kotu ZAE B nad tetivo AB. Zato je ZAEB = a.

Velja tudi, da je ZABD = § —«, zato je ZI'DB = a. Tako je
/EDB = « in ta kot je enak Z/EAB, saj sta obodna kota nad
tetivo BE. Torej je /ZBAE = o« = /ZBFEA, zato je trikotnik
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ABE enakokrak z vrhom B. Trikotnika ABE in ABC se
ujemata v vseh kotih in dolzini skupne in istolezne stranice
AB, torej sta skladna.

E

II/4. Zmagovalno strategijo ima drugi igralec. Stolpce razdeli v 1004 parov in sicer sta
v prvem paru stolpca 1 in 2, v drugem stolpca 3 in 4, in tako naprej, do zadnjega para, v
katerem sta stolpca 2007 in 2008. Kadarkoli da prvi igralec Zeton v enega izmed stolpcev,
da drugi igralec zeton v isto vrstico drugega stolpca iz para. Najkasneje po 1004 potezah bo
moral prvi igralec postaviti zZeton v stolpec, kjer se zeton Ze nahaja. Tedaj bo drugi igralec
s postavitvijo zetona tvoril pravokotnik in zmagal.

I11/1. Oznacimo Stevke stevila @ z a, b in ¢, torej @ = abc. Vsa trimestna Stevila,

sestavljena iz stevk a, b in ¢ so abe, ach, bac, bea, cab, cba, njihova vsota pa je 100(2a + 2b +
2¢) + 10(2a + 2b + 2¢) + (2a + 2b + 2¢) = 222(a + b+ ¢). Vsota stevil na listu je tako enaka

3434 = 222(a + b+ ¢) — abc = 122a + 212b + 221ec.

Oglejmo si zgornjo enacbo glede na deljivost z 9. Ostanek Stevila 3434 pri deljenju z 9 je enak
5, ostanek §tevila 122a + 212b 4 221c¢ pa je enak ostanku Stevila 5a + 5b + 5¢ = 5(a + b+ ¢).
Od tod sledi, da mora biti ostanek stevila a + b + ¢ pri deljenju z 9 enak 1. Ker pa je
6=1424+3<a+b+c<T7+8+9=24, je torej a + b+ ¢ enako bodisi 10 bodisi 19.

Ce je a+ b+ ¢ = 10, lahko ocenimo 3434 = 122a + 212b + 221¢ < 221(a + b+ ¢) =

221 - 10 < 3434, kar ni mozno. Torej je a + b+ ¢ = 19. Sedaj lahko izracunamo abc =
222(a+ b+ ¢) — 3434 = 222 - 19 — 3434 = 784. Edina moznost je x = 784.

IIT1/2. Oznacimo s T presecisce tetiv DE in AB. Vemo, c
da je trikotnik DT B pravokotni.
Denimo najprej, da je trikotnik ABFE enakokrak. Oznacimo
JAEB = /BAFE = «. Obodna kota ZEAB in ZEDB nad &
tetivo BE sta enaka, zato je tudi ZEDB = a. Ker paje A ul B
DE pravokotna na AB, je zato ZABD = § — a. V pravo- T
kotnem trikotniku ABC torej velja ZABC = § — a, zato je
ZCAB = a. Torej je kot ZCAB med premico AC' in tetivo
AB enak kotu ZAEB nad tetivo AB, kar ravno pomeni, da
je C'A tangenta na kroznico K.
Obratno, denimo, da je AC tangenta na kroznico K.
Oznac¢imo ZCAB = «. Ker je AC tangenta, je torej kot
ZBAC enak kotu ZAE B nad tetivo AB. Zato je ZAEB = «. E
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Velja tudi, da je ZABC = 3 — a, zato je ZT'DB = «. Tako je ZEDB = « in ta je enak
/BAE, saj sta obodna kota nad tetivo BE. Torej je /ZBAE = a = ZBFEA, zato je trikotnik
ABE enakokrak z vrhom B.

U logyo 2logyg 31 “1) . logyg2logyo 31
III/3. Primerjajmo izraza —21 Oglfon,zog“’(n ) ip o810 Toosp=o80l - Neenakost

logyg2log;y3 - - -logyp(n — 1) > logyy 2logn3 -~ -logiyn
10n—2 — 10n—1

velja natanko tedaj, ko je 1 > %0 log,on = logy, ¥/n, kar je enakovredno 10 > Y/n oziroma
1010 > n. Od tod sledi

1 2 1 2-1 3 1 2-1 3---1 1010 — 1
0810 > 0810 0810 > > 0819 0819 Oglo( )

10 102 o 101012
~ logy2-log;y3- - -log(10')
- 1010%°-1
in
log,n 2 - log;u 3+ - -log(10'%)  log;y2 - logyo3 - - -log(10'° + 1)
101010—1 < 101010
- log,o 2 - log;o 3 - - -log (1010 + 2) -
10107+ R

logig2logg 3---logg

Torej je vrednost izraza T

najmanjsa pri n = 10’ — 1 in n = 10'°. Enaka je
log;21log;o 3 - - - logyo 1010
101010-1 :

II1/4. Poimenujmo enakokrak trapez, ki ni pravokotnik, in ima osnovnici vzporedni
enemu izmed robov tabele, pravilen trapez. Zmaga drugi igralec in to ne glede na to kako
igra prvi. Drugi igralec po vsaki potezi prvega preveri, ali lahko s postavitvijo svojega zetona
tvori pravilen trapez. Ce tega ne more narediti, postavi svoj zeton na tabelo tako, da bo
po njegovi potezi simetricna glede na navpicéno simetralo (t.j. njegova poteza je simetriéna
potezi prvega igralca glede na navpicéno simetralo tabele).

Denimo, da je zmagal prvi igralec, ki je v zadnji potezi postavil zeton na polje ag. Naj
bodo ay, as in a3 preostala tri polja, ki s poljem ag tvorijo pravilen trapez (torej so pokrita
z Zetoni in so med seboj razlicna). Oznac¢imo z by, by, by in bz njim simetriéna polja glede
na navpicno simetralo tabele. Polja by, by in by so pokrita z Zetoni, polje by pa je prazno.
Pokazimo, da so polja ag, a1, as, as, by, by, by in by vsa med seboj razlicna.

Ker je dolzina tabele soda, je a; # b; za vsak i = 0,1,2,3. Ce a; = by as = by
bi veljalo a; = b; za ¢ # j, potem bi bilo tudi b; = a;, torej bi Q )
bila stranica a;a; trapeza apaiazas vodoravna. Vendar potem bi
morala biti tudi stranica axa; za {k,1} = {0,1,2,3}\{4,j}, vodo-
ravna, ker pravilen trapez nima pravih kotov. Od tod pa bi zaradi O o)
enakokrakosti sledilo, da je tudi b, = a; in a; = b, za |l # k. Zato
bi bilo by = a,, za nek m # 0, kar pa ni mogoce, saj je polje by
prazno, na poljih a1, as in az pa so zetoni.

Vsa polja so med seboj razlicna, zato sta bili pred zadnjo potezo prvega igralca trojici aq,
as, as in by, by, by pokriti z zetoni, kar pomeni, da je bila pred zadnjo potezo drugega igralca
vsaj ena izmed njiju pokrita z zetoni. Drugi igralec je imel priloznost zmagati, a ni zmagal,
torej ni uposteval strategije.

simetrala

27



IV/1. Ker so ay, ag, as, ay, as cleni geometrijskega zaporedja, jih lahko zapisemo v obliki
a; = ay - ¢~" za i = 2,3,4,5, kjer je ¢ neko realno stevilo. Toda ¢ = % je kvocient dveh
naravnih stevil, torej je racionalno stevilo. Zapisimo ¢ = ™ kot okrajsani ulomek. Tedaj so
¢leni zaporedja enaki
a-m ap-m? ap-m?® ap-m*
ay, ’ 9 ’ 3 ) 4 .
n n n n

Ker so vsi ¢leni naravna Stevila, m in n pa sta si tuji, je n* delitelj stevila a;. Zato lahko
zapisemo a;, = dn?, kjer je d neko naravno stevilo. Torej so ¢leni tega zaporedja Stevila

dnt, dmn?, dm?n?, dm®n, dm®.

Ker pa ne obstaja prastevilo, ki bi delilo vse ¢lene zaporedja, sledi d = 1, zaporedje pa
je oblike n*, mn3, m?n? m®n, m*. Vemo &e, da so ¢leni zaporedja manjsi od 2008, zato je
m* < 2008 in n* < 2008. Od tod sledi, da je m < 6 in n < 6. Toda ¢len a; = n* ni deljiv s
6, zato je n < 5. Vemo $e, da je ay = n®m deljiv s 5, as = n?>m? deljiv s 4 in a5 = m3n deljiv
s 3, zato je produkt mn deljiv z 2, 3 in 5, torej s 30. Hkrati pa je mn < 6 -5 = 30, torej
je produkt kar enak 30, od koder sledi m = 6 in n = 5. Cleni zaporedja so tako 5% = 625,
5% .6 = 750, 5% - 62 = 900, 5 - 63 = 1080 in 6* = 1296.

IV /2. Ocenimo vrednost izraza. O¢itno je 1 — 2% < 1, vrednost 5z — 22 pa je omejena z

5z —a? =2 — (z—2)2 < 2 zato je

/25 5 1
V1—22 46z — 22 <V1+ Tty

Po drugi strani pa je vrednost izraza nenegativna in ne more biti enaka 0, saj bi to pomenilo,
daje 1 — 22 = 0 in 5z — 22 = 0, kar pa ni mozno. Tako so edine celostevilske vrednosti, ki
jih izraz lahko zavzame, enake 1, 2 ali 3.

Pisimo v1 — 22 + /5 — 22 = a in odpravimo korene. Raje kot izraz v taki obliki
kvadrirajmo v/1 — 22 = a — /52 — 22, saj potem dobimo 1 — 22 = a® — 2av/bx — 22 + 5z — 22
oziroma 2av/5x — 22 = a* — 1 + 5z. Po ponovnem kvadriranju sledi 4a*(5z — 2?) = (a® —
1)? — 10z + 10a*z + 252% oziroma

2%(25 + 4a®) + 2(—10a* — 10) + (a® — 1)* = 0.

Ce je a = 1 dobimo x(29x — 20) = 0, od koder sledi x = 0 ali 2 = g—g. Ce resitvi vstavimo v
prvotni izraz, ugotovimo, da ustreza le x = 0.

Pri a = 2 lahko kvadratno enacbo za x razcepimo kot (x — 1)(41x — 9) = 0, od koder-
dobimo, da je z =1 ali x = %. V obeh primerih izracun pokaze, da je vrednost izraza res
enaka 2.

Ostane $e primer a = 3, ko dobimo kvadratno ena¢bo 6122 — 100x + 64 = 0. Ker pa je
njena diskriminanta D = 100> —4-61-64 = 100% — (2-64)(2-61) = 100* — 128 - 122 negativna,
nima realnih resitev.

Vrednost izraza je torej celo stevilo, ko je z =0, 2 = 2 alipa z = 1.

i
IV/3. Ker je vsota nasprotnih kotov ZATD
in ZACD v stirikkotniku ATDC enaka 7, je ta
stirikotnik tetiven. Ozna¢imo /TCD = «. Za-
radi tetivnosti sledi /TAD = /TCD = a. Ker
pa so tocke A, B, E, D konciklicne, velja tudi
/BED = /BAD = /TAD = «a. Dobili smo to-
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rej /FED = /BED =a=/TCD = /ZFCD, torej
sta v stirikotniku FECD kota FED in FCD enaka,
zato je tudi ta stirikotnik tetiven.

Naj bo sedaj ZECF = (. Zaradi tetivnosti Sti-
kotnika FECD sledi /ZEDF = /ECF = (3. Ker
pa tocke E, D, B in G lezijo na kroznici I, sledi se
/EBG = /EDG = /ZEDF = f5.

Oznac¢imo se LZEFC = ~. Zaradi tetivnosti Stiri-
kotnika CDFE sledi ZEDC = LZEFC = v, torej
je ZEDB =nm — LZEDC = 7 — ~. Ker pa so tocke
D, B, G in E koncikli¢ne sledi, da je ZEGB = nm — ZEDB = 7w — (m — 7) = 7, torej je
/EFC = ZEGB. Ker pa smo ze pokazali, da velja ZECF = § = ZEBG, se trikotnika
ECF in EBG ujemata v dveh kotih, zato sta si podobna.

IV /4. Elemente mnozice K ozna¢imo z a1, ag, ag, ... tako, da velja a; < as < az < ...
Dokazimo trditev z indukcijo. O¢itno je vsota vseh stevil, ki so manjsa od as, enaka a; in
torej manjsa od as. Denimo sedaj, da za naravno stevilo n velja

Ap > Ap—1 + Ap_o+ ...+ ao + ay.

Dokazimo, da taka ocena velja tudi za n + 1.

Ker je a, < ap41, any1 ne more biti delitelj stevila a,, zato je a, delitelj a,,. Torej
obstaja naravno Stevilo k, da velja a,.1 = ka,. Ker sta a, in a,,; razlicni, je k > 2. Zato
velja

Ap41 = kap, > 2a, = ay, +ap > an + (Cl,n,1 +ap2+...+a+ CL1),

kjer smo upostevali indukcijsko predpostavko. To pa ravno pomeni, da trditev velja tudi za
n 4+ 1 in zato tudi za vsa ostala stevila.

m Resitve nalog s 44. podrocnega telkmovanja iz matematike
za Vegovo priznanje

o 7. razred

Al | A2 | A3 | A4 | A5 | AG | AT | A8

Utemeljitve:

A1l. Vsako od treh prastevil je lahko zastopano v delitelju ali pa ne, torej imamo za vsako
dve moznosti: 2-2-2=28.

A2. Ce je ploscina celega pravokotnika 1, je plos¢ina osenéenega % . % = %, torej polovica.

A3. Ce se stevilo zacne s 3, imamo samo eno moznost: 30000.
7 2 se zacnejo 4 taka stevila: 20001, 20010, 20100, 21000.

Z 1 pa zacnejo 4 taka stevila, ki imajo Se stevko 2, in sicer: 10002, 10020, 10200, 12000.
Obstaja pa Se 6 stevil, ki se zacnejo z 1 in imajo Se 2 enici v nadaljevanju: 10011, 10101,
10110, 11001, 11010, 11100. Takih stevil je torej 15.
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Ad4.

A5.

Aé6.

AT.
AS.

B1.

B2.

B3.

Kot ACB meri 40°, kot BC'D pa 70°, kot DAC meri potem
35% in ¢ = 105°.

To je stevilo §7 saj edino od ponujenih §tevil na obeh straneh
enache prinese isto vrednost, in sicer &

15°

Rdeca lucka se prizge vsakih 80 s, zelena pa vsakih 18 s. Naj-
manjsi skupni veckratnik Stevil 80 in 18 je 720 s ali 12 minut.
Spet bosta obe posvetili ob 13:12.

ie Lig Stevi T e 3 7
Ker je 3 iskanega stevila enako {3, je 5 potem enako .

Oba lika imata enak obseg, 4 - 5 = 20.

&

Ker je trikotnik DBC' enakokrak, je kot pri B enak polovici kota pri C, torej 40°. Ker

merijo vsi trije koti v trikotniku 180°, meri kot pri ogliséu A 60°.

C

Na zacetku je imela 60 EUR.

Ker je polovico preostalega denarja namenila za toaletno torbico in ji je ostalo v denarnici
15 EUR, je tudi torbica stala 15 EUR. Torej je za Sminko in Sampon skupaj placala 30
EUR. Ker je Sminka dvakrat drazja od Sampona, je za Sminko placala 20 EUR, za Sampon

10 EUR.

Ozna¢imo N = a679b. Ker je 72 = 8 - 9, mora biti Stevilo N deljivo z 8 in 9. Da bi bilo
stevilo N deljivo z 8, mora biti trimestno Stevilo 795 deljivo z 8. Ker je 792 = 99 - 8, je
lahko le b = 2. Ce hocemo, da bo stevilo N deljivo tudi z 9, mora biti vsota njegovih

Stevk deljiva z 9. Vsota Stevk je 24 + a, torej mora biti a = 3.

O 8. razred

Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8

Utemeljitve:

Al.

A2.

A3.

Ad.

Ulomek mora imeti v imenovalcu izraz, ki za nobeno celo stevilo ne bo enak 0, tak pa je

samo x>-3, ki nima celogtevilskih nicel.

Deklet je 58 %, razlika 72 torej predstavlja 16 % vseh ucencev. 1 % je torej 4.5 in vseh

ucencev na Soli je 450.

Ker je 6% : 671 = 6%, sledi (6*)7! = 6%

Stevila so po vrsti: \/g7 \/g, \/g, \/g, \/g. Med ulomki pod korenom pa je najvecji g

24



A5.

A6.
AT.

AS.

B1.

B2.

B3.

Kvadrat ima enak obseg in zato meri njegova stranica i—“, plos¢ina pa |

9a®
potem T

Ker je £ =2-8 =16, velja z = 80.

Ce potegnemo vzporednico stranici BC' skozi M, raz- T

D C
pade paralelogram na dva romba. Kot DMC' je enak
kotu med diagonalama romba in zato meri 90°. / W
V petnajstih minutah je izteklo 7.5 litra vode, kar pred-
A M B

stavlja % prvotne koli¢ine vode, torej je bilo na zacetku
10 litrov vode.

Ostanek knjige se zacne s Stevilko 143, konca pa s sodo Stevilko, sestavljeno iz istih stevk.
Torej je zadnja stran 314 in v ostanku knjige je Se 314-142 = 172 strani.

Ker je simetrala kota v enakostranicnemu trikotniku tudi njegova visina, je 4 FGH =

I AGB = 90°. D c

Diagonala AC' kvadrata ABCD je simetrala kota BC'D, zato je < FC'H = 45°.
Ker je ¢ BAH = 30°, je S AHB = 60° in ¢ CHG = 180° — 60° = 120°.
Nazadnje izracunamo 4 GFC = 360° — 90° — 120° — 45° = 105°.

2804

Ker je 280 = 1028 in 3-5% 4513 = 5(15 +13) = 5 28, sledi s =

10% - 284
- —=5-24.28 =2°.5.7. Zaradi 26-5-7—2°.5.7 = 2°.5- 7 nazadnje izracunamo
53 . 283
5 3
( 2804 _25.5.7)3. 1 _ (2°-5-7) _
(3-5245-13)3 214.53.73 214 .53.73
215.53.73
- 214,53,73:2'

Vrednost izraza je 2.

0 9. razred
Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8
B|D|A|JE|A|B|A|C
Utemeljitve:
A1. Oznacimo Stevilo konj z n. Torej n konj porabi zalogo ovsa v 30 dneh, n 4+ 10 konj pa v
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A2,

A3.

A4.
As5.

A6.

AT.

AS.

B1.

B2.

B3.

20 dneh. Sledi: 30n = 20(n + 10) in n = 20.

Ker je |t —2| <3,sledi -3<2—-2<3in2-3 <z <2+ 3. Cele resitve neenache so:
~1,0,1,2,3,4in 5.

. . 62 5
Dedek ima hitrost 3 = £ = % m/s, vnuk pa = = {2 m/s. Razmerje hitrosti je enako
L1
L =1
75

Oznac¢imo z x dosezek na osem preizkusu. Tedajje 7-58 % + 2 =8-60 % in x = 88 %.

Plosc¢ino enega od obeh enakih osencenih delov na sliki dobimo kot raz-
liko med ploséino polovice kvadrata s stranico 2 in plos¢ino kroznega
izseka s polmerom 2 in sredis¢im kotom 45°. Izsek predstavlja osmino
kroga. Torej ima polovica narisanega lika plosc¢ino 2-7, cel pa 4-.

Zadnje Stevke potenc Stevila 7 si sledijo v zaporedju 7,9, 3,1, 7, 9 ... Torej se ponaQVljajo
s periodo 4. Ker je 35 = 8 - 4 + 3, je zadnja Stevka v Stevilu 7% enaka 3.

Teza rdece kocke naj bo x, zelene pa y. Potem je 3x + 2y = 32, 4o + 3y = 44 in

2e+y=2-(3x+2y) — (dx + 3y) =232 — 44 = 20. "
D c

Ploscina romba na desni sliki je enaka ploséini Stirih sivih
pravokotnih trikotnikov, to je 8 m?. Kvadrat ABC'D ima

torej ploséino 17 + 8 = 25 m?.
A B

Oznac¢imo z R polmer ve¢je kroznice in z r polmer manjSe kroznice. Potem je iskano
razmerje obsegov enako 22 in je enako razmerju ‘- £ polmerov teh dveh kroznic.

2
)

Manjsi krog ima za polmer polovico stranice vértanega kvadrata, torej %75 saj njegova

R :\/5.

diagonala meri 2R. Sledi r = Nk Razmerje njunih obsegov je enako g =

%\m\x

Oznacimo s s (v km) razdaljo med Amsterdamom in Benetkami. Cas (v ) ki ga po—

rabimo za polovico poti, znasa £ - &, za tretjino £ - &, za preostanek (1 — 1 — 1 = 2
poti) pa £ - . Skupni ¢as je £+ 5+ £ g + £ 5. Ker je 2-80 = 16 - 10_24 10,

3-60=22-32.10in 6-40 = 3- 2310, je skupni imenovalec enak 2*-3%-10 = 1440. Sledi
s 1 s 1 s 1 _ 9s 8s 6s __ 235 __ s _ T e
T i T = oot T a0 = 115 = 23, torej je s = 1440. Razdalja med
Amsterdamom in Benetkami je 1440 km.

Oznacimo iskani §tevili z x in y. Tedaj je 22 —y? = 2008. Prastevilski razcep stevila 2008
je 2008 = 23 - 251. Ker je (z — y)(z +y) = 2008 = 1-2008 = 2- 1004 = 4 - 502 = 8 - 251,
obravnavamo ve¢ moznosti.

1. moznost: x +y = 2008, z —y = 1, od koder sledi 2x = 2009, vendar tak x ni naravno
Stevilo.
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2. moznost: x +y = 1004, x — y = 2, od koder sledi 2z = 1006 in = = 503, y = 501.
3. moznost: x +y = 502, z — y = 4, od koder sledi 22 = 506 in x = 253, y = 249

4. moznost: x +y = 251, x —y = 8, od koder sledi 2z = 259, vendar tak x ni naravno

Stevilo.

Iskani dvojici sta (503,501) in (253, 249).

Tekmovanja v reviji Presek

Za laZjo pripravo na matemati¢na tekmovanja so pred leti izSle reSene tekmovalne naloge v

tematskih Stevilkah revije Presek.

64 strani

6,26 EUR

MATEMATICNA TEKMOVAN]JA 2001

format 14 x 20 ecm
mehka vezava

MATEMATICNA
TEKMOVAN]JA 2002

64 strani
format 14 x 20 cm

e

mehka vezava !;E o
R [ATEMATICNA

KMOV‘ANJA 2002

6,26 EUR

72 strani

6,26 EUR

MATEMATICNA TEKMOVANJA 2003

format 14 x 20 cm
mehka vezava

Poleg omenjenih treh lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih zbirk nalog razli¢nih
zahtevnosti za osnovnosolce, srednjeSolce in Studente s tekmovanj v znanju matematike,
fizike, logike in rac¢unalniStva. PodrobnejSe predstavitve so na spodnjem naslovu, kjer
lahko vse zbirke tudi naroCite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob naro¢ilu pri
DMFA~zaloznistvo 20 % popusta na zgornje cene — izkoristite ga! Dodatne informacije
lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.
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Zbirke nalog s tekmovanj

Vsako 3olsko leto na 3olah potekajo razlitna tekmovanja v znanju. ZalaZjo pripravo vam
ponujamo ve¢ zbirk tekmovalnih nalog z reSitvami.

EVROPSKI
MATEMATICNI
KENGURU

1996-2001

PK-38

MEDNARODNI
MATEMATICNI
KENGURU

2005-2008

PK-41

+ dodane naloge z dijaskih Solskih tekmovanj v matematiki
1993-1995

264 strani

format 16,5 x 23,5 cm

mehka vezava EVROPSKI
MATEMATICNI

15,99 EUR KENGURU

KENGURU 2002-2004

208 strani
format 16,5 x 23,5 cm
mehka vezava

10,99 EUR PK-40 2002-2004

296 strani

barvni tisk

format 16,5 x 23,5 cm
mehka vezava

18,74EUR

Poleg omenjenih treh lahko v na3i ponudbi najdete 3e veliko drugih zbirk nalog razli¢nih
zahtevnosti za osnovnoSolce, srednjeSolce in Studente s tekmovanj v znanju matematike,
fizike, logike in racunalniStva. Podrobnejse predstavitve so na spodnjem naslovu, kjer
lahko vse zbirke tudi narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob naro¢ilu pri
DMFA-zaloZni$tvo 20 % popusta na zgornje cene — izkoristite ga! Dodatne informacije
lahko dobite v uredniStvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232460.
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