PRILOGA K REVIJI PRESEK, LETNIK 35 (2007/2008) STEVILKA 4
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= 51. matematicno tekmovanje srednjesolcev Slovenije —
Izbirno tekmovanje

o 1. letnik

1. Na ravnini sta narisani koncentriéni kroznici s polmeroma 7 cm in 11 cm.
Manjsa kroznica razdeli tetivo veéje kroznice na 3 enako dolge dele. Koliko
je dolga ta tetiva?

2. Tine je bil na tekmovanju, na katerem bi moral resiti 20 nalog. Za vsako
pravilno reSeno nalogo je prejel 8 tock, za napa¢no resitev pa so mu odsteli
5 tock. Za nalogo, ki je ni reSeval, je prejel 0 tock. Izvedel je, da je zbral
13 tock. Koliko nalog je reseval?

3. Hipotenuza AB pravokotnega trikotnika ABC s pravim kotom pri C je
dolga 1 dm, kot BAC pa je velik 30°. V notranjosti trikotnika je tocka
D, da velja ¢ BDC = 90° in ¢ ACD = ¢ DBA. Naj bo E presetisce
stranice AB in premice CD. Izracunaj dolzino daljice AE.

4. DokaZi neenakost
(ab+1)(a+b) > 4ab

za poljubni nenegativni realni §tevili a in b. Kdaj velja enakost?

5. Dolzina roba lesene kocke je naravno stevilo, ve€je od 2. Kocko pobarvamo
in jo nato razrezemo na enotske kocke. Stevilo enotskih kock, ki imajo
natanko dve pobarvani mejni ploskvi, je delitelj Stevila enotskih kock,
ki nimajo nobene mejne ploskve pobarvane. Dolo¢i najmanjse naravno
Stevilo, ki je lahko dolzina roba prvotne kocke.
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o 2. letnik

1.

Dokazi, da vsota nobenih dveh naravnih §tevil ni enaka najmanjS$emu sku-
pnemu veckratniku teh dveh stevil.

. Resi sistem enacb

a:—i—y2 1,
4+t = L

. Kateta AC pravokotnega trikotnika ABC' s pravim kotom pri C je dolga

1 dm, kot BAC pa je velik 30°. V notranjosti trikotnika je tocka D, da
velja ¢ BDC = 90° in ¢ ACD = ¢ DBA. Naj bo F presetiice stranice
AC in premice BD. Izra¢unaj dolzino daljice AF.

Naj bo a pozitivno realno stevilo. Katero Stevilo je vecje,

va+2007 —va+ 1004 ali +/a+ 1003 — v/a?

. Zan je sklenil, da bo vsakemu dvomestnemu tevilu priredil enomestno, in

sicer le z mnozenjem Stevk. Za Stevili 91 in 66 je tako zapisal:

91 2L 9
66 55 36 28, 18 18, 8

Kolikim dvomestnim §tevilom je priredil stevilo 07

o 3. letnik

. Poiséi vsa taka realna Stevila a, da je v/7 — a + /7 + a celo §tevilo.

. Plos¢ina pravilnega veckotnika, ki je vértan krogu s polmerom r, je enaka

3r2. Kateri pravilni veckotnik je to?

. Naj bo E taka tocka na stranici AB kvadrata ABCD, da je |AE| = 3|EB|,

F pa taka tocka na stranici DA, da je |AF| = 5|FD|. Oznaé¢imo presecisce
daljic DE in FC s K, presecis¢e DE in BF z L ter presetisée F B in EC
z M. Naj bo p; vsota ploséin trikotnikov EML in DKC, py; pa vsota
plo&cin trikotnikov FLK in M BC. Doloéi razmerje p; : ps.




4. Naj bodo a, b, c in d realna Stevila, ve¢ja od 1. Izra¢unaj vrednost izraza

allogsc)=1 plog.d)—1 (logza)-1 ;(log, b)—l,
¢e ves, da je logya -loggc = 1.

5. Dolzine a, b in ¢ robov lesenega kvadra so naravna stevila, ve¢ja od 2, velja
pa 8e a = b. Kvader pobarvamo in ga nato razreZzemo na enotske kocke.
Stevilo enotskih kock, ki imajo natanko dve pobarvani mejni ploskvi, je
za 16 veje od Stevila enotskih kock, ki nimajo nobene mejne ploskve
pobarvane. Dolo¢i dolzine robov kvadra.

O 4. letnik

1. Prvi ¢len neskonénega geometrijskega zaporedja z vsoto 3 je naravno Ste-
vilo, koli¢nik pa je enak obratni vrednosti celega Stevila. Pois¢i prvi ¢len
in koli¢nik tega zaporedja.

2. Za vsako naravno Stevilo n zapiSemo vsoto 1" + 2" + 3" 4+ 4™ kot Stevilo v
desetiskem sestavu. Z najvec koliko ni¢lami se lahko koncajo ta Stevila?

stranico AB oziroma AC. Dokazi: ¢e je |[ME| = |EF| = |FN|, je trikotnik
ABC enakostranicen.

4. Poisci vsa realna Stevila x, za katera je vrednost izraza

2 1
\/:z:2+2x—3+—-arcsin$+
T

celo Stevilo.

5. Vrtnar je gredico pravokotne oblike z diagonalama razdelil na 4 trikotnike.
Na vsakem trikotniku bo posadil eno vrsto cvetlic, tako da bosta na triko-
tnikih, ki imata skupno stranico, posajeni razliéni vrsti cvetlic. Na voljo
ima gerbere, hortenzije, lampijoncke, perunike in Zametnice. Na koliko
nacinov lahko posadi cvetlice?




= 51. matematicno tekmovanje srednjeSolcev Slovenije

o 1. letnik

1. Pois¢i vsa realna Stevila z, za katera velja

\ \ [ lef - 2| - 20’ - 200\ — 2007.

2. Poisdi vse pare naravnih $tevil m in n, katerih vsota je 2007, njun zmnozZek pa je deljiv
z 2007.

3. Oznadimo z D razpolovise stranice AB ostrokotnega trikotnika ABC'. Naj bosta A’
in B’ taki to¢ki na daljicah AC' in BC, da sta trikotnika ADA’ in DBB’ enakokraka
s skupnim vrhom v D. PokaZi: e je premica CD pravokotna na premico A'B’, je
trikotnik ABC enakokrak.

4. Pois¢i najmanjSe naravno Stevilo n, za katero lahko brez prekrivanja pokrijemo tabelo
razseZnosti n X n z enakim $tevilom ploscic

] in

O 2. letnik

1. Poi8¢i vse pare naravnih Stevil m in n, za katere ima kvadratna enacba
2007z + mnz +n =0

samo eno reSitev. Za vsak tak par reSitev tudi zapisi.

2. V trimestnem tevilu so stotice vedje od desetic in desetice vedje od enic. Ce Stevke tega
trimestnega Stevila zapiSemo v obratnem vrstem redu in dobljeno $tevilo priStejemo
prvotnemu, dobimo Stevilo, ki vsebuje samo lihe Stevke. Dolo¢i vsa trimestna $tevila,
za katera to velja.

3. Dan je ostrokotni trikotnik ABC' in sredis¢e njemu oértane kroznice O. Naj bo O,
totka na simetrali daljice AB, ki leZi na nasprotnem bregu premice AB kot totka O.
Oznadimo kroZnico s srediS¢em O; in polmerom AO; s K. Naj premici CA in CB
sekata kroZnico K Se v tockah A; in B;. PokaZi: ¢e se daljici A;B in AB; sekata na
trikotniku ABC ofrtani kroZnici, je Stirikotnik AQ; BO tetiven.
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4. V ravnini leZi 16 ¢rnih tock, kot prikazuje slika. Najmanj ko-
liko izmed teh tock moramo pobarvati rdece, da ne bo obsta-
jal kvadrat z oglis¢i v preostalih ¢rnih tockah in s stranicami,
vzporednimi koordinatnima osema? Odgovor utemelji.

N W
1]
°
°
°

o 3. letnik

1. Poi&di vsa prastevila p, za katera je stevilo 772 + 9p* popoln kvadrat.

2. DokaZi, da za nobeno realno $tevilo = ne velja

1
9 tan2z

3. Dan je paralelogram ABCD. Naj bo E razpolovisce daljice CD, F razpolovis¢e DA
ter G razpolovis¢e AB. Trikotniku DF E ofrtana kroZnica se dotika daljice AB v to¢ki
G. Dokazi, da je |AB| = v/2|AD|.

4. Poid¢i najmanjSe naravno Stevilo n, za katero lahko brez prekrivanja pokrijemo tabelo
razseZznosti n x n z enakim $tevilom ploscic

0 4. letnik

1. Dokazi, da za vsa realna $tevila z in y velja neenakost

2

cos(z?) + cos(y?) — cos(zy) < 3.

2. Za celo $tevilo z velja

= 102006 == 102007.

‘...“lx—l[—lO‘—lO2

Poisdi stoto Stevko Stevila |z|.




3. Kroznici K, in K; s sredigéema O; in O, se sekata v to¢kah A in B. Razdalja med sre-
0,0, s kroZnicama K; in Ky, ki ne leZita na daljici O;0,. Oznacimo drugo presecisce
premice C>A in kroZnice K; z D;, drugo presecis¢e premice C 4 in kroZnice K; pa z
Ds.

Premici D; B in D, A se sekata v E, premici D1 Ain D, B pa v F. PokaZi: e je tirikotnik
AO,BO; tetiven, je tetiven tudi Stirikotnik AEBF.

4. V ravnini leZi 16 ¢rnih tock, kot prikazuje slika. Najman;j ko-
liko izmed teh to¢k moramo pobarvati rdece, da ne bo obsta-
jal kvadrat z oglis¢i v preostalih ¢rnih to¢kah in s stranicami,
katerih dolZine so naravna $tevila ali v/2? Odgovor utemelji.
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m Resitve nalog z 51. matematicnega tekmovanja
srednjeSolcev Slovenije — izbirno tekmovanje

o 1. letnik

kroznico pa s C in D. Povezimo totki A in C s srediséem O kroznic. A Cz D B
Narisimo Se pravokotnico iz srediséa O na tetivo in oznalimo z N MN

njeno noziste. Vemo, da je |AC| = |CD| = |DB]| in da tocka N 1 |
razpolavlja daljico CD. Naj bo |CN| = z. Tedaj je |[AC| = 2z. )
Po Pitagorovem izreku je 112 — (3z)% = 72 — z2%, od tod pa dobimo
8x? = 72. Ker nas zanima pozitivna reitev, izberemo z = 3. Tetiva
AB je dolga 18 cm.

Vpeljava 2 pravokotnih trikotnikov s skupno kateto (npr. AON in CON) po 1 tocka

Zapisan pogoj |AC| = |CD| = |DBj (ali ekvivalenten) ...................... 1 tocka
Izrazava dolzine |ON| s pomoc¢jo Pitagorovega izreka v AON ali CON ...... 1 totka
Enatba 112 — (3z)? =72 — 2% inreSitev 2 =3 ....oormiriniii i 2 tocki
Resitew |AB| =M8emil o grs s T st se ey s s e 30 sAes B0l + o] + 510 (s aa ] sases o2 @ 1 tocka

I/2. Denimo, da je pravilno redil p nalog, napacno pa n nalog. Tedaj je 8p — 5n = 13 in
otitno mora biti n liho §tevilo. Ker je reSeval 20 nalog, velja p+n < 20. Enatbo 8p—5n = 13
lahko zapisemo v obliki 8p — 8 = 54 5n oz. 8(p—1) = 5(n+1). Torej mora biti Stevilo n+ 1
deljivo z 8 in je lahko zato le n = 7, saj mora biti n < 20 liho §tevilo. Pri n = 7 dobimo se
p=6.

Tine je na tekmovanju reSeval 13 nalog, 6 jih je resil pravilno, 7 pa napacno.

Zapisi8p — SMI==1T8 .. .. e B e e e ae e e e a e aiacaie se S R T s 2 tocki
Ocena p+n < 20 (ali npr. p+ n+ s = 20, pri Cemer s oznacuje stevilo nalog, ki jih ni
TESEVAl) Sl et S5 v SO b 50 5 A T N B 0 F 7 B E e 87 s 9 2 i s a8 Faes 1 tocka
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Ugotovitev, da n = 7 in p = 6 ustrezata dobljeni enacbi ..................... 1 tocka
Preverjanje oziroma izlocitev ostalih moznosti ................... ...l 2 tocki
Odgovor I3 Nalog, .« . : .Siasmea s 0505 55 S reara (o s ke ket r: 68 1 tocka

1/3. Trikotnik ABC je polovica enakostrani¢nega triko-
tnika, zato v njem velja |BC| = 3|AB|. Oznagimo ¥ ACD =
@. Tedaj je X DCB = ¥ ACB — ¥ ACD = § — ¢ in zato je

¥CBD=n-3$BDC-¥DCB=n-2~(Z-¢)=p.
Zaradi  DBA= Y ACD = je60° = <CBA=XDBA+YXCBD = 2pin od tod ¢ = 30°.
Ker je ¥CBE = 60° in X ECB = ¥ DCB = § —¢ = 60°, je trikotnik EBC enakostranicen.
Sledi |[EB| = |BC| = :|AB| in |AE| = |AB| — |EB| = }|AB| =5 cm.

Usgatovitev |BO| = L AB| cisssivisianesscasssaisvnsmn s opassanssmassosnre 2 tocki

Izratun, da sta kota < CBD in < DBA enaka ter zato oba 30° ............... 2 tocki

Sklep, da je trikotnik EBC enakostrani€en .............ccooiiiiiiiiinaneann, 2 tocki

SKIEP |AE| =5 €Mttt ittt et i e 1 totka
1/4.

1. naéin Dana neenakost je ekvivalentna neenakosti a’b + a + b+ ab® — 4ab > 0. Ker je

a’b+a+b+ab®—4ab = a*b—2ab+b+ab® —2ab+a=
= bla®—2a+1)+a(®® —2b+1) =bla—1)> +a(b—1)?

in sta b(a — 1)? ter a(b — 1)? nenegativna, je res a?b+ a + b+ ab® — 4ab > 0.
Enakost velja natanko takrat, ko je b(a — 1) = 0 in a(b — 1)® = 0, torej mora veljati
a=b=0alipaa=b=1

Ugotovitev, da neenakost velja za poseben primer (npr. a=0alib=0) ..... 1 tocka
Zapis aPh+ a4+ b+ ab2 — 48D > 0 1ttt e 1 totka
Preoblikovanje izraza v b(a — 1)2 +a(b—1)% ..ot 2 tokki
Sklep, da sta b(a — 1)? in a(b—1)2 nenegativna .........c.coviiuinininnn.. 1 totka
Enakost: velja prita = b=10/ 0 =B ="L s :gcqsasmemememean £ e s 5o s o mms s e po 1 tocka

2. naéin Aritmetitno geometrijska neenakost (na kratko: A-G neenakost) pove, da za
nenegativni realni §tevili z in y velja neenakost % > J/zy oziroma z +y > 2./zy. Ce jo
uporabimo za z = @ in £ = b, dobimo

(ab+1)(a+b) > (ab+ 1) - 2Vab. (1)
Ponovno uporabimo A-G neenakost za $tevili z = ab in y = 1 ter dobimo
(ab+1)-2vab > 2vVab - 1-2Vab = 4ab, (2)

kar je bilo potrebno dokazati.

Enacaj v A-G neenakosti velja natanko tedaj, ko sta stevili z in y enaki. Torej v (1)
velja enagaj za a =b. Cejea =b=0, v (2) otitno velja enakost. Ce pajea=>5b+£0,bov
enakost (2) veljala le e za ab=1, torej a = b= 1.
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Ugotovitev, da neenakost velja za poseben primer (npr. a=0alib=0) ..... 1 tocka

SKIEP G+ 5 2 2V/0 +eeeeete ettt ettt e e 2 tocki
SKIEP @b+ 1 3 28D+ vt eeee e ee ettt e 2 toeki
Enakost veljapria=5b=0ina=>b=1.....c0iriiiiiiiiiiriiiiniicenrinns po 1 tocka

I/5. Enotske kocke, ki imajo pobarvani natanko dve mejni ploskvi, se nahajajo vzdolz
robov, a ne ob ogli§¢ih prvotne kocke. Vzdolz vsakega roba jih je a — 2. Vseh robov je 12,
torej jih je skupaj 12 - (a — 2).

Prestejmo 3e enotske kocke, ki nimajo pobarvane nobene mejne ploskve. V prvotni kocki
se te nahajajo v notranjosti, torej tvorijo kocko z robom, dolgim a — 2. Teh je (a — 2)3.

Ker &tevilo 12- (a — 2) deli (a — 2)3, od tod sledi, da 12 = 22 3 deli (a — 2)2. Torej 6 deli
a — 2. Najmanjse §tevilo, za katero to velja, je6 =a — 2, to jea = 8.

PreStevanje kock z dvema pobarvanima ploskvama .................... .. ... 1 tocka
Prestevanje kock brez pobarvanih ploskev ............. ... oiliiiiial 1 tocka
Sklep, da 12 deli (@ — 2)2 +.orrnr ittt i 2 tocki
Skleps: (A BIAETI \Gr— 12 i« < ¢ = e winie s e imie e a e i o 5 mle o o ks ke R (ZAE Sin A {oS SRz BNE 2 tocki
SKIEP G =18 5151 axe 50310050605 105 51 215 (015 1 1015 150 1) 51 6 ) 5 20 060630 0 = o o s ) 0 1 tocka
o 2. letnik

II/1. Recimo, da taki dve Stevili obstajata. Oznagimo ju z a in b. Oznaéimo z d najvecji
skupni delitelj §tevil a in b. Potem je a = nd in b = md, pri éemer sta si §tevili n in m tuji.
Iz pogoja naloge sledi d(n + m) = dnm. Torej bi moralo veljati n 4+ m = nm. Ker pa sta si
Stevili m in m tuji, sta si tuji tudi tevili n + m in nm. Torej mora veljati n +m =nm =1,
kar pa ni mozno. Torej Stevili a in b ne obstajata.

Zapis a = dn in b= dm (ali enakovreden z vpeljavo d)................... ..., 1 tocka
Ugotovitev, da je najmanjsi skupni veckratnik Stevil ¢ in b enak dmn......... 1 tocka
Preoblikovanje enatbe v m + n = mn (ali enakovredne brez d)............... 1 totka
Sklep, da sta si m +n in mn tuji (ali pa, da m deli » ali obratno) ............ 2 tocki
Sklepm+n=mn=1(@lim=1alin=1)..c.coceiiiiiiiiiiiiiricienc.. 1 totka
Eksplicitno zapisano, da taki Stevili a in b ne obstajata ..................... 1 tocka

I1/2. Ker je z = 1 — 42, sledi (1 —4?)2 + 9y = 1. Torej je 1 — 2y + y* + 3® = 1, kar nam
da y?(y®+y—2) = v}y +2)(y— 1) = 0. Reitveso y =0, y = —2 in y = 1, pripadajoéi =
paz-= 1% =3 in & =0
Zapis £ = 1 — y? in vstavljanje vdrugoenaébo ..............c.oiiiiiiiiia,
Razcep na 12(Y +2) (Y — 1) = 0 - ovnnieeea et eae e
Vsak par resitev (z,y) € {(1,0), (=3,-2), (0,1)} +eviiiiiiiiiniiiinninenn.

I1/3. Trikotnik ABC je polovica enakostrani¢nega tri-
kotnika, zato v njem velja |AC| = |AB|—‘§—§-, kar nam da
|AB| = Z|AC| in |BC| = }|AB| = ¥2|AC).

Oznacimo ¥ ACD = XDBA = ¢. Tedaj je $DCB =
¥ACB — £ ACD = § — ¢ in zato je

é;DBCzw—%:BDC’—{DC’B:W—g—(E—ga)ch.




Torej velja 60° = X CBA = XCBD + X DBA = 2y, zato je ¢ = 30°.

Ker je X FBC = < DBC = 30°, je trikotnik BFC podoben trikotniku ABC. Torej velja
|CF|:|BC|=|BC|:|AC|, od koder sledi

|BC|?  3lACP 1

[AC] ~ JAC] = 3l4Cl

ICF| =

Torej je |AF| = |AC| — |CF| = 2|AC| = 2 dm.

lzragun |BC| = 2| AC| (ali v obliki Z[AC]) ....vuieiiniiiiiiiia, 1 totka
lzratun, da sta kota < CBD in & DBA enaka ter zato oba 30° ............... 2 tokki
Omenjena podobnost trikotnikov BFC in ABC .......iiiiiiiiiiiinnnnnnn, 1 tocka
Izpaan [CF| =gl AC . ..o .ol il o oo e 0 e s 00 8 6l 5 e 05 5 400 2 toeki
Sklap: | AF] = 2 OB, ..t emimie cmee e e e i e e e e Bed B s 58 B4 g e 1 tocka

I1/4. 1. nagin Pokazimo, da je razlika {v/a + 2007 — v/a + 1004) — (v/a + 1003 — \/a)
negativna, kar je enakovredno neenakosti

Va+ 2007 + va < Va + 1004 + va + 1003.

Ker sta izraza na obeh straneh neenakosti pozitivna, jo lahko kvadriramo in dobimo

a + 2007 + 2v/(a + 2007)a + a < a + 1004 + 21/(a + 1004)(a + 1003) + a + 1003

oziroma

Va2 +2007a < va? + 2007a + 1004 - 1003.

Ker je stevilo a pozitivno, dobljena neenakost res velja. Torej je v/a + 1003 — \/a vecje od
Va + 2007 — va + 1004 za vsako pozitivno $tevilo a.

Predpostavka, da je v/a + 1003 — /a > va +2007 —v/a+ 1004 .....cvvnnn.... 1 tocka
Kvadriranje v/a + 2007 — v/a + 1004 < v/a + 1003 — \/a (oziroma enakovrednega izraza,
v katerem na obeh straneh nastopajo pozitivne koli€ine) .................... 2 tocki
Preoblikovanje na enakovredno neenakost, ki velja zavsaka ................ 3 tocke
Sklep va+ 2007 —v/a+1004 < v/a+ 1003 — /G .everrrinniiinnanniainnns 1 tocka

(Ce tekmovalec na nekem mestu kvadrira negativne kolitine in dobi obratno neenakost,
lahko prejme skupaj najvet 4 totke.)

2. nadin Izraza najprej preoblikujemo

(v/a + 2007 — v/a + 1004)(v/a + 2007 + v/a + 1004)
Vva + 2007 + +/a + 1004
(a + 2007) — (a + 1004) 1003

Va+2007 +va+1004  +/a+ 2007+ /a+ 1004’
a0 - va = (Vat1008—va)(Va+ 1003+ a)

va + 2007 — v/a + 1004

Ja + 1003 + va
(a+1003) —a 1003

Va+1003++a +a+1003++a

Ker za imenovalce dobljenih ulomkov velja v/a + 2007 + v/a + 1004 > v/a + 1003 + \/a, je
seveda
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va + 2007 — va + 1004 < va + 1003 — v/a.

Predpostavka, da je v/a + 1003 — /a > va +2007 — v/a+ 1004 ............... 1 tocka
Zapls \/0, + 2007 — \/a EE 1004 \/a+2—+03/a+1—00 .............................. 2 tocki
Zapis v/a + 1003 — /a = m+\/_ ......................................... 2 tocki

Primerjava imenovalcev v/a + 2007 + +/a + 1004 > v/a + 1003 + 1/a in zaklju€ek 2 toZki

I1/5. Stevilo 0 je gotovo priredil vsem dvomestnim 3tevilom, ki imajo eno stevko enako
0 (to so 10, 20 ... 90). Teh je 9.

Stevilo 0 je priredil tudi tistim $tevilom, ki se po enem koraku spremenijo v dvomestno
Stevilo s Stevko 0. V 10 = 2 - 5 se spremenita §tevili 25 in 52, v 20 = 4 - 5 se spremenita
45 in 54, v 30 = 6 - 5 se spremenita 65 in 56, v 40 = 8 - 5 pa se spremenita Stevili 85 in 58.
Teh stevil je 8. Drugih dvomestnih stevil, deljivih z 10, ne moremo dobiti kot zmnozek dveh
Stevk.

Stevilo 0 je priredil tudi vsem tistim dvomestnim &tevilom, ki imajo zmnozek 3tevk enak
25, 45, 52, 54, 56, 58, 65 ali 85. Prav hitro uvidimo, da je nemogoce dobiti zmnozek 52, 58,
65 in 85, druge vrednosti pa dobimo s §tevili 55, 59, 69, 78, 87, 95 oziroma 96. Teh stevil je
it

Ker nobenega izmed stevil 55, 59, 69, 78, 87, 95 in 96 ni mozno dobiti kot zmnozek dveh
stevk, ni drugih dvomestnih Stevil, ki bi jim Zan lahko priredil stevilo 0. Ugotovili smo, da
je 9+ 8+ 7 = 24 dvomestnih §tevil, ki jim lahko priredi Stevilo 0.

TaksSna so Stevila 10,20,...,00 ... ittt iineriennreenarnaaannns 1 tocka
Sklep, da so taksna Se Stevila, ki se spremenijo v 10,20,...,90 .............. 1 tocka
Sklep, da so taka Stevila 25, 52, 45, 54, 65, 56, 85 iN 58 . . ... iiiiriiiiiaann. 1 tocka
Stevilo 0 je priredil tudi tistim, katerih zmnozek Stevk je enak enemu izmed zgornjih
STV, . w55« m 5 2o 575 S e T o s T S o 1 T o 508 g sy B0+ o e & a0 B g o 61 o g o 1 tocka
Tak3na so Stevila 55, 59, 69, 78, 87, 95, 96 .. ccuuririi i iaae i aananes 1 tocka
Sklep, da ostalih Stevil ni moZno dobiti na tak nagin ....................... 1 tocka
Odgavor 24 SEEVM o ermswmm i e m s £ s e 5 EE 0 0 51 0 5 o1 05101 6051 o0 ) e e 1 tocka

(Ce tekmovalec nalogo pravilno resi tako, da za vsa dvomestna 3tevila izratuna ustrezna
prirejena enomestna 3tevila, priznajte 7 totk. Ce pri tej metodi reSevanja ne najde
vseh reSitev ali ne preveri vseh dvomestnih Stevil, za vsako manjkajoco resitev ali
nepreverjeno dvomestno Stevilo odbijte 1 totko.)

O 3. letnik

ITII/1. Naj bo v/7T—a++/7+a=n, n € N. Enatbo kvadriramo: 14 + 21/49 — a? = n?

in preoblikujemo v
2

Va9 —a? = % —7. (3)

Ker je /49 — a? > 0, iz enacbe (3) sledi, da je "72 —7>0inn > 3. Kerpaje+v49 —a? <7,
iz enactbe (3) sledi tudi, da je "72 — 7 < 7, kar nam da n < 6. Torej je lahko le n = 4 in
a:i4\/§alin=5ina=:|:%\/§.

Zapis brez korenov a? = Tn? — ’1—4 (ali enakovreden) .............. ...l 2 tocki
SKIEP xS B cxetations 6w G 2 oo o= o oo o o e o o el SR TeIo 5 o 15 2 o o e e a o otn o o Fhel ama s 2 tocki
ReSitvin=4ina=+4V3alin=5ina=23v3 ........................ po 1 tocka
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(Ce tekmovalec navede le obe pozitivni reSitvi, priznajte 1 toZko.)
Sklep ali preizkus, da ostala Stevila n < 6 ne ustrezajo ...................... 1 tocka

IIT1/2. Mislimo si, da smo pravilni n-kotnik razdelili na skladne enakokrake trikotnike,
ki imajo osnovnico enako stranici veckotnika, kraka pa sta enako dolga kot polmer kroga

in oklepata kot 2” Ploséina posameznega tr1kotn1ka Je 1.2 .5in 2% ploséina n-kotnika pa
2.r2. gin2 Tako imamo 3-r? = Z.r?.sin &, kar preuredlmo v & =sinZ, od tod

pa sklepamo n = 12. Pravilni dvanajstkotnik, ki ga vértamo krogu s polmerom r ima res
ploséino 3r2. Opomniti velja, da je to res edina reditev. Vértani vetkotnik, ki bi imel vetje
§tevilo stranic, bi imel tudi ve¢jo ploséino.

Razdelitev n-kotnika na skladne trikotnike. .............. ... ... ..ol 1 tocka
Plostina trikotnika je % Fagls' 1L R F e PR e 1 totka
Plostina n—kotnika je 7 g e i1 B s e B o e R o e e e s 1 toc¢ka
Zapis enatbe & =sin & (ah POAODNE) & i vvviviaa i v she s s 7ia/a i3 sl ¥ iersneaie wiaie 1 tocka
Resitev n = 12 ............................................................ 2 tocki
Sklep, da je reSitev najve€ ena. .......coiiiiii ittt it 1 tocka

I11/3. Naj bo p ploséina stirikotnika CKLM. Tedaj je D G

pa + p enako plosini trikotnika FBC. Dolzina viSine na stra-
nico BC v trikotniku FBC je enaka |AB]|, torej je ploitina

trikotnika enaka %ﬂ = @2-. Zato je
B |AB|?
B2 = 5

Podobno sklepamo, da je p; 4+ p enako ploséini trikotnika DEC,
2
le-ta pa je enaka %@ = @. Torej je tudi

|AB” _
2

P11 =

in je tako razmerje p; : po enako 1.

Vpeljava ploscme gtirikotnika CKLM ...ttt i e a i annaan 3 tocke
Zapis p; = 4EC B' palipodoben)........c.coviiiniiiiii i 1 totka
Zapis p; = 'ABl —p(alipodoben)....... ... .. i 1 tocka
SKIED D) BToI= L o ey wmsm =y = omasy2 o a  eg 5]5 oge Toe 5 e ot i (e 17 (P oy o 2 tocki

ITI/4. Oznagimo S = a(lo8s )1 pllogcd)=1 cllogaa)=1 glloga b)=1  Zanisimo 1 = logy a - log, ¢ =

loga-logc = . -
—Lﬁ—log e S pomogjo tega izra¢unamo

log (abcdS) = log (a'o% °p'o8-2cloBaelo8a by —

= loga'® ¢ + log b'°8<? + log c'°8<% + Jog d°%:® =
log, ¢ -loga +log,d-logb+log,a-logc+log,b-logd =
logc-loga logd-logh loga-logc logh-logd

logb loge logd loga
loga-logc- (logb+logd) logb-logd- (loga+ logc)
= + =
logb-logd loga -logc

= loga+logb +logc+ logd = log (abcd)
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od koder sledi abcdS = abed oziroma S = 1.

BRIGE DERER = | . o .. o0 s oo e AR AE n < in o oee Re e e e e e 1 tokka

ogb-logd . =S,
Logaritmiranje’ izraza [:§' @i abedsS <o v srava s m ot s w26 sl 958250940 5 901 95080 90 012 2 tocki
Zapis vseh logaritmov na enako OSNOVO ..........c.coiiiiiiinieirenennnnnnns 2 tocki
RESIteV S =1 it pvim g et e i S T s | A LA S S B A B S (A A DA Dty Sy ety 3 2 tocki

II1/5. Na robu kvadra dolzine a je a — 2 enotskih kock, ki imajo pobarvani natanko dve
ploskvi, na robu dolzine ¢ pa jih je ¢ — 2. Ker je v kvadru 8 robov dolzine a in 4 robovi
dolzine c, je Stevilo vseh kock z dvema pobarvanima ploskvama enako 8(a — 2) + 4(c — 2).
Kocke, ki nimajo pobarvanih stranic, se nahajajo v notranjosti in jih je (a —2)(a —2)(c—2).
Veljati mora

8(a—2)+4(c—2) =16+ (a — 2)*(c— 2). (4)

Izraz lahko poenostavimo v 0 = 32 + a’c — 4ac — 2a*. Od tod lahko izrazimo ac(a — 4) =
2(a® — 16) = 2(a — 4)(a + 4). Ce je a = 4, izraz velja za vsako naravno gtevilo c. Sicer pa
lahko z a — 4 delimo in dobimo ac = 2a + 8 oziroma ¢ = 2 + %. Torej je a delitelj stevila 8
in ker je a > 3 in a # 4, je zato lahko lea =8 in ¢ = 3.

Ena¢bo (4) lahko uZenemo tudi drugace, ¢e oznatimo z = ¢ — 2 in y = ¢ — 2. Tedaj
dobimo 8z + 4y = 16 + 22y oziroma

O=xy—4dy+16 -8z =y(z—2)(z+2)+8(2—x) = (z — 2)(y(z + 2) — 8).
Tedaj je bodisi z = 2 in y poljuben ali pa je y(z + 2) = 8. Od tod sledi, da je za z # 2 izraz

z + 2 lahko 8, pri tem pa je y = 1.
Za robove kvadra velja bodisi a = 4 in ¢ poljubno stevilo ali pa ¢ = 8 in ¢ = 3.

Zapis 3tevila kock z dvema in brez pobarvanih ploskev...................... 1 tocka
Enatba (4) (ali enakovredna)........cooviuiiiiiiiiiiiiniiiinniiiiiaeanns 1 tocka
Razcep ac(a — 4) = 2(a — 4)(a + 4) oz. (z — 2)(y(z + 2) — 8) = 0 (ali podoben) .2 totki
ReSiteV: @ =, GPOIIDEN =7 s 150507 00000 500505 e o) e o ool iy S S S o) 1 tocka
Sklep, da je a (ali ¢ —2 ali z + 2 ali y) delitelj Stevila 8 ...................... 1 totka
ReSitev 0 = 8, C =3 .. it i i ittt i 1 tocka

(Ce tekmovalec vpelje z in y (ali podobno) in v celoti resi nalogo, a ne zapie rezultata
za qa in ¢, dodelite 6 totk.)

0 4. letnik

IV /1. Naj bo prvi élen a; = n in koliénik ¢ = % Ker je vsota geometrijskega zaporedja
konéna, je |g| < 1 oziroma |m| > 1. Tedaj jen+ng+ng*+--- = 14 = 1=z = 3. Od tod
dobimo n = 3(1 — L) = 3 — 2. Ker je n naravno stevilo, sta le dve moznosti za m, in sicer
my = 3 in mp = —3. Imamo torej dve resitvi naloge: zaporedje, ki ima prvi ¢len a; = 2 in
koli¢énik ¢ = -é—, ali zaporedje, ki ima prvi ¢len a; = 4 in koli¢énik ¢ = —%.
Bapie g1 5. gva SRR R R R A R SR § e s 3 e o SRR 2 TR Y 1 tocka
SKIEP, [T2] 251 1« opars e sonersis e e 2 ssn o st o ke o B = Fhoepoig(l apon g sToNen oL e e o o a2 1 tocka
Zapisn=3— 2 (alipodoben) ............cciiiiiiiiiiii e 2 tocki
Sklep, dajemlahkole 3 ali —3.........ci it 1 tocka
RERIt iy =2, §=3 W &y =l § =5 —§ . sxramceasmennanse n avas nons 205w b po 1 tocka
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IV/2. Najprej je 1 +2+3+4 =10, 12+ 22 + 32 + 4% = 30 in 1% + 23 + 3% + 4% = 100.
Denimo, da bi pri nekem naravnem $tevilu n > 3 izrazili vsoto 1™ + 2™ + 3™ + 4™ kot §tevilo,
ki bi se koncalo s tremi ni¢lami. To Stevilo bi bilo deljivo s 1000 = 8 - 125. Oglejmo
si ostanek posameznega seStevanca v omenjeni vsoti pri deljenju z 8. SeStevanec 1" da
ostanek 1, seStevanca 2" in 4" pa dasta ostanek 0, saj je n > 3. ZapiSimo 3" = (2 + 1)" =
M 4n-20 n("_3_13.(1"_2) 23 4 "'(;1_1) 224 n-24 1. Od tod sklepamo, da bo ostanek
seStevanca 3™ pri deljenju z 8 enak ostanku izraza %1_1) 224+ n-241 = 2n?+1 pri deljenju
z 8. Hitro uvidimo, da ima izraz 2n% + 1 ostanek 1, &e je n sodo 3tevilo, saj je v tem primeru
2n? deljivo z 8. Ce je n liho stevilo, zapisemo n = 2k + 1 in je 2- (2k+ 1)+ 1 = 8k* 48k + 3,
od koder vidimo, da je ostanek enak 3.

Ugotovili smo: ¢e vsoto 1™ +2" 4 3"+ 4" pri poljubnem n > 3 delimo z 8, dobimo ostanek
2 ali 4. Ker ta vsota ni deljiva z 8, je ne moremo pri nobenem naravnem Stevilu n zapisati
kot stevilo, ki bi se koncalo z ve¢ kot dvema ni¢lama. Torej se Stevilo oblike 1™ 4 2™+ 3™ + 4"
lahko konéa z najve¢ dvema niflama.

Fvaditg 1° 97 L8P AP — 1] arecpasepion s @nine e pnen gt £ 6 22 & st MaE 5 2148 1 tocka
Opazovanje ostankov izraza pri deljenju 2 8, 125 ali 1000 .................... 1 tocka
Sklep, da je za n > 3 Stevilo 27" +4" deljivoz 8 .. ..... ... ... il 1 tocka
Sklep, da je ostanek Stevila 3" pri deljenju z 8 bodisi 1 bodisi 3.............. 1 tocka
Sklep, da je ostanek Stevila 1™ + 2™ + 3™ + 4" pri deljenju z 8 bodisi 2 bodisi 4.1 tocka
Sklep, da zato nobeno Stevilo oblike 1™ + 2™ + 3™ + 4™ ni deljivo s 1000 ....... 1 tocka
Eksplicitno zapisano, da se 3tevilo oblike 1" + 2" 4 3™ 4- 4™ lahko konéa z najve¢ dvema
NIGIAMNEA 5 S6rare SEns i1 2 Frifel » oHe s TRE001 5 TR 5 o) Be ] & MM Ba [N HeRoks W e oo« [ e <[ Te 5 = F1s = = Gaed 1 tocka
IV /3. Oznaé¢imo kote trikotnika ABC na obi¢ajen nacin C

z o, B in v. Po izreku o obodnih kotih je X ANM =

YACM = 1 in YxNMA = ¥NBA = £. Prav tako velja N/
¥CAN = ¥CBN = £ in $ BAM = $ BCM = 1. Zato so

si trikotniki AME, NAF in NMA podobni.

Po drugi strani pa je X AFN = S MEA, zato je X AFE = F
m—XAFN =7 - XMEA = AEF, torej je trikotnik AFE
enakokrak ter velja |[AE| = |AF).

Iz podobnosti trikotnikov AMFE in NAF sledi, % = %, A 2 B
od koder z upostevanjem |[NF| = |ME| in |AE| = |AF| do-
bimo |AE| = |[EM| = |FE|. Trikotnik AEM je zato enako- M

krak z vrthom pri F, od koder sledi, da je § = . Trikotnik AF'E pa je enakostrani¢en, torej
je a = %, kar pravzaprav pomeni, da je trikotnik ABC enakostranicen.

lzratun YANM =7, ¥NMA=2, YCAN =4, ¥BAM =7 .....ccccnven... 2 tocki
(Za izraéun le 2 ali 3 izmed zgoraj nastetih kotov dodelite 1 totko)

Omenjena podobnost dveh izmed trikotnikov AME, NAF in NMA.......... 1 tocka
Izpeljava |AE| = |AF| (ali |[AN| = [AM|) oo e 1 tocka
SKISE =18 o 26 ¢ e 0 gare 15« ST s RN SR R NGRS, A P TS an e e oo R e Y 1 tocka
Sklep, da je trikotnik AEF enakostrani€en .............cciiiiiiiiiiinnn.. 1 tocka
Sklep, da je trikotnik ABC enakostrani€en ...............cociiiiiiiniiann.. 1 tocka

IV /4. Oznagimo f(z) = Va? +2z -3 + ;27 - arc sinxT“. Najprej si oglejmo, za katere x
je funkeija f sploh definirana. Veljati mora z? + 2z — 3 > 0 in —1 < Z1 < 1. Prvi pogoj

=



lahko zapisemo kot (z + 3)(z — 1) > 0, od koder sledi x < —3 ali z > 1. Drugi pogoj lahko
preoblikujemo v —2 < z+1 < 2 oziroma —3 < z < 1. Torej je funkcija definirana priz = —3
in x = 1. V prvem primeru je f(—3) =0+ % -(=%) = =1, v drugem pa f(1) =0+ % Z=1

Edini realni tevili, kjer je vrednost funkcije celo §tevilo, sta torej z = =3 inz = 1.

Pogo] 5+ 20— 8 Sl oo ool ot ol -0 H B EAB RO SR AE S DB s T F5Er g hE B iy g 1 tocka
SKIEp EE = —3EINE 21 v oo - B apore B » Pletonei B oo B w1 B o i S e SR Ml v B e [8 o 1 tocka
POBA] —1 25 Lot cins e s vims s mmp mmme o ore s o ke o o o sae che 2us e 1 totka
SKIEP) =BLS@neC Ny . = 1515 251515 50 ek eI S 9 A S5 4 4w o o (o 1 25 = ot e & @ rmfm e wim s ] e 8 1 tocka
Funkcija f (oz. izraz) je definiranalezaz=1inz=-3.................... 1 tocka
Vrednost funkcije f (oz. izraza) je celo Stevilopriz=1inz=-3........ po 1 tocka

IV/5. Na trikotnika A in B, ki imata skupno le oglisce, lahko
vrtnar posadi katerikoli vrsti cvetlic. Denimo najprej, da bo na ta A
dva trikotnika posadil isto vrsto cvetlic. Ker ima na voljo 5 vrst c D
cvetlic, lahko to naredi na 5 naéinov. Pri tem ostaneta $e druga

; : - Tt - Sn B

dva trikotnika, ki imata skupno le oglisCe, in 4 vrste cvetlic, ki
jih lahko uporabi. Ce bi tudi na ta trikotnika posadil isto vrsto
cvetlic, lahko to napravi na 4 nadine, sicer pa lahko napravi na 4-3 = 12 na¢inov. To pomeni,
da ima v tem primeru 5 - (4 + 12) = 80 moznosti izbire.

Preostane nam $e premislek, ko vrtnar posadi razliéni vrsti cvetlic na trikotnikih A in B.
Za to ima 5 - 4 = 20 moZnosti. Ostaneta trikotnika C in D, ki imata skupno le oglisce, in 3
vrste cvetlic. Ce posadi na oba isto vrsto cvetlic, ima 3 mozZnosti, sicer pa 3-2 = 6 moznosti.
V tem primeru ima vrtnar 20 - (3 + 6) = 180 moznosti izbire. Vrtnar lahko posadi cvetlice
na 80 + 180 = 260 nacinov.

Prestete moznosti za enaki vrsti cvetlic na obeh parih trikotnikov............ 2 tocki
Prestete moznosti, &e sta na A in B enaki, na C in D pa razli€ni vrsti ....... 1 tocka
Prestete moZnosti, €e sta na A in B razli¢ni, na C in D pa enaki vrsti ....... 1 tocka
Prestete moZnosti za 4 razlitne vrste cvetlic. ..............ooviiiiiiiian 1 tocka
Resitev 260 NaGinoV .. ..cutiitintiitiininetaaneansaeseesantoasrsrraneansans 2 tocki

m Resitve nalog z 51. matematicnega tekmovanja
srednjesolcev Slovenije

o 1. letnik
I/1. Vrednost izraza ’ |z| — 2| — 20’ — 200 je lahko enaka 2007 ali —2007. Ker je

’ | J| — 2| — 20| = 200 > ~200, mora biti

| Izl — 2| - 20‘ — 200 = 2007 in zato je

‘ | |z - 2| - 20‘ = 2207.

Od tod sledi, da je | |z —2| —20 enako bodisi 2207 bodisi —2207. Toda ker je | |z|—2|—20 >
20, mora biti | |z| — 2| - 20 = 2207 in zato je

| lz] — 2| = 2227.

Ker pa |z| — 2 ne more biti enako —2227, je |z| — 2 = 2227. Tako dobimo |z| = 2229. Resitvi
sta z = 2229 in z = —2229.
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Vrednost izraza ‘ | |2l —2| - 20‘ — 200 je lahko enaka 2007 ali —2007 ........ 1 totka

Velja ‘ | ol = 2| =20/ =200 2 =200+ 1 totka
Sklep ’ | 12l - 2| - 20| =B citeieintssos soonalnimis i ar e s s o i e 1 totka
Vel | 6]—8] =205 Y goagemsige xomvarnin aombb oonrsii oo e s e e e i o1 1 totka
Allap: | (=3 —BBAR . gosetas a0 e e g E - . RS 1 totka
ReSitvista 2 = 2220 in £ = —2220 . ....iiiiitieiiienininreeionecnnenns 1 + 1 tocka

Za reSevanje “od znotraj”’: 2 tocki reSitev; 1 totka za obravnavo 3e kak3nega primera
poleg xz = £(2 + 20 + 200 + 2007); 2 tocki za popolno obravnavo vseh 16 moZnosti; 2
tocki za preverjanje, da dobljeni z ustreza vsem pogojem.

1/2. Zapisemo lahko enacbi m +n = 2007 in mn = 2007a, kjer je a neko naravno Stevilo.
Tedaj je n = 2007 —m in dobimo m(2007 —m) = 2007a oziroma 2007(m —a) = m?. Torej je
stevilo m? deljivo s stevilom 2007 = 32-223. Od tod sledi, da je m deljivo s 3-223. Zapisimo
m = 3-223 -k, kjer je k neko naravno stevilo. Ker je m < 2007 = 3-3 223, je k < 3. Torej
je bodisi m = 3-223 -1 = 669 bodisi m = 3-223 -2 = 1338. V prvem primeru je n = 1338,
v drugem pa n = 669.

Zapis enatb m + n = 2007 in mn = 2007a (ali enakovrednih) ................ 1 tocka

IzraZava m(2007 — m) = 2007a in zapis 2007(m —a) =m? .. cvivveinraninnns 1 totka

Ugotovitev 2007 | m? (ali m —a =223b%) ..oovvnininiiiinn i aaannn. 1 totka

Sklep myi—1312223] sasaimeacnr At o ard e ma A T B ot PEA R B¢ - 8B 3 -E - Fesene 1 tocka

UgotoliteVjli=il| 1in . g mngcsises is o s o S s o 113 2 5 o Do o B8 618 50 K0 55 63 30 (s B 1 tocka

Resitvim =669 inn =1338ter m =1338inn=669. .................. 1 4 1 totka
1/3. Ker je D razpolovice stranice AB, velja |AD| = &

|DB|. Trikotnika ADA’ in DBB' sta enakokraka z vr-
hom D, zato je |A'D| = |AD| = |BD| = |B'D| in je
trikotnik A’DB’ enakokrak z vrhom D. Oznagimo z E
presetisée A'B' in CD. Ce je DE pravokotna na A’'B’, ve-
lja |A'E| = |EB'|, saj je trikotnik A’DB’ enakokrak. V
trikotniku A’B’C' je CE visina, hkrati pa tocka F razpola-
vlja A’B’, zato je ta trikotnik enakokrak. Velja Al E B

JBAC = JDAA=n—-4DAB —yBAC=
T—IDBA - JABC = .
$DB'B = g ABC, A D B

zato je trikotnik ABC res enakokrak.

Sklep! |AD|=aDIBI| .. .ocie conisiionnsnsns cpsgals-ndl «fo-iall s s b o el S0 E 5752 SR 5 Sy rs 1 tocka
Ugotovitev, da je |A’'D| = |AD|=|BD| = |B'D| ccuiiiiiiaiiiiiiiiinnaannn. 1 totka
Sklep, da je trikotnik A'DB’ enakokrak ...........c..oiiiiiiiiiiiiiiiaa, 1 totka
SKlepl A=) BB @ creien 9.4 56 500 510131 0 i 259401 v o0 210 S 12 6 2 ) S B el o 1 totka
Ugotovitev, da je trikotnik enakokrak A’'B'C .........cciiiiiiiiiiiiinnnnn. 1 tocka
lzracun kotov in sklep, da je trikotnik ABC enakokrak ............. e s 1 tocka
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1/4. Denimo, da porabimo k vsakih plos¢ic. Tedaj pokrijemo 4k +
5k = 9k polj, torej mora veljati n? = 9k. Od tod sledi, da je n? deljivo z
9 oziroma n je deljivo s 3. Ce je n = 3, imamo tabelo velikosti 3 x 3, na

katero oéitno ne moremo postaviti obeh plostic, da se ne bi prekrivali. ‘ J

Torej je n > 2 -3 = 6. Ker pa kvadrat velikosti 6 x 6 lahko pokrijemo
z uporabo po §tirih ploséic vsake oblike (kot prikazuje slika), je n = 6
najmanjse tako stevilo.

UOROVItEV 712 = Okt ietteet e ettt e e e e ae e et raenranraesnennannaennns 1 tocka
Sklep n =3¢ (ali k je popoln kvadrat) ...........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiina 2 tocki
Dokaz:. dain='3Ine USEeZa| iy ove i o § B a0 minms o e EI5E S B 665 @S5 1 tocka
Skleps datijeimiSalB) smeee w: o autamermTers om FIRTME @R R S R B o R ok ke 219 1 tocka
Dokaz, da n =6 ustreza (npr. s sliko) .............coooiiiiiiiiiiiina, 2 tocki
0 2. letnik

II/1. Enacba ima dvojno niclo natanko tedaj, ko je diskriminanta enaka 0, torej

0= (mn)*—4-n-2007 = n(m?n — 4 - 2007).

Od tod sledi m?n = 4 - 2007 = 2% - 3% - 223. Ker je 223 prastevilo, mora biti delitelj stevila
n. Pi§imo n = 223n’. Tedaj velja

mPn’ = (2-3)%
Lo¢imo §tiri moznosti. Stevilo m je namreé lahko enako 1, 2, 3 ali 6. V prvem primeru je
n = 42007, enaéba pa 2007(z* + 4z + 4) = 0 z dvojno ni¢lo z = —2. Pri m = 2 sledi
n = 2007 ter 2007(z% + 2z + 1) = 0, tu dobimo z = —1. Prim = 3 jen = 4 - 223 ter
enacba 223(9z% + 12x + 4) = 0, torej x = —2. Nazadnje imamo e m = 6, n = 223 ter

223(9z% + 6z + 1) = 0 in torej = = —3. ’

Zapis, da je diskriminanta enaka 0 ....... ... ... it e 1 tocka
Razcep na prafaktorje ............coiiiiiiiniin ittt iiiarareaannns 1 tocka
Sklep, da je 233 delitelj Stevila n ......cco oo e 1 tocka
Obravnavanje moznosti m =1, m = 2, m = 3 in m = 6 ter izracun pripadajocih reSitev
I —% B 555 00005000905 505 5 e i 1 8 S LA e g 5 0 o485 B ¥ 1 totka

I1/2. Oznagimo trimestno tevilo z abe. Veljati mora a > b > ¢, poleg tega pa je stevilo
abc + cba = 10%(a + ¢) + 10(2b) + (a + ¢) sestavljeno iz samih lihih stevk. Ce je a + ¢ < 10,
je Stevka na mestu desetic soda, kar ni mozno. Zato mora biti a + ¢ > 10. Ker je Se stevilo
a + ¢ liho, je torej a 4+ ¢ > 11. PiSimo a + ¢ = 10 + [, kjer je [ liho Stevilo. Tedaj je

abc + cba = 10% + 10%1 + 10(2b + 1) + 1.

Od tod sledi, da je 2b+ 1 < 10, saj bo nasprotnem primeru §tevka na mestu stotic soda.
Torej je 2b < 9 in zato b < 4.

Zaradi c < b < 4 sledi ¢ < 3. Torej je a+ ¢ <9+ 3 = 12. Pokazali pa smo Ze, dajea+c¢
liho in vsaj 11, torej jea+c=11. Cejec=2ina=09,jeblahko 3 ali4, pric=3ina =8
pa je mozno le b = 4.

Vsa taksna Stevila so 843, 932 in 942.
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Ugotovitev, da sta a in ¢ razlicnih parnosti ....................oo il 1 tocka
UgotoviteV @ 2@ 2 10 : nrcr naar waba® b mumasimaiss mis Smmee6 5MaE §E 5615 6 56 hE 6l 6 1 tocka
Ugotovikew b <l sois e e s el iy s o otk i3 ormein o « Sais o o o el o ol e 8 20T 012 T T061 3 1 tocka
UgotoviteV @SB et mr - oo ieererens aeins S0 S5 e o S5 3 S a ofehd g Sire kil da imdia
Posamezna teSitev .::simigiscn i s imenemynres s v obmene o o e« 5

11/3. Naj bo D presetiste premic A; B in AB;
ter oznatimo ¢ A;1AB; = a. Tedaj je SCAD =
n— JIDAA; = 7 — a. Ker so totke A,C, B in
D koncikli¢ne, je <CBD =7 — CAD =7 —
(m—a)=o. Zato je YA BBy =7 —-<4DBC =
T — Q.

Obodna kota < A;AB; in < A;BB; nad tetivo
A;B; v kroznici K sta enaka, zato je m — a =
3 A1BB, = 4 A1AB; = ¢, od koder sledi a = 7.
Oznatimo 8¢ S ACB = 7. Tedaj je $AOB =
2 4 ACB = 2v. Po drugi strani paje { ABiC = 1— 4 BiAC—qACB, =1-5 -y =5-7,

2
zato je $ AO1B =24 AB 1B =294ABC=2(5—7)=m—2y. Od tod sledi

SAOB+ 4 BO1A=2y+ (r —2v) =,
torej je Stirikotnik AOBO; res tetiven.

Vsaj ena izmed enakosti S AOB =24 ACB, SAO:B=23ABB ........... 1 totka
V1: Dokaz tetivnosti ACBD in enakost SCBD +<4CAD =7 ..ccvvnvinnnn 1 tocka
V1: Sklep S A1BB) + S AIAB] = T ittt iiiiiiii it 1 tocka
V1: Dokaz tetivnosti A ABB; in enakost 4 A;BB; = 4 A1AB; oevvvnninn... 1 to&ka
V2: Dokaz tetivnosti A;ABB; in enakost S A1 BB; = S A1AB; ooviiinn... 1 tocka
V23 [Sklep AGCBIEEVIDAG! aa:m:n:m: 0209005 £ 00 = 68 6 65 61 G CE S0 EE B am- - 1 totka
V2: Dokaz tetivnosti ACBD in enakost <CBD + JCAD =7 ....cvvnennnn. 1 tocka
Sklep Sl dBy= S A BB mmE . icvoarsniitin avvmdya s LB Sk e o e 1 tocka
lzGEEln < ABY =T —2 «gvgvme posigvasidra: B¢ 5 & ava-g-6: g5 2o ! By 1 tocka
lzratun < A0, B = 7 — 2v in ugotovitev, da je SAO,B+ SAOB =7 ........ 1 totka
11/4.

1. naéin Pobarvati moramo najmanj Stiri tocke. V mrezo namre¢ lahko vriSemo &tiri
disjunktne kvadrate kot na prvi sliki. Ker mora biti v vsakem vsaj eno oglisée pobarvano z
rdeco, potrebujemo vsaj 4 rdece tocke.

Pokazimo, da je to tudi dovolj. Pobarvajmo totke kot prikazuje druga slika. V mrezi
imamo en sam kvadrat velikosti 3 x 3, ki ima o€itno rde€i dve oglid¢i. Poleg tega imamo §tiri
kvadrate velikosti 2 x 2 in vsak ima natanko eno oglisée rdece.

Ostane e 9 kvadratov velikosti 1 x 1. Stiri smo narisali Ze na prvi sliki in izmed teh ima
jasno vsak vsaj eno ogli§¢e rdece. Ostalih 5 je narisanih na tretji sliki in vsi imajo vsaj eno
rdece oglisce.
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Dokaz, da potrebujemo vsaj 4 rde€e tocke ..............oiiiiiiiii 4 tocke

Zapisana pravilna konfiguracije 4 rde€ih tock ................. .. ool 2 tocki
Dokaz, da ta konfiguracija ustreza (zapsis: ‘konfiguracija ustreza’ NE zado3ta) ... 1
tocka

Opomba: Na drugi sliki je narisana ena izmed moZnosti, kako lahko pobarvamo tocke
rdece. Tekmovalec lahko nariSe tudi kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej
konfiguraciji.

2. nacin Najprej vsaki tocki priredimo potencial, ki naj bo stevilo kvadratov, ki imajo
eno od ogli§¢ v tej to¢ki. Zunanjih dvanajst tock ima potencial 3, notranje stiri pa 5:

3
3
3
3

[JCRE S L N & N N

3 3
3 5
3 5
3 3
Da je potrebno pobarvati vsaj 4 tocke, sedaj s pomoéjo potencialov vidimo takole. Z barva-
njem treh totk (ali manj) bi izlo¢ili kvedjemu

(a) 3+3+3=9

(b) 3+3+5=11

(c) 3+5+5=13

(€) 5+5+5=15

kvadratov. Vseh kvadratov je 1+ 4 + 9 = 14, zato lahko moznosti (a), (b) in (¢) tako]

izloGimo, moZnost (&) pa je tudi neustrezna, saj nam pri barvanju treh notranjih to¢k ostane
najveéji kvadrat in Se en najmanjsi kvadrat:

Torej moramo pobarvati vsaj 4 totke. Dokaz sklenemo kot v prvem naéinu.

Vpeljava potenciala ...... ... ... i ittt ittt i, 1 tocka
Utemeljitev, da barvanje treh (ali manj) to¢k ne zado3¢a .................. 3 tocke
Zapisana pravilna konfiguracije 4 rde¢ih tock .............. ... ... ... ..., 2 tocki
Dokaz, da ta konfiguracija ustreza (zapsis: ‘konfiguracija ustreza’ NE zado3¢a) ... 1
tocka

Opomba: Na drugi sliki je narisana ena izmed moZnosti, kako lahko pobarvamo tocke
rde€e. Tekmovalec lahko nariSe tudi kakino drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej
konfiguraciji.
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o 3. letnik

III/1. Naj bo 7772 + 9p* = m?. Potem je 7P=2 = m? — 9p* = (m — 3p?)(m + 3p?). Torej
jem—23p®> =T inm+3p? = 7" "2 zanek r > 0in velja p—r —2 > r. Enakosti od§tejemo
in dobimo 6p? = 77(7P~2r=2 — 1). Torej je p = 7 ali 7 = 0. Prvi primer je res reitev, saj
dobimo m = 196.

V drugem primeru pa je 6p* +1 = 7P~2. O&itno p = 2, p = 3 in p = 5 niso resitve, zato
najbop > 7 Kerjebp?=7"2-1=(7T-1)(7P3+7*+...+7 +1), mora veljati
p? =7 347774+ + 7' 4+ 1. Vemo, da se premica z enaébo y = x in eksponentna funkcija
7~) sekata pri z = 1. Za x > 1 pa eksponentna funkcija naraséa hitreje. Torej je 7°71 >z
oziroma 7* > Tx. Zato lahko za p > 7 ocenimo

p? Pl AP L1
Mp=-3)+7p—-4)+...+7-1+1=
(p=3)+(p-4)+...+1)+1=

Y

—3)(p—2 B 7
_ =30 )+1>p2+5(p p) _
2 2
- p2+5p(p_7)>p2.

2

V tem primeru ni resitev, torej je p = 7 edino pradtevilo, pri katerem je stevilo 772 + 9p*
popoln kvadrat.

Zapis 778 = (= 20 e A BpP) avrieaisns g iEs Homi BN Ry 35 BT Mg g e e 1 totka
Ugotovitev m — 3p? = 7" in m + 3p> = 777"~ in sklep 6p? = 7" (7772 — 1) .... 2 to&ki
Sklep p=Tali 7 =0 ...t i i e 1 tocka
SKIEp 7 = 106 ittt e e 1 tocka
OCena)\ = =5 1 090127971 29 7 2 5770 £ 519 1 2 PAaswr<Ee 512 e 2145 (0 S0 E 6 (95 (2 & (1 s o)) = 2 e 213 1 tocka
Izpeljava protislovja za p > 7. ...t i et 1 tocka
III/2. 1. na&in Uvedimo novo spremenljivko a = tan?z. Ker je tan2z = 122221: in
tan 3z = 3“?1‘;;;@“:””, je fandz <32_(‘f)_(§;)"), zato lahko neenakost prepisemo v
1 B3-a)1-a) 3
- < -, 1
9 21-3a) ~ 2 (1)

Denimo najprej, da je 1 — 3a > 0. Teda]j iz neenakosti (1) sledi
(3—a)(1—-a)<3(1—3a)

oziroma a(a + 5) < 0. Ker je a = tan’z, velja a > 0 ter a + 5 > 0. Zato bi moralo veljati
a = 0, kar pa ni mozno, saj je v tem primeru tan2z = 0 in izraz :2232 sploh ni definiran.
Torej neenakost (1) ne more biti izpolnjena, ko je 1 — 3a > 0, zato naj bo 1 — 3a < 0. Tedaj

dobimo

2(1 — 3a)
9

kar je enakovredno 0 > (5 — 3a)2. Tudi ta neenakost ni izpolnjena za nobeno stevilo a, torej
ne obstaja tak xz, da bi veljalo

> (3-a)(l —a),
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1 tan3z

<
9 tan2zx

5o
= 2

= - o WA . - _ sinz(3cos?z-sin’z) .
2. naéin S pomocjo adicijskih izrekov lahko zapiSemo tan3dz = e e
2sinxzcosx

tan 2z = =5°E5
COs“ Z—SIn" &

. Torej je

tan3z  (2cos’z —1)(4cos’z —1)sing
tan2z  2cos?z(4cos?r — 1)sinz

Ce je sinz = 0, izraz ni definiran, sicer pa lahko sinz okrajsamo. Uvedimo novo spremen-
ljiivko a = cos? z. Zaradi sinz # 0 sledi a < 1. Neenakost lahko prepisemo v

1 [(Pa—=1)2e—1) 3
9 " 2a(da _3) =% @)

Ce je 4a — 3 > 0, iz neenakosti (2) sledi
(2a — 1)(4a — 1) < 3a(4a - 3)
oziroma 0 < (4a + 1)(a — 1). O¢itno je a pozitivno §tevilo, ki je manjse od 1, zato je 4a + 1

pozitivno, @ — 1 pa negativno Stevilo, torej dobljena neenakost ne drzi.
Ostane le Se primer, ko je 4a — 3 < 0. Tedaj iz (2) dobimo neenakost

%2(1(4(1 -3)>(2a—-1)(4a - 1),

ki jo lahko preoblikujemo v 0 > (8a — 3)2, kar pa seveda ni mozno. Torej neenakost (2) ni
izpolnjena za nobeno §tevilo a.

Prevedba tan2z oz. tan3z, sin3z, ..., na enostavne kote . .................. 1 tocka
ey e . tan z—3)(1—t 45— 2 -
Okrajsanje ulomka do oblike (255-9)0-t02) o Scotgbeosgtl ... ..., 1 totka
Vpeljava nove spremenljivke ......... ...t 1 tocka
Pravilno obravnava zgornje ocene ..........ccoiiiiiiiiiii it 2 tocki
Pravilno obravnava spodnje ocene ......... ..ottt i 2 tocki

III/3. 1. naéin Oznatimo 4 BAD = a. Potem je
JEGB = o ter SADE = 7 — a. Ker je stirikotnik
DEFG tetiven, je SFGE = a. Zato je $FGA =
T—4 FGE-4EGB =nm—2ain{GFA=nr1—4GAF—
JFGA=7m—a—(r—2a) = a. Torej je trikotnik AGF
enakokrak z vrhom pri G.
Vemo, da je kot med tetivo EG in tangento AB enak A G B
obodnemu kotu nad to tetivo. To pomeni, da je 4GFE = < BGE = «. Zato je tudi
trikotnik EF'G enakokrak z vrhom pri E. Trikotnika EFG in GAF sta si podobna, zato je

:g—g} = %. Ce oznatimo |AB| = a in |AD| = b, dobimo torej = :T/S’ od koder sledi
202 = o2 oziroma a = v/2b.

Smiselna uporaba tetivnosti DEFG . ... ciniiiiiiiiiinsiieeneanneeenannns 1 tocka
Trikotnik AGF enakokrak ..........oouuiiiiiiiiiiiia it ei i, 1 tocka
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Kot med tetivo in tangento v toCki G ... ...ttt 1 tocka

Trikotnik F'GE enakokrak ........c.ovevuieiiominonentoeiaaananinenenannns 2 to&ki
Padobfiost FIEG ' GAF .. ... 0im:005:5:00290: 05010 9850 185 05 5606 8 6vd a1 a1 o 1 totka
ZAKNUEOH SIIEP) 00007 5 e 50 55 e e e el sabuons ke sie awbiTilE BRI R B R RS R OREE TG E 1 tocka

2. nacin Nalogo lahko na kratko resimo s pomogjo potence totke na kroZnico (s katero
s0 zagotovo seznanjeni udelezenci priprav na MMO in bralci elektronske revije Brihtnez).
Ce jo zapiSemo za totko A in trikotniku DEF ofrtano kroznico, dobimo

AG-AG = AF - AD.

Torej velja |AG|? = |AF| - |AD|, od koder po definiciji tock G in F sledi, da je

|AB|\* _|AD|
(2 T2 D]

oziroma |AB| = v/2|AD|.

IT1/4. Denimo, da porabimo k vsakih plos¢ic. Potem pokrijemo 4k + 3k = 7k polj, torej
mora veljati n? = 7k. Od tod sledi, da je n? deljivo s 7 oziroma n je deljivo s 7. Ce jen =7,
imamo tabelo velikosti 7 x 7, ki je ne moremo pokriti na predpisan nagin. Recimo, da to
lahko naredimo. Pobarvajmo tabelo z dvema barvama kot prikazuje slika. Vsaka plosCica
EE] pokrije dve ¢rni in dve beli polji, zato 7 takih plos¢ic pokrije 14 érnih in 14 belih polj.
Torej mora 7 plostic B] pokriti 28 — 14 = 14 ¢érnih in 21 — 14 = 7 belih polj, zato vsaka
ploséica B:] pokrije sodo §tevilo érnih polj. Slednje pa ofitno ni mozno, saj je v vsaki vrstici
liho €rnih polj.

SEREN RS REE
Ly L

Torej je n > 2 -7 = 14. Ker pa kvadrat velikosti 14 x 14 lahko pokrijemo z uporabo po
28 plostic vsake oblike (kot prikazuje slika), je n = 14 najmanjse tako Stevilo.

UgOtOVIteY 12 = Th ettt ittt ettt ettt et te e et eae e e aeaeanaenevnens 1 tocka
Utemelfitev 72 = 74 ..ottt ittt tiaaaaae s tiaaaaaaaaanannn 1 tocka
Domneva!in =14, oox vasmeman 2506 3695 @05 261555 @05 D 5 (6206 S e e X155 Sl 2615 55 1 tocka
Dokaz, da n =14 ustreza (npr. s sliko) ...........oiiiiiiiiiiiiiinn... 1 tocka
Uvedba pasovnega barvanja ............ccooiiiiii i e 2 tocki
Sklep; da 7 =T NE MSEFCZA] wuivoie sy vgs @ oo e safsl s 428 4 5 S o)« [5-0n) miehepsHoHale, SHanoks = 1 tocka
0 4. letnik

IV/1. Ker za vsako realno stevilo o velja —1 < cosa < 1, je cosz? < 1, cosy? < 1 in
—coszy < 1. Sledi
cosz? 4 cosy? — coszy < 3.

21



Pokazati moramo, da ne more veljati enagaj. Denimo, da velja. Potem je cosz? = 1,
cosy® =1 in coszy = —1, zato je 2% = 2km, y? = 27 in zy = 7 + 2m7 za neka cela Stevila
k, [ in m. Potem pa velja

(m + 2mn)? = (zy)? = 2%y* = 27 - 2n,

torej je (1 + 2m)? = 4kl. V tej enacbi je leva stran liho Stevilo, desna pa sodo. Dobili smo
protislovno ena¢bo, kar pomeni, da enaaj ne more veljati.

Ugotovitev =1, < icostol&]l b niamirmsstanrae fre o i BRI S o R S @A S R Fas [ S R1E @ ST & 1 tocka
Skiep Cods” - o — G, .. ..o im0 NG I R e 1 tocka
Sklep cosz? =1, cosy? =10 coSTY = —1 ovrurreriirrnarnaerarrnenaanneans 1 totka
Sklep 22 = 2k, y2 = 22U IN ZY = T+ 21T it iierent e iiiesineereneenneens 1 tocka
Sklep (7 207)” = (g)® =6"y" = 2hm " 2 mssevsassssassdigiaianainrans 2 tokki
Poenostavitev (1 + 2m)? = 4kl in sklep, da je ta enatba protislovna ......... 1 tocka

IV /2. Oznagimo
Ton=|...]||z=-1]-10]-10%|—...— 10"} — 10™

Enagba iz naloge nam torej pove, da velja |Zog0s| = 102°°7, torej je Tagos = +10%°%7. Ker pa
lahko ocenimo
Taoos = |Taoos| — 10°°%° > —10%°%°,

od tod sledi, da je L2006 — 102007, torej je |.'L‘2005| = 102006 + 102007. Nadalje iz To006 —
|a004| — 102905 > 102095 sledi x99 = 10209 + 10%%7 in je zato

|Z3004] = 102005 1 102006 | 102007
Podobno sklepamo naprej. Ce ze vemo, da je
T, = 10n+l + 10n+2 e A 1020077
sledi z,_; = £(10"+1 4 10207+ 4 4 10207). Zaradi 7,1 = |z,| — 10™ > —10" dobimo,
da je
Tpo1 = 10" + 10" + .+ 1077
Torej je |z — 1| = 10 + 10% + ... 4+ 10%%7, od koder sledi

— 2 2007 _
z=14+104+10"4... 410" =11...1

2008
ali
1=1-10-10"-... —10*" = —(11...10 - 1) = —11...109.
N e’ N —
2007 2006

Stota §tevka Stevila |z| je v obeh primerih enaka 1.

Vpeljava z,, =|...| [ |z—1|—10|—10% | —...— 10"} = 10" .....c.cn..... 1 totka
Dokaz ZTo006 = 102007 ...................................................... 2 tocki
Induktivni sklep |z — 1| =10+ 102+ ...+ 10207 . . .. . i 2 totki
Resitev g = M-L10002 L o 029 =0l 1 5 mse = m e m 5 2 2 e e o 22 s 1 totka
2008
ReSitev 2 =1—-10—102 — ... —10%%7 = —11...109. ..evirurrnennnnrnnnnnns 1 totka
2006
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IV/3. Ker je gtirikotnik AO;BO; tetiven in lezi sredise njemu ocrtane kroZnice na
simetrali tetive AB, torej na daljici O;03, po Talesovem izreku sledi < 0,40, = <0, B0, =

iy

2-

Naj bo 4 AO20;, = «. Potem je < AO2B = 2a. To pa je srediséni kot nad tetivo AB
v kroznici Ky, zato je enak dvakratniku obodnega kota < ADyB oziroma 4 ACsB nad to
tetivo. Torej je S AD:B = 4 AC,B = a.

Velja 8¢ 4 A010; = § — 401024 = § — o, zato je AO1B = 294 A0:0; = — 2 in
%:BClA = #BD1A= %gAOlB = % — Os

V deltoidu AC;BC; poznamo ¢ AC1B = § — a in 4§ ACyB = a, zato lahko izraunamo

2r — JAC1B - 4AC,B 3w
2 T4

%CQACl = §CQB01 =

Z.
upostevanjem enakosti obodnih kotov dobimo Se § CoBDy = §CoAD, = % in 4 D1 BC,
4 D, ACy = 7, zato je

Zato je 4 D,AC, = m — 9C1AC, = T in prav tako 4CeAD, = 4D,AC, = §. Z

3m @ w T

$FBE = $C,BC, — $CoBDy = $D1BCy = "F — 7 — 7 =7,

torej je Y EAF+ 4 FBE = %"4-% = m, zato tocke A, E, B in F res lezijo na skupni kroznici.

Shdep o O ADL = 0@0sB0) 2T . ssaieiaasaasa asms oem oo me sm s 5 5@ DB 1 totka
Sklep: <t AR B \=e S ACHB =181 - ne iatiene! 2he ke ot ehe skonsts enrns acoiese & 55 61TIR 5 HIFE T S R34S 1 tocka
Sklep $ BCLA=94BDIA=33A0B=F 0 ceeiriiiiiiiiiaiaiiininiinn, 1 tocka
Sklep AC1C; je deltoid in SC,AC, =3 ... oo 1 totka
Sklep %:CQBDQ = %:CQADQ = % in %:DlBCl = %:DlACl = j} ................. 1 to&ka
SRlEp | BB =T . oo Sk mamenn one meramenemeenans < o og o prens o8 1+ e Begpifis Ao oiners 1 tocka
Sklep 4 EAF + ¢ FBE =7 in zato je BFAE tetiven ...................... 1 totka
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1V /4. Dokazali bomo, da moramo pobarvati pet tock.

D C

A B E
[ ] L 3

Ker mora biti v vsakem izmed 4 kvadratkov A, B, C, D, oznatenih na prvi sliki, vsaj
eno ogli§te rdece, potrebujemo vsaj 4 rdete totke. Denimo, da je to Ze dovolj. Kvadrat
velikosti 3 x 3 ima vsaj eno rdede ogliste. Predpostavimo lahko, da je to oglisce (1,1). Torej
so preostala oglis¢a kvadrata A &rna. Oglejmo si kvadratek E. Ker sta ogliséi, ki sta skupni
A in E, ¢rni, mora biti rdete eno od oglis¢, skupno B in F. Preostali oglid¢i v B sta tako
¢rni. Podobno sklepamo Se za kvadratka F' in D.

Kvadrat G, ki ga prikazuje tretja skica, ima ze 3 érna oglis¢a, zato mora biti oglidce (4, 4)
rdece. ;

.
L.

® . o .

Kvadrata H in K Ze imata tri ¢rna oglista, tako morata biti preostali rde¢i. To pa je v
nasprotju s predpostavko, da je v D le eno rdece oglisce.

Dokazali smo torej, da mora biti vsaj 5 tock pobarvanih rdete. Kot kaZe spodnja slika,
pa 5 rdeéih tock tudi zadoséa.

Utemeljitev, da potrebujemo vsaj 4 rdete tocke ...... .........ccccvunn.nn. 1 tocka
Skica ali konstrukcija, da 5 rdeéih totk zado3€a ....................000e, 3 tocke
Popolna obravnava vseh primerov in sklep, da 4 rdete tocke niso dovolj .... 3 tocke

Opomba: Za vsak izpusten primer ali sklep “to€ka je v najveéjem Stevilu kvadratov,
zato jo je najbolje pobarvarti” se odbije po ena totka. Na zadnji sliki je narisana ena
izmed moZnosti, kako lahko pobarvamo totke rdete. Tekmovalec lahko narise tudi
kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej konfiguraciji.
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