
PRILOGA K REVIJI PRESEK, LETNIK 35 (2007/2008) STEVILKA 4 

••••••••••••• ••••••••••••• ••••••••••••• ••••••••••••• ••••••••••••• ••••••••••••• ••••••••••••• ••••••••••••• 

Te km ovanja 

■ 51. rnaternatlcnc tekmovanje srednjesolcev Slovenije - 
lzbirno tekmovanje 

□ 1. letnik 

1. Na ravnini sta narisani koncentricni kroznici s polmeroma 7 cm in 11 cm. 
Manjsa kroznica razdeli tetivo vecje kroznice na 3 enako dolge dele. Koliko 
je dolga ta tetiva? 

2. Tine je bil na tekmovanju, na katerem bi moral resiti 20 nalog. Za vsako 
pravilno reseno nalogo je prejel 8 tock, za napacno resitev pa so mu odsteli 
5 tock. Za nalogo, ki je ni reseval, je prejel 0 tock. Izvedel je, da je zbral 
13 tock. Koliko nalog je reseval? 

3. Hipotenuza AB pravokotnega trikotnika ABC s pravim kotom pri C je 
dolga 1 dm, kot BAC pa je velik 30°. V notranjosti trikotnika je tocka 
D, da velja 1 BDC = 90° in 1 ACD = 1 DEA. Naj bo E presecisce 
stranice AB in premice CD. Izracunaj dolzino daljice AE. 

4. Dokazi neenakost 
(ab+ l)(a + b) ~ 4ab 

za poljubni nenegativni realni stevili a in b. Kdaj velja enakost? 

5. Dolzina roba lesene kocke je naravno stevilo, vecje od 2. Kocko pobarvamo 
in jo nato razrezemo na enotske kocke. Stevilo enotskih kock, ki imajo 
natanko dve pobarvani mejni ploskvi, je delitelj stevila enotskih kock, 
ki nimajo nobene mejne ploskve pobarvane. Doloci najmanjse naravno 
stevilo, ki je lahko dolzina roba prvotne kocke. 
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□ 2. letnik 

1. Dokazi, da vsota nobenih dveh naravnih stevil ni enaka najmanjsemu sku 
pnemu veckratniku teh dveh stevil. 

2. Resi sistem enacb 

X + y2 - 1, 
x2 + y3 = 1. 

3. Kateta AC pravokotnega trikotnika ABC s pravim kotom pri C je dolga 
1 dm, kot BAC pa je velik 30°. V notranjosti trikotnika je tocka D, da 
velja 1 BDC = 90° in 1 ACD = 1 DEA. Naj bo F presecisce stranice 
AC in premice ED. Izracunaj dolzino daljice AF. 

4. Naj bo a pozitivno realno stevilo. Katero stevilo je vecje, 

✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 ali ✓a+ 1003 - ./a? 

5. Zan je sklenil, da bo vsakemu dvomestnemu stevilu priredil enomestno, in 
sicer le z mnozenjem stevk. Za stevili 91 in 66 je tako zapisal: 

91~9 
66 ~ 36 ~ 18 ~ 8 

Kolikim dvomestnim stevilom je priredil stevilo 0? 

□ 3. letnik 

1. Poisci vsa taka realna stevila a, da je ~ + ✓7 + a celo stevilo. 

2. Ploscina pravilnega veckotnika, ki je vcrtan krogu s polmerom r, je enaka 
3r2. Kateri pravilni veckotnik je to? 

3. Naj bo E taka tocka na stranici AB kvadrata ABCD, daje IAEI = 3IEBI, 
F pa taka tocka na stranici DA, da je IAFI = 5IF DI. Oznacimo presecisce 
daljic DE in FC s K, presecisce DE in BF z L ter presecisce F Bin EC 
z M. Naj bo p1 vsota ploscin trikotnikov EML in DKC, p2 pa vsota 
ploscin trikotnikov F LK in M BC. Doloci razmerje p1 : p2. 
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4. Naj bodo a, b, c ind realna stevila, vecja od 1. Izracunaj vrednost izraza 

a(logbc)-1 b(logcd)-1 C(logda)-1 d(logab)-1 
' 

ce ves, da je log, a· log, c = 1. 

5. Dolzine a, bin c robov lesenega kvadra so naravna stevila, vecja od 2, velja 
pa se a = b. Kvader pobarvamo in ga nato razrezemo na enotske kocke. 
Stevilo enotskih kock, ki imajo natanko dve pobarvani mejni ploskvi, je 
za 16 vecje od stevila enotskih kock, ki nimajo nobene mejne ploskve 
pobarvane. Doloci dolzine robov kvadra. 

□ 4. letnik 

1. Prvi clen neskoncnega geometrijskega zaporedja z vsoto 3 je naravno ste 
vilo, kolicnik pa je enak obratni vrednosti celega stevila. Poisci prvi clen 
in kolicnik tega zaporedja. 

2. Za vsako naravno stevilo n zapisemo vsoto 1 n + 2n + 3n + 4n kot stevilo v 
desetiskem sestavu. Z najvec koliko niclami se lahko koncajo ta stevila? 

3. Naj bosta Min N presecisci simetral kotov 1 ACE in 1 CEA trikotnika 
ABC s trikotniku ocrtano kroznico, E in F pa presecisci premice MN s 
stranico AB oziroma AC. Dokazi: ce je IM El = IEFI = IF NI, je trikotnik 
ABC enakostranicen. 

4. Poisci vsa realna stevila x, za katera je vrednost izraza 

2 x+l J x2 + 2x - 3 + - · arc sin-- 
Jr 2 

celo stevilo. 

5. Vrtnar je gredico pravokotne oblike z diagonalama razdelil na 4 trikotnike. 
Na vsakem trikotniku bo posadil eno vrsto cvetlic, tako da bosta na triko 
tnikih, ki imata skupno stranico, posajeni razlicni vrsti cvetlic. Na voljo 
ima gerbere, hortenzije, lampijoncke, perunike in zametnice. Na koliko 
nacinov lahko posadi cvetlice? 
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■ 51. matematleno tekmovanje srednjesolcev Slovenije 

□ 1. letnik 

1. Poisci vsa realna stevila x, za katera velja 

I 11 Jxl - 21 - 201 - 200! = 2001. 

2. Poisci vse pare naravnih stevil m in n, katerih vsota je 2007, njun zmnozek pa je deljiv 
z 2007. 

3. Oznacimo z D razpolovisce stranice AB ostrokotnega trikotnika ABC. Naj bosta A' 
in B' taki tocki na daljicah AC in BC, da sta trikotnika ADA' in DEB' enakokraka 
s skupnim vrhom v D. Pokazi: ce je premica CD pravokotna na premico A' B', je 
trikotnik ABC enakokrak. 

4. Poisci najmanjse naravno stevilo n, za katero lahko brez prekrivanja pokrijemo tabelo 
razseznosti n X n z enakim stevilom ploscic 

lliJ in Bfl 
□ 2. letnik 

1. Poisci vse pare naravnih stevil m in n, za katere ima kvadratna enacba 

2007x2 + mnx + n = 0 
samo eno resitev, Za vsak tak par resitev tudi zapisi, 

2. V trimestnem stevilu so stotice veqe od desetic in desetice vecje od enic. Ce stevke tega 
trimestnega stevila zapisemo v obratnem vrstem redu in dobljeno stevilo pristejemo 
prvotnemu, dobimo stevilo, ki vsebuje samo lihe stevke. Doloci vsa trimestna stevila, 
za katera to velja. 

3. Dan je ostrokotni trikotnik ABC in sredisce njemu ocrtane kroznice 0. Na] bo 01 

tocka na simetrali daljice AB, ki lezi na nasprotnem bregu premice AB kot tocka 0. 
Oznacimo kroznico s srediscem 01 in polmerom A01 s K,. Naj premici CA in CB 
sekata kroznico K, se v tockah A1 in B1. Pokazi: ce se daljici A1B in AB1 sekata na 
trikotniku ABC ocrtani kroznici, je stirikotnik A01B0 tetiven. 
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4. V ravnini lezi 16 crnih tock, kot prikazuje slika. Najmanj ko 
liko izmed teh tock moramo pobarvati rdece, da ne bo obsta 
[al kvadrat z oglisci v preostalih crnih tockah in s stranicami , 
vzporednimi koordinatnim a osema? Odgovor utemelji. 

y 
41 . 

31· · ·• · •· .. • · · • 

21 • • .. • · • 
11 ·• • .. • .. • 

0 1 2 3 4 

□ 3. letnik 

1. Poisci vsa prastevila p, za katera je stevilo 7p-2 + 9p4 popoln kvadrat. 

2. Dokazi, da za nobeno realno stevilo x ne velja 

1 tan3x 3 - <--<-. 9 tan2x - 2 

3. Dan je paralelogram ABCD. Naj bo E razpolovisce daljice CD, F razpolovisce DA 
ter G razpolovisce AB. Trikotniku DF E ocrtana kroznica se dotika daljice AB v tocki 
G. Dokazi, da je IABI = v'21ADI. 

4. Poisci najmanjse naravno stevilo n, za katero lahko brez prekrivanja pokrijemo tabelo 
razseznosti n X n z enakim stevilom ploscic 

EE in tb. 
□ 4. letnik 

1. Dokazi, da za vsa realna stevila x in y velja neenakost 

cos(x2) + cos(y2) - cos(xy) < 3. 

2. Za celo stevilo x velja 

I · . -111 X - 1 I - 10 I - 1021- ... - 1020061 = 102007. 

Poisci stoto stevko stevila [z]. 
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3. Kroznici K1 in K2 s srediscema 01 in 02 se sekata v tockah A in B. Razdalja med sre 
discema je vecja od polmerov obeh kroznic, Naj bosta C1 in C2 tisti presecisci prernice 
0102 s kroznicama K1 in K2, kine lezita na daljici 0102. Oznacimo drugo presecisce 
premice C2A in kroznice K1 z D1, drugo presecisce premice C1A in kroznice K2 pa z 
D2. 
Prernici D1B in D2A se sekata v E, premici D1A in D2B pa v F. Pokazi: ce je stirikotnik 
A01B02 tetiven, je tetiven tudi stirikotnik AEBF. 

4. V ravnini lezi 16 crnih tock, kot prikazuje slika. Najmanj ko 
liko izmed teh tock moramo pobarvati rdece, da ne bo obsta 
jal kvadrat z oglisci v preostalih cmih tockah ins stranicarni, 
katerih dolzine so naravna stevila ali v2? Odgovor utemelji. 

y 
41· ·····•··· ·• ···• ..• 

31 • • .. • • 

21 .. • ···•······ · • 
11 ... • .. • ..... • • 

0 1 2 3 4 

■ Resitve nalog z 51. matematicnega tekmovanja 
srednjesolcev Slovenije - izbirno tekmovanje 

□ 1. letnik 

1/1. Oznacimo krajisci tetive z A in B, presecisci tetive z manjso 
kroznico pa s C in D. Povezirno tocki A in C s srediscem O kroznic, 
N arisimo se pravokotnico iz sredisca O na tetivo in oznacimo z N 
njeno nozisce. Vemo, da je IACI = ICDI = IDBI in da tocka N 
razpolavlja daljico CD. Naj bo ICNI = x. Tedaj je IACI = 2x. 
Po Pitagorovem izreku je 112 - (3x)2 = 72 - x2, od tod pa dobimo 
8x2 = 72. Ker nas zanima pozitivna resitev, izberemo x = 3. Tetiva 
AB je dolga 18 cm. 
Vpeljava 2 pravokotnih trikotnikov s skupno kateto (npr. AON in CON) po 1 tocka 
Zapisan pogoj IACI = ICDI = IDBI (ali ekvivalenten) 1 tocka 
lzrazava dolfine IONI s pomoc]o Pitagorovega izreka v AON ali CON 1 tocka 
Enacba 112 - (3x)2 = 72 - x2 in resitev X = 3 2 tocki 
Resltev IABI = 18 cm 1 tocka 

1/2. Denimo, da je pravilno resil p nalog, napacno pa n nalog. Tedaj je Sp - 5n = 13 in 
ocitno mora biti n liho stevilo, Ker je reseval 20 nalog, velja p+n :S: 20. Enacbo 8p-5n = 13 
lahko zapisemo v obliki Sp- 8 = 5 + 5n oz. S(p-1) = 5(n + 1). Torej mora biti stevilo n + 1 
deljivo z 8 in je lahko zato le n = 7, saj mora biti n :S: 20 liho stevilo. Pri n = 7 dobimo se 
p = 6. 
Tine je na tekmovanju reseval 13 nalog, 6 jih je resil pravilno, 7 pa napacno. 
Zapis Sp - 5n = 13 2 tocki 
Deena p + n :S: 20 (ali npr. p + n + s = 20, pri cemer s oznacuje stevilo nalog, ki jih ni 
reseval] 1 tocka 
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Ugotovitev, da n = 7 in p = 6 ustrezata dobljeni enacbi 1 tocka 
Preverjanje oziroma iztocitev ostalih moznosti 2 tocki 
Odgovor 13 nalog 1 tocka 

1/3. Trikotnik ABC je polovica enakostranicnega triko 
tnika, zato v njem velja IBCI = ½IABI. Oznacimo j.ACD = 
sp, Tedaj je j.DCB = j.ACB - j.ACD = % - cp in zato je 

7r 7r 
j.CBD = 1r - j.BDC- j.DCB = 1r - - - (- - cp) = cp. 

2 2 
~ 

A E B 

Zaradi f. DEA= j. ACD = cp je 60° = j. CBA = 1- DEA+ j. CBD = 2cp in od tod cp = 30°. 
Ker je j.CBE = 60° in j.ECB = j.DCB = %-cp = 60°, je trikotnik EEC enakostranicen. 
Sledi IEBI = IBCI = ½IABI in IAEI = IABI - IEBI = ½IABI = 5 cm. 
Ugotovitev IBCI = ½IABI 2 tocki 
lzracun, da sta kota 1- CED in 1- DEA enaka ter zato oba 30° 2 tocki 
Sklep, da je trikotnik EEC enakostranicen 2 tocki 
Sklep IAEI = 5 cm 1 tocka 

1/4. 
1. nacin Dana neenakost je ekvivalentna neenakosti a2b +a+ b + ab2 - 4ab 2 0. Ker je 
a2b +a+ b + ab2 - 4ab a2b - 2ab + b + ab2 - 2ab +a= 

b(a2 - 2a + 1) + a(b2 - 2b + 1) = b(a - 1)2 + a(b - 1)2 

in sta b(a - 1)2 ter a(b - 1)2 nenegativna, je res a2b +a+ b + ab2 - 4ab 2 0. 
Enakost velja natanko takrat, ko je b(a - 1)2 = 0 in a(b - 1)2 = 0, torej mora veljati 

a = b = 0 ali pa a = b = 1. 
Ugotovitev, da neenakost velja za poseben primer (npr. a= 0 ali b = 0) 1 tocka 
Zapis a2b +a+ b + ab2 - 4ab 2 0 1 tocka 
Preoblikovanje izraza v b(a - 1)2 + a(b - 1)2 •••••••••••••••••••••••••••••••• 2 tocki 
Sklep, da sta b(a - 1)2 in a(b - 1)2 nenegativna 1 tocka 
Enakost velja pri a = b = 0 in a = b = 1 po 1 tocka 

2. nacin Aritrneticno geometrijska neenakost (na kratko: A-G neenakost) pove, da za 
nenegativni realni stevili x in y velja neenakost ~ 2 ,jxfj oziroma x + y 2 2,jxfj . Ce jo 
uporabimo za x = a in x = b, dobimo 

(ab+ l)(a + b) 2 (ab+ 1) · 2../ab. 

Ponovno uporabimo A-G neenakost za stevili x = ab in y = 1 ter dobimo 

(ab+ 1) · 2../ab 2 2~ · 2../ab = 4ab, 

(1) 

(2) 

kar je bilo potrebno dokazati. 
Enacaj v A-G neenakosti velja natanko tedaj, ko sta stevili x in y enaki. Torej v (1) 

velja enacaj za a = b. Ce je a = b = 0, v (2) ocitno velja enakost. Ce pa je a = b =/- 0, bo v 
enakost (2) veljala le se za ab = 1, torej a = b = 1. 
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Ugotovitev, da neenakost velja za poseben primer (npr. a= 0 ali b = 0) 1 tocka 
Sklep a + b ?: 2v'ab 2 tocki 
Sklep ab+ l ?: 2v'ab 2 tocki 
Enakost velja pri a = b = 0 in a = b = l po 1 tocka 

1/5. Enotske kocke, ki imajo pobarvani natanko dve mejni ploskvi, se nahajajo vzdolz 
robov, a ne ob ogliscih prvotne kocke. Vzdolz vsakega roba jih je a - 2. Vseh robov je 12, 
torej jih je skupaj 12 · ( a - 2). 

Prestejmo se enotske kocke, ki nimajo pobarvane nobene mejne ploskve. V prvotni kocki 
se te nahajajo v notranjosti, torej tvorijo kocko z robom, dolgim a - 2. Teh je (a - 2)3. 

Ker stevilo 12 • ( a - 2) deli ( a - 2)3, od tod sledi, da 12 = 22 • 3 deli ( a - 2)2. Torej 6 deli 
a - 2. Najmanjse stevilo, za katero to velja, je 6 = a - 2, to je a= 8. 
Prestevanje kock z dvema pobarvanima ploskvama 1 tocka 
Prestevan]e kock brez pobarvanih ploskev 1 tocka 
Sklep, da 12 deli (a - 2)2 •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 2 tocki 
Sklep, da 6 deli a - 2 2 tocki 
Sklep a = 8 1 tocka 

□ 2. letnik 
11/1. Recimo, da taki dve stevili obstajata. Oznacimo ju z a in b. Oznacimo z d najvecji 

skupni delitelj stevil a in b. Potem je a = nd in b = md, pri cerner sta si stevili n in m tuji. 
Iz pogoja naloge sledi d(n + m) = dnm. Torej bi moralo veljati n + m = nm. Ker pasta si 
stevili n in m tuji, sta si tuji tudi stevili n + m in nm. Torej mora veljati n + m = nm = 1, 
kar pa ni mozno. Torej stevili a in b ne obstajata. 
Zapis a= dn in b = dm (ali enakovreden z vpeljavo d) 1 tocka 
Ugotovitev, da je najrnanjsi skupni veckratnik stevil a in b enak dmn 1 tocka 
Preoblikovanje enacbe v m + n = mn (ali enakovredne brez d) 1 tocka 
Sklep, da sta si m + n in mn tuji (ali pa, da m deli n ali obratno) 2 tocki 
Sklep m + n = mn = 1 (ali m = 1 ali n = 1) 1 tocka 
Eksplicitno zapisano, da taki stevili a in b ne obstajata 1 tocka 

11/2. Ker je x = 1 - y2, sledi (1- y2)2 + y3 = 1. Torej je 1 - 2y2 + y4 + y3 = 1, kar nam 
da y2(y2 + y - 2) = y2(y + 2)(y - 1) = 0. Resitve soy= 0, y = -2 in y = 1, pripadajoci x 
pa x = 1, x = -3 in x = 0. 
Zapis x = l - y2 in vstavljanje v drugo enacbo 2 tocki 
Razcep na y2(y + 2)(y - 1) = 0 2 tockl 
Vsak par resitev (x,y) E {(1,0), (-3,-2), (0,1)} po 1 tocka 

11/3. Trikotnik ABC je polovica enakostranicnega tri 
kotnika, zato v njem velja IACI = IABI f, kar nam da 
IABI = }slACI in IBCI = ½IABI = 1IACI. 
Oznacimo jACD = jDBA = sp. Tedaj je jDCB = 
1 AC B - 1 AC D = ~ - ip in zato je 

C 

~ 
A B 

7r 7r 
jDBC = 1r - jBDC - jDCB = 1r - - - (- - cp) = cp. 

2 2 
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Torej velja 60° = t.CBA = 1-CBD + t.DBA = 2c.p, zato je ip = 30°. 
Ker je 1-FBC = 1-DBC = 30°, je trikotnik BFC podoben trikotniku ABC. Torej velja 
ICFI: IBCI = IBCI: IACI, od koder sledi 

IBCl2 ½IACl2 1 
ICFI = IACI = IACI = 3IACI. 

Torej je IAFI = IACI - ICFI = ~IACI = ~ dm. 
lzracun IBCI = f IACI (ali v obliki 1IACI) 1 tocka 
lzracun, da sta kota 1-CBD in 1-DBA enaka ter zato oba 30° 2 tocki 
Omenjena podobnost trikotnikov BFC in ABC 1 tocka 
lzracun ICFI = ½IACI 2 tocki 
Sklep IAFI = ~ dm 1 tocka 

II/ 4. 1. nacin Pokazimo, da je razlika (✓a+ 2007 - ✓a+ 1004) - (✓a+ 1003 - ,/a) 
negativna, kar je enakovredno neenakosti 

✓a+ 2007 + -Ja <✓a+ 1004 +✓a+ 1003. 

Ker sta izraza na obeh straneh neenakosti pozitivna, jo lahko kvadriramo in dobimo 

a+ 2007 + 2J(a + 2007)a +a< a+ 1004 + 2J(a + 1004)(a + 1003) +a+ 1003 

oziroma 
✓a2 + 2007a < ✓a2 + 2007a + 1004 - 1003. 

Ker je stevilo a pozitivno, dobljena neenakost res velja. Torej je ✓ a + 1003 - ,/a vecje od 
✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 za vsako pozitivno stevilo a. 
Predpostavka, da je ✓a+ 1003 - ,/a> ✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 1 tocka 
Kvadriranje ✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 < ✓a+ 1003 - ,/a (oziroma enakovrednega izraza, 
v katerem na obeh straneh nastopajo pozitivne kolicine] 2 tocki 
Preoblikovanje na enakovredno neenakost, ki velja za vsak a 3 tocke 
Sklep ✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 <✓a+ 1003 - ,/a 1 tocka 
(Ce tekmovalec na nekem mestu kvadrira negativne kollcine in dobi obratno neenakost, 
lahko prejme skupaj najvec 4 tocke.) 

2. nacin lzraza najprej preoblikujemo 

(✓a+ 2007 - ✓a+ 1004)( ✓a+ 2007 +✓a+ 1004) 
✓a+ 2007 +✓a+ 1004 

(a+ 2007) - (a+ 1004) 1003 
✓a+ 2007 +✓a+ 1004 ✓a+ 2007 + v~a-+-1~00~4' 
(✓a+ 1003 - ,/a)( ✓a+ 1003 + ,/a) 

✓a+ 1003 + ,/a 
(a+ 1003) - a _ 1003 

✓a+ 1003 + ,/a .../a+ 1003 + ,/a 
Ker za imenovalce dobljenih ulomkov velja .../ a + 2007 + ✓ a + 1004 > ✓ a + 1003 + ,/a, je 
seveda 

.../a+ 2007 - ✓a+ 1004 

✓a+ 1003 - -Ja 
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✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 <✓a+ 1003 - ./a,. 
Predpostavka, da je ✓a+ 1003 - ./a,> ✓a+ 2007 - ✓a+ 1004 1 tocka 
Zapis ✓ a + 2007 - ✓ a + 1004 = ~~~ 2 tocki 
Zapis ✓ a + 1003 - fa = ~+./a 2 tocki 
Primerjava imenovalcev ✓ a + 2007 + ✓ a + 1004 > ✓ a + 1003 + fa in zakljucek 2 tocki 

11/5. Stevilo 0 je gotovo priredil vsem dvomestnim stevilom, ki imajo eno stevko enako 
0 (to so 10, 20 ... 90). Teh je 9. 

Stevilo 0 je priredil tudi tistim stevilom, ki se po enem koraku spremenijo v dvomestno 
stevilo s stevko 0. V 10 = 2 · 5 se spremenita stevili 25 in 52, v 20 = 4 · 5 se spremenita 
45 in 54, v 30 = 6 · 5 se spremenita 65 in 56, v 40 = 8 · 5 pa se spremenita stevili 85 in 58. 
Teh stevil je 8. Drugih dvomestnih stevil, deljivih z 10, ne moremo dobiti kot zmnozek dveh 
stevk. 

Stevilo 0 je priredil tudi vsem tistim dvomestnim stevilom, ki imajo zmnozek stevk enak 
25, 45, 52, 54, 56, 58, 65 ali 85. Prav hitro uvidimo, da je nemogoce dobiti zmnozek 52, 58, 
65 in 85, druge vrednosti pa dobimo s stevili 55, 59, 69, 78, 87, 95 oziroma 96. Teh stevil je 
7. 

Ker nobenega izmed stevil 55, 59, 69, 78, 87, 95 in 96 ni mozno dobiti kot zrnnozek dveh 
stevk, ni drugih dvomestnih stevil, ki bi jim Zan lahko priredil stevilo 0. Ugotovili smo, da 
je 9 + 8 + 7 = 24 dvomestnih stevil, ki jim lahko priredi stevilo 0. 
Taksna so stevila 10, 20, , 90 1 tocka 
Sklep, da so taksna se stevila, ki se spremenijo v 10, 20, , 90 1 tocka 
Sklep, da so taka stevila 25, 52, 45, 54, 65, 56, 85 in 58 1 tocka 
Stevilo 0 je priredil tudi tistim, katerih zrnnozek stevk je enak enemu izmed zgornjih 
stevil 1 tocka 
Taksna so stevila 55, 59, 69, 78, 87, 95, 96 1 tocka 
Sklep, da ostalih stevil ni mofoo dobiti na tak nacin 1 tocka 
Odgovor 24 stevil 1 tocka 
(Ce tekmovalec nalogo pravilno resi tako, da za vsa dvomestna stevila izracuna ustrezna 
prirejena enomestna stevila, priznajte 7 tock. Ce pri tej metodi resevanja ne najde 
vseh resitev ali ne preveri vseh dvomestnih stevil, za vsako manjkajoco resitev ali 
nepreverjeno dvomestno stevilo odbijte 1 tocko.] 

□ 3. letnik 
111/1. Naj bo ✓7 - a+ ✓7 +a= n, n EN. Enacbo kvadriramo: 14 + 2✓49 - a2 = n2 

in preoblikujemo v 
n2 ✓49-a2=--7. 
2 (3) 

Ker je ✓ 49 - a2 ~ 0, iz enacbe (3) sledi, da je '!f- - 7 ~ 0 inn > 3. Ker pa je ✓49 - a2 ::::; 7, 
iz enacbe (3) sledi tudi, da je ~2 

- 7 ::::; 7, kar nam da n < 6. Torej je lahko le n = 4 in 
a= ±4✓3 ali n = 5 in a= ±~✓3. 
Zapis brez korenov a2 = 7n2 - ~• (ali enakovreden) 2 tocki 
Sklep n < 6 2 tocki 
Resitvi n = 4 in a= ±4✓3 ali n = 5 in a= ±~✓3 po 1 tocka 
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(Ce tekmovalee navede le obe pozitivni resitvi, priznajte 1 tocko.) 
Sklep ali preizkus, da ostala stevila n < 6 ne ustrezajo 1 tocka 

111/2. Mislimo si, da smo pravilni n-kotnik razdelili na skladne enakokrake trikotnike, 
ki imajo osnovnico enako stranici veckotnika, kraka pa sta enako dolga kot polmer kroga 
in oklepata kot 2;. Ploscina posameznega trikotnika je ½ • r2 • sin 2;, ploscina n-kotnika pa 
!! • r2 • sin 2" . Tako imamo 3 • r2 = !! • r2 • sin 2rr kar preuredimo v .§. = sin 2rr od tod 2 n 2 n' n n' 
pa sklepamo n = 12. Pravilni dvanajstkotnik, ki ga vcrtarno krogu s polmerom r ima res 
ploscino 3r2. Opomniti velja, da je to res edina resitev. Vcrtani veckotnik, ki bi imel vecje 
stevilo stranic, bi imel tudi vecjo ploscino. 
Razdelitev n-kotnika na skladne trikotnike 1 tocka 
Ploscina trikotnika je ½ · r2 · sin 2" •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 1 tocka 

- n 
Pl vv• k "k • n 2 • 27T 1 t vk osema n- otni a Je 2 • r • s1n -;;: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . oe a 
Zapis enacbe ~ = sin 2; (ali podobne) 1 tocka 
Resitev n = 12 2 tocki 
Sklep, da je resitev najvec ena 1 tocka 

111/3. Naj bop ploscina stirikotnika CKLM. Tedaj je D 
p2 + p enako ploscini trikotnika F BC. Dolzina visine na stra- 
nico BC v trikotniku F BC je enaka JABI, torej je ploscina F 
trikotnika enaka IABl~IBCI = IAf 12. Zato je 

IABl2 
P2 = -2- -p. 

Podobno sklepamo, da je p1 + p enako ploscini trikotnika DEC, 
le-ta pa je enaka IDCl~ICBI = IAf12. Torej je tudi A 

IABl2 
Pl= -2- -p 

C 

E B 

in je tako razmerje p1 : p2 enako 1. 
Vpeljava ploscine sfirikotnika CKLM 3 tocke 
Z . - IABl2 ( 1· d b ) 1 vk ap1s p1 - -2- - p a I po o en . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . toe a 
Z . - IABl2 ( 1· d b ) 1 vk ap1s p2 - -2- - p a I po o en . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . toe a 
Sklep Pl : P2 = 1 2 tocki 

III/ 4. Oznacimo s = a(logb c)-l b(logc d)-l c(logd a)-l d(loga b)-l. Zapisimo 1 = log, a. log; C = 
:~: ~--;~; ~. S pornocjo tega izracunamo 

log (abcdS) log (alogbcblogcdclogdadlogab) = 
log alogb C + log blogc d + log clogd a + log dloga b = 
log, c · log a + loge d · log b + logd a · log c + log, b · log d = 
log c · log a log d · log b log a · log c log b · log d 
----+----+----+---- 
~b ~c ~d ~a 

log a · log c · (log b + log d) log b · log d · (log a + log c) 
----------+----------= log b · log d log a · log c 
log a+ log b + log c + log d = log (abed) 
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od koder sledi abcdS = abed oziroma S = l. 
Ski loga-logc - 1 1 t ~k ep logb-logd - ••• """." """" """""""""""""" • • · · • ·" • • • • • • • • • • • • '''''''''''' OC a 
Logaritmiranje izraza S ali abcdS 2 tockl 
Zapis vseh logaritmov na enako osnovo 2 tocki 
Resitev S = l 2 tocki 

111/5. Na robu kvadra dolzine a je a - 2 enotskih kock, ki imajo pobarvani natanko dve 
ploskvi, na robu dolzine c pa jih je c - 2. Ker je v kvadru 8 robov dolzine a in 4 robovi 
dolzine c, je stevilo vseh kock z dvema pobarvanima ploskvama enako 8(a - 2) + 4(c - 2). 
Kocke, ki nimajo pobarvanih stranic, se nahajajo v notranjosti in jih je (a-2)(a-2)(c-2). 
Veljati mora 

8(a - 2) + 4(c - 2) = 16 + (a - 2)2(c - 2). (4) 
lzraz lahko poenostavimo v O = 32 + a2c - 4ac - 2a2. Od tod lahko izrazimo ac(a - 4) = 
2(a2 - 16) = 2(a - 4)(a + 4). Ce je a= 4, izraz velja za vsako naravno stevilo c. Sicer pa 
lahko z a - 4 delimo in dobimo ac = 2a + 8 oziroma c = 2 + ~. Torej je a delitelj stevila 8 
in ker je a 2'. 3 in a -=/- 4, je zato lahko le a = 8 in c = 3. 

Enacbo (4) lahko uzenemo tudi drugace, ce oznacimo x = a - 2 in y = c - 2. Tedaj 
dobimo 8x + 4y = 16 + x2y oziroma 

0 = x2y - 4y + 16 - 8x = y(x - 2)(x + 2) + 8(2 - x) = (x - 2)(y(x + 2) - 8). 
Tedaj je bodisi x = 2 in y poljuben ali pa je y(x + 2) = 8. Od tod sledi, da je za x -=/- 2 izraz 
x + 2 lahko 8, pri tern pa je y = l. 

Za robove kvadra velja bodisi a = 4 in c poljubno stevilo ali pa a = 8 in c = 3. 
Zapis stevila kock z dvema in brez pobarvanih ploskev 1 tocka 
Enacba ( 4) ( ali enakovredna) 1 tocka 
Razcep ac(a - 4) = 2(a - 4)(a + 4) oz. (x - 2)(y(x + 2) - 8) = 0 (ali podoben) . 2 tocki 
Resltev a = 4, c poljuben 1 tocka 
Sklep, da je a (ali c - 2 ali x + 2 ali y) delitelj stevila 8 1 tocka 
Resitev a = 8, c = 3 1 tocka 
(Ce tekmovalec vpelje x in y (ali podobno) in v celoti resl nalogo, a ne zapise rezultata 
za a in c, dodelite 6 tock.] 

o 4. letnik 

IV /1. Naj bo prvi clen a1 = n in kolicnik q = ¾- Ker je vsota geometrijskega zaporedja 
koncna, je !qi < 1 oziroma 1ml > 1. Tedaj je n + nq + nq2 + · · · = I~q = 1_:'_ = 3. Od tod 
dobimo n = 3(1 - ¾) = 3 - ~- Ker je n naravno stevilo, stale dve moznosti za m, in sicer 
m1 = 3 in m2 = -3. Imamo torej dve resitvi naloge: zaporedje, ki ima prvi clen a1 = 2 in 
kolicnik q = ½, ali zaporedje, ki ima prvi clen a1 = 4 in kolicnik q = -½- 
Zapis q = ¾ 1 tocka 
Sklep 1ml > 1 1 tocka 
Zapis n = 3 - ~ (ali podoben) 2 tocki 
Sklep, da je m lahko le 3 ali -3 1 tocka 
Resitvi a1 = 2, q = ½ in a1 = 4, q = -½ po 1 tocka 
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IV /2. Najprej je 1 + 2 + 3 + 4 = 10, 12 + 22 + 32 + 42 = 30 in 13 + 23 + 33 + 43 = 100. 
Denimo, da bi pri nekem naravnem stevilu n > 3 izrazili vsoto 1 n + 2n + 3n + 4n kot stevilo, 
ki bi se koncalo s tremi niclarni. To stevilo bi bilo deljivo s 1000 = 8 · 125. Oglejmo 
si ostanek posameznega sestevanca v omenjeni vsoti pri deljenju z 8. Sestevanec 1 n da 
ostanek 1, sestevanca 2n in 4n pa dasta ostanek 0, saj je n > 3. Zapisimo 3n = (2 + 1r = 
2n + n. 2n-l + ... + n(n-l)(n-2) . 23 + n·(n-l) • 22 + n • 2 + 1. Od tod sklepamo da bo ostanek 

3-2-1 2-1 ' 
sestevanca 3n pri deljenju z 8 enak ostanku izraza nt~1) • 22 + n • 2 + 1 = 2n2 + 1 pri deljenju 
z 8. Hitro uvidimo, da ima izraz 2n2 + 1 ostanek 1, ce je n sodo stevilo, saj je v tern primeru 
2n2 deljivo z 8. Ce je n liho stevilo, zapisemo n = 2k + 1 in je 2 • (2k + 1 )2 + 1 = 8k2 + 8k + 3, 
od koder vidimo, da je ostanek enak 3. 

Ugotovili smo: ce vsoto 1n+2n+3n+4n pri poljubnem n > 3 delimo z 8, dobimo ostanek 
2 ali 4. Ker ta vsota ni deljiva z 8, je ne moremo pri nobenem naravnem stevilu n zapisati 
kot stevilo, ki bi se koncalo z vec kot dvema niclama, Torej se stevilo oblike 1 n + 2n + 3n + 4n 
lahko konca z najvec dvema niclama, 
lzracun 13 + 23 + 33 + 43 = 100 1 tocka 
Opazovanje ostankov izraza pri deljenju z 8, 125 ali 1000 1 tocka 
Sklep, da je za n > 3 stevilo 2n + 4n deljivo z 8 1 tocka 
Sklep, da je ostanek stevila 3n pri deljenju z 8 bodisi 1 bodisi 3 1 tocka 
Sklep, da je ostanek stevila 1n + 2n + 3n + 4n pri deljenju z 8 bodisi 2 bodisi 4.1 tocka 
Sklep, da zato nobeno stevilo oblike 1 n + 2n + 3n + 4n ni deljivo s 1000 1 tocka 
Eksplicitno zapisano, da se stevilo oblike 1 n + 2n + 3n + 4n lahko konca z najvec dvema 
niclarna 1 tocka 

IV /3. Oznacimo kote trikotnika ABC na obicajen nacin c 
z a, /3 in ,. Po izreku o obodnih kotih je 1- AN M = ~ 
t.ACM = i in t.NMA = t.NBA = f Prav tako velja 
t.CAN = 1-CBN =~in 1-BAM = t.BCM = f Zato so 
si trikotniki AME, N AF in NM A podobni. 
Po drugi strani pa je 1-AF N = 1- M EA, zato je 1-AF E = 
1r - t.AFN = 1r - t.MEA = AEF, torej je trikotnik AFE 
enakokrak ter velja IAEI = IAFI. 
Iz podobnosti trikotnikov AME in N AF sledi, i't!'

1 
= 1

1
~ ~

1

1
, 

od koder z upostevanjem INFI = IMEI in IAEI = IAFI do- 
bimo IAEI = IEMI = IFEI. Trikotnik AEM je zato enako- M 
krak z vrhom pri E, od koder sledi, da je /3 =,. Trikotnik AF E pa je enakostranicen, torej 
je a= i, kar pravzaprav pomeni, da je trikotnik ABC enakostranicen, 

lzracun 1-ANM = i• t.NMA = ~. t.CAN = ~. 1-BAM = i 2 tocki 
(Za izracun le 2 ali 3 izmed zgoraj nastetih kotov dodelite 1 tocko] 
Omenjena podobnost dveh izmed trikotnikov AME, NAF in NMA l tocka 
lzpeljava IAEI = IAFI (ali JANI = JAMI) 1 tocka 
Sklep , = /3 1 tocka 
Sklep, da je trikotnik AEF enakostranicen 1 tocka 
Sklep, da je trikotnik ABC enakostranicen 1 tocka 

IV /4. Oznacimo f(x) = ✓x2 + 2x - 3 +~•arc sinx~l. Najprej si oglejmo, za katere x 
je funkcija f sploh definirana. Veljati mora x2 + 2x - 3 2 0 in -1 :S x~l :S 1. Prvi pogoj 
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lahko zapisemo kot (x + 3)(x - 1) 2". 0, od koder sledi x::; -3 ali x 2". l. Drugi pogoj lahko 
preoblikujemo v -2::; x+l::; 2 oziroma -3::; x::; l. Torej je funkcija definirana pri x = -3 
in x = l. V prvem primeru je f (-3) = 0 + ¾ · (-%) = -1, v drugem pa f (l) = 0 + ¾ · % = 1. 
Edini realni stevili, kjer je vrednost funkcije celo stevilo, sta torej x = -3 in x = l. 
Pogoj x2 + 2x - 3 2". 0 1 tocka 
Sklep x ::; -3 ali x 2". 1 1 tocka 
Pogoj -1 ::; xtl ::; 1 1 tocka 
Sklep -3 :S x ::; 1 1 tocka 
Funkcija f (oz. izraz) je definirana le za x = l in x = -3 1 tocka 
Vrednost funkcije f (oz. izraza) je celo stevilo pri x = l in x = -3 po 1 tocka 

IV /5. Na trikotnika A in B, ki imata skupno le oglisce, lahko 
vrtnar posadi katerikoli vrsti cvetlic. Denimo najprej, da bona ta 
dva trikotnika posadil isto vrsto cvetlic. Ker ima na voljo 5 vrst 
cvetlic, lahko to naredi na 5 nacinov. Pri tern ostaneta se druga 
dva trikotnika, ki imata skupno le oglisce, in 4 vrste cvetlic, ki 
jih lahko uporabi. Ce bi tudi na ta trikotnika posadil isto vrsto 
cvetlic, lahko to napravi na 4 nacine, sicer pa lahko napravi na 4 · 3 = 12 nacinov. To pomeni, 
da ima v tern primeru 5 • ( 4 + 12) = 80 moznosti izbire. 
Preostane nam se premislek, ko vrtnar posadi razlicni vrsti cvetlic na trikotnikih A in B. 
Za to ima 5 • 4 = 20 moznosti. Ostaneta trikotnika C in D, ki imata skupno le oglisce, in 3 
vrste cvetlic. Ce posadi na oba isto vrsto cvetlic, ima 3 moznosti, sicer pa 3 · 2 = 6 moznosti, 
V tern primeru ima vrtnar 20 • (3 + 6) = 180 moznosti izbire. Vrtnar lahko posadi cvetlice 
na 80 + 180 = 260 nacinov. 
Prestete rnoznosti za enaki vrsti cvetlic na obeh parih trikotnikov 2 tocki 
Prestete moznosti, ce sta na A in B enaki, na C in D pa razlicni vrsti 1 tocka 
Prestete moznosti, ce sta na A in B razlicni, na C in D pa enaki vrsti 1 tocka 
Prestete moznosti za 4 razlicne vrste cvetlic 1 tocka 
Resitev 260 nacinov 2 tocki 

A 

B 

■ Resitve nalog z 51. maternatlcnega tekmovanja 
srednjesolcev Slovenije 

□ 1. letnik 
I/1. Vrednost izraza 11 lxl - 21 - 201 - 200 je lahko enaka 2007 ali -2007. Ker je 

11 lxl - 21 - 201 - 200 2". -200, mora biti 11 lxl - 21 - 201 - 200 = 2007 in zato je 

11 lxl - 21 - 201 = 2207. 

Od tod sledi, da je I lxl -21-20 enako bodisi 2207 bodisi -2207. Toda ker je I !xi -21-20 2". 
-20, mora biti I lxl - 21 - 20 = 2207 in zato je 

I lxl - 21 = 2227. 

Ker pa lxl - 2 ne more biti enako -2227, je [z] - 2 = 2227. Tako dobimo lxl = 2229. Resitvi 
sta x = 2229 in x = -2229. 
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Vrednost izraza 11 [z] - 21 - 201 - 200 je lahko enaka 2007 ali -2007 1 tocka 

Velja 11 [z] - 2I - 201 - 200 2". -200 1 tocka 

Sklep 11 lxl - 2I - 201 = 2207. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 

Velja I [z] - 2I - 20 2". -20 1 tocka 
Sklep j lxl - 2I = 2227 1 tocka 
Resitv1 sta x = 2229 in x = - 2229 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 + 1 tocka 
Za resevanje "od znotraj": 2 tocki resitev: 1 tocka za obravnavo se kaksnega primera 
poleg x = ±(2 + 20 + 200 + 2007); 2 tocki za popolno obravnavo vseh 16 moznosti: 2 
tocki za preverjanje, da dobljeni x ustreza vsem pogojem. 

1/2. Zapisemo lahko enacbi m + n = 2007 in mn = 2007a, kjer je a neko naravno stevilo. 
Tedaj je n = 2007 - min dobimo m(2007 -m) = 2007a oziroma 2007(m -a) = m2. Torej je 
stevilo m2 deljivo s stevilom 2007 = 32 • 223. Od tod sledi, da je m deljivo s 3 • 223. Zapisimo 
m = 3 · 223 · k, kjer je k neko naravno stevilo. Ker je m < 2007 = 3 • 3 • 223, je k < 3. Torej 
je bodisi m = 3 · 223 · 1 = 669 bodisi m = 3 · 223 · 2 = 1338. V prvem primeru je n = 1338, 
v drugem pan= 669. 

Zapis enacb m + n = 2007 in mn = 2007a (ali enakovrednih) 1 tocka 
lzrafava m(2007 - m) = 2007a in zapis 2007(m - a) = m2 ••••••••••••••••••• 1 tocka 
Ugotovitev 2007 I m2 (ali m - a= 223b2) •••••••••••••••••••••••••••••••••• 1 tocka 
Sklep m = 3 · 223 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Ugotovitev b < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Resitvi m = 669 in n = 1338 term= 1338 in n = 669 1 + 1 tocka 

1/3. Ker je D razpolovisce stranice AB, velja IADI = 
IDBI. Trikotnika ADA' in DEB' sta enakokraka z vr 
hom D, zato je IA'DI = IADI = IBDI = IB'DI in je 
trikotnik A' DB' enakokrak z vrhom D. Oznacimo z E 
presecisce A' B' in CD. Ce je DE pravokotna na A' B', ve 
lja IA'EI = IEB'I, saj je trikotnik A'DB' enakokrak. V 
trikotniku A' B'C je CE visina, hkrati pa tocka E razpola 
vlja A' B', zato je ta trikotnik enakokrak. Velja 

C 

,t.BAC <J:DA'A = 1r - <J:DA'B' - 1-B'A'C = 
1r - ,t.DB'A' - ,t.A'B'C = 
<f DB'B = <J:ABC, A D B 

zato je trikotnik ABC res enakokrak. 
Sklep IADI = IDBI 1 tocka 
Ugotovitev, da je IA'DI = IADI = IBDI = IB'DI 1 tocka 
Sklep, da je trikotnik A' DB' enakokrak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep IA' El = IEB'I 1 tocka 
Ugotovitev, da je trikotnik enakokrak A' B'C 1 tocka 
lzracun kotov in sklep, da je trikotnik ABC enakokrak 1 tocka 
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I/ 4. Denimo, da porabimo k vsakih ploscic. Tedaj pokrijemo 4k + 
5k = 9k polj, torej mora veljati n2 = 9k. Od tod sledi, da je n2 deljivo z 
9 oziroma n je deljivo s 3. Ce je n = 3, imamo tabelo velikosti 3 x 3, na 
katero ocitno ne moremo postaviti obeh ploscic, da se ne bi prekrivali. 
Torej je n 2: 2 · 3 = 6. Ker pa kvadrat velikosti 6 x 6 lahko pokrijemo 
z uporabo po stirih ploscic vsake oblike (kot prikazuje slika), je n = 6 
najmanjse tako stevilo. 
Ugotovitev n2 = 9k 1 tocka 
Sklep n = 3£ (ali k je popoln kvadrat) 2 tocki 
Dokaz, da n = 3 ne ustreza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep, da je n 2'. 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Dokaz, da n = 6 ustreza (npr. s sliko) 2 tocki 

□ 2. letnik 

11/1. Enacba ima dvojno niclo natanko tedaj, ko je diskriminanta enaka 0, torej 

0 = (mn)2 - 4 • n • 2007 = n(m2n - 4 • 2007). 

Od tod sledi m2n = 4 • 2007 = 22 • 32 • 223. Ker je 223 prastevilo, mora biti delitelj stevila 
n. Pisimo n = 223n'. Tedaj velja 

m2n' = (2 • 3)2. 
Locimo stiri moznosti. Stevilo m je narnrec lahko enako 1, 2, 3 ali 6. V prvem primeru je 
n = 4 • 2007, enacba pa 2007(x2 + 4x + 4) = 0 z dvojno niclo x = -2. Pri m = 2 sledi 
n = 2007 ter 2007(x2 + 2x + 1) = 0, tu dobimo x = -l. Prim = 3 je n = 4 · 223 ter 
enacba 223(9x2 + 12x + 4) = 0, torej x = -l Nazadnje imamo se m = 6, n = 223 ter 
223(9x2 + 6x + 1) = 0 in torej x = -½- 
Zapis, da je diskriminanta enaka O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Razcep na prafaktorje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep, da je 233 delitelj stevila n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Obravnavanje moznosti m = l, m = 2, m = 3 in m = 6 ter izracun pripadajocih resitev 
-2, -1, -~ in -½ 1 tocka 

11/2. Oznacimo trimestno stevilo z abc. Veljati mora a > b > c, poleg tega pa je stevilo 
abc + cba = l02(a + c) + 10(2b) +(a+ c) sestavljeno iz samih lihih stevk. Ce je a+ c < 10, 
je stevka na mestu desetic soda, kar ni mozno. Zato mora biti a+ c 2'. 10. Ker je se stevilo 
a+ c liho, je torej a+ c 2'. 11. Pisimo a+ c = 10 + l, kjer je l liho stevilo. Tedaj je 

abc + cba = 103 + 102l + 10(2b + 1) + l. 
Od tod sledi, da je 2b + 1 < 10, saj bo nasprotnem primeru stevka na mestu stotic soda. 
Torej je 2b < 9 in zato b ::::; 4. 

Zaradi c < b ::::; 4 sledi c ::::; 3. Torej je a+ c ::::; 9 + 3 = 12. Pokazali pa smo ze, da je a+ c 
liho in vsaj 11, torej je a+ c = 11. Ce je c = 2 in a = 9, je b lahko 3 ali 4, pri c = 3 in a = 8 
pa je mozno le b = 4. 

Vsa taksna stevila so 843, 932 in 942. 
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Ugotovitev, da sta a in c razlicnlh parnosti 1 tocka 
Ugotovitev a+ c;::: 10 1 tocka 
Ugotovitev b :::; 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Ugotovitev c:::; 3 1 tocka 
Posamezna resitev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 + 1 + 1 tocka 

11/3. Naj bo D presecisce premic A1E in AE1 
ter oznacimo 1 A1AE1 = a. Tedaj je 1 CAD = 
1r - 1 DAA1 = 1r - a. Ker so tocke A, C, E in 
D konciklicne, je <1CED = 1r -1CAD = 1r - 
(1r - a)= a. Zato je 1A1EE1 = 1r -1DEC = 
7r - a. 
Obodna kota 1 A1AE1 in 1 A1EE1 nad tetivo 
A1E1 v kroznici K, sta enaka, zato je 1r - a = 
1 A1EE1 = 1 A1AE1 = a, od koder sledi a=~- 
Oznacimo se 1 ACE = ,. Tedaj je 1 AOE ;;,, 
21 ACE= 2ry. Po drugi strani pa je 1 AE1C = 1r-1 E1AC-1 ACE1 = 1r- % -ry = % -ry, 
zato je 1A01E = 21AE1E = 21AE1C = 2(% - ry) = 1r - 2,- Od tod sledi 

Bi 

1AOE + 1E01A = 2ry + (1r - 2ry) = 1r, 
torej je stirikotnik AO EO1 res tetiven. 
Vsaj ena izmed enakosti 1AOE=21 ACE, 1A01E=21 AE1E 1 tocka 
Vl: Dokaz tetivnosti ACED in enakost <1CED + <1CAD = 1r 1 tocka 
Vl: Sklep 1A1EE1 + 1A1AE1 = 1r 1 tocka 
Vl: Dokaz tetivnosti A1AEE1 in enakost 1 A1EE1 = 1 A1AE1 1 tocka 
V2: Dokaz tetivnosti A1AEE1 in enakost 1 A1EE1 = 1 A1AE1 1 tocka 
V2: Sklep <1CED = 1DAC l tocka 
V2: Dokaz tetivnosti ACED in enakost 1 CED + 1 CAD = 1r . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep 1 A1AE1 = 1 A1EE1 = % • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 tocka 
lzracun 1 AE1 C = % - ry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
lzracun 1A01E = 1r - 2ry in ugotovitev, da je <1A01E + <1AOE = 1r 1 tocka 

11/4. 
1. nacin Pobarvati moramo najmanj stiri tocke, V mrezo namrec lahko vrisemo stiri 

disjunktne kvadrate kot na prvi sliki. Ker mora biti v vsakem vsaj eno oglisce pobarvano z 
rdeco, potrebujemo vsaj 4 rdece tocke, 

Pokazimo, da je to tudi dovolj. Pobarvajmo tocke kot prikazuje druga slika. V mrezi 
imamo en sam kvadrat velikosti 3 x 3, ki ima ocitno rdeci dve oglisci. Poleg tega imamo stiri 
kvadrate velikosti 2 x 2 in vsak ima natanko eno oglisce rdece. 

Ostane se 9 kvadratov velikosti 1 x l. Stiri smo narisali ze na prvi sliki in izmed teh ima 
jasno vsak vsaj eno oglisce rdece. Ostalih 5 je narisanih na tretji sliki in vsi imajo vsaj eno 
rdece oglisce, 

□□ 
□□ 

• 
• 

• 
• 
~ 

~ 
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Dokaz, da potrebujemo vsaj 4 rdece tocke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 tocke 
Zapisana pravilna konfiguracije 4 rdecih tock . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 
Dokaz, da ta konfiguracija ustreza (zapsis: 'konfiguracija ustreza' NE zadosca) ... 1 
tocka 
Opomba: Na drugi sliki je narisana ena izmed moznosti, kako lahko pobarvamo tocke 
rdece. Tekmovalec lahko narise tudi kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej 
konfigu racij i. 

2. nacin Najprej vsaki tocki priredimo potencial, ki naj bo stevilo kvadratov, ki imajo 
eno od oglisc v tej tocki. Zunanjih dvanajst tock ima potencial 3, notranje stiri pa 5: 

3 3 3 3 

3 5 5 3 

3 5 5 3 

3 3 3 3 

Da je potrebno pobarvati vsaj 4 tocke, sedaj s pornocjo potencialov vidimo takole. Z barva 
njem treh tock (ali manj) bi izlocili kvecjemu 

(a) 3+3+3=9 

(b) 3+3+5=11 

(c) 3+5+5=13 

(c) 5+5+5=15 

kvadratov. Vseh kvadratov je 1 + 4 + 9 = 14, zato lahko moznosti (a), (b) in (c) takoj 
izlocimo, moznost (c) pa je tudi neustrezna, saj nam pri barvanju treh notranjih tock ostane 
najvecji kvadrat in se en najmanjsi kvadrat: 

EJ 
Torej moramo pobarvati vsaj 4 tocke. Dokaz sklenemo kot v prvem nacinu. 

Vpeljava potenciala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Utemeljitev, da barvanje treh (ali manj) tock ne zadosca 3 tocke 
Zapisana pravilna konfiguracije 4 rdecih tock . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 
Dokaz, da ta konfiguracija ustreza (zapsis: 'konfiguracija ustreza' NE zadosca] ... 1 
tocka 
Opomba: Na drugi sliki je narisana ena izmed moznosti, kako lahko pobarvamo tocke 
rdece, Tekmovalec lahko narise tudi kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej 
konfiguraciji. 
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□ 3. letnik 

111/1. Naj bo 7p-2 + 9p4 = m2. Potem je 7p-2 = m2 - 9p4 = (m - 3p2)(m + 3p2). Torej 
je m - 3p2 = T in m + 3p2 = 7p-r-2 za nek r 2: 0 in velja p - r - 2 > r. Enakosti odstejemo 
in dobimo 6p2 = T(7p-2r-2 - 1). Torej je p = 7 ali r = 0. Prvi primer je res resitev, saj 
dobimo m = 196. 

V drugem primeru pa je 6p2 + 1 = 7p-2. Ocitno p = 2, p = 3 in p = 5 niso resitve, zato 
naj bop > 7. Ker je 6p2 = 7P-2 - 1 = (7 - 1)(7P-3 + 7P-4 + ... + 71 + 1), mora veljati 
p2 = 7p-3 + 7p-4 + ... + 71 + 1. Vemo, da se premica z enacbo y = x in eksponentna funkcija 
7x-1 sekata pri x = l. Za x > 1 pa eksponentna funkcija narasca hitreje. Torej je 7x-1 2: x 
oziroma 7x 2: 7x. Zato lahko zap> 7 ocenimo 

p2 - 7p-3 + 7p-4 + ... + 71 + 1 2: 
> 7(p - 3) + 7(p - 4) + + 7 · 1 + 1 = 

7((p - 3) + (p - 4) + + 1) + 1 = 

7
(p - 3)(p - 2) 2 5(p2 - 7p) 

2 +l>p +---= 

2 5p(p- 7) 2 
p+ 2 >p. 

V tern primeru ni resitev, torej je p = 7 edino prastevilo, pri katerem je stevilo 7p-2 + 9p4 
popoln kvadrat. 

Zapis 7p-2 = (m - 3p2)(m + 3p2) 1 tocka 
Ugotovitev m - 3p2 = T in m + 3p2 = 7p-r-2 in sklep 6p2 = T (7p-2r-2 - 1) . . . . 2 tocki 
Sklep p = 7 ali r = 0 1 tocka 
Sklep m = 196 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Ocena 7x 2: 7x 1 tocka 
lzpeljava protislovja za p > 7. . 1 tocka 

111/2. 1. nacin Uvedimo novo spremenljivko a = tan2 x. Ker je tan 2x - 1~~::: x in 
tan3x = 3tanx-t1:n3x Je tan3x = (3-a)(l-a) zato lahko neenakost prepisemo V 1-3tan2x ' tan2x 2(1-3a) ' 

1 (3-a)(l-a) 3 - < -'----'-'-----'- < - . 
9 2(1- 3a) - 2 

Denimo najprej, da je 1 - 3a > 0. Tedaj iz neenakosti (1) sledi 

(3 - a)(l - a) :S 3(1 - 3a) 

(1) 

oziroma a(a + 5) :S 0. Ker je a= tan2 x, velja a 2: 0 ter a+ 5 > 0. Zato bi moralo veljati 
a = 0, kar pa ni mozno, saj je v tern primeru tan 2x = 0 in izraz ;:: ~~ sploh ni definiran. 
Torej neenakost (1) ne more biti izpolnjena, ko je 1- 3a > 0, zato naj bo 1- 3a < 0. Tedaj 
dobimo 

2(1 - 3a) 
9 

> (3 - a)(l - a), 

kar je enakovredno 0 > (5- 3a)2. Tudi ta neenakost ni izpolnjena za nobeno stevilo a, torej 
ne obstaja tak x, da bi veljalo 
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1 tan3x 3 -<-- <-. 9 tan2x - 2 
2. nacin S pomocjo adicijskih izrekov lahko zapisemo tan 3x 

tan2x = 2sinxcos_x . Torej je 
cos2 x-sm2 x 

sin x(3 cos2 x-sin2 x) . 
cosx(cos2 x-3sin2 x) in 

tan 3x ( 2 cos2 x - 1) ( 4 cos2 x - 1) sin x 
tan 2x - 2 cos2 x ( 4 cos2 x - 1) sin x 

Ce je sin x = 0, izraz ni definiran, sicer pa lahko sin x okrajsamo. Uvedimo novo spremen 
ljivko a= cos2 x. Zaradi sin x =J O sledi a< 1. Neenakost lahko prepisemo v 

1 ( 2a - 1) ( 4a - 1) 3 - < ..:...__...:....;__----'- < - . 
9 2a(4a-3) - 2 

Ce je 4a - 3 > 0, iz neenakosti (2) sledi 

(2a - 1)(4a - 1)::; 3a(4a - 3) 

(2) 

oziroma O::; (4a + l)(a - 1). Ocitno je a pozitivno stevilo, ki je manjse od 1, zato je 4a + 1 
pozitivno, a - 1 pa negativno stevilo, torej dobljena neenakost ne drzi. 

Ostane le se primer, ko je 4a - 3 < 0. Tedaj iz (2) dobimo neenakost 

1 
92a(4a - 3) > (2a - 1)(4a - 1), 

ki jo lahko preoblikujemo v O > (8a - 3)2, kar pa seveda ni mozno. Torej neenakost (2) ni 
izpolnjena za nobeno stevilo a. 

Prevedba tan 2x oz. tan 3x, sin 3x, , na enostavne kote 1 tocka 
Ok •v • I k d blik (tanx-3)(1-tanx) 8cos4 x-6cos2 z-l l 1 ck raJSanJe U Om a O O I e 2(l-3tanx) OZ. Scos4x-4cos2x . . . . . . . . . . . . . . toe a 
Vpeljava nove spremenljivke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Pravilno obravnava zgornje ocene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 
Pravilno obravnava spodnje ocene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 

111/3. 1. nacin Oznacimo <}: BAD = a. Potem je D /.•······· ·. •· ... E C 
<}:EGE= a ter <}:ADE= 1r -a. Ker je stirikotnik 
DEFG tetiven, je 1 FGE = a. Zato je 1 FGA = 
1r-<}: FGE-<}: EGE= 1r-2o: in 1 GF A= 1r-<}: GAF- 
1 FGA = 1r-a- (1r-2o:) = o:. Torej je trikotnik AGF 
enakokrak z vrhom pri G. 
Vemo, da je kot med tetivo EG in tangento AB enak A G B 
obodnemu kotu nad to tetivo. To pomeni, da je <}: G FE = 1 BG E = a. Zato je tudi 
trikotnik EFG enakokrak z vrhom pri E. Trikotnika EFG in GAF sta si podobna, zato je 
~ - IAGI c~ _. IABI - . IADI - b d b. t . b - a/2 d k d 1 d. IFGI - IAFI . e oznac1mo - a m - , o 1mo oreJ a/2 - b/2 , o o er s e 1 
2b2 = a2 oziroma a = v'2b. 
Smiselna uporaba tetivnosti DEFG 1 tocka 
Trikotnik AGF enakokrak 1 tocka 
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Kot med tetivo in tangento v tocki G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Trikotnik FG E enakokrak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 
Podobnost EFG in GAF 1 tocka 
Zakljucni sklep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 

2. nacin Nalogo lahko na kratko resimo s pomocjo potence tocke na kroznico (s katero 
so zagotovo seznanjeni udelezenci priprav na MMO in bralci elektronske revije Brihtnez]. 
Ce jo zapisemo za tocko A in trikotniku DEF ocrtano kroznico, dobimo 

AG·AG=AF·AD. 
Torej velja IAGl2 = IAFI · IADI, od koder po definiciji tock Gin F sledi, da je 

cA2BI r = IA:I . IADI 

oziroma IABI = v'21ADI. 

III/ 4. Denimo, da porabimo k vsakih ploscic. Potem pokrijemo 4k + 3k = 7k polj, torej 
mora veljati n2 = 7k. Od tod sledi, da je n2 deljivo s 7 oziroma n je deljivo s 7. Ce je n = 7, 
imamo tabelo velikosti 7 x 7, ki je ne moremo pokriti na predpisan nacin. Recimo, da to 
lahko naredimo. Pobarvajmo tabelo z dvema barvama kot prikazuje slika. Vsaka ploscica 
EB pokrije dve cmi in dve beli polji, zato 7 takih ploscic pokrije 14 crnih in 14 belih polj. 
Torej mora 7 ploscic ttJ pokriti 28 - 14 = 14 crnih in 21 - 14 = 7 belih polj, zato vsaka 
ploscica ttJ pokrije sodo stevilo crnih polj. Slednje pa ocitno ni mozno, saj je v vsaki vrstici 
liho crnih polj. 

Torej je n 2". 2 · 7 = 14. Ker pa kvadrat velikosti 14 x 14 lahko pokrijemo z uporabo po 
28 ploscic vsake oblike (kot prikazuje slika), je n = 14 najmanjse tako stevilo. 
Ugotovitev n2 = 7k 1 tocka 
Utemeljitev n = 7£ 1 tocka 
Domneva n = 14 1 tocka 
Dokaz, da n = 14 ustreza (npr. s sliko) 1 tocka 
Uvedba pasovnega barvanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 
Sklep, da n = 7 ne ustreza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 

□ 4. letnik 

IV /1. Ker za vsako realno stevilo a velja -1 ~ cos a ~ 1, je cosx2 ~ 1, cosy2 ~ 1 in 
- cos xy ~ 1. Sledi 

cosx2 + cosy2 
- cosxy ~ 3. 
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Pokazati moramo, da ne more veljati enacaj. Denimo, da velja. Potem je cos x2 = 1, 
cos y2 = 1 in cos xy = -1, zato je x2 = 2k1r, y2 = 2l1r in xy = 1r + Zmr: za neka cela stevila 
k, l in m. Potem pa velja 

(1r + 2m1r)2 = (xy)2 = x2y2 = 2h · 2l1r, 

torej je (1 + 2m)2 = 4kl. V tej enacbi je leva stran liho stevilo, desna pa sodo. Dobili smo 
protislovno enacbo, kar pomeni, da enacaj ne more veljati. 

Ugotovitev -1 ::; cos a ::; 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep cos x2 + cos y2 - cos xy ::; 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep cosx2 = 1, cosy2 = 1 in cosxy = -1 1 tocka 
Sklep x2 = 2k1r, y2 = 2l1r in xy = 1r + 2m1r 1 tocka 
Sklep (1r + 2m1r)2 = (xy)2 = x2y2 = 2h • 2l1r 2 tocki 
Poenostavitev (1 + 2m)2 = 4kl in sklep, da je ta enacba protislovna 1 tocka 

IV /2. Oznacimo 

Xn = I - . -111 X - 1 I -10 I - 102 I - ... - 1on-11- 10n. 

Enacba iz naloge nam torej pove, da velja lx2006I = 102007, torej je X2006 = ±102007. Ker pa 
lahko ocenimo 

I I 102006 > 102006 X2006 = X2005 - _ - , 

od tod sledi, da je x2006 = 102007, torej je lx2005I = 102006 + 102007. Nadalje iz x2006 
lx2004 I - 102005 ::::0: 102005 sledi X2006 = 102006 + 102001 in je zato 

lx20041 = 102005 + 102006 + 102001_ 

Podobno sklepamo naprej. Ce ze vemo, da je 

Xn = 10n+1 + 10n+2 + ... + 102007
1 

sledi Xn-1 = ±(10n+l + 102007-n+l + ... + 102007). Zaradi Xn-1 = lxn I - 10n ::::: - 10n dobimo, 
daje 

Xn-1 = 1On + 1On+l + ... + 102007. 
Torej je Ix - 11 = 10 + 102 + ... + 102007, od koder sledi 

X = 1 + 10 + 102 + ... + 102007 = ~ 
2008 

ali 
X = 1-10- 102 - ... - 102007 = -(~0-1) = - ~09. 

2007 2006 
Stota stevka stevila lxl je v obeh primerih enaka 1. 

Vpeljava Xn = 1-. -1 I I X - 1 I - 10 I - 102 I - - 10n-11 - 10n 1 tocka 
Dokaz X2006 = 102007 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 tocki 
lnduktivni sklep Ix - 11 = 10 + 102 + + 102007 2 tocki 
Resitev X = 1 + 10 + 102 + ... + 102007 = ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 

2008 
Resltev X = 1 - 10 - 102 - - 102007 = - ~09 1 "tocka 

2006 
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IV /3. Ker je stirikotnik A01B02 tetiven in lezi sredisce njemu ocrtane kroznice na 
simetrali tetive AB, torej na daljici 0102, po Talesovem izreku sledi 101A02 = 102B01 = 
1T 
2· 

D2 

Cd< n I( l X "rn ➔fC2 

Naj bo 1 A0201 = a. Potem je 1 A02B = 2a. To pa je srediscni kot nad tetivo AB 
v kroznici K2, zato je enak dvakratniku obodnega kota 1 AD2B oziroma 1 AC2B nad to 
tetivo. Torej je 1 AD2B = 1 AC2B = a. 

Velja se 1A0102 = % - 10102A = % - a, zato je 1A01B = 21A0102 = 1r - 2a in 
1BC1A = 1BD1A = ½ 1A01B = % - a. 

V deltoidu AC1BC2 poznamo 1 AC1B = % - a in 1 AC2B = a, zato lahko izracunamo 

1 C2AC1 = 1 C2BC1 = 21r - 1 AC1B - 1 AC2B = 31r. 
2 4 

Zato je 1 D1AC1 = 1r - 1 C1AC2 = % in prav tako 1 C2AD2 = 1 D1AC1 = f Z 
upostevanjem enakosti obodnih kotov dobimo se 1 C2BD2 = 1 C2AD2 = % in 1 D1BC1 = 
1D1AC1 = %, zato je 

31r 7r 7r 7r 
-tFBE = 1C2BC1 - 1C2BD2 - 1D1BC1 = - - - - - = - 4 4 4 4' 

torej je 1 EAF + 1 F BE= 3; + % = 1r, zato tocke A, E, Bin F res lezijo na skupni kroznici. 

Sklep 101A02 = 102B01 = % • • • . . . . • • • • • • • . • • . . . . • • • • • • • • • • . . • . . • • • • • • • 1 tocka 
Sklep 1 AD2B = 1 AC2B = a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 tocka 
Sklep 1 BC1A = 1 BD1A = ½ 1 A01B = % - a 1 tocka 
Sklep AC1 C2 je deltoid in 1 C2AC1 = 3:. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 tocka 
Sklep 1 C2BD2 = 1 C2AD2 = % in 1 D1BC1 = 1 D1AC1 = % 1 tocka 
Sklep -tFBE = % ••.••..•.••••••••••..•..••.•••••.•.•.••.••••.•......... 1 tocka 
Sklep 1 EAF + 1 F BE= 1r in zato je BF AE tetiven 1 tocka 
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IV/ 4. Dokazali bomo, da moramo pobarvati pet tock. 

0 
0 
0 
0 :FIEi 

Ker mora biti v vsakem izmed 4 kvadratkov A, B, C, D, oznacenih na prvi sliki, vsaj 
eno oglisce rdece, potrebujemo vsaj 4 rdece tocke, Denimo, da je to ze dovolj. Kvadrat 
velikosti 3 x 3 ima vsaj eno rdece oglisce. Predpostavimo lahko, da je to oglisce (1, 1). Torej 
so preostala oglisca kvadrata A crna. Oglejmo si kvadratek E. Ker sta oglisci, ki sta skupni 
A in E, crni, mora biti rdece eno od oglisc, skupno B in E. Preostali oglisci v B sta tako 
crni. Podobno sklepamo se za kvadratka Fin D. 

Kvadrat G, ki ga prikazuje tretja skica, ima ze 3 crna oglisca, zato mora biti oglisce (4, 4) 
rdece, 

□ • 
~ 

:U 
K vadrata H in K ze imata tri crna oglisca, tako morata biti preostali rdeci, To pa je v 

nasprotju s predpostavko, da je v D le eno rdece oglisce. 
Dokazali smo torej, da mora biti vsaj 5 tock pobarvanih rdece. Kot kaze spodnja slika, 

pa 5 rdecih tock tudi zadosca. 

• • • 
• • • 

• 
• 

Utemeljitev, da potrebujemo vsaj 4 rdece tocke 1 tocka 
Skica ali konstrukcija, da 5 rdecih tock zadosca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 tocke 
Popolna obravnava vseh primerov in sklep, da 4 rdece tocke niso dovolj . . . . 3 tocke 
Opomba: Za vsak izpuscen primer ali sklep "tocka je v najvecjem stevilu kvadratov, 
zato jo je najbolje pobarvarti" se odbije po ena tocka. Na zadnji sliki je narisana ena 
izmed moznosti, kako lahko pobarvamo tocke rdece, Tekmovalec lahko narise tudi 
kaksno drugo konfiguracijo in dokaz prilagodi tej konfiguraciji. 
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