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m 17. drzavno tekmovanje v razvedrilni matematiki

O 6.in 7. razred osnovne Sole

1. Linearne grupe
(razlaga postopka resevanja ni potrebna)

S €rto poveZi vsako sliko iz levega stolpca s tisto sliko iz desnega stolpca, ki ustreza isti grupi.
Za vsako pravilno povezavo dobis 2 totki, za vsako nepravilno pa se 2 totki odstejeta (e povezave ni,

dobis 0 totk).
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2. Rotacijska simetrija

Telesom doloti tip rotacijske simetrije. Pod posamezno sliko vpisi C, D, T, O ali |, kjer C pomeni cikli¢no
simetrijo, D diedrsko simetrijo, T simetrijo Cetverca, O simetrijo osmerca in | simetrijo dvajseterca. Ob
Erkah C in D mora biti zapisan tudi red glavne rotacijske osi (npr. C2, C3 ... oziroma D2, D3 ...). Za
vsak pravilen odgovor dobi3 1 to¢ko, za nepravilnega se 1 toc¢ka odsteje.

oy

3. Mejne ploskve (naloga je vredna 30 tock)

a) Koliko mejnih ploskev ima telo na sliki? b) Iz koliko pravilnih vetkotnikov (mednje 3te-
Upostevaj simetrijo telesa C4. jemo tudi zvezde) sestoji uniformni polieder
na sliki?




4. Petkotna antiprizma

(razlaga postopka reSevanja ni potrebna, naloga je vredna 10 totk)
Telo na levi spodnji sliki najprej projiciramo na o&rtano sfero, nato sfero prebodemo v eni izmed tock, ki
predstavljajo projekcije sredis¢ mejnih ploskev telesa, in raztegnemo v krog. Totka preboda se pri tem
raztegne v kroZnico — mejo dobljenega kroga.
Crna in siva pika na labirintu sta projekciji sredi¢ dveh mejnih ploskev telesa. Poi¥¢i najkrajgo pot med
njima. Polje, v katerem je &rna pika, oznali z 1, nato pa oznaluj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko
katerih se po vrsti pomika¥ do sive pike. Z enega polja lahko gre$ neposredno na sosednje polje le, &e
meja med njima ni oznalena z odebeljeno &rto. Morebitni prehod preko mejne ploskve, katere projekcija
sredis¢a se je raztegnila v kroZnico, oznadi kjerkoli na kroZnici.

5. Sudoku
(za vsako pravilno izpolnjeno polje dobi3 1 totko, za nepravilno se 1 totka odsteje)
V vsako vrstico, v vsak stolpec in v vsak kvadrat 3 x 3 mora$ vpisati vsa Stevila od 1 do 5.
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0 8.in 9. razred osnovne Sole

1. Linearne grupe
(razlaga postopka reSevanja ni potrebna)

S &rto poveZi vsako sliko iz levega stolpca s tisto sliko iz desnega stolpca, ki ustreza isti grupi.
Za vsako pravilno povezavo dobis 2 totki, za vsako nepravilno pa se 2 totki odstejeta (e povezave ni,

dobi 0 tock).
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2. Rotacijska simetrija

Telesom doloti tip rotacijske simetrije. Pod posamezno sliko vpisi C, D, T, O ali |, kjer C pomeni cikli¢no
simetrijo, D diedrsko simetrijo, T simetrijo etverca, O simetrijo osmerca in | simetrijo dvajseterca. Ob
Erkah C in D mora biti zapisan tudi red glavne rotacijske osi (npr. C2, C3 ... oziroma D2, D3 ...). Za
vsak pravilen odgovor dobi$ 1 to¢ko, za nepravilnega se 1 toc¢ka odsteje.




3. Mejne ploskve (naloga je vredna 30 tock)

a) Koliko mejnih ploskev ima telo na sliki? b) Iz koliko pravilnih vetkotnikov (mednje 3te-
Upostevaj simetrijo telesa D5. jemo tudi zvezde) sestoji uniformni polieder
na sliki?

4. a) Petkotna antiprizma
(razlaga postopka reSevanja ni potrebna, naloga je vredna 10 tock)

Telo na levi spodnji sliki najprej projiciramo na o&rtano sfero, nato sfero prebodemo v eni izmed togk, ki
predstavljajo projekcije sredis¢ mejnih ploskev telesa, in raztegnemo v krog. Totka preboda se pri tem
raztegne v kroZnico — mejo dobljenega kroga.

Crna in siva pika na labirintu sta projekciji sredig€ dveh mejnih ploskev telesa. Poi&¢i najkrajo pot med
njima. Polje, v katerem je ¢rna pika, oznali z 1, nato pa oznaéuj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko
katerih se po vrsti pomika$ do sive pike. Z enega polja lahko gre$ neposredno na sosednje polje le, &e

meja med njima ni oznalena z odebeljeno &rto. Morebitni prehod preko mejne ploskve, katere projekcija
sredista se je raztegnila v kroZnico, ozna&i kjerkoli na kroZnici.

4. b) Geografski labirint

(razlaga postopka reSevanja ni potrebna, naloga je vredna 20 tock)
Poi¥¢i najkrajso pot od &rne do sive pike na labirintu. Polje, v katerem je &rna pika, oznaci z 1, nato pa
oznaluj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko katerih se po vrsti pomika¥ do sive pike. Z enega polja lahko
gre$ neposredno na sosednje polje le, e meja med njima ni ozna&ena z odebeljeno &rno &rto.




5. Potreben in zadosten pogoj (razlaga postopka resevanja ni potrebna)

Ugotovi resni¢nostno vrednost posameznega stavka v vsakem izmed dveh danih svetov. V posamezno
polje preglednice vpisi R, e je ustrezen stavek resnien, oziroma N, e ni resnicen.

Za vsak pravilen odgovor dobi3 1 totko, za vsak nepravilen pa se 1 totka odsteje (prazno polje prinese 0
totk).

1. Biti trikotnik je zadosten pogoj za biti trikotnik.
. Biti bel lik je zadosten pogoj za biti majhen lik.

. Biti petkotnik je samo zadosten pogoj za biti majhen lik.
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. Biti majhen lik je samo zadosten pogoj za biti bel lik.

. Biti kvadrat je potreben pogoj za biti bel lik.

. Biti bel lik je potreben pogoj za biti lik srednje velikosti.

. Biti lik srednje velikosti je samo potreben pogoj za biti petkotnik.

. Biti lik srednje velikosti je samo potreben pogoj za biti kvadrat.
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. Biti velik lik je potreben in zadosten pogoj za biti siv lik.

10. Biti lik srednje velikosti je potreben in zadosten pogoj za biti trikotnik.
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6. Sudoku
(za vsako pravilno izpolnjeno polje dobig 1 totko, za nepra-
vilno se 1 totka odsteje) 1
V vsako vrstico, v vsak stolpec in v vsak kvadrat 3 x 3 2 4
moras$ vpisati vsa Stevila od 1 do 5. 215




o 1.in 2. letnik srednje Sole

1. Ravninske grupe (razlaga postopka redevanja ni potrebna)

Ostevildi sli¢ice na zgornji sliki od 1 do 17. Nato zaznamuj vsako sli¢ico na spodnji sliki z isto Stevilko,
kot je na zgornji sliki ozna&ena sli¢ica, ki ustreza isti grupi.

Za vsak pravilen odgovor dobis 1 totko, za vsak nepravilen pa se 1 totka odsteje (Ze pri slitici ni Stevilke,
to teje 0 totk).
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2. Rotacijska simetrija

Telesom doloti tip rotacijske simetrije. Pod posamezno sliko vpisi C, D, T, O ali I, kjer C pomeni cikli¢no
simetrijo, D diedrsko simetrijo, T simetrijo etverca, O simetrijo osmerca in | simetrijo dvajseterca. Ob
¢rkah C in D mora biti zapisan tudi red glavne rotacijske osi (npr. C2, C3 ... oziroma D2, D3 ...). Za
vsak pravilen odgovor dobi¥ 1 tocko, za nepravilnega se 1 tocka odsteje.




3. Mejne ploskve (naloga je vredna 30 tock)

a) Koliko mejnih ploskev ima telo na sliki? b) Iz koliko pravilnih vetkotnikov (mednje $te-
Upostevaj simetrijo telesa. jemo tudi zvezde) sestoji uniformni polieder
na sliki?

4. a) Pentagramska prizma (osnovni ploskvi sta pentagramski zvezdi, stranske ploskve so kvadrati)
(razlaga postopka resevanja ni potrebna, naloga je vredna 10 totk)

Telo na levi spodnji sliki najprej projiciramo na o&rtano sfero, nato sfero prebodemo v eni izmed tock, ki
predstavljajo projekcije sredis¢ mejnih ploskev telesa, in raztegnemo v krog. Totka preboda se pri tem
raztegne v kroZnico — mejo dobljenega kroga.

Crna in siva pika na labirintu sta projekciji sredi¥¢ dveh mejnih ploskev telesa. Poi¥¢i najkrajso pot med
njima. Polje, v katerem je ¢rna pika, oznali z 1, nato pa oznaluj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko
katerih se po vrsti pomika¥ do sive pike. Z enega polja lahko gre$ neposredno na sosednje polje le, ¢e
meja med njima ni oznalena z odebeljeno ¢rto. Morebitni prehod preko mejne ploskve, katere projekcija
sredi¥ta se je raztegnila v kroZnico, oznati kjerkoli na kroZnici.
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4. b) Geografski labirint

(razlaga postopka resevanja ni potrebna, naloga je vredna 20 tock)
Pois¢i najkraj$o pot od ¢&rne do sive pike na labirintu. Polje, v katerem je ¢rna pika, oznadi z 1, nato pa
oznaluj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko katerih se po vrsti pomikas do sive pike. Z enega polja lahko
gre$ neposredno na sosednje polje le, e meja med njima ni oznacena z odebeljeno &rno &rto.

5. Potreben in zadosten pogoj (razlaga postopka reSevanja ni potrebna)

Ugotovi resni¢nostno vrednost posameznega stavka v vsakem izmed dveh danih svetov. V posamezno
polje preglednice vpisi R, &e je ustrezen stavek resniten, oziroma N, &e ni resnicen.

Za vsak pravilen odgovor dobi3 1 totko, za vsak nepravilen pa se 1 totka odsteje (prazno polje prinese 0
toek).
1. Biti lik srednje velikosti je zadosten pogoj za biti petkotnik.
. Biti bel lik je zadosten pogoj za biti velik lik.
. Biti velik lik je samo zadosten pogoj za biti velik lik.
. Biti siv lik je samo zadosten pogoj za biti siv lik.
. Biti bel lik je potreben pogoj za biti lik srednje velikosti.
. Biti majhen lik je potreben pogoj za biti petkotnik.
. Biti velik lik je samo potreben pogoj za biti siv lik.

. Biti lik srednje velikosti je samo potreben pogoj za biti trikotnik.
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. Biti siv lik je potreben in zadosten pogoj za biti kvadrat.
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. Biti petkotnik je potreben in zadosten pogoj za biti kvadrat.




C
1. svet 2. svet
6. Sudoku
(za vsako pravilno izpolnjeno polje dobi§ 1 totko, za nepra- 5
vilno se 1 totka odsteje)
V vsako vrstico, v vsak stolpec in v vsak kvadrat 3 x 3 2
mora$ vpisati vsa Stevila od 1 do 5. 2
1 4
1
2
3

O 3. in 4. letnik srednje Sole ter Studenti

1. Ravninske grupe (razlaga postopka reSevanja ni potrebna)
Ogtevilti sli¢ice na zgornji sliki od 1 do 17. Nato zaznamuj vsako sli¢ico na spodnji sliki z isto $tevilko,
kot je na zgornji sliki oznalena sli¢ica, ki ustreza isti grupi.

Za vsak pravilen odgovor dobi3 1 totko, za vsak nepravilen pa se 1 totka od3teje (&e pri sli€ici ni 3tevilke,
to Steje 0 totk).




2. Rotacijska simetrija

Telesom doloti tip rotacijske simetrije. Pod posamezno sliko vpisi C, D, T, O ali I, kjer C pomeni cikli¢no
simetrijo, D diedrsko simetrijo, T simetrijo &etverca, O simetrijo osmerca in | simetrijo dvajseterca. Ob
¢rkah C in D mora biti zapisan tudi red glavne rotacijske osi (npr. C2, C3 ... oziroma D2, D3 ...). Za
vsak pravilen odgovor dobi$ 1 tocko, za nepravilnega se 1 tocka odsteje.
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3. Mejne ploskve (naloga je vredna 30 totk)

a) Koliko mejnih ploskev ima telo na sliki? b) Iz koliko pravilnih vetkotnikov (mednje 3te-
Upostevaj simetrijo telesa C4. jemo tudi zvezde) sestoji uniformni polieder
na sliki?

1



4. a) Pentagramska prizma (osnovni ploskvi sta pentagramski zvezdi, stranske ploskve so kvadrati)
(razlaga postopka reSevanja ni potrebna, naloga je vredna 10 totk)

Telo na levi spodnji sliki najprej projiciramo na o&rtano sfero, nato sfero prebodemo v eni izmed tock, ki
predstavljajo projekcije sredis¢ mejnih ploskev telesa, in raztegnemo v krog. Totka preboda se pri tem
raztegne v kroZnico — mejo dobljenega kroga.

Crna in siva pika na labirintu sta projekciji sredis¢ dveh mejnih ploskev telesa. Pois¢i najkraj$o pot med
njima. Polje, v katerem je ¢rna pika, oznali z 1, nato pa oznauj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko
katerih se po vrsti pomika¥ do sive pike. Z enega polja lahko gre$ neposredno na sosednje polje le, ¢e
meja med njima ni oznacena z odebeljeno ¢rto. Morebitni prehod preko mejne ploskve, katere projekcija
sredis¢a se je raztegnila v kroZnico, oznadi kjerkoli na kroZnici.

4. b) Geografski labirint

(razlaga postopka reSevanja ni potrebna, naloga je vredna 20 totk)
Pois¢i najkrajSo pot od &rne do sive pike na labirintu. Polje, v katerem je &rna pika, oznadi z 1, nato pa
oznacuj z zaporednimi Stevili vsa polja, preko katerih se po vrsti pomikas do sive pike. Z enega polja lahko
gre$ neposredno na sosednje polje le, e meja med njima ni ozna&ena z odebeljeno ¢rno &rto.

12



5. Potreben in zadosten pogoj (razlaga postopka reSevanja ni potrebna)

Ugotovi resni¢nostno vrednost posameznega stavka v vsakem izmed dveh danih svetov. V posamezno

polje preglednice vpisi R, e je ustrezen stavek resni¢en, oziroma N, &e ni resnicen.

Za vsak pravilen odgovor dobi3 1 totko, za vsak nepravilen pa se 1 totka odsteje (prazno polje prinese 0

toek).
1. Biti majhen lik je zadosten pogoj za biti siv lik.
2. Biti petkotnik je zadosten pogoj za biti siv lik.
3. Biti majhen lik je samo zadosten pogoj za biti majhen lik.
4. Biti siv lik je samo zadosten pogoj za biti lik srednje velikosti.
5. Biti majhen lik je potreben pogoj za biti kvadrat.
6. Biti velik lik je potreben pogoj za biti siv lik.
7. Biti petkotnik je samo potreben pogoj za biti bel lik.
8. Biti lik srednje velikosti je samo potreben pogoj za biti trikotnik.
9. Biti bel lik je potreben in zadosten pogoj za biti kvadrat.
10. Biti siv lik je potreben in zadosten pogoj za biti kvadrat.
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(za vsako pravilno izpolnjeno polje dobi¥ 1 to¢ko, za nepra-
vilno se 1 totka odsteje)

V vsako vrstico, v vsak stolpec in v vsak kvadrat 3 x 3
mora$ vpisati vsa $tevila od 1 do 5. 1




m 27. mednarodno matematiéno tekmovanje mest (jesenski krog)

Prva skupina (prvi del)

1.

Dan je trikotnik ABC'. Naj bodo Mj, Ms in Mj zapored razpolovisca stranic AB, BC' in
AC, tocke Hy, Hs in Hj3 pa zapored nozis¢a visin iz oglis¢ C, A in B. Dokazi, da so dolZzine
daljic Hy My, Ho M3 in HsM; stranice nekega trikotnika.

V vsakem oglis¢u kocke je zapisano neko stevilo. V enem koraku vsako stevilo zamenjamo s
povprec¢no vrednostjo Stevil v sosednjih oglis¢ih. Po desetih korakih so v vseh oglis¢ih enaka
Stevila. Ali so bila tedaj tudi stevila, ki so bila zapisana v oglis¢ih na zacetku, nujno enaka?

Palico dolzine 1 razreZemo na enajst delov dolzine kve¢jemu a. Za katere vrednosti a velja, da
poljubni trije izmed dobljenih enajstih delov tvorijo nek trikotnik, ne glede na na¢in rezanja?

Na Sahovnici velikosti 15 x 15 stoji figura, ki se lahko pomakne za 8 ali 9 polj v navpi¢ni
ali vodoravni smeri. Najve¢ koliko polj lahko ta figura obisce, ¢e lahko zacne kjerkoli in
nobenega polja ne sme obiskati dvakrat?

Med Sestimi kovanci je en kovanec ponarejen in se od preostalih razlikuje le po tezi. Kako
lahko s tremi tehtanji pois¢emo ponarejeni kovanec, ¢e imamo na razpolago tehtnico, ki
pokaze skupno tezo kovancev, ki jih na tehtnico polozimo?

Druga skupina (prvi del)

1.

Ali obstajajo naravna taka Stevila a,b in n, da je

n?<a®<b® < (n+1)??

. Dana je daljica dolzine v/2 + v/3 + v/5. Ali lahko samo s pomodjo ravnila, Sestila in dane

daljice konstruiramo daljico dolzine 17

Med Sestimi kovanci je en kovanec ponarejen in se od preostalih razlikuje le po tezi. Kako
lahko s tremi tehtanji pois¢emo ponarejeni kovanec, ¢e imamo na razpolago tehtnico, ki
pokaze skupno tezo kovancev, ki jih na tehtnico polozimo?

Nad stranicami pravokotnega trikotnika ABC z zunanje strani konstruiramo kvadrate in
njihova sredis¢a oznac¢imo z D, E in F. Dokazi, da je razmerje med plos¢inama trikotnikov
DEF in ABC:

a) vecje od 1.

b) vsaj 2.

14



5. Kocko, ki lezi na mizi, nekajkrat zakotalimo preko njenih robov, tako da se vrne Zacetni
polozaj, na vrhu kocke pa je ista stranska ploskev kot je bila pred zacetkom kotaljenja. Al je
mozno, da se je gornja ploskev kocke pri tem zasukala za 90° glede na svoj zacetni polozaj.

Prva skupina (drugi del)

1. Naravno Stevilo imenujmo palindrom, ¢e zaporedje njegovih Stevk z leve proti desni sovpada
z zaporedjem njegovih Stevk od desne proti levi (npr.: 1, 343, 2002 so palindromi, 2005 pa
ne). Ali obstaja 2005 razlicnih parov oblike (n,n + 110), kjer sta obe Stevili posameznega
para palindroma?

2. Nosilki stranic AB in C'D konveksnega $tirikotnika ABCD, v katerem velja |[AD| = |BC|,
se sekata v tocki K. Naj bosta M in N razpolovisci stranic AB in C'D. Dokazi, da je MNK
topokotni trikotnik.

3. Na vsakem polju Sahovnice velikosti 8 x 8 stoji trdnjava. Trdnjava napada neko drugo
trdnjavo, Ce stojita v skupni vrstici ali skupnem stolpcu in med njima ni nobene druge
trdnjave. V eni potezi lahko s Sahovnice odstranimo tako trdnjavo, ki napada liho $tevilo
preostalih trdnjav. Koliko najvec¢ trdnjav lahko na ta na¢in odstranimo s Ssahovnice?

4. Dve mravlji lezeta po robu mize v obliki mnogokotnika. Vsi robovi mize so daljsi od 1m,
razdalja med mravljama pa je ves Cas enaka 10cm. Na zafetku se mravlji nahajata na
skupnem robu mize.

a) Denimo, da ima miza obliko konveksnega mnogokotnika. Ali lahko tedaj obe mravlji
oblezeta vse tocke z roba mize?

b) Denimo, da miza nima nujno oblike konveksnega mnogokotnika. Ali lahko tedaj vsaj ena
izmed mravelj obleze vse tocke z roba mize?

5. Dolodi najvecje tako naravno Stevilo IV, da ima enacba
99z + 100y + 101z = N
natanko eno resitev v naravnih Stevilih.

6. Velikan Sladkosned ima tiso¢ kozarcev marmalede, ki niso nujno enaki in vsak od njih vsebuje
kve¢jemu stotino skupne koli¢ine marmelade v vseh kozarcih. Vsako jutro Sladkosned poje
enako koli¢ino marmelade iz stotih kozarcev, ki si jih tisto jutro izbere. Dokazi, da lahko na
ta nac¢in velikan nekega dne izprazni vse kozarce.

Druga skupina (drugi del)

1. Za katera $tevila n lahko najdemo razli¢na naravna $tevila aq, ao, ..., a, tako, da je vsota
ap  az an-1 | Qn
= + i + cen + + -
az  ag an ai

naravno Stevilo?

2. Dve mravlji lezeta po robu mize v obliki mnogokotnika. Vsi robovi mize so daljsi od 1m,
razdalja med mravljama pa je ves cas enaka 10cm. Na zacetku se mravlji nahajata na
skupnem robu mize.

a) Denimo, da ima miza obliko konveksnega mnogokotnika. Ali lahko tedaj obe mravlji
oblezeta vse tocke z roba mize?

b) Denimo, da miza nima nujno oblike konveksnega mnogokotnika. Ali lahko tedaj vsaj ena
izmed mravelj obleze vse tocke z roba mize?

15



3. Na vsakem polju Sahovnice velikosti 8 x 8 stoji trdnjava. Trdnjava napada neko drugo
trdnjavo, Ce stojita v skupni vrstici ali skupnem stolpcu in med njima ni nobene druge
trdnjave. V eni potezi lahko s Sahovnice odstranimo tako trdnjavo, ki napada liho $tevilo

preostalih trdnjav. Koliko najve¢ trdnjav lahko na ta na¢in odstranimo s Sahovnice?

4. Na kroznici je zapisano konéno mnogo pozitivnih §tevil, ki niso ve¢ja od 1. Dokazi, da lahko
kroZnico razrezemo na tri take loke, da se vsoti §tevil s poljubnih dveh lokov ne razlikujeta

za vet kot 1. (ée na nekem loku ni nobenega $tevila, je vsota Stevil s tega loka enaka 0.)

5. Naj bodo AA;, BB; in CCj simetrale kotov trikotnika ABC, v katerem je razmerje kotov

pri oglis¢ih A, B in C enako 4 : 2 : 1. Dokazi, da velja |41 B1| = |A1Ch].

6. V enem koraku lahko na tablo napisemo dve stevili 1 ali pa dve enaki stevili n s table zbrisemo
in namesto njiju zapisemo $tevili n + 1 in n — 1. Najmanj koliko korakov potrebujemo, da

na tablo zapiSemo $tevilo 2005, ¢e je tabla na zacetku prazna?

m Resitve nalog 27. mednarodnega matematicnega tekmovanja mest

Prva skupina (prvi del)

1. Tocka My je razpolovisée hipotenuze pravokotnega trikotnika Hy;BC, zato je |MaH,| =
$|BC|. Enako dobimo e [M3Hs| = 1|CA| in [MiHs| = |AB|. Od tod sledi, da so
daljice MyH1, MsHsy in M Hs stranice trikotnika, katerega stranice imajo polovi¢no dolzino

ustreznih stranic trikotnika ABC.

C
Hj
M / Mo
\ Hy
A M, H, B
Slika 1

razlino. V bela oglis¢a postavimo Stevilo 0 v ¢rna pa Stevilo 1. Po vsakem koraku se 1
zamenja z 0 in obratno, zato je po desetih korakih situacija enaka kot na zacetku, ¢eprav so

bila Stevila na zacetku razlicna.

3. Naj bodo a1 > as > -+ > ay1 dolZine enajstih kosov palice. Ker je 1 =a; +as+---4+ a1 <
11a, mora veljati a > ﬁ Cejea > %7 lahko vzamemo a; = --- = ag = 11—0 ter ayjg = a1 = %.
Iz kosov aq, ajp in aj; tedaj ne moremo sestaviti trikotnika, zato je a < %. Privzemimo, da

1

je g <a< 11—0. Velja ajg +a1; = 1— (a1 + -+ + ay) 21—%:% > aq, zato lahko iz

poljubnih treh kosov tvorimo nek trikotnik.
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4. Slika 2 prikazuje sahovnico velikosti 15 x 15 razdeljeno na osrednji kriz Sirine 3 in Stiri
kvadrate velikosti 6 x 6. Figura za¢ne svoj obhod na polju, oznacenem s Stevilko 1 in se nato
sprehodi po vseh 144 poljih, pri ¢emer sledi zaporednim Stevilom, vpisanim v polja Stirih
vogalnih kvadratov. Predpostavimo, da se figura med nekim obhodom znajde na kakem polju
osrednjega kriza. Jasno je, da to polje ni povezano z nobenim izmed polj vogalnih kvadratov,
kar pomeni, da figura pri tem obhodu ni obiskala nobenega polja izven osrednjega kriza. Ker
je polj v krizu 81 < 144, lahko figura obisée kvecjemu 144 polj.

14|16 | 18 | 20 | 22 | 24 131151719 |21 |23
38140 |42 | 44|46 | 48 37 (39|41 | 43|45 |47
62|64 |66 | 68|70 |72 61| 63|65 |67 |69 |71
86 | 8890 92|94 | 96 85 | 8789 (91|93 |95
110(112|114|116|118|120 109(111|113|115|117|119
134(136|138|140|142|144 133(135|137|139|141|143
117917151311 12110 8 | 6 | 4 | 2
35133 (31(29|27 |25 36 |34 (3230|2826
59 | 57 | 55 | 53 | 51 | 79 60 | 58 | 56 | 54 | 52 | 50
83|81 |79 |77 |75|73 84 82|80 | 78|76 |74
107(105|103|101{ 99 | 97 108(106|104|102|100| 98
131(129{127(125|123|121 132{130|128 126|124 122
Slika 2

5. Oznacimo kovance s ¢rkami A, B,C, D, E in F. V treh tehtanjih dolo¢imo povpreéno tezo
m kovancev C in E, povprecno teZo n kovancev D in F' ter povprecno tezo k kovancev B, E
in F. Ce velja m = n = k, je ponarejen kovanec A. Ce je m = n # k, je ponarejen kovanec
B. Ce dobimo m # n = k, je ponarejen kovanec C. Ce velja k = m # n, je ponarejen
kovanec D. V preostalem primeru so $tevila m,n, k paroma razli¢na in je ponarejen eden
izmed kovancev F ali F. V primeru, ko je ponarejeni kovanec E, mora veljati 2m +n = k,
v primeru, da je ponarejen kovanec F', pa dobimo m + 2n = k. Obe moznosti se ne moreta
pojaviti hkrati, saj bi v tem primeru iz razlike enacb dobili m —n = 0 in tako m = n.

Druga skupina (prvi del)

1. Predpostavimo, da taka tri naravna Stevila a,b in n obstajajo. Ker je a + 1 < b, dobimo
n? < a® < (a+1)% < (n+1)%2 Velja tudi n? < ¢® < a*, kar pomeni, da je n < a®. Od tod
sledi

(a+1P3>a®+3> +1>n’>+2n+1=(n+1)%

torej smo dobili protislovje, zato taka tri naravna Stevila ne obstajajo.




2. Najprej konstruiramo nek enakokrak pravokotni trikotnik s krakoma dolzine x. Osnovnica
tega trikotnika meri v/2z. Nato konstruiramo pravokotni trikotnik s katetama dolzin 2 in
V/2z, katerega hipotenuza meri tedaj v/3z. Nazadnje konstruiramo Se pravokotni trikotnik
s katetama dolzin v/2z in v/3z, katerega hipotenuza meri v/5z. Zatem nacrtamo dva nev-
zporedna poltraka s skupnim zacetkom ter na prvem odmerimo z ter v2z + v/3z + v/5z.
Zadnjo toc¢ko s prvega poltraka povezemo s tocko, ki jo na drugem poltraku dolo¢a dolzina
V2 + V3 4+ /5. Vzporednica tej zveznici, ki poteka skozi oznako x na prvem poltraku, nam
na drugem poltraku odreze odsek dolzine 1.

3. Glej resitev 5. naloge za prvo skupino.
4. Oznacimo s [T] plos¢ino nekega trikotnika 7. Ker velja <BCD + 4BCA + SACE =
45°4-90°445° = 180°, tocka C lezi na daljici DE. Ker je S BCA+< BFA = 90°+90° = 180°,

je BCAF tetivni Stirikotnik, od koder dobimo 4FCD = ¢FCB + ¢BCD = JFAB +
JBCD = 45° 4+ 45° = 90°. Oznacimo s P preseCigCe daljic FC in AB.

Slika 3

a) Daljici BD in AFE sta pravokotni na daljico DE, zato sta vzporedni daljici CF. Ker je
|CF| > |CP|, velja [DCF]| > [BCP] in [ECF] > [ACP], od koder dobimo [DEF] > [ABC].
b) Naj bo Q # C drugo presecisce daljice DE in trikotniku ABC' ofrtane kroZnice. Daljica
FQ je tedaj premer te kroznice, zato je |PF| = |PQ| > |PC| in [CF| > 2|CP|. Od tod sledi,
da je [DCF] > 2[BCP] ter [ECF| > 2[ACP], torej res velja [DEF] > 2[ABC].

5. Pobarvajmo oglis¢a kocke z belo in ¢rno, tako da sta krajisci vsakega roba kocke pobarvani
razlicno. Ce se kocka vrne zacetni polozaj z enako ploskvijo na gornji strani, se barve oglis¢
ne zamenjajo, kar pomeni, da se oznaka na ploskvi ni mogla obrniti za 90°.

Prva skupina (drugi del)

4. a) Naj ima miza obliko romba ABCD z vodoravno diagonalo BD, ki je krajsa od 10cm.
Oznac¢imo z X polozaj mravlje, ki je na zacetku blizje tocki A, z Y pa polozaj mravlje, ki je
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na zac¢etku blizje oglis¢u C. Ker zveznica XY nikoli ne more biti vodoravna, prva mravlja
ne more obiskati oglisca C.

b) Spremenimo obliko mize iz tocke a) tako, da oglis¢e C' pomaknemo navpiéno proti A
za toliko, da postane razdalja d(A4,C) manjsa od 10cm. Ce je zveznica XY na zacetku na
stranici AB ali stranici AD, nobena izmed mravelj ne more obiskati tocke C. Ce je zveznica
XY na zacetku na stranici C'B ali stranici C'D, nobena izmed mravelj ne more obiskati tocke
A.

. Dokazimo, da je N = 5251 najvecje tako Stevilo. Najprej se prepricajmo, da je x = 50, y = 2
in z =1 edina resitev enacbe 99z + 100y + 101z = 5251. Opazimo, da velja  + y + z = 52
ali x +y + 2z = 53, saj je 51 - 101 < 5251 < 54 - 99. Cejeererz = 52, dobimo
z—x =992+ 100y + 101z — 100(z + y + z) = 5251 — 100- 52 = 51. Iz enakosti z +y+ 2z = 52
in z = z + 51 dobimo enacbo 2z + y = 1, ki nima resitev v naravnih Stevilih. Oglejmo si
sedaj Se primer z + y + z = 53. Kot prej dobimo x — 2z = 49, od koder sledi 2z + y = 4, kar
velja le za 2 =1 in y = 2. To pomeni, da je x = 50, y = 2 in z = 1 res edina resitev.

Pokazimo, da ima za N = 5251 + k, kjer je 1 < k < 99, dana enacba vsaj dve resitvi v
naravnih Stevilih. Za 1 < k < 49 sta resitvi oblike (50 — k,k + 2,1) in (51 — k,k,2). Za
50 < k < 97 sta resitvi oblike (1,100 — k,k — 48) in (2,98 — k, k — 47). Za k = 98 enacbo
reita trojici (52,1,1) in (1,2,50). Za k = 99 enacbo resita trojici (51,2,1) in (1,1,51). Ce
za N > 5351 resitev enacbe 99z + 100y + 101z = N — 99 spremenimo, tako da x zamenjamo
z x + 1, dobimo resitev za N. Od tod sledi, da tudi v primeru N > 5351 dana enacba ni
enoli¢no reslijva.

. Resimo posploseno nalogo. Denimo, da imamo m kozarcev, ki vsak vsebuje kveéjemu n-
ti del celotne koli¢ine marmelade in je n < m. Vsak dan velikan izbere n kozarcev in iz
njih poje enako koli¢ino marmelade. Nalogo resujmo z indukcijo na n, pri ¢emer je primer
n = 1 trivialen, ker lahko velikan vsako jutro pa¢ poje vso marmelado iz nekega kozarca.
Predpostavimo, da obstaja strategija praznjenja kozarceza nek n > 1 in pois¢imo strategijo
za n + 1 kozarcev. Naj bo P kozarec z najve¢jo koli¢ino marmelade. Loc¢imo dva primera.

Primer 1: V kozarcu P je manj kot n%_l marmelade. Potem je m > n + 1. Med nabori z
n + 1 kozarcev izberimo tistega, ki vsebuje skupno najmanj marmelade. V nadaljevanju naj
velikan poskusa izprazniti tisti kozarec K iz tega nabora, ki vsebuje najmanj marmelade tako,
da iz izbranih n + 1 kozarcev poje toliko marmelede, kot jo vsebuje kozarec K. Ce kozarec
P po tem koraku vsebuje ve¢ kot n%_l preostale marmelade, nacrt spremenimo tako, da iz
izbranih n + 1 kozarcev pojemo le toliko marmelade, da kozarec P zatem vsebuje natanko
%ﬂ preostale marmelade in nadaljujemo po primeru 2. Ce kozarec P po tem koraku vsebuje

1
ntl
po nekaj korakih pridemo do primera (nazadnje zagotovo, ¢e postane m = n+ 1), ko kozarec

kveéjemu preostale marmelade, smo Stevilo nepraznih kozarcev zmanjsali. Na ta nacin
P vsebuje natanko ;7 preostale marmelade in nadaljujemo po primeru 2.

Primer 2: Kozarec P vsebuje natanko %_H marmelade. Opazimo, da vsak kozarec razli¢en
od P vsebuje kve¢jemu ;11 od vse marmelade, ki ni v kozarcu P. Strategijo, ki obstaja po
indukcijski predpostavki, lahko tedaj uporabimo za kozarce razlicne od P. Pri tem isto
koli¢ino marmelade, ki jo velikan vsak dan poje iz n kozarcev, poje tudi iz kozarca P. Na
ta nacin res vsak dan je iz n + 1 kozarcev, kot je predpisano. Po indukcijski predpostavki
lahko izpraznimo kozarce razlicne od P. Tako vsak dan koli¢ino marmelade v kozarcu P
zmanj$amo za % marmelade, ki je tedaj v preostalih kozarcih. Ker na zacetku v kozarec P
vsebuje % marmelade, ki je tedaj v preostalih kozarcih, bomo tako hkrati z ostalimi kozarci

izpraznili tudi kozarec P.

19



D
4.

ruga skupina (drugi del)

Oznac¢imo mesta, kjer so zapisana dana Stevila z rdec¢imi pikami. Za lok A na dani kroZnici
oznac¢imo z f(A) vsoto vseh Stevil na tem loku. Ker je na kroZnici konéno mnogo stevil, jih
lahko razporedimo na tri loke le na konéno mnogo nac¢inov. Naj bodo L, M in S trije izbrani
loki, pri ¢emer predpostavimo, da je f(L) > f(M) > f(S). Med moznimi delitvami izberimo
tisto, kjer je razlika f(L) — f(S) minimalna in denimo, da je f(L) — f(S) > 1. Na loku L
izberimo tisto rde¢o oznako R, ki je najblizja loku S in predpostavimo da je na tem mestu
S premaknemo ravno za toliko, da lok S zajame oznako R. Cej je f( y—r > f(S)+r,je
fL') = max{f(M), f(L) — r} in f(S") = min{f(M), f(L) +r}. Ceje f(L)—r < f(S)+,
je f(L)) = max{f(M), f(L) +r} in f(S") = min{f(M), f(L) —r}. Ker jer < 1 in ne
velja f(L) = f(M) = f(S), dobimo f(L') — f(S') < f(L) — f(9), kar je v nasprotju s
predpostavko.

. Naj bo I sredisce trikotniku ABC' vértane kroznice in ¥ = ¢BCI = ¢ACI. Potem velja

JABI = 9CBI = 29 in 4CAI = 4BAI = 49, od koder dobimo ¢ = {5. Od tod zlahka
izpeljemo, da je SAB1I = 49, SAIB; = 4BIA; = 4BAI = 69 in $AIC, = SAC,I =
5¢. Oznacimo z = |AI| in y = |A1I|. Iz ustreznih enakokrakih trikotnikov dobimo enakosti
|ACy| = |IBi| =z in |[BA;| = |BI| = z+y. V trikotniku BAA; velja [ABL _ JABL -4 koder

[AI] ™ JAL]?

A1B AB B1 A BA
sledi |BCy| = <‘\A111\| — ﬁ) |AIl = % \BCl| V trikotniku ABB; velja ‘\Blllll = ‘lBil\h
od koder dobimo |AB;| = (%) |B1I| = £ = |BC4|. Torej sta trikotnika ByjAA; in
CIBAI skladna in velja ‘AlBl| = \AlCl\

A
By
C1
Slika 4

. Pomagajmo si z dodatno beleznico. Vsaki¢, ko tablo zapisemo Stevilo n, v beleznico zapisSimo

stevilo n2 in vsakic, ko s table zbrisemo tevilo n, iz beleznice zbrigimo stevilo n2. Jasno je, da
Stevilo n prvi¢ nastane iz para Stevil n—1 na tabli. Stevilan—1 tedaj ni vec¢ na tabli, pojavi pa
se Stevilo n —2. V prejsnjem koraku smo Stevilo n — 1 dobili iz para $tevil n — 2, in tako dalje.
Na tabli imamo torej Stevila n,n—2,n—3,...,3,2,1, pri ¢emer je na tabli morda Se dodatno
gtevilo 1, tako da je na tabli zapisano sodo mnogo $tevil. Naj bo f(n) minimalno $tevilo
korakov, ki jih potrebujemo, da na tablo zapisemo naravno stevilo n. Ce na tablo dodamo dve
Stevili 1, se vsota tevil v beleznici poveéa za 1+1 = 2, prav tako pa se vsota Stevil v beleznici
poveca za (m+1)2 + (m —1)2 —m? —m? = 2 tudi v primeru, ko dve §tevili m nadomestimo
zm+1inm—1. Od todsledi f(n) = 3 (R 4+ (n—2)24+ (n—3)%+--+224+12+1?) za
n=4k alin =4k+1in f(n) :%(n2+(n—2)2+(n—3)2+~~~+22+12) zan =4k + 2
ali n = 4k + 1. V naSem primeru tako dobimo

2003 - 2004 - 4007

1
2 = = (2005
F(2005) 2(oo5+ .

+ 1) = 1342355520.

Gregor Cigler
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