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H YE. matemabticnoe tehkmovanje srednjesolcer Slovenije

1. letnik

1. Ali obstaja naravno $tevilo n, za katerega velja: ¢e §tevilo n pomnozimo
z vsoto njegovih stevk, je vsota stevk dobljenega zmnozka enaka 37

2. Na vsaki ploskvi kocke je napisano naravno stevilo, v vsakem oglis¢u
pa je napisan zmnozek §tevil na 3 ploskvah, ki se stikajo v tem oglis¢u.
Vsota stevil v oglis¢ih kocke je 70. Koliksna je vsota stevil na ploskvah
kocke?

3. Naj bosta F in F razpolovisci stranic AD in DC pravokotnika ABC'D.
Oznacimo z G presecisce daljic AF in EC. Dokazi, da je 4 CGF =
J FBE.

4. Ana je izbrala stevke 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 in 9. Odlocila se je, da bo
oblikovala skupine s po 4 dvomestnimi prastevili in da bo za vsako sku-
pino prastevil uporabila vse izbrane stevke. KoliksSna je vsota prastevil
posamezne skupine?

2. letnik

1. PoiSc¢i vsa petmestna Stevila abede, ki so deljiva z 9 in za katera velja
ace — bda = 760.

2. Dano je pozitivno realno stevilo p. Med vsemi pari pozitivnih realnih

je vrednost izraza z3 4+ y3 najmanjsa.



3. Na kroznici k s sredis¢em v tocki O izberemo tocki A in B tako, da

izberemo tocko C, ki ne sovpada niti z A niti z B. Premica AC seka
kroznico k v tockah A in D. Dokazi, da je trikotnik DC'B enakokrak.

4. Igralca imata vsak po 2004 Zetone. Izmenoma meceta neobic¢ajno igralno
kocko, na kateri je napisanih prvih 6 prastevil. Igralec, ki je na potezi,
vrze kocko, drugi pa mu da toliko zetonov, kolikor je ostanek pri deljenju
Stevila 2004 s stevilom, ki je padlo pri metu kocke. Ali je mogoce, da
bi imel eden izmed igralcev v nekem trenutku igre 7-krat toliko zetonov
kot drugi?

3. letnik

1. Poisci vse celostevilske resitve enacbe v/x + /y = v/2004.

2. Naj bo n naravno §tevilo, ki je enako vsoti svojih od n manjsih delite-
ljev. Tako stevilo je denimo stevilo 28. Koliksna je vsota reciproc¢nih
vrednosti vseh njegovih deliteljev?

3. Naj bo ABCD tetivni stirikotnik, pri katerem si nobeni 2 nasprotni
stranici nista vzporedni. Presecisce premic AB in CD oznatimo z F,
presecisce premic AD in BC pas F'. Simetrala kota 4 AF B seka daljico
AB v to¢ki P, daljico CD pa v tocki R. Simetrala kota 4 BEC seka
daljico BC' v tocki @), daljico AD pa v tocki S. Dokazi, da je stirikotnik
PQRS romb.

4. V telenoveli o dogodkih v zarotniskem mestecu nastopa n mescanov,
n > 3. Vsaka 2 mescana skupaj kujeta zaroto proti enemu izmed ostalih
mescanov. Dokazi, da obstaja tak mescan, da je vsaj y/n mescanov
vpletenih v zaroto proti njemu.



4. letnik

1. Cleni neskonénega geometrijskega zaporedja so naravna stevila, od ka-
terih vsaj dve nista deljivi s 4. Zapisi splo$ni ¢len tega zaporedja, Ce
ves, da je eden izmed clenov enak 2004.

2. Poiséi vse celostevilske resitve enacbe a® = ab + 2.

3. Dan je ostrokotni trikotnik ABC. Naj bo C' nozisce visine na AB, D
in E pa razlicni tocki na daljici CC’. Naj bosta F' in G pravokotni
projekciji tocke D na stranici AC oziroma BC. Dokazi, da je trikotnik
ABC enakokrak, ¢e je §tirikotnik DG EF paralelogram.

4. V telenoveli o dogodkih v zarotniskem mestecu nastopa m mescanov,
n > 4. Vsaka skupina 3 mesc¢anov kuje zaroto proti enemu izmed ostalih

mescanov. Dokazi, da obstaja tak mescan, da je vsaj /(n —1)(n — 2)

mescanov vpletenih v zaroto proti njemu.
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H Matematicne tekmovanje srednjesolcer Slovenije
Izbirno tehmovanje

Naloge za 1. letnik

1. Poisci vsa naravna Stevila m in n, ki zados¢ajo enacbi % + % =1.

2. Dan je enakokrak pravokotni trikotnik C
ABC s pravim kotom pri C in kateto
dolzine 2. Krozni lok ¢ s sredis¢em v A
razdeli trikotnik na plos¢insko enaka dela, l
krozni lok m s srediS¢em v B pa se dotika 45° 45°
kroznega loka ¢ v tocki na hipotenuzi AB. A B
Koliksna je plos¢ina osencenega lika?

3. Pravokotnik ABC'D ima stranico AB dolgo 2a, stranico AD pa a.
Oznacimo razpolovigée stranice AB z FE in izberimo poljubno tocko F
na stranici AD. Plos¢ina trikotnika FCF' je odvisna od izbire tocke F'.
Koliksna je najmanjsa in koliksna najvecja ploséina trikotnika EC'F'| ko
lego tocke F' spreminjamo?

4. Poisci vse resitve enacbe x = |2x — |60 — 2z||.

5. Nika in Tim sta igrala karte. Neodlocen izid ni bil mozen. Vnaprej
sta se dogovorila, da bo zmagovalec posamezne igre dobil ve¢ tock kot
porazenec in da bo porazenec dobil pozitivno Stevilo tock. Dolocila sta,
koliko tock bo po posamezni igri dobil zmagovalec in koliko porazenec.
Po nekaj igrah je imela Nika 30 tock, Tim, ki je dobil 2 igri, pa 25 tock.
Koliko tock je dobil zmagovalec posamezne igre?

Naloge za 2. letnik

1. Ali obstaja pravokotni trikotnik s celostevilskimi dolzinami stranic, pri
katerem sta dolzini obeh katet prastevili?

2. Poiséi vsa trimestna Stevila, ki so enaka 30-kratniku vsote svojih Stevk.

3. Koliko je /2004 - 2002 - 1998 - 1996 + 367
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4. Na ravnini lezijo take tocke A, B, C' in D, da velja |[AB| = |BC| =
|AC| = |C'D| =10 cm in |AD| = 17 cm. Koliko meri kot 4 ADB?

5. Matija je najprej po vrsti napisal vsa stevila od 1 do 10000, nato pa
izbrisal vsa stevila, ki niso bila deljiva ne s 5 in ne z 11. Katero stevilo
je na 2004. mestu?

Naloge za 3. letnik

log, 4 (log; 5 — log; 2) ”
log, 25 (log; 8 —log; 4)
logy7 4 (logz7 5 — logy; 2) 2
log77 25 (logz7 8 — logr7 4)

2. Koliko pozitivnih vrednosti lahko zavzame izraz

1. (a) Koliko je 5%, ¢e je a =

(b) Koliko je 5°, e je b =

2 3 4
a0+3a1+3 (Zz+3 a3+3 Qy,
¢e so stevila ag, ay, as, ag in a4 iz mnozice {—1,0,1}7
3. Izra¢unaj vrednost izraza sin® 75° — cos® 75°.

4. V mnozici A je 7 naravnih $tevil, ki niso ve¢ja od 20. Dokazi, da ob-
stajajo taka 4 razli¢na Stevila a, b, ¢ in d iz mnozice A, da je Stevilo
a+b— c—d deljivo z 20.

5. Diagonale pravilnega petkotnika s stranico dolzine 1 tvorijo nov, manjsi
pravilen petkotnik. Koliko meri stranica manjSega petkotnika?

Naloge za 4. letnik

1. Resi enacbo
1 1 1
T+ i 1+ 55—

2
T+
1’3+*14
=

v pozitivnih realnih Stevilih.



2. Poisci vsa prastevila p, za katera sta tudi p + 28 in p + 56 prastevili.

3. Za katera naravna Stevila n lahko najdemo n zaporednih celih Stevil z
vsoto n?

4. Koliko desetmestnih Stevil ayasazasasagaragagarg, za katera velja, da je
a1 = 1 in je vsaka izmed Stevk ao, as, ..., aip enaka 0 ali 1, zadosca
pogoju

ay + as + as + ar + ag = as + a4 + ag + as + ayp?

5. V ravnini sta dani razliéni to¢ki O in P. Naj bo ABCD tak parale-
logram, katerega diagonali se sekata v tocki O, da tocka P ne lezi na
zrcalni sliki premice AB preko premice C'D. Razpoloviséi daljic AP
in BP ozna¢imo z M oziroma N, presecisce premic MC in ND pa s
@. Dokazi, da so tocke P, @ in O kolinearne ter da je lega tocke @
neodvisna od izbire paralelograma ABCD.



H Tehmovanje za zlate Stefanove priznanje
1. razred osemiebne osnovne sole in 8. rozred
develbtlebne osnovne sole

1. del: Kratke naloge

Tekmovalci so prve tri teoreticne naloge resevali 90 minut, za vsako eksperimentalno pa so
imeli 40 minut ¢asa.

1. Obkrozi ¢rko pred pravilnim odgovorom. Pri vsakem vprasanju je pravilen samo en odgovor.

(a) Ladja zapluje s slanega morja v reko. Kaj se zgodi z vzgonom in ladjo?
A Vzgon se poveca, ker se ladja bolj pogrezne.
B Vzgon se ne spremeni, ceprav se ladja pogrezne.
C Vzgon se zmanjsa, ker se ladja nekoliko dvigne.
D Vzgon se ne spremeni, ¢eprav se ladja nekoliko dvigne.
(b) Miha je s stoparico, ki kaze desetinke sekunde, meril nihajni ¢as nihala. Najprej je (i)
izmeril ¢as enega nihaja 1,3 s £ 0,2 s, nato je izmeril e (ii) ¢as desetih nihajev 13,5 s
+ 0,2 s. Katera trditev velja za meritvi?
A Meritev (i) je manj natanéna kot meritev (ii), saj je nedolo¢enost meritve (0,2 s)
glede na izmerjeni ¢as (i) ve¢ja kot pri meritvi (ii).
B Meritev (i) je bolj natanéna kot meritev (ii), saj je izmeril le ¢as enega nihaja.
C Pri eni meritvi se je Miha zmotil, saj je ¢as (ii) mnogo daljsi od ¢asa (i).
D Cas enega nihaja je izmeril enako natanéno pri obeh meritvah.
(¢) Na spodnji sliki je telo v ravnovesju. Nanj delujejo tri sile v oznacenih smereh.

Oznacene so le smeri sil, ne pa tudi njihove velikosti. Katera od spodnjih trditev
je pravilna?

“F
A velikost F| + velikost F, = velikost Fj

B velikost F, + velikost F, < velikost Fj Q

C velikost F, + velikost F, > velikost F A S
D velikost Fy = velikost Fy = velikost Fj TR

(d) Telo A ima prostornino 2 dm? in gostoto 0,7 kg/dm?, telo B pa enako prostornino kot
telo A in gostoto 1,4 kg/dm®. Obe telesi vrzemo v vodo. Koliksni sta sili vzgona na
telesi A in B?

A Sila vzgona na telo A je 7 N, na telo B pa 14 N.
B Sila vzgona na telo A je 14 N, na telo B pa 20 N.
C Sila vzgona na telo A in na telo B je 20 N.

D Sila vzgona na telo A je 14 N, na telo B pa 28 N.

—



(e) Trienake lesene klade postavimo eno zraven druge na hrapavo ravno podlago. Ko klado
A potiskamo s silo Fy = 1,2 N v vodoravni smeri, kot je narisano, se klade gibljejo
enakomerno. Koliksna je sila Fi,, s katero klada B deluje na klado A in koliksna je
sila Fop, s katero klada C deluje na klado B?

A FBA = 1,2 N in FCB = 12 N.

C Z 7

Fpa=08Nin Fop = 0,4 N.
D Fgs=04Nin Fog =04 N.

7

2. Devet enakih opek zlozimo po tri skupaj, kot je narisano. Plos¢ina velike ploskve je trikrat
veCja od ploscine male ploskve.

p4
pl p8

p2 p>

p3 6 9
(a) Uredi tlake p3, pe in pg po velikosti. Uporabi oznake <, >, =.

(b) Uredi vse tlake od p; do pg po velikosti! Uporabi oznake <, >, =.

3. Zogice iz érne gume (CG, pse = 0,77 kg/dm?), stiropora (S, ps = 0,033 kg/dm?), svetle
gume (SG, psg = 0,97 kg/dm?) in kovine (K, px = 4,6 kg/dm?) mirujejo v posodi 7 vodo,
kot kaze fotografija (A).

(B)

(a) Na list prerisi sliko posode (B), ter nanjo skiciraj, kako bi v vodi mirovale zogice iz
istih snovi, ¢e bi imele vse enako prostornino kot stiroporna, Vg = 62 cm?. Uporabi
znamenja CG, S, SG in K.

(b) Koliko vode izpodrinejo vse 7zogice skupaj v primeru naloge (a)?

(c) Zogice iz istih snovi izberemo tako, da imajo vse enako maso kot kovinska, myg = 31 g.
Na list prerisi sliko posode (B) ter nanjo pribliZzno narisi vse $tiri zogice, ko mirujejo v
vodi. Uporabi znamenja CG, S, SG in K.

(d) Koliko vode izpodrinejo vse zogice skupaj v primeru naloge (c)?



4. Eksperimentalna naloga
Pripomocki:
e slana voda v vréu,
e silomer,
e menzura,

e predmet.

Izmeri gostoto tekocine v vréu ter gostoto snovi, iz katere je predmet.

(a) Zapisi zaporedje korakov, ki jih izvedes.
(b) Koliksna je gostota snovi, iz katere je predmet?

(¢) Koliksna je gostota tekocine?

5. Eksperimentalna naloga

Pri poskusu bos spremljal in belezil, kako se s ¢asom med pretakanjem spreminjata visini
gladin vode hq in hy v povezanih posodah. Na list z meritvami zapisi oznako merilnega
mesta. S cevkami in ventili ravnaj previdno in pazljivo.

Pripomocki:
e s cevko povezani posodi,
e Stoparica,
e merilo,

e vré z vodo.

ventil
\,

L= |



Zapri ventil na vecji posodi, v 0zjo posodo pa nalij 1000 ml vode. Vec¢ja posoda naj bo na
zacetku prazna.

Spremljaj in belezi, kako se s ¢casom med pretakanjem spreminjata visini gladin vode A, in
hy v povezanih posodah. Odpri ventil in v tabelo zabelezi ¢as, v katerem se gladina vode v
07ji menzuri spusti za 1 cm. Zabelezi ¢as vsakié, ko se gladina spusti za naslednji cm, dokler
se pretakanje ne zaustavi. Vsakic tudi izracunaj prostorninski pretok vode med posodama.
Pojasnilo: Prostorninski pretok @y je koli¢nik med prostornino tekocine V', ki se pretoci, in
casom t, v katerem se tekocina pretoci, ®y = ‘7

(a) Meritve in izracunan prostorninski pretok vpisi v tabelo.

(b) Narisi diagram, ki prikazuje visini gladin v obeh posodah v odvisnosti od ¢asa! Grafa
risi v isti koordinatni sistem in ju jasno oznaci. Skozi tocke meritev vri§i krivuljo.

(c) Narisi nov diagram, ki prikazuje, kako se spreminja prostorninski pretok v odvisnosti
od casa.

(d) Narisi tudi diagram, ki prikazuje, kako se spreminja prostorninski pretok med posodama
v odvisnosti od razlike med visinama gladin vode (h; — hy) v posodah.

(e) Z besedami opi§i odvisnost prostorninskega pretoka med posodama od razlike visin
gladin vode v posodah!

H Tehmovanje za zlate Stefanove priznanje
8. razred osemlebne osnovne sole in 9. rozered
devebtlebne osnovne sole

Tekmowalci so prve tri teoreticne naloge reSevali 90 minut, za vsako eksperimentalno pa so
imeli po 40 minut c¢asa.

1. Obkrozi ¢rko pred pravilnim odgovorom. Pri vsakem vprasanju je pravilen samo en odgovor.

(a) Vlonckih Ly, Lo in Lj je po 0,1 dm? vode, v lonéku Ly pa je 0,2 dm? vode. Temperatura
vode v lon¢ku L; je 10° C, v Lg je 20° C, v L3 je 40° C in v L4 je 50° C. V prazno
vecjo posodo zlijemo najprej vodo iz drugega in tretjega loncka, potem iz prvega in na
koncu 8e iz cetrtega. Kolik$na je na koncu temperatura vode v veéji posodi?

A 24°C

B 30°C 10° 20° 40° 50°
C 34°C

D 40° C . ke Lo b

(b) Padalec skoci iz lebdecega helikopterja. Nekaj ¢asa pada, potem odpre padalo, ki
njegovo padanje upocasni. Kateri graf pravilno kaze hitrost padalca v odvisnosti od
¢asa potem, ko skoci iz helikopterja, pada, odpre padalo in pada s padalom, preden
pristane padalec na tleh?



(c) Tri enake sanke A, B in C zvezemo z lahkimi vrvicami, kot kaze slika. Postavimo jih
na ledeno ploskev, da lahko trenje zanemarimo. Sanke A vle¢emo s silo Fy = 12 N,
vlakec iz sank se zato giblje enakomerno pospeseno. Koliksna je sila Fiz4 s katero sanke
B preko vrvice vletejo sanke A in koliksna je sila Fepg, s katero sanke C preko vrvice
vlecejo sanke B?

A Fpa=12N, Fop = 12 N.
B Fgys=8N, Fop=4N.
C Fpa=6N, Fop =3N.
D Fya=O0N, Fop =0N.

(d) Zogico dvignemo in jo spustimo ter jo opazujemo, kako se odbija od mize. Zogica se
odbija od mize tako, da se pri vsakem odboju od povrsine mize v notranjo energijo
pretvori 20 odstotkov kineticne energije zogice. Kolikokrat se odbije od mize, da se
visina, do katere se po odboju dvigne, zmanjsa pod polovico zacetne visine?

A 1 krat.
B 2 krat.
C 3 krat.
D 4 krat.

(e) Skozi vezje na sliki tece tok. Kateri od tokov je najvecji? Vse zarnice so enake.

A 1. I3

B I

C I )

D I, —
N

2. Vozicek z maso 8 kg se giblje po vodoravni podlagi s hitrostjo 1 m/s. Potem ga na poti 3 m
potiskamo v smeri gibanja s konstantno silo tako, da je njegova hitrost na koncu 2 m/s.

(a) Koliksna je povprecna hitrost vozicka?

(b)

()

(d)
)
)

Koliko ¢asa smo delovali s silo na vozicek?

S koliksno silo smo delovali?

S koliksno povpreéno moéjo smo delovali?

(e) Narisi graf, ki kaze pospesek v odvisnosti od ¢asa med potiskanjem.

f) Narisi graf, ki kaze hitrost v odvisnosti od ¢asa med potiskanjem.



3. Slika (A) kaze, kako je tok skozi kolesarsko zarnico odvisen od napetosti na zarnici. Slika
(B) kaze, kako je tok skozi upornik z uporom 10  odvisen od napetosti na uporniku. Na
vir napetosti vezemo zaporedno eno kolesarsko zarnico in en upornik z uporom 10 €. Z
voltmetrom izmerimo, da je na zarnici napetost 2 V.

/ A / B
(mAl| ®) (mAl| ®)
400 | 600 T
+ 400 t
200+ i
i 200
0 Il } | | Il 0 | } } } } | Il
o 2 4 6 8 yNM O 2 4 6 8 (V]

Narisi vezje pri merjenju napetosti na zarnici, vkljuéno z upornikom in voltmetrom.
Koliksen je tok skozi zarnico?

)
)
(c¢) Koliksna je napetost na uporniku?
) Koliksna je napetost vira?

)

Napetost povecamo tako, da skozi zarnico tece tok 0,5 A. Koliksna naj bo nova napetost
vira?

(f) Koliko toplote odda upornik v eni uri v primeru (e)?

4. Eksperimentalna naloga: Zogice
Pripomocki:
e Stiri zogice,
e tehtnica,
e merilni trak dolzine 1 meter.
Izmeri, kako visoko se odbijejo zogice in oceni za koliksen odstotek se zmanjsa kineticna
energija zogice pri enem odboju zogice.

Navodilo: Spusti Zzogico z visine 0,5 m in po prvem odboju izmeri visino, do katere se
odbije. Poskus ponovi vsaj petkrat. Izmerke belezi v tabelo. Poskuse ponovi z vsemi Stirimi
zogicami.

(a) Katere energije ima zogica tik po odboju?

(c) V tabelo zapisi za vsako zogico, koliksna je njena potencialna energija preden jo spustis,
koliksna je njena kineticna energija tik preden tr¢i ob mizo ter kolikSna je njena
kineti¢na energija tik po prvem odboju.

(d) Za vse §tiri zogice izracunaj, za koliko odstotkov se je zmanjsala njihova kinetiéna
energija pri enem odboju.

(e) Kaj se zgodi z 'izgubljeno’ kineti¢no energijo?



5. Eksperimentalna naloga: Vezava stikal
Pripomocki: skatla s stirimi stikali, baterija, dve zarnici, vezne Zice.

V trgovini z elektro materialom lahko kupimo ve¢ vrst stenskih stikal, med drugim navadno,
menjalno in krizno stikalo. Na zunaj so si ta stikala zelo podobna, vendar se ob preklopu
tipke vsako od njih obnasa drugace. V tej nalogi bos najprej raziskal, v katerega od treh
tipov stikal sodi posamezno stikalo, ki se skriva v skatli. Nato bos uporabil ustrezno stikalo
in ge zvezal v elektri¢ni krog, da bo ta imel zahtevane lastnosti.

Preden se lotis resevanja prakticne naloge, opisimo delovanje stikala posameznega tipa.

Navadno stikalo je tisto, pri katerem v enem polozaju tipke ni stika med nobenima prikljuckoma
stikala, v drugem polozaju tipke pa je med dvema prikljuckoma stik (slika A).
Menjalno stikalo je tisto, pri katerem je v enem polozaju tipke stik med dvema prikljuckoma
stikala, recimo 1 in 2, v drugem polozaju tipke pa je stik med enim od prejsnjih
prikljuckov in tretjim prikljuckom, recimo 1 in 3 (slika B).
Krizno stikalo je tisto, pri katerem sta v enem polozaju tipke v stiku dva para kontaktov,

recimo 1 s 4 in 2 s 3, v drugem polozaju tipke pa sta v stiku druga dva para kontaktov,
recimo 1 s 3 in 2 s 4 (slika C).

1 2 1 2 1 2

oo b X
o O @)

3 4 3 4 3 4
12 1 2 1 2
o O O=0 i i

o O o O
3 4 3 4 3 4
(A) (B) (C)

Slika shematsko prikazuje delovanje treh vrst stikal: (A) navadnega, (B) menjalnega, (C)
kriznega. Vsakic je spodaj narisano, kateri prikljucki so v stiku, ko je tipka stikala v enem
polozaju, zgoraj pa, kateri prikljucki so v stiku, ko je tipka stikala v drugem polozaju. Za
krizno stikalo je ena povezava narisana s sivo, da se bolje vidi, da ni stika med obema
povezavama.

(a) V skatli so stiri oznacena stikala, vendar ne ves, katere vrste je katero. Uporabi prilozeno
baterijo, eno ali obe zarnici in vezne zice ter preizkusi delovanje vsakega od stikal.
Vsak prikljucek posameznega stikala je druge barve. Pri opisu delovanja si pomagaj
z barvami, da bo§ nedvoumno ozna¢il med katerima prikljuckoma je stik, ko je tipka
v izbranem polozaju. Za vsako od stikal napisi, katere vrste (navadno, menjalno ali
krizno) je!

(b) Zvezi baterijo, obe zarnici ter ustrezno stikalo, tako da bo v enem polozaju tipke stikala

gorela ena zarnica, v drugem pa druga! Narisi shemo vezave in pojasni delovanje tvojega
vezja.
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H Reszitve nalog Y8, matematicnegao tehkmovanja
srednjesolcer Slovenije

I/1. Oznacimo s s(m) vsoto Stevk naravnega Stevila m. Naloga spraSuje, ali obstaja
naravno §tevilo n, da je s(n - s(n)) = 3. Ker je naravno stevilo deljivo s 3 natanko tedaj, ko
je s 3 deljiva vsota njegovih stevk, mora biti s 3 deljiv zmnozek n - s(n). Torej mora biti s 3
deljivo vsaj eno izmed stevil n in s(n). Ce pa je eno deljivo s 3, je tudi drugo deljivo s 3 in
je zmnozek n - s(n) deljiv z 9. Tedaj bi moralo biti stevilo s(n - 9( )) deljivo z 9, zato enacba
s(n - s(n)) = 3 ni resljiva. Iskano naravno Stevilo ne obstaja.

I/2. Oznacimo Stevila na ploskvah kocke z a1, as, as, a4, as in ag. V ogliscih kocke so
zapisana Stevila ajasas, asazas, azasas, asaias, ajasag, 20306, A3a4a6 N a4a1ag, zato je
70 = ajasas + asazas + azasas + asaias + ajasag + asazag + azasaq + asa,aq =
= (a5 + ag)(a1as + asaz + azaq + agay) =
(a1 + a3)(as + a4)(as + ag).

Ker je 70 = 2-5-7in so vsi 3 faktorji vecji od 1, je eden izmed faktorjev enak 2, eden je enak
5 in eden je enak 7, njihova vsota pa je enaka a; +as +az+as+a5+ag=2+5+7=14.

I/3. Ker je $FBA = 4BAF = 4DFA in p F C
YEBA=3DCE, je
JCOGF = 7 —4FCG—-4GFC = e
= 71— 4DCE— (1 —4DFG) = E

= —YDCE+DFA=
= YFBA—J3EBA
= JFBE.

A B

I/4. Ana lahko z izbranimi Stevkami oblikuje skupino prastevil {23, 41, 59, 67}. Da ne
bi iskali vseh moznih skupin prastevil, razmisljajmo drugace. Dvomestno prastevilo se ne
more koncati z nobeno izmed Stevk 2, 4, 5 oziroma 6, zato te Stevke nastopajo na mestu
desetic. Kakor koli Ana oblikuje skupino 4 prastevil, je njihova vsota enaka 10- (244 + 5+
6)+ (1+3+7+9) =170+ 20 = 190.

I1/1. Enacbo ace — bda = 760 preoblikujemo v 100a 4 10¢ + e — 1006 — 10d — a = 760, od
koder sledi, da je e = a. Zdaj lahko enacbo delimo z 10 in dobimo 10(a — b) + (¢ — d) = 76.
Lo¢imo 2 moznosti, in sicer c —d =6 ali ¢ —d = —4.

V prvem primeru je ¢ = d+ 6 in a = b+ 7. UpoStevamo pogoj, da je petmestno stevilo
deljivo z 9. To pomeni, da jea+b+c+d+e=0+7T+b+d+6+d+b+7=3b+2d+20 =
3b+2(d+149) deljivo z 9. Zato je d+ 1 deljivo s 3 in zaradi ¢ — d = 6 sledi d = 2. Potem
je ¢ = 8 in velja, da 9 deli 3(b + 2), od koder zaradi a = b+ 7 sledi b = 1. V tem primeru je
petmestno Stevilo enako 81828.

V drugem primeru je d = c+4ina =5b+8. Zatojea=8inb=0alia=9in
b=1 Cejea =38, izpogoja9 | (a+b+c+d+e) =8+ 2 +4+8sledi, da 9 deli
2¢ + 2. Torej je ¢ = 8, vendar potem d = ¢+ 4 = 12 ni stevka. Ce pa je a = 9, iz pogoja
9| (a+b+c+d+e)=10+2c+4+9sledi, da 9 deli 2¢+ 5. Torej je ¢ = 2 in je petmestno
stevilo enako 91269.

/2. Kerje 2 +y° —p =2’ +y° —a?y—ay? = 2%(z—y) —y?(z—y) = (2 - )( +y) 20,
3.

je vrednost izraza zagotovo vecja ali enaka p. Enakost je dosezena le za z =y = (§)
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I1/3. Ce totka C lezi na istem loku nad AB kot tocka O, je ¥ AOB = JACB =
CDB+ ¢ DBC. Ker je §CDB = L § AOB, je tudi ¢ DBC = ! § AOB. Torej je DCB
enakokrak trikotnik z vrhom C.

Cy@/ B

D C

Ce pa tocki C'in O ne lezita na istem loku nad AB, je $ BDA = 7 — 14 AOB =
IDBC + 4 BCD. Zaradi < BCD =7 — S AOB je < DBC = % JAOB. Ker je SCDB =
m—IBDA= % J AOB, je tudi v tem primeru DCB enakokrak trikotnik z vrhom C.

11/4. Ce bi imel eden izmed igralcev 7-krat toliko zetonov kot drugi, bi jih imel eden
3507, drugi pa 501, kajti zetonov je ves cas igre 4008. Prvih 6 prastevil je 2, 3, 5, 7, 11 in
13, stevilo 2004 pa da pri deljenju s temi prastevili zaporedoma ostanke 0, 0, 4, 2, 2, 2. Pri
vsakem metu kocke se torej stevilo zetonov vsakega igralca spremeni za sodo stevilo. Ker
ima na zacetku vsak igralec sodo stevilo zetonov, ni mogoce, da bi jih imel eden izmed njiju
v nekem trenutku igre 7-krat toliko kot drugi, saj bi to pomenilo, da bi tedaj vsak igralec
imel liho Stevilo zetonov.

III/1. Kvadrirajmo enacbo /z = v/2004 — ,/y in izrazimo 2\/y - 2004 = 2004 +y —z. Od
tod sledi, da mora biti 21/y - 2004 = 4,/y - 501 celo stevilo, zato mora biti y = 501- k2%, kjer je
k nenegativno celo stevilo. Ce sedaj y vstavimo v prvotno enacho, dobimo /z = (2—k)v/501,
od koder sledi, da je k lahko 0, 1 ali 2. Vsi mozni pari (z,y) so tako (2004, 0), (501, 501) in
(0, 2004).

IIT/2. Naj bodo dy,da, ..., d, delitelji stevilan in naj velja 1 =d; < dy < ... < dj = n.
Potem je d; - diy1- = n, zato je ;- + g +...+ o = b 4 —dkn’l +...+8= 7d"+(d"’;+'"+dl) =
win _ 9,

n



II1/3. Zaradi simetrije lahko predpostavimo, da
lezi totka A med F in B, tocka C' pa med F in
B. Presecisce obeh simetral oznac¢imo s T, notranje
kote stirikotnika ABC'D pa z o, 3, v in §. Potem je

JFTE ITFQ+ I FQT =
= 1JAFB+ (3 {BEC+{FBE) =
tm—a—-B)+ir—B—+8=

T—ia+y) =i

saj je a +v = w. Torej je ET L FT. Ker je
simetrala kota < P E R hkrati tudi visina na stranico 2
PR, je PER enakokrak trikotnik z osnovnico PR, E
tocka 1" pa njeno razpolovisce. Podobno je tocka 1" razpolovisce osnovnice S@) enakokrakega
trikotnika SQF. Torej je stirikotnik PQRS romb, saj ima diagonali, ki se pravokotno
razpolavljata.

II1/4. Vseh (neurejenih) parov mescéanov je "(" . Vsak par oznacimo s tistim izmed
n — 2 mescanov, proti kateremu par kuje zaroto. Potem obstaja m parov, ki so vsi oznaceni
z istim mescanom, in je m > “5=. Denimo, da v teh m parih sodeluje k mescanov. Tedaj

velja k(k2 D >m > "21, torej je k2 > k(k—1) > n—1. Res je, da obstaja tak mescan, proti
kateremu se je zarotilo k > /n mes¢anov.

IV /1. Zaporedje je oblike an, = a-r", n > 0. Najprej dokazemo, da so vsi cleni zaporedja
cela Stevila. Ker je r = ;%2 je r racionalno Stevilo. ZapiSimo r = 3, § > 0, kjer sta si
stevili v in /3 tuji. Dokazatl ]e potrebno, da je b = 1. Recimo, da obth]a prastevilo p, ki
deli b. Tedaj stevilo a,, = a%; za dovolj velike n ne bo celo.

ﬂn

Ce je élen zaporedja deljiv s 4, so deljivi s 4 tudi vsi éleni, ki mu sledijo, zato ag in a
nista deljiva s 4. Prav tako je r # 1, saj bi bili sicer vsi ¢leni enaki 2004. Denimo, da je
k-ti ¢len enak 2004. Tedaj je ar = a-rF = 2004 = 2-2-3.167. Ker je 2004 sodo stevilo,
je k> 2. Ce bibil k > 2, bi od tod sledilo » = 1, to pa ni mogoce. Zato je k = 2 in r > 1.
Edina moznost je r = 2, a = 3 - 167 = 501. Iskano zaporedje je a, = 501 - 2"

IV/2. Ce je b < 0, stevilo a® ni celo, ée je |a| > 1. Pri a = 1 dobimo enacbo 1 = b+ 2 in
od tod b= —1. Pri a = —1 dobimo enac¢bo (—1)" = —b+ 2, ki pa nima resitve: ker je b < 0,
je —b+2 > 3, medtem ko je (—1)® = 1.

Ce je b = 0, dana enacba ni resljiva.

Ce pa je b > 0, §tevilo a deli a®. Zato a deli tudi §tevilo 2, saj je a® — ab = 2. Torej je a
lahko enak —2, —1, 1 ali 2. Oglejmo si vsakega izmed teh primerov posebej.

Cejea= -2 je (~2)" = —2b+ 2 oziroma (—2)" ' = (b —1). Tej enachi ne ustreza
nobeno naravno &tevilo b. Ce stevilo b ustreza pogoju, je liho; torej b = 25+ 1. Enacho tedaj
preoblikujemo v 4* = s, kar pa ni resljivo, saj za vsako realno stevilo s velja 4° > s.

Ce jea=—1, je (=1)> = =b+ 2. To pomeni, da je | —b+2| = 1, kar nam da b =1 ali
b= 3, vendar le b = 3 ustreza enachi (—1)° = —b+ 2.

Ce je a = 1, dobimo enacbo 1 = b+ 2, ki pri pogoju b > 0 nima resitev.

Cejea=2,je 2> =2(b+1) oziroma 2°~' = b+ 1. Tej enachi zadoscéa le b= 3. Za b > 3
pa velja 2°=! > b+ 1, kar preverimo z indukcijo. (Pri b =4 imamo2*'=8>4+1=5V
dokazu induktivnega koraka pa 204D 1 =2.2 1> 9(h 4+ 1) > (b+1) +2.)



Pari (a, b), ki resijo enacbo, so: (2,3), (1,—1) in (—1,3).

IV/3. 1. naéin Oznacimo s F' presecisce C
premice F'E s stranico BC ter z G’ presecisce a l F
premice GE s stranico AC. Naj bo S
4 BAC = «. Zaradi tetivnosti stirikotnika
FDGC je $CGF = SCDF = a. Predpo-
stavimo, da je DGEF paralelogram. Ker je F G
DF | GG', jetudi S CEG' = «, zaradi tetiv-
nosti stirikotnika G'EF'C pa je SCEG' =
JCF'G" = «. Nazadnje upoStevamo Se,
da je zaradi pravih kotov pri F' in G' D
tudi stirikotnik FGF'G' tetiven in izpeljemo A ' B
JGFG' = $CF'G' = a. Torej smo dokazali, da je YCGF = < GFC = a. Povsem analo-
gno lahko sklepamo, da je CGF = <GFC = f3, kjer smo oznacili § = < CBA. Torej res
velja @ = 8 in je trikotnik ABC' enakokrak.

2. nacin Oznac¢imo F' in G’ kot v 1. nacinu in naj bo DG EF paralelogram. Ker je GG' 1. FC
in FF' 1 BC, je E visinska tocka trikotnika FGC in zato je CC' L FG. Ker se diagonali

v paralelogramu razpolavljata, je trikotnik FGC' enakokrak. Ker pa velja FG || AB, je tudi
trikotnik ABC enakokrak.

IV /4. Vseh (neurejenih) trojic mes¢anov je W Vsako trojico oznaimo s tistim
izmed n — 3 mescanov, proti kateremu trojica kuje zaroto. Potem obstaja m trojic, ki so vse
oznacene 7z istim mescanom, in je m > W Denimo, da v teh m trojicah sodeluje k
mescanov. Tedaj velja X8~ > 0y torej je k2 > k(k —1)(k —2) > 6m > (n —1)(n — 2)
in zato k* > (n — 1)(n — 2). Res je, da obstaja tak mescan, proti kateremu se je zarotilo

k> ¥/(n—1)(n —2) mescanov.
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H Reszitve nalog z izbirnega tehmovanja

Vsaka naloga je vredna 7 tock. Pri vrednotenju smiselno upostevajte priloZeni
totkovnik. Tekmovalec naj ne prejme vet kot 3 totke pri posamezni nalogi, e iz
delne resitve ni razvidna pot do konéne resitve naloge.

I/1. Enatbo 2 + 2 =1 preoblikujemo v 5m + 3n = mn oziroma (m — 3)(n — 5) = 15.
Ker je 15 =1-15 = 3-5 ter sta m — 3 in n — 5 celi Stevili, so mozni pari (m — 3,n — 5)
enaki (—1, —15), (—3, =5), (=5, —3), (—15,-1), (1,15), (3,5), (5,3) in (15,1). V prvih stirih
primerih ustrezna m in n nista oba hkrati pozitivna, drugi Stirje primeri pa nam dajo resitve
(4,20), (6,10), (8,8) in (18,6).

Zapis enatbe (m — 3)(n — 5) = 15 ali ekvivalentne, iz katere je jasno, da imamo le
konéno mnogo resitev: 3 totke. Popolna analiza primerov in vse 4 reSitve: 4 tocke.

Ce tekmovalec ne analizira vseh primerov, priznajte po 1 totko za vsaka 2 pravilno
analizirana primera. Ce tekmovalec samo navede vse pravilne resitve, a ne dokaze, da
so to vse: 2 tocki.

I/2. Naj bo r polmer kroznega loka ¢, ki izreze iz tri-
kotnika izsek s sredisénim kotom 45°, to je osmino kroga.
Ker lok ¢ razdeli trikotnik na ploséinsko enaka dela, ve-

lja 77?2 = 1, od koder izra¢unamo r = 2\/% Polmer

§ ‘
“\/m
kroznega loka m je r; = |AB| —r = 2y/2 — 2\/2 = 450 45°
2v/2(1 — ﬁ) Ploi¢ino S osencenega lika dobimo tako, A B

da od polovice ploséine danega enakokrakega trikotnika
odstejemo ploscino kroznega izseka, ki ga iz trikotnika

izreze lok m: S:1—%7%8(1—#)2:l—ﬂ(l—ﬁ)Z:Qﬁ—ﬂ.

Enatba %m‘? =1 ali ekvivalentna, iz katere lahko izraéunamo polmer kroZnega loka,
ki razdeli trikotnik na plo3¢insko enaka dela: 3 totke. Polmer drugega kroZnega loka:
1 tocka. Plostina drugega kroznega izseka: 1 totka. Plos¢ina osenéenega dela: 2

tocki.
I/3. 1. nacin Ploscina trikotnika ECF je enaka C
% = %ﬂ, kjer smo z v oznacili dolzino visine

na stranico EC. Ker se visina daljsa, ko tocka F
potuje od A proti D, se plostina ustrezno veca. Ko
je ' = A, je vpin = %., plosc¢ina trikotnika EC'F
pa najmanjSa. Enaka je %, kar je Cetrtina ploscine
pravokotnika ABCD. Ko je F = D, je Upas = aV/2, A E B
ploscina trikotnika EC'F pa najvecja. Tedaj je plos¢ina ~ Ymin

trikotnika ECF enaka a?, kar je polovica ploséine

pravokotnika ABCD.

F




2. nacin Ce oznaéimo |FA| = z, je ploéina trikotnika EC'F enaka 2a® — %az - %az -
%(a —x)2a = %aQ + %az. Ker je a > 0in 0 < 2 < q, je najmanjSa plos¢ina trikotnika EC'F
enaka %az in je doseZena pri & = 0, najveéja ploi¢ina pa je enaka a? in je doseZena pri x = a.

Pravilno ugotovljena najmanjs$a plostina: 2 tocki. Pravilno ugotovljena najvegja
plos¢ina: 2 totki. Geometrijska utemeljitev, da sta to res skrajni moznosti, ali ek-
splicitna formula za plos¢ino, v kateri nastopa 1 neodvisna spremenljivka: 3 to&ke.

I/4. Oznacimo f(z) = |2z — |60 — 2z||. Ker zavzame Y
izraz |2z — |60 — 2z|| le nenegativne vrednosti, negativen x y=ua
ne redi enacbe z = f(x).
Oglejmo si najprej moznost 60 — 2z > 0, ko je z < 30. y= f(x)
Tedaj se enacba zapiSe: © = |2z — 60 + 2x| oziroma z = 60
|42 — 60|. Locimo 2 primera. Ce je 4z — 60 > 0, je z > 15,
enacba pa se poenostavi vz = 4x—60 in ima resitev x = 20.

Ce je 42 — 60 < 0, je z < 15, enacha pa se poenostavi v

x = —4x + 60 in ima resitev z = 12. %g\
Preostane nam se moznost 60—2x < 0, ko je z > 30. Tedaj [
se enacba zapise: x = |2z + 60 — 2z| oziroma x = 60, ki je 152030 60 T

Se njena 3. resitev.
Analiza primerov glede na notranjo in zunanjo absolutno vrednost: 2 + 2 = 4 tocke.
Vse resitve: 1 + 1 + 1 = 3 tocke.

I/5. Po nekaj igrah imata Nika in Tim skupaj 30 + 25 = 55 to¢k. Denimo, da dobi
zmagovalec posamezne igre m tock, porazenec pa n tock. Ker po vsaki igri dobita skupaj
m + n tock in sta odigrala vec¢ kot 2 igri, je m+n =11 ali m +n = 5.

Ce je m 4+ n = 5, sta Nika in Tim odigrala 11 iger, od katerih je Tim dobil 2. Ker je
m >n > 0, sta le 2 moznosti, in sicer m =4, n =1 ali m = 3, n = 2. Pri prvi moznosti bi
Tim dobil 2-4+9-1 = 17 tock, pri drugi pa 2-3+9 -2 = 24 tock, toda ne prvo ne drugo
Stevilo tock ne ustreza podatku iz naloge.
Ce je i +n = 11, sta Nika in Tim odigrala 5 iger, od katerih je Tim dobil 2. Tokrat imamo
ve¢ moznosti, ki jih lahko zavzame par (m,n), in sicer (10,1), (9,2), (8,3), (7,4) in (6,5).
Ker mora biti 2m+ 3n = 25, ugotovimo, da le par (8, 3) ustreza pogoju. Torej je zmagovalec
posamezne igre dobil m = 8 tock.

Pogoja m +n = 11, m +n =5 ali ekvivalentna: 2 toc¢ki. Analiza primera m +n = 5:
2 tocki. Analiza primera m +n = 11: 2 tocki. ReSitev: m = 8: 1 tocka.

Ce tekmovalec samo navede reSitev m = 8, a iz postopka ni razvidno, da je to
edina resitev: 1 totka. Ce tekmovalec pravilno analizira vse mozne primere, lahko tudi
analiza vseh moznosti 1 <m < %: 7 totk.

II/1. Denimo, da sta dolzini katet a in b, dolzina hipotenuze pa c¢. Dolzini a in b ne moreta
biti hkrati lihi prastevili, saj bi dobili ¢ = (2k +1)2+ (2 + 1) = 4(k® + j2 + k +j) + 2, kar
ne more biti res (¢ bi bilo sodo stevilo, katerega kvadrat bi bil deljiv z 2 in ne s 4). Dolzini
a in b tudi ne moreta biti hkrati sodi prastevili (torej enaki 2), saj bi dobili ¢> =4 + 4 = 8,
¢ = /8 pa ni celo stevilo.

4



Preostane nam $e moznost, da je dolzina ene katete sodo prastevilo (enako 2), dolzina druge
pa liho prastevilo (vegje ali enako 3). To pomeni, da je zaradi ¢? = 4+ b% dolZina hipotenuze
liho $tevilo, vecje ali enako 5. Toda 4 = ¢ — b* = (¢ — b)(c +b) > 2- 8 = 16 pokaze, da tudi
ta moznost odpade. Pravokotnega trikotnika s celostevilskimi dolzinami stranic, pri katerem
bi bili dolzini katet prastevili, ni.

Analiza primera, ko sta dolzini obeh katet lihi prastevili: 3 totke. Analiza primera,
ko sta dolzZini obeh katet sodi prastevili: 1 totka. Analiza primera, ko sta dolZini obeh
katet razlicne parnosti: 3 tocke.

Ce tekmovalec brez utemeljitve zapiSe, da takih trikotnikov ni: 0 togk.

II/2. Is¢emo taka Stevila Tyz, za katera velja 100z 4+ 10y + z = 30(x + y + z). Gotovo
se 30-kratnik koné¢a s stevko 0, zato je z = 0. Potem je 100x + 10y = 30(z + y) oziroma
10z +y = 3(x + y). Od tod dobimo 7x = 2y. Ker sta z in y $tevki, je mozno le = 2 in
y = 7. Obstaja samo 1 trimestno Stevilo, ki je enako 30-kratniku vsote svojih §tevk, to je
Stevilo 270.

Zapis enatbe 100z + 10y + z = 30(z + y + 2) ali ekvivalentne: 2 totki. Ugotovitev
z=0: 1 totka. Sklep x =2 in y =7: 2 + 2 tokki.

II/3. Ozna¢imo a = 2000. Tedaj je iskana vrednost enaka

V(a2 —16)(a2 — 4) 4 36 =
= Va* —20a2 + 64 + 36 = \/(a® — 10)2 =
la? — 10].

Vie+4)(a+2)(a—2)(a—4)+36

Ce upostevamo, da je a = 2000, dobimo vrednost 20002 — 10 = 4 000 000 — 10 = 3999 990.

Prevedba na razliko kvadratov (a*> — 16)(a®> — 4), lahko tudi brez vpeljave a = 2000:
3 totke. Zapis popolnega kvadrata (a2 — 10)%: 3 to¢ke. Rezultat 3999 990: 1 to¢ka.

Ce tekmovalec izraz pod korenom pravilno zmno#i, a izraza ne koreni: 2 totki. Ce
tekmovalec izraz pod korenom nepravilno zmnozi: 0 to¢k. Uporaba ratunala seveda
ni dovoljena.

II/4. Ker je tocka C' enako oddaljena od tock A, B in D,
lezijo tocke A, B in D na krozmici s sredis¢em C' in polmerom
10 cm. Zaradi |[AB| = 10 cm je trikotnik ABC' enakostranicen in
je $ACB = 60°. Ker je |AD| > |AB], lezi tocka D na istem bregu
premice AB kot tocka C'. Torej sta < ADB in 4 AC'B obodni ozi-
roma sredi§¢éni kot nad istim lokom in je ¢ ADB = 30°. (Na sliki
je narisana ena izmed 2 moznih leg tocke D.)

D

A>———8RB

Koncikli¢nost to¢k A, B, D: 2 to&ki. Sredis¢ni kot 60°: 1 totka. Obodni kot 30°: 1
totka. Utemeljitev, da zaradi |AD| > |AB| lezita C in D na istem bregu premice AB:
3 tocke.

Ce tekmovalec (napatno!) trdi, da je s pogoji naloge lega totke D enolitno
dolotena: najvet 6 totk.



I1/5. Ker je najmanjsi skupni veckratnik Stevil 5 in 11 enak 55, je med §tevili od vkljuéno
1 do vkljucno 55 natanko 11 4+ 5 — 1 = 15 Stevil deljivih s 5 ali z 11. To so: a; = 5, ay = 10,
az = 11, Ay = 157 as = 20, g = 22, a7 = 25, ag = 30, g = 33, ayg = 357 aj; = 40,
ayp = 44, a13 = 45, a14 = 50 in a5 = 55. Ker je 2004 = 133 - 15 4 9, je iskano Stevilo enako
133 - 55+ ag = 133 - 55 + 33 = 7348.

Ugotovitev, da je dobro opazovati bloke po 55 Stevil: 2 totki. Ugotovitev, da je
med 1 in 55 natanko 15 3tevil deljivih s 5 ali 11 (lahko tudi implicitno tako, da so vsa
ta Stevila nasteta): 1 totka. Enakost 2004 = 133 - 15+ 9 ali ekvivalentna, ki pove, da
moramo opazovati 9. stevilo v bloku: 2 tocki. Sklep 133 - 55 + ag = 7348: 2 tocki.

III/1. (a) Najprej poenostavimo eksponent:

_ log; 4 (log,5 —log;2)  log; 22 - log, 5’ ~ 2-log;2- log7% _ log; 5’

"~ log; 25 (log, 8 —log;4) ~ log; 52 -log,2  2-log;5-log;2  log; 5’
5

logs 3
Slednj i o 1&ae 10g57_1 5 Koné s ra _rlogs 2 5
ednje se v osnovi 5 zapise: g5 — 1085 5- Koncno je: 5% =583 = 3.
logs 7
(b) 1z resitve (a) vidimo, da je rezultat neodvisen od osnove logaritma. Torej je 5° =

57 =3
2

Izralun a = log; 2: 3 totke. Sklep 5 = 3: 2 totki. lzratun 5° = 2: 2 tokki.

Ce tekmovalec pravilno resi le (b) z ustreznim izratunom b = log; 2 in sklepom

5 =35: 3 + 2 tokki.

I11/2. Najprej opazimo, da sta stevili ag + 3a; + 3%az + 3%as + 3'ay in afy + 3a) + 3%a), +
33al + 3%a), a;,al € {—1,0,1}, enaki natanko tedaj, ko je a; = a} za i = 0,1,2,3,4.

Ce je as = 1, so lahko vrednosti a, ..., ag poljubne (dobimo 3* razli¢nih stevil). Ce je
as = —1, bo ne glede na vrednosti ostalih koeficientov stevilo negativno. Ce pa je ay = 0,
ponovimo podoben razmislek glede na as. Vseh moznih stevil je torej 3° 431 +324+-3% 43 =
14+34+9+27+81=121.

Ugotovitev, da mora biti nenicelni koeficient z najvi§jim indeksom pozitiven: 2
totki. lzratun Stevila moZnosti za ta primer: 2 totki. Vsota 3°+3'+3%2+334+3* = 121:
3 tocke.

Ce tekmovalec pravilno zapise vseh 121 moznosti: 7 totk. Ce tekmovalec (napatno!)
sklepa, da je to le nekoliko spremenjen zapis v trojiskem sistemu in je zato 3° — 1
moznosti: 0 tock. Ce tekmovalec (pravilno!) sklepa, da je to le nekoliko spremenjen
zapis v trojiskem sistemu in nas zanimajo le tista Stevila, ki so ve&ja od 111113, = 121,
a niso vetja od 222223 = 242: 7 tock.

III/3. Racunajmo

(sin? 75° — cos? 75°)(sin* 75° + cos’ 75°) =
= (sin?75° — cos® 75°)(sin® 75° + cos? 75°) -
((sin? 75° 4 cos® 75°)? — 2sin? 75° cos® 75°) =
= —cos(2-75°)(1 — §sin*(2- 75°)) = — cos 150°(1 — % sin® 150°) =

_ V3 _7V/3
= Yl-5 =5

sin® 75° — cos® 75°



Razcep na razliko 4. potenc: 2 tocki. Nadaljnji razcep: 1 totka. Poenostavitev z
uporabo zveze sin® 75° + cos? 75° = 1: 1 tocka. lzraun: 3 totke.

Ce tekmovalec naloge ne resi pravilno, a izraz precej poenostavi: najvet 4 totke.
Uporaba racunala seveda ni dovoljena.

IIT/4. Vseh moznih vsot a + b po 2 stevil iz A je % = 21. Zato imata vsaj dve enak
ostanek pri deljenju z 20 in ju ozna¢imo z a + b in ¢ + d. Denimo, da niso vsa §tevila a, b, ¢
in d med seboj razlicna. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je a = ¢. Potem
velja, da 20 deli b —d. Ker je —20 < b—d < 20, mora biti b = d. Slednje pa je v nasprotju z
izbiro vsot. Dokazali smo torej, da so vsa Stevila a, b, ¢ in d med seboj razlicna. Ker imata
stevili a 4+ b in ¢ + d enak ostanek pri deljenju z 20, je Stevilo a + b — ¢ — d res deljivo z 20.

Opazovanje vsot po 2 stevil iz A: 2 tocki. lzratun, da je takih vsot 21: 1 tocka.
Sklep, da imata vsaj 2 vsoti enak ostanek pri deljenju z 20: 1 totka. Dokaz, da so
tevila v teh 2 vsotah razli¢na: 3 tocke.

II1/5. Oznac¢imo veéji petkotnik z ABCDE,
manjsega pa z A'B'C'D'E’, kjer je A’ oglisce, ki je
najbolj oddaljeno od A. Oznacimo se |A'B’| = a in
|B'D| = b. Trikotnika ABD’ in EC'D sta podobna, saj
sta enakokraka s kotoma 36° ob osnovnici in kotom 108°
pri vrhu. Sledi razmerje % = ﬁ Opazimo, da je tri-
kotnik C'D B’ enakokrak, z vithom v C, zato je a+b = 1.
Dobimo kvadratno enaébo b +b —1 = 0, ki ima edino
pozitivno resitev b = ’1%‘/5 inodtoda=1-b= S*T‘@

Podobnost AABD' ~ AECD: 1 totka.

b 1 . L . o
Zveza ] = Toiat 2 to&ki. Zveza a + b= 1: 2 tokki.

Enatba b> + b — 1 =0: 1 totka. ReSitev a = 2-/5: 1 totka.
Ce tekmovalec vpelje drugatne oznake in zapise pravilen sistem 2 enatb z 2 neznan-
kama: 5 toék. Ce tak sistem poenostavi: 1 to&ka.

IV/1. Po vrsti izra¢unamo

1 1 1 2?4zt +2°
= = = =aqa
1 1 2741 34 45 4 47 & gl0 ’
T+ = T x + T T+ == 1l+3+a5+2" 4+
C — 1 2 T v 2 4 9
x +23 %f x +m ettt
1 1 1 25 4 2% 4 10 '
= = = =ar in
1 1 .7
L i 1+ 14+ zisz;;lzw 1423 + 25 4+ 27 + 210
: z2+;% i oy
1 1 1 x4+ 2% 4 28 a
2 1 ) 1 2 T+l T | g8 4 b 4 T 10 5
+ z+ 44: T + z+m$i1 i r+z3+a8 + + +a'+
2

Dano enacho torej lahko zapisemo v obliki a = xa — £. Ker je a > 0 za x > 0, lahko enacbo
delimo z @ in mnozimo z x. Dobimo kvadratno enac¢bo 22 —x —1 = 0, ki ima edino pozitivno
reSitev x = HT\G



Poenostavitev vsakega veriznega ulomka: 1 + 1 + 1 = 3 to¢ke. Krajsanje in
prevedba na enatbo > — r — 1 = 0: 3 totke. ReSitev x = HT‘/E: 1 tocka.
Ce tekmovalec pravilno odpravi vse ulomke in zapiSe polinomsko enatbo stopnje 5
ali veg, a je ne resi: Z\iftoéke. Ce tekmovalec delno razcepi dobljeno enatbo in pravilno
143

zapiSe reSitev z = ~5*=, a ne dokaZe, da je edina: 2 tocki.

IV /2. Pri deljenju stevila 28 s 3 dobimo ostanek 1, pri deljenju stevila 56 s 3 pa ostanek
2. To pomeni, da prastevilo p ne sme imeti niti ostanka 1 niti ostanka 2 pri deljenju s 3, saj
bi bilo sicer eno izmed Stevil p + 28 oziroma p + 56 deljivo s 3. Edino prastevilo, ki je deljivo
s 3 in ki pride v upostev, je prastevilo 3, takrat sta p+ 28 = 31 in p+ 56 = 59 res prastevili.

Ugotovitev, da je pomembno opazovati ostanke pri deljenju s 3: 3 totke. Sklep,
da je iskano prastevilo enako p = 3: 3 tocke. Preverjanje, da sta p + 28 in p + 56 res
prastevili: 1 tocka.

IV /3. Denimo, da sestevamo n zaporednih celih §tevil, med katerimi je M najvecje.
Ocitno je M > 0, saj je vsota enaka naravnemu $tevilu n in torej pozitivna. Velja:

n = M+M-1)+-+(M-(n-1))
= n-M—-(14+2+---+(n-1))
n = n~ZW—(n_%.

Od tod dobimo 1 = M — "T’l, kar pomeni, da mora biti n liho Stevilo. Za vsako liho naravno
stevilo n je najvecje celo Stevilo v zaporedju enako M = 1+ % = % Ce sestejemo n
zaporednih celih stevil od vkljuéno —252 do vkljuéno ";’1, je njihova vsota enaka n.

2
Zapisana vsota n zaporednih Stevil: 2 to¢ki. Enatba n = Mn—”";—*l) ali ekvivalentna:

1 tocka. Ugotovitev, da je n liho (potrebni pogoj): 2 totki. Ugotovitev, da taka 3tevila
res obstajajo, &e je n liho Stevilo (zadostni pogoj): 2 tokki.

IvV/4. Ce je med stevili as, as, ay in ag natanko k Stevil enakih 1, mora biti med as, ay,
ag, ag in ajg natanko k + 1 Stevil enakih 1. Pri nekem k lahko to napravimo na (i) . (kil)
nac¢inov. Ker je k € {0,1,2,3,4}, imamo skupaj 1-54+4-10+6-10+4-5+1-1 =126
moznosti.

Ugotovitev, da mora biti med a,, a4, ag, ag in a;g natanko k + 1 Stevil enakih
1, &e je med Stevili a3, as, a7 in a9 natanko £ Stevil enakih 1, ali ekvivalentna: 3
totke. Ugotovitev, da je v posameznem primeru () - (,0,) Stevil: 3 totke. lzratun
1-5+4-104+6-10+4-5+1-1=126: 1 tocka.

i



IV/5. 1. naéin Premice MN, AB in DC so P
vzporedne, zato sta si trikotnika MQN in CQD po-
dobna. Zaradi podobnosti trikotnikov ABP in MNP
je [MN| = 1|AB| = $|DC, pa tudi |CQ| = 2|MQ)|
in |DQ| = 2|NQ|. Ker sta CM in DN tezis¢nici tri-
kotnikov ACP in DBP je @ teZiéée teh 2 trikotnikov
@, P in O kolinearne. Tocka () lezi na = daL]lce od O do
P, njena lega je torej neodvisna od 1Zb1re paralelograma
ABCD.

Opomba: pogoj, da tocka P ne lezi na zrcalni sliki pre-
mice AB preko premice C'D, nam zagotavlja, da premici
MC in N D nista vzporedni.

2. nac¢in Oznad¢imo @ = j b= 0D in naj bo OP = )\a—&-ub Tedaj je OM = 1+)\)a+ ,ub
in ON = a+1i1+ ()b. Izrazimo @ na 2 nacina: @ = sON +(1—-5) @ = tm +
(1= 1)OC. Sledi ssAd+ Ls(1 4+ p)b — (1 — 5)b = 3t(1 + \)a@ + Ltub — (1 — t)d@. Vektorja d
in b sta linearno neodvisna, zato je IsA=2t(14+X) = (L —¢)in 3s(14+p) — (1 —s) = dtp.
Iz prve enacbe dobimo A(s —t) = 3t — 2, iz druge pa u(s —t) = 2 — 3s. Enachi sestejemo in
dobimo (A4 +3)(s —t) =0, torej je s =t (ker tocka P ne lezi na zrcalni sliki premice AB
preko premice C'D, je A + uw# 3) Iz prve enacbe je t = %, iz druge pa s = % Vstavimo s
V@lndoblmow )\a-i-ub *10?’

Podobnost AMQN ACQD: 2 totki. Ugotovitev, da sta C'M in DN teZisénici: 2
tocki. Ugotovitev, da je () teZis€e: 1 totka. Ugotovitev, da so O, P in () kolinearne:
1 totka. Sklep |OQ| = 3|OP\ ali ekvivalentna trditev, iz katere je razvidno, da je lega
tocke (@ odvisna le od O in P: 1 tocka.

Uvedba 2 linearno neodvisnih vektorjev (ne nujno d in l;) in zapis vektorja OP v tej
bazi: 1 to&ka. lzralun krajevnih vektorjev to¢k M in N: 1 toka. lzra&un krajevnega
vektorja totke () na 2 nacina in zapisana ustrezna enatba: 1 + 1 = 2 to&ki. Popolnitev
dokaza: 3 tocke.

H Resitve naolog 5= tehkmovanjo za zlatoe Stefanovo
priznanje za osnovnoioelce .78 ali 8.9 croazeed

Vse fizikalno in matematicno korektne reSitve so enakovredne. Rezultati racunskih nalog so
lahko smiselno zaokroZeni.

1. naloga
(a)
(b)
()
(d)
(¢)

O m a ==

=4



2. naloga

(a) pa=Dps < po.

(b) Ploscina male ploskve = S, ploscina velike ploskve = 35, teza opeke = F.
P =F/S
P1 =Pz = Pas = P6 = Po
P2 =2po/3, ps = Ps = 2po, P1 = po/3 in py = 3p.
Resitev: p7 < ps <p1=p3=ps=ps <ps =ps < po-

3. (a) Zogice iz stiropora (S), ¢rne gume (CG), svetle gume (SG) in kovine (K), ki imajo vse

enako prostornino kot stiroporna na sliki (A).

()

(b) Kovinska kroglica izpodrine toliko vode, kot je njena prostornina, torej 62 cm?*. Ostale
zogice izpodrinejo toliko vode, da vzgon ravno uravnotezi njihovo tezo. Izracunamo
maso ostalih treh zogic in ta je enaka masi izpodrinjene vode, m, = mg+msa+meg =
Vs(ps + psa + peg) = 110 g. Celotna prostornina izpodrinjene vode je V,, = 62 cm?® +
110 em? = 172 cm?®.

(¢) Zogice iz stiropora (S), érne gume (CG), svetle gume (SG) in kovine (K), ki imajo vse
enako maso kot kovinska na sliki (A).

) O

¢G SG
K

Q

(d) Kovinska kroglica izpodrine Vg = mg/px = 7,2 cm? vode, ostale tri pa 3 x 31 cm?
vode, skupaj V, = 100,2 cm?.

4. (a) Za dolocanje gostote snovi, iz katere je predmet, mora tekmovalec izmeriti prostornino

in maso predmeta. Maso doloci preko merjenja teze predmeta Fj, z vzmetno tehtnico,
prostornino V' pa tako, da predmet v celoti potopi v vodo v mezuri in odéita dvig
gladine menzuri.
Princip merjenja gostote tekocine temelji na merjenju efektivne teze predmeta F;, ko
je ta potopljen v tekocino. Tekmovalec je 7e izmeril tezo predmeta na zraku, zatem
izmeri Se silo vzmetne tehtnice, ko na njej visi predmet, v celoti potopljen v tekocino.
Razlika med tezo in efektivno tezo predmeta v tekocini je sila vzgona, ki je odvisna od
gostote kapljevine, F}, = F, — F,; = teza izpodrinjene tekocine = oV. Odtod izracuna
specifiéno tezo tekocine in iz specificne teze Se njeno gostoto.



(b) Izmerjena teza predmeta na zraku F, = (0,80 £ 0,05) N, odtod masa m = (80 £ 5) g.
Izmerjena prostornina predmeta V' = (10,0 £ 0, 5) ml,
gostota predmeta p = m/V = (8,0 4+ 0,5) kg/dm?.

(c) Izmerjena teza predmeta v teko¢ini Fpy = (0,68 &+ 0,05) N
sila vagona F, = Fy — F.; = (0,12+£0,2) N
specificna teza tekocine o = F,/V = (12 + 1) N/dm?, odtod pretvorba na gostoto
tekocine p, = (1,240, 1) kg/dm?.

5. naloga

(a) Tabela z meritvami h; in hy v odvisnosti od ¢asa, ter izracunani prostorninski pretoki.

(b) Graf odvisnosti visine gladin od ¢asa

40

30

20

h,, h, fem]

0

0 50 100 150
t[s]

(¢) Graf odvisnosti prostorninskega pretoka od ¢asa

o

@, [ml/s]

0 50 100 150 200
tls]

(d) Graf odvisnosti prostorninskega pretoka od razlike v visini gladin

o o0
6 - o
S ©
— o0 ©
B o o
E 4 o
e o
©
2+ 0
o
0 . . .
0 10 20 - 30 40
h, = h, [cm]

(e) Cim vecja je razlika v visini gladin vode v obeh posodah, tem vegji je prostorninski
pretok.



H Resxitve nalog = tehmovanja za zlato Stefanovo
priznanje za osnovnoioslce 8.8 ali 9.9 razeed

Vse fizikalno in matematicno korektne resitve so enakovredne. Dovoljeno odstopanje pri nacrtovanju
dolzin =1 mm in kotov £ 1°. Rezultati racunskih nalog so lahko smiselno zaokrozeni.

1. naloga
(a)
(b)
(©)
(d
(e

2. naloga

Qo @ erE Q

)
)

Hitrost na zacetku je vo = 1 m/s, hitrost na koncu je v; = 2 m/s, celotna pot je s = 3 m, masa
vozicka je m = 8 kg.

(a) 7="F =15 m/s.
(b) s=vt=>t=2=2s.

(¢) v1 —vp=at = a =270 =0,5m/s®.
F =ma=4N.
(d) P=Fo=6W.
(e) Graf pospeska
a
0,5 m/s?

(f) Graf hitrosti

3. naloga

(a) Slika vezja
b

(50)
N

X

= 1
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Iz grafa odcitamo, da je tok I skozi zarnico pri napetosti U; = 2 V enak 290 mA + 10 mA.

—
o
N

Skozi upornik tece isti tok kot skozi zarnico, zato je napetost na uporniku, ki jo izra¢unamo
iz Ohmovega zakona ali od¢itamo iz grafa (B) Us = IR =29V £ 0,1 V.

Uy=Ur+U:=49V.
I, = 500 mA, iz grafa odé¢itamo, da je napetost na zarnici pri toku /; enaka

U; = 58 V £ 0,2V, iz Ohmovega zakona ali iz grafa Ugp; = [ R = 50V + 0,1 V,
Upg=Upi +Usy =108V £0,3 V.

(f) Toplota, ki jo upornik v primeru (e) odda v eni uri, je enaka prejetemu elektricnemu delu,
Q = CURl = IltURl = 9000 J.

—_—
o /A~
- =

4. naloga

(a) V odgovoru nujno kineticna energija, nikakor proznostna.

(b) V odgovoru nujno potencialna energija, nikakor kineti¢na in proznostna.

(c) Mase zogic izmerimo, izracunamo njihove potencialne energije W,y ko so pol metra nad
mizo. Kineti¢na energija vsake zogice tik preden tr¢i ob mizo je enaka njeni zacetni poten-
cialni energiji, Wiy = Wy. Kineticno energijo Wy, po prvem odboju dolo¢imo posredno,
preko merjenja najvecje visine hq, do katere se zogica dvigne po prvem odboju, ter racuna
potencialne energije v najvisji legi po prvem odboju, Wp,1 = Fyhy = Wyy.

(d) Za koliksen delez se zmanjsa kineti¢na energija po enem odboju izrac¢unamo za vsako zogico

SOAWE . Wio—Wit s : ;
osebej: = 2Rk zrazimo v odstotkih.
p J LV}CD 4/lc0 bl

(e) Pretvori se v notranjo energijo ve¢inoma zogice, delno tudi podlage in zraka.
5. naloga

(a) V skatli so stiri stikala: eno je navadno, dve sta menjalni in eno je krizno. Iz opisa preizkusov
stikal mora biti razvidno, da sta tekmovalca opravila potrebne teste, da sta prisla do pravil-
nega odgovora. Vsaka vrsta stikal je z barvnimi Zicami zvezana enako, tako da je za vsako
stikalo iz barvne kombinacije mogoce preveriti pravilnost rezultata.

(b) Mozna je uporaba kriznega ali menjalnega stikala, medtem ko se naloge samo z enim navad-
nim stikalom ne da resiti.
5. naloga
(a) V skatli so stiri stikala: eno je navadno, dve sta menjalni in eno je krizno. Iz opisa preizkusov
stikal mora biti razvidno, da sta tekmovalca opravila potrebne teste, da sta prisla do pravil-

nega odgovora. Vsaka vrsta stikal je z barvnimi zicami zvezana enako, tako da je za vsako
stikalo iz barvne kombinacije mogoc¢e preveriti pravilnost rezultata.

(b) MozZna je uporaba kriznega ali menjalnega stikala, medtem ko se naloge samo z enim navad-
nim stikalom ne da resiti.
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