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UVODNIK o
{I\ • \

V prejšn j i šte vi lk i sem potarna l, da bi tež ko zbra li pri s pevke
za kaj več š t e v i l k Preseka letno . Resn ici na l ju bo , ur edni ki s
t ežav o zberemo pr ispev ke že za sedanji obseg. To kaže , da ima ­

mo pre ozek kro g sodela vce v , ki po l eg svojega rednega dela ne
zmorej o še več pisati v Prese k . Za dobe r pr ispevek s e je t r eb a
kar potruditi, pis a nj e vzame mnogo časa .

Zel o vese li bomo vaših pr is pevkov . Ne ustr ašit e s e napi s at i

č l a n k a . Ne objavi mo ga tako j , ko ga do bimo , pa t udi v koš ga
ne vr že mo kar tako. Najbrž mis lite, da dobi ur edn i k pri spevek
v ro ke, ga pre bere, s e pr i za ne s l j i vo nasmehne , če j e prispeve k

slab, in ga vr že v koš . Pa ni t a ko! Najprej pr ebere pr i spev e k
odgo vorn i ured ni k in se o d loč i, komu ga bo da l v str okovni p r ~

gled a l i r ecenzi j o. Recenzent ga podro bneje pr egl eda i n napi­
še s troko vne prip ombe, če mu ka j ni vš eč . Potem č l a n ek vrne ay
to rju, da ga popravi i n upoš te va pripom be . Ko dob i mo p o p r avl j ~

ni člane k, r azp ra vlja o njem uredniš ki odbor in od loči, v ka t e

r i š tevilki bo izš e l. Tak je pos t opek pr i vseh prispe vkih, pa
na j bo avtor uče n ec osnovne šo l e a li u či t elj na univ er z i . Na
koncu mor a bit i čl anek dobe r , to pomeni, da je za nimi v , po uč e n,

in pr edvs em s trok ovno neopo re č en .

Vse pr i hodnj e s odel avce pro sim, da poš lje j o s prispe vkom še

kopi j o za prime r , č e bi se prispevek i zgu bil . Takr a t je ured­
nik v š kripc ih. Ce izg ub i pr ispe vek, izgu bi pona vad i za vedno

tudi so dela vca, ki je pr ispevek napi sal .

Andre j Likar
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FIZIKA

ODBOJ LOGE

Odbojni za kon za s vet lobo goto vo poz na te. Na sliki la s ta nari
sana žark a pred odbojem in po od boju na zrcalu . Ko t, ki ga ok­

lep a t a vpadni ža rek in pra voko t nica na zrcal o , j e vpad ni kot .
Kot, ki ga oklepat a odbiti žarek i n pravok otn ica, j e odb oj ni
kot. Odb ojn i zak on pra vi, da je odb oj ni kot ena k vpadnemu , žar
ka i n pravokotni ca na zrcalo pa l ež ijo v i s t i r avni ni . Običaj­

no se ta ko odbija valovanje, č e s e mu na meji dveh obm o či j

s preme ni hi tro st.

Odbojni zakon ne ve lja vedno, Pri tr an s verza l nem val ovanj u v

prožni snov i, na primer , je odboj bolj zaple ten . Ta ko j e tu di

pri odboj u žoge, kjer žarka ( sl ik a lb) nadomes timo s tangenta­
ma na t e žiš čni tir ti k pred odboj em oz iro ma tik po njem. Ta
se sta vek gov ori o od boj u i de a lno prožne žoge od to gi h t al. Id~

al no prožna žoga pr i odboju od to gih ta l ne izg ubi ni č ki ne t i~

ne energ ij e . K i n e t i č n a energija pred odbojem je to rej ena ka ki

l'padni
žare-k

a

ZF-calo

pral'okorni-ca
na zrcalo

odbiti
žarek

a-a'

b

prat'okotni-ca na tla

51 i ka 1: Odbo j ni za ko n - a) za sv et l obo b) z a žogo
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n et ični energiji po njem. To je id ea lizacija, ki je dobra, če

s o t la dovol j t oga, žoga pa izdelana iz zelo prožne snov i.

ee so t l a, od katerih se odbije žoga, idealno gladka, se žoga
odbije po odboj nem zakonu. Slika 2 pokaže, da je to res. Vek­

t or gibalne ko ličine tik pred,oziroma tik po odboju leži v
vpa dni oz i r oma odbojni tangenti na t e ž i š č n i tir . Gibalno koli ­
čino t i k pred trkom razstavimo na dve komponenti: na Gl, ki
je pravokotna na tla, in GU , ki j e s tlem i vzporedna. Tudi

silo , s ~atero de lujejo na žogico tla, lahko razsta vimo podob­
no: na Flin Fn . ee s o tla ide a l nog 1ad ka, 1ah kode 1uje j o
na te lo l e s si lo, ki je pravokotn a nanje . Ker t or e j komp onen­
te Fn ni , se po izreku o gi ba ln i ko ličin i ohrani GIl . Sila
F~ pov z r oči, da s e obrn e smer kompo nenti giba lne kol ičine Gi
Vel i kost ce lo t ne gi bal ne ko l ič ine G mora na m r e č os tati po odbo
ju nesp r emenj en a , ker se ohran i ki n e t ična energija žoge . To
vel j a t udi , če se žoga pred odbo jem vr ti okr og polj ubne teži -
š č ne os i. Ker j e kom ponen ta Fn enaka n ič, j e tudi navor gle ­

de na težiščn o os me d trkom enak nič. Zoga se po trku vrt i en!

ko, kot s e j e pr ed nj im.

Trenje med t lemi in žogo je največkrat tako ve liko, da se do­
tikališče žoge in t a l med trkom ne premak ne. Takemu odboju lab
ko rečemo o bičajen odboj . Na dotikal išču žogice in tal sila

po o d boju

a-a'
G=-G' /Cl.= Cl., od boj n l zakon. .

SI i ka 2: Odboj žoge na idea lno gl adk ih t ogih tl eh
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·----'G;
3bG,

a

G~ - ---- G

tl a

3a

pred odbojem

G. G
po odboju

a+a'

4c

Sl i ka 3: Razmer e pri običajnem odboj u žoge. Zega se pred odbojem ni vrte­
la .Pri žoganj u j e pogos t o tako, saj je t ežko žogo vreči in jo hkrat i močno

·zav r t e t i ok rog tež iščne os i .

Slika 4: Odboj žoge, ki se pred odboj em vrti okrog vodoravne teži ščne osi ,
pravokot ne na ti r. Zoga se nam l ahko odbije naza j v roke .

G;'---t_
4b

tla

4 a

G ' - - -- G~

pr~d odbojem po odboju.
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c.

Slika 6: Odboj pi ng- pong žogice pri top-spin udarcu . Žogica se odbije
" postrani". Odbojna ra vnina, v kateri je težiščni ti r žogice po odboju, ne
sovpada z vpadno ravnino, v kater i leži tež iščn i t ir žog ice pred odbojen .

4. Po drugem od boju od tal nam pri 1eti nazaj v roke. 51 i ki 5a

in 5b sta posnetka stroboskopsko osvet ljene žog ice pri njeni h

od boj ih od ta l i n vodoravne p lošče.

Pri igran ju tenisa in namiz nega tenisa dobr i igra lci z l o pa r ­

jem odbijejo žogo in jo pri tem še močno zavrtijo okrog polju~

ne težiščne osi (top s pi n ) . Tir odbite žoge celo ni več v rav­

nini, ki jo t vo ri t a vpad ni tir in 'pravokotnica na igra lno plos

kev (glej sliko 6) . Od bojni zakon tu čisto odpove .

Andrej Likar
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o TEM, ZAKAJ SOLI JO CESTE IN šE OčEM

Poso ljena cesta ne po ledeni . Navadno je sic er mokr a , kar pa j e
še vedno bolje, kot da bi bi la poledenela. Tr en j e avt omo bi l ­
skih koles na poledeneli cesti j e zelo majhno in na njej rado

pride do prometnih nezgod.

Trenje na cesti

V l abo ra t o ri j u so izmer i l i koe f icient t renj a za av t omobil s ko ko lo na asf a lt
nem cestišču . Na suhem cest išču so dob i l i oko l il, na mokrem oko l i 3/4 i n ­
na poledenelem samo oko l i 1/3 . Pri merjenju na cesti z vozeči m se avtomobi­
lom pa so vse tri vrednosti do dvakrat manjše . Podatki so samo okvir n i, saj
je koeficient odvisen še od vrste koles, vrste cestne obloge in njene ones­
naženosti .

Koeficient trenja k t nastopa v enačbi

Ft = k t F

Podlaga de luje s si ~o t renja Ft na telo, ki drs i po njej . Si l a F t išči t e ­
lo na podl ago; na vodoravni podlagi je to navadno teža t el e sa .

Radovedni bralec bi rad zvedel o zadevi kaj v e č . Vzem imo, da

je tlak konstanten " i n enak navadnemu tlaku 1 bar = 1000 mili ­
bar . Pri tem tlaku je ta~išče ledu pri temperaturi OOC. Tedaj

se led tal i, če dovajamo toploto, in voda zmrzuje, če odvaj amo
toploto. Led je trdna faza in voda kap ljevinska f a za iste sn o­
vi (vode, H20), ki ju loči dobro vidna meja . Zani ma j mo se za
ravnovesna s tan ja . V takem stanju vztraja opazovani s istem,
dokler se ne spremenijo zunanje okoliščine; majhna sprememba
okoli ščin izzove v sistemu le majhno spremembo. Tako smo zavi ­

li v te rmod i n amiko , ki obravnava velike s i s t eme in opredeli
njihovo stan je z majhnim številom podatkov - spremen ~jiv k:

temperaturo, t lakom , prostornino ...

Mis limo si, da je opazov ani sistem za prt v valj, v ka terem z
batam dosežemo tlak 1 bar. Pri nižji temperaturi od OO C imamo

v ravnovesju eno samo fazo - led, in pri višji temp eraturi
prav tako eno sa mo fazo - vod o. Pri temperaturi OOC, t o je pri
tali šču, pa sta v ravnovesju dve fazi - led in voda. S faznim

diag ram om prikažimo, katere faze so v rav novesj u pri katerih

vr ed nos t i h spreme nl jivk. Faz ni diagram vode pri konstant nem

7 3



tl a ku 1 bar je pr i niz ki t emperaturi kar s e da pr epr ost (sli­

ka 1 ) . Ta ko j e pri s i s t e mu z e no se stav i no , se pravi z eno sa­

mo č i s to sn ov jo ( sp ojin o a l i elem entom) .

V naš em prim eru moram o vkl ju čiti v raz pra vo še so l (kuhinjsk o

so l , NaCl). Pr ed nami je tedaj si stem z dvema s es ta v i nama ­

vod o in s ol jo . š e napr ej s e z animam o za razmere pri ni z ki tem­

-pe r a tu r i in pri kons t ant nem tl aku . Mislimo s i pa č, da j e s i ­

st em zaprt v valju z batam, s katerim uravn avama tl ak. Pol eg

tem pera ture mo ramo zdaj u poš t e va t i še eno s pre menl j i vko . To je

k on c e n t r ao i i a soli x , ki jo vpeljemo kot kvoc i e nt ma se so l i in

ma se s i s t ema, s e pr avi skupn e mase vode in s oli . č i s ta vod a

i ma konce ntr a c ij o O, č is t a so l pa konc e ntr ac i j o 1 ali 100 %.

(Kon cen tracija vode, t o je ma s a vode, deljen a z ma s o s iste ma ,

j e kar 1 - x i n ni neodvi sn a s pre me nl j i v ka . )

V kapljevini s e sol i n vod a me šata brez ome j i tev . Dobimo raz ­

t opin o , ki je ena s ama fa za, sa j v njej ne moremo op a ziti meje

med vodo in soljo . V trdnini pa s e so l in voda s plo h ne me š a­

t a. Ni kr t s t a l ov , ki bi vs ebovali vodo in sol v s prem i njajoč i

se kon centraciji (tak šni e no t ni fa zi bi r ekl i z l it i na ali t rd­

na raztopin a) . Ta ko i mamo lah ko v s iste mu en o s a mo al i pa dve

fa zi : ra ztopino in kri st ale l edu , ra ztopino in kri s t al e so l i ,

T "c

voda

T 'c
raztoplP1a

0 - voda in led

lecl

raztopina
in. k r is tal i
ledu

1
k ris ta li
le d u in
soli

raztopina
in kristali
soli

p-lbar

5 1i ka 1 : "Fazni diagr amIl s is tema z
eno se s tav i no pr i konstantnem t la ­
ku .
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kristale ledu in kristale soli. V fa znem diagramu pri konstan~

nem tla ku i n pr i kons t antn i konc e nt ra c i j i imamo ve č mo žnosti

( s l ik a 2) .

Tem peratura, pr i kateri se začn e i zlo čati iz ra ztop in e l ed ,

ust r eza ta1i šču čisteg a l edu. Pr i koncent r ac i j i O j e t a t empe­
ra t ur a OOC , sicer pa je t em nižj a , či m v ečja je koncentraci ja .
Narišimo zda j f azni dia gram , v ka t er em na nesem o na a bsc i s no os
koncentra c i jo in na ordin at no os t em peraturo . Nad č r to ABC je
v ravn ovesju raztopina (slika 3) . Na območju ABD so v ravnove~

j u raztop ina in kr istali ledu , na o b mo č j u BCE pa raztopina in
kr is t a l i s ol i . Ko t vidimo, ni v r avnove s j u ra ztopine z niž j o

temperaturo od -21 0C v t o čki B. To je evtektična točka pri
koncentr aciji 29%. Pri nad aljnjem ohlajanju raztopi ne v tej

točki se razt opi na strjuj e v evte t i k , to je drobno zrnato zmes

kristalov ledu in kri s t al ov soli . Kristali ledu in soli namreč

drug dr ugega ovirajo pri rasti in se ne morejo razrasti. Pri
nižji temperaturi od -21 0C imamo v ravnovesju zmes evtetika
in kr i s t a l ov ledu (zmes dr obnih kristalov ledu in soli in več­

jih kr i s ta l ov ledu), če je koncent r ac i j a manj ša kot 29%, in
zm es evt e t ik a in kr i s t a l ov s ol i (zmes drobnih kristalov ledu
i n so l i in večjih kr ista l ov soli) , č e j e koncent r ac i j a ve čja .

Zanima nas, ka j se doga j a v s istemu , ki spo čet ka ni v ravn ov e~

nem s t an j u . Vzemimo, da i mamo v t op l otno izoliranem si s temu na

T 'C

c

40 Koncentr.
s o li 'x

~vrektik E i n
kristali soli

2 fJ20o
p-Jbar

- Jf)

- 20
- 2 1 r.------"?-"'-------

51 ika 3: Fazni diagram sistema z
dvema sestavinama - vodo in so l jo ­
pri konstantnem tl aku . Narisan je
le del di agrama pri temperaturi
pod OOC in koncentraciji soli do
40%.
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zače tk u čis t l ed in č i s t o so l pr i t empe r a t ur i OO C. Tla k naj bo

ves č a s enak zunanjemu zra čnemu t l a ku. S fa zn eg a di agrama raz ­

bere mo, da led in sol v teh oko l iš č i n a h ne mor e t a ob s t aja t i
dru g ob drugem . Nek a j l edu s e s ta l i in ne kaj so l i s e ra zt opi v
nas t al i vodi . Razt opina pa j e preve č konc entr iran a , da bi bi l a

v r avn oves j u z l ed om. Led se š e nadal j e t ali , so l pa ra z t ap l ja ;

poz neje , ko j e raztop1je na vs a so l , pa s e konc ent r ac ij a r a z to ­

pine zmanjšu je . Led potreb uje za taljenje topl ot o i n prav ta ko

potrebuje sol toploto za raztapl j anje v vodi . Zat o se si stemu
znl zu j e temper atura. Opisane s pr emembe se nad a ljujej o, če je

dovo lj led u in s o l i , dokler ni dosež ena temperatura -21 0C, ki

ustreza evtektični toč ki. Ne kda j so uporab lja li zmes led u in

sol i kot "mraz o tv orno zme s " . Z njo so obdal i zaprto posodo , v

kateri so prevaža l i na primer sl adoled , i n vse s kupa j top lot­

no izo l ira li.

Pr i l edu in sol i na ces t i pr i de do podobnih spre me mb . Up o š t eva

t i pa j e t re ba , d a nas t opa pr i tem še z r a k . Vendar poskrbi ta

l e, da je tl a k ves čas konsta nten, dr ugače pa se ne ude ležuje

sp rememb (le nez nat no se ra ztap lja v raztop in i) . Pomembneje

je, da si s t em, ki ga ses tav ljata led in so l na c e s t i , ni t opl q
tno izoliran . I z oko l ice, to j e od zra ka in od ta l, prejema t Q

ploto, če je njuna tempera t ur a v i šja kot - 21 0C . Tedaj imamo

l ahk o na c es ti v ra vnov esj u l e r a z top i no . Ka ko hit ro se vz po­

s t avi t a ko ravnov esje, je od visno od ok oli š čin : te mpera ture ,
deb e li ne ledene a li s ne žne plast i (č e je bila zasnežen a c es t a

pre j o č išč e n a ali se je na nj ej na brala l e ju tran ja po led ic a ,

t a ni velika ) in od mase so li , ki so jo pos u l i na pl os kovno e­
not o ce ste , te r od hi t r os ti vetra .

Mimo kuhinj ske soli upor ab ljaj o pone kod za so lje nj e cest tudi

ka lc i j ev klorid CaC1 2 . Medtem ko kuhi nj s ka s o l pr i t empe ratu­
rah pod - 2 10C n i v eč u č i n k o v i t a , je kal c ijev klo r id up oraben
ce l o do temperat ure - 550 C. To je namreč temp eratur a v e vtekti~

ni t o č k i pri koncent ra ciji 32 , 5% (s l ika 4 ) . Poleg tega ka lc i­
j ev klori d man j r azjeda kovin sk e povrs ln e od na tr ijevega , je
pa dražji . Om enimo š e amonk lo rid (sa lmiak NH4C1) z evtektično
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raztopina
in kristali

- 20

- 40

- 55

- 60

S1 ika 4: Fazn i d iagram sistema z T 'C
dvema sestav inama - vodo in kalci -
jevi m kloridom - pri konstan tnem o
tlaku. Narisan je le del diag rama
pri t empe ra t uri pod OOC in koncen-
traciji ka lcijevega klor ida do 40% .

p-Jbar

o 20 koncentr.
klorida %

temperaturo -15,4 0 e. Nekat ere podobne so li upor a bl j a j o za utr ­
j eva nj e smuča rskih prog ob tople m vremenu . Nastali ev te t i k­
"s n ežn i cem e n t" - pri nižj i temperaturi od oOe je še vedno
boljša r eši tev kot taleč se, moker sneg pri temperat uri oOe.
V tem primeru je s nega več kot na posQl jen i cesti in je mogoče

za nekaj časa dose či evtektično točko .

Fazni d iagram s i s t ema z eno sestav ino

Morda so pozo rnos t kakega bra lca pritegnil i faz ni d iagrami . Povejmo prav
na kratko nekaj več o njih. Začnimo s s istemom z eno sestavi no . Vedno v klj~

č i mo odvisnost od tlaka , "faznega diag rama" pri konstant nem tlaku (slika 1}
spl oh ne rišemo. Na območji h je v ravnovesj u ena faza : pI in P a li kapl jevi­
na K ali trdnina Tr (slika 5). Na meji območ i j , to je na kriv uljah, sta v
r avnovesju dve f azi : AB kapljevina in pI in, AC kapljev ina in trdnina t e r

p bar

SI ika 5 : Fazni diagram sistema z
eno ses t av ino - vodo . Druge snovi
imajo v gro bem podoben di agram .
Led se odli kuj e le po t em, da ima
pr i ta 1i š č u manj šo gos toto od vode i n
se tališče z naraščaj oč im tl akom
zn i žuje. Pr i več ini drugih snov i j e
pri ta l i šč u gostota trdnine večja

od gostote kap ljev ine in se tal išče

z narašča jočim tlakom zvišuj e . Del
di ag rama pri nizkih t em pe ra t ur ah in
v isokih tlakih ni narisan - tam se
j av lj aj o druge kr istalne ob l i ke
le du .

C

o 100 200

B

T 'c
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DA t rdnina in pli n. (Prva kri vulja kaže odvisnos t nasičenega parnega tLaka
od t empe ra tu re al i vreLišče od t laka, dru ga odvi snos t tal i šč a od tlaka in
t retj a odvi snos t subl imac i j s ke t empe ratur e od tla ka.) V seči šč u kri vulj ­
v troj ni točki A - so v ra vnoves j u tr i f az e: pI in, kaplj ev ina in t rdn in a.
B je kritična točka . Nad krit ično tempe ra t uro, ki ji ustreza, ni mogoče

utekoči niti pI ina s še tako v i so k im tlakom.

V s istemu z eno ses tavino ve lja f azno praviLo (odkril ga je J .W. Gibbs
1875) :

š t evi lo neodv isnih sp remen lj ivk = 3 - štev ilo fa z

Kot neodv i sn i spremenIjivk i nastopata tlak i n tempe ra t ur a. če katero i zmed
nji j u la hko sp remin jamo neodv isno od vrednosti drugih spremenlj ivk . Št ev i ­
lo neodvisnih s premenl j iv k je: 2 na območji h , na katerih j e v ravn ovesju
ena fa za, 1 na kri vu lj a h, na ka te r ih sta v ravnove s ju dve fazi, i n O v troj
ni t oč ki , v ka te r i so v ra vnovesju t r i f aze .

Fazni di ag ram sis t ema z dvema sestav inama

Pr i tem f aznem di ag ra mu nas t opa doda t na sp remenl ji vka , zato vzamemo t l ak
za pa ramete r . V obrav nav o vključi mo še pl i ns ko fazo . V njej se vse snovi
mešaj o brez omeji tve, za t o imamo vedno enot no pl in s ko fazo .

Za s istem z dvema ses t avi nama ve l ja f azno pravilo

š te vi lo neodvi sn ih sp remenl ji vk = 4 - š t evi lo f a z

Kot neodvi sne spremen l jivke na stopajo tl ak, tempe ra t ura in konce ntraci ja
ene ses tavi ne, če kate ro i zmed nji h lahko s premin jamo neodv isno od dr ug ih .

(Sp lo šna ob l i ka fazneg a pravila j e :
š t ev i l o neodv is n ih s premenl jivk = število sestavin + 2 - štev i lo faz .)

Območje nad č r to ABe (s l ika 6) ustreza ravnovesj u dveh faz - pl in a in raz­
topine , tako da imamo dv e neodvisni s premenIj ivk i . Brž ko podamo t lak in
temperatu ro, j e do ločena koncentraci ja . Na kriv ulji AB so v ravnovesj u t r i
f aze - p li n, ra ztop ina i n krista li ledu , tako da imamo le eno neodv i sno
sp r emenlji vko . Brž ko podamo tl ak, s t a d ol oč eni t em pe ratura in konce ntrac i ­
j a . V evtek t ični toč k i so v ravnoves ju š t i r i f aze - pI in, raztopi na , kri ­
sta l i ledu in kr i s tal i soli . Neodvisnih spreme nlj ivk ni , tlak, tempera tu ra
in koncent ra cija so določen i .

x

raztopina
in kristali
NaCI

40%

evtekti k in
krislali NaCI. 2H,o

raztopina
in plin

e vtektik in
kri s ta li ledu

o 20

- 10

- 20 f------i(-------

T 'C

Sl ika 6: Fazn i di agr am sistema vode
in so li pr i konstantnem tl aku z
vk l j uč i tv i j o pl in s ke faze i n konce n
tracij e so li do 50% (to j e le dop01
njena sl i ka 3). Voda in sol se v ­
kapljev ini neomejeno mešata , v t rd­
nin i pa sp lo h ne .
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SI ika 7: Fazn i d ia g ram s istema z dvema sestavinama - bakrom in n ikl jem, ki
se neomejeno mešata v trd nem (a) , in del fazn ega di agrama s i s t ema z vodo in
f eno lom, ki se v kap ljevinskem s tanju ne meša t a neome j eno (b) . Pri taljenju
kap lj evine s konce ntracij o A ima prva kaplj a kapl jevi ne konce nt ra c i j o B in
obratno, pr i s trjevanju kapJjevin e s konc ent rac i jo B ima prvi kr istal t rd­
n i ne konce nt raci jo A. (Z x j e označena koncent racij a ni klj a oz i roma vode ,) "
Pr i b ijmo , da us t reza točki na diagramu ravnovesno stanje . Prehoda med dvema
ra vnove snima stanjema ne moremo pojasnit i samo s fa znim d iagramom, ampak
le po dodatnih podatk ih o sprem embah, ki j i h navadno sprem lja dovajanje al i
odva janje top lote. Tak pr eh od lahko vnesemo v diagram kot č r to med točko,

k i ustrez a začetnemu s t anju , in točko, k i ust reza končnemu stanj u , sa mo če

so vmesna s t anja , preko kate r i h poteka, vs a j p r i bližno ravnovesna. Spremem­
ba j e v t em pri meru zel o poč asna .

Vse t o vel ja le, dok le r v sis temu ni kemijske reakcije . Če poteka kemi jska
reakc i ja, je drugače. V točk i F pr ide v sistemu voda -kuhinjska sol do reak­
ci je

NaC l .2HZO ~ NaCl + 2H zO
Dosl ej smo mis l il i s kr ista l i so l i na kri sta je d ihi d rat a NaCl. 2H zO. Pri
dovo lj ve l i ki koncentraci ji sol i pa obstajajo kr istal i kuh i njske so l i NaCI
brez kr istalne vode. V točk i F (slika 6} so v ravnovesju šti r i faze - plin,
raztop ina, kr ista l i dihidrata NaCI.2H?O i n krista l i sol i NaCl brez kr ista l ­
ne vode . Po faznem pr av i l u v pre jšn ji obl iki bi sk lepa l i , da je v točki F
v ravnove s ju pet faz, sa j imamo zdaj s is t em s tremi ses tav i nami . Fazno pra­
v i 10 pa ne ve l j a v prejšnj i ob l i k i : za ra d i kemi jske rea kc i j e so razmere
ta kšne , kot da bi imeli eno sestavino manj .

Fazn i d iag r am ka l c i jevega k lor ida je še bolj zap leten . Doslej smo s kr i s t a­
li kal ci j eveg a klorida mis li li na kr is ta le heks ah id rata CaCI2 .6 H2 0 . Pri na ­
raščajoči koncent raci ji in na rašča joči tempe ratu r i pa se poj av ij o kr is ta l i
CaC I2· 4H2 0 , CaCI2.2H2 0 , CaC I2 . H2 0 in CaCI 2 .
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Pr i ra zI i č nih par i h ses tav in nal etimo na raz l ič ne faz ne diag r ame . Nave dimo
sa mo zg led za s is tem, v ka t e rem se sestav i n i v tr dnem neomej e no mešata i n
imamo e no sa mo t rd no fazo (z I itino ali t rdn o r az t opin o ) (s i i ka 7a) . Dru g i
zg l ed pa j e s is t em, v katerem se niti ka p l jevi ni ne me š a t a neomej eno in ob­
s ta ja ta na i zbranem območ j u dve ka pl jev i ns k i fazi (s l i ka 7b ) .

Fazn i d iag r ami so i zredno r azno l i čn i : pomisl imo samo na r az I i čne kemijske
rea kcij e in še poseb ej na možnost, da imamo več ko t dve ses tav i n i . Fazn i
di agrami so ze lo pomembni v kemi j i i n metal urg ij i.

Janez Strnad
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MATEMATIKA

METODA ZAPOREDNIHPRIBLIžKOV

Prib ližno reševanje ena čb je eno važnih poglav i j upora bne mat~

matike, ki je doživelo v zadnjem času velike sprem embe . Ceda­
l je večja razširjenost računalnikov in žepnih kalkulator j ev j e

omogoči la upo rabo metod , ki včas i h, ko je bi l o tre ba vse raču ­

nanje opravit i "p eš", ni s o bile kaj pr ida v č is lih. Tud i meto­

da zaporedn ih približkov je ena takih metod. Pa s i pogle j mo,

kako rešujemo enačbe po tej metodi!

Denimo , da ima enačba f (x) = O na in t e r val u la, bl natanko

en koren x* (to je tako število , da je f(x*) = O) , pa ga že ­
limo izračunati. E n a č b o sp reme ni mo v ekvivalen tno obl iko

x = g(x) , tako da i ma tudi nova e načba na interv alu la ,b l
l e kor en x * . Običajno l ahko to stor i mo celo na v e č n a č i nov,

kot bomo videli na primerih . Zdaj pa pos kusi mo tako l e . I zber i­

mo na in tervalu la, bl po ljubno š t e v i l o X o za zač e tn i pri ­

bližek . Vstavi mo Xo v funkci j o g(x) in iz račun aj mo Xl =

= g( x o ) . Xl vza memo za nov pr ibli že k kore na x* Spet ga

vstavimo v funkcijo g( x) in dobimo Xz = g (Xl ) . S pon a vl j a ­

njem tega postop ka sestavimo za por ed j e števil XO, Xl ' Xz ,. oo

Vsakokrat dobi mo nas lednje števi lo x
n

+
l

iz prejš nj ega po pr 2

vi lu X n +

Radi b i , da bi se tako dob ljena števi la vedno bo l j pr i bliževa­

la iskanemu kore nu x*. Z drugo besedo , a bso lutne vr ednost i r a z

1 i k

postajajo vse manjše in se pribl ižujej o štev i lu O. V tem pr i -
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meru so š t ev i l a x o ' X l ' X 2 ' oo . vedno boljši pribli žki korena
x * . Lah ko r-eč emo, da .s mo ena čbo [( x) = O reši 1i , saj znamo

izr ač u nat i iskani kor en x * s ponavljanjem opisane ga postopka
na polju bno število decimalnih mest natančno.

Pokaž imo, ,da na še želje niso popo lnoma brezupne . Vzemimo ena č­

bo x 2 - ll x + 10 = O . Vsa kdo se .lahko p re p riča , da ima ta
e načba kor ena 1 in 10. Pos kusi mo ju izr a č un ati po op i sani metQ
di! Enačbo lah ko preobliku jemo v naslednje e kvivalentne ob l i ke :

X = (x 2 + 10)/11 , X = 11 - 101x, X = 111x - 10

in podobno.

Bralec lahko poišče še kakšno drugo . Mi se bomo zaenkrat zado ­
vo lji li kar s pr vo. Desno stran označi~o z g (x )

X = g( x) .= (x 2 + 10 ) /11

Pri bl ižke bomo torej računa l i po pra vi lu :

x n+
l

= ( x ~ + 10) / 11

I zber i mo za zače tni prib ližek kar X o
kaj približkov v tabelo.

o . Zapišimo prvih ne-

0.0000 0,9091 0 ,9 8 4 2

x 3 X4 X s
--t--~

0,9972 0,9 995 0 , 9999 1. 0000

Po šestih kora kih je r ez u l ta t na štiri de cima l ke natan čen . Po­
s kus imo še z za četnim pr ib ližk om X o = 2 , ki je v e čji od ko­
r ena.

82

-1--

2 . 0000 1 1. 27 27 1 . 0000



Tud i zdaj smo dobi li prav ilen rezulta t po šes tih korak ih .

Z uspehom smo nad vse zadovoljn i. Tako opogumljeni se lotimo še

računanja drugega korena. Izberi mo za zače t n i prib l ižek npr.
X o = 11 i n rač un ajmo na slednj e pri bližke .

11 .0000 11. 9090 13 .8024 18 .22 78 31. 1140 88 .9 165

Zdaj pa nismo zadovoljni! Pribl ižki ne kažejo nikakršnega na ­

mena, da bi se približali kore~u 10. Ce kljub vsemu vztrajamo
in računamo naprej, odpove naš kalkulator že po nekaj korakih,
saj postanejo števila preve lika . Zaporedje je "podi vj al o". Mot::

da s mo zače l i sp res labim pr ibližkom? Bra l ec na j pos kus i z dr u
g i mi začet n im i pr ibl i ž ki , ki so bli ž j e 10 , pa bo vide l, da s e
mu ne bo godilo nič bo lje. Ce bo vze l X o > 10 , bodo š tev i la
x n naras la čez vse meje, pri X o < 10 pa se bodo prib liža la

prvemu korenu 1. Korena .s tako izbrano enačbo x = g ( x ) ne mQ
remo izračunati .

Pa poskusimo z drugačno funkcijo g (x ) . Izberimo npr . drugo

obliko x = 11 - 10/x in računajmo zaporedne približke ·po pr~

vi l u

x =11 -10/x
n + l n

Ce zda j začn e mo z X o = 11 , nam gre prav l e po :

11.0000 10.0909 10 .0090 10 .0009 10.0001 10 .0000

Bralec naj poskusi s to obl iko enačbe izračuna ti š e kor en 1.
Kaj kmalu bo ugotov il, da mu to ne bo uspe lo.

Pr imeri so nam poka zal i, da je obl i ka e nač be x = g(x) , v ka -
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(s i me t ra l o lih i h kvad­

Oglejm o s i na sli ki

t e r o pr ev ede mo e načb o [(x) = O , za i z r a č u n i zbr a ne ga kor e na

zel o pomembna . Za ra z lič n e kor ene j e tr e ba ob ičajn o upor abit i

ra z l i č ne oblik e e n ač b e . Pos kuša l i bomo ugotoviti , kak šn i m pogQ

j em mor a z a d oš č a ti f un kc i ja g (x ) , d a bom o pr i prime rn o izbri!

nem z a četnem pr i bl ižk u kor e na l a hko ta kor e n z ne ka j ponovit­

vami i z r a čunal i do že le ne n a t an č n o sti .

Naj le pš o preds tav o o metod i bom o d ob i l i po ge omet r ičn i poti .

Ko iš č e m o kore n e načbe x = g( x) , i ščemo v bi st vu pr e s e č i š če

T kr iv ul je y = g (x ) spremico y = x

r a nto v ). Toč k a T ima koord i na t i (x * , x*)

1, kako d obivamo za pore dne pribl i žk e x o ' xl ' x2 '

y =x

II = g (x )

I

ol
X ,

S l ika 1

I

I

1_
X o (x)

Iz be r em o X o in i zrač un amo g (x o ) ' T o č k a Ao (x o ,g(x o) ) l e ž i
na kr ivu lj i y = g (x ) . š tevilo g (x o ) = x l je novi pri bližek.
I z t o čk e Ao po t egn emo vzpo r edn ico z os j o (x) in p oi š č em o pr es ~

č iš če s pre mi co y = x . Tak o d obimo t oč k o Bl (Xl , Xl) . Spe t

i z ra čunamo g (x ll = x 2 in dobi mo t očko Adx l ,g (x ll ) na kr i ­
vul j i y = g (x ) . Postopek nadalju jemo. Ta ko se po l oml j e n i

č r ti AoB1A1B2A2B3 . . . prib ližu j em o iskan emu preseč i šč u T .
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V naše m pr i meru se pri bl iž ki x o' xl ' x 2 ' .. . vs i z iste stra­
ni približujejo korenu x* .

Pogle jmo si še primer, ko je fun kcija g(x ) blizu presečišča

spremi co y = x padajoča ( s l i ka 2). Približki se tudi vtem

y =x

S I ika 2

primeru približujejo korenu x *, le da zdaj, kot pravimo temu,

os ai l i r a jo : eden je manjši od x * , naslednji večji, potem spet

manJSl itd. Lomljena črta AoBI AIB 2A2B3'" je neke vrste spir~

la, ki se steka viskano presečišče T .

Pr i mer , narisan na sliki 3, se od prej šnjih dveh bistveno raz­

liku je . š tevila x o ' X l ' x2 , . .. se oddaljujejo od kor ena x * ,

kako rkol i iz be r emo za četni približe k x o' če primerjamo s s l i ko
1 , ugotov imo , da naraš ča na sliki 1 funkcija g(x ) počasneje

kot prem i ca y = x , na sliki 3 pa narašča hitreje kot premi­
ca y = x . Bralec naj na primeru pokaže, da se števila x o '

X l ' x 2 ' . .. oddaljujejo od korena x * tudi tedaj, ko funkci­
ja g(x) v bližini korena x* pre strmo pada.

Oglejmo si naslednjo sliko.
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Srafirano o b m o č j e na sli ki omejujeta

= 2x * - x . Denimo, da fun kcija g (x )

nega o bmočja . Iz sl ike 4 je raz vidno,

premici y = x

poteka znotraj
da je tedaj

i n y =

šra f ira -

x ;. x * => I g (x ) - x*1 < lx - x*1

če vstavimo za x n- t i pribl ižek x
n

' dob i mo

IX n +1 - x*1 = I g( x ) - x*1 < IXn - x*1

torej j e vs ak nasledn ji približe k boljši od prejšnjega . če pa

f un kcija g (x ) pote ka zunaj šr af iranega območja, je vsak nas ­
lednji približek sla bši od pr e jšnjega, saj velja sedaj

I g (x) - x*1 > lx - x*1

Vpr a š a n je : kaj se zgod i, če je g (x ) x al i g (x ) = 2x* - x ?

Z dob ljenim rezu ltatom s e š e ne mor emo za dovolji t i, saj ne ve ­
mo, ko l ik o j e nek pri bliž ek bolj ši od prejšnjega in ka ko ve l i­

ka j e napa ka IX
n

- x * I .
Na ta vpra šanja odgova r j a naslednj i izrek.

Iz r e k. Naj

nosti g (x )

naj obs taj a

bo la ,bl ta k inte rva l , da tudi fun kcijske vred ­

lež ij o na "Ia ,bl za vsa k x E la ,bl . Poleg tega
ta ko število a , O < a < 1 , da ve l j a neenačba

Ig(x) - g (x' ) I ;; a lx - x ' I

za vsak par števi l x ,x ' E la,bl . Potem i ma enačba x = g (x )

na intervalu l a, b l natanko en koren x * . Ka kor ko l i iz beremo na

interva lu la ,bl število x o ' so š te v i l a x l =" g (x o ) , x 2 =

= g (XI ) ' x 3 = g (X2 ) ' . .. vedn o bolj ši približ ki korena x * . Z
napa ko n - t e ga približka x

n
ve lja ocena

lx - x * 1 ;; an (b- a)
n

tore j postane napaka z rastočim n poljubno ma jhna.
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Dokaz . Po pogo j i h i zr e ka j e za vs ak x E la, b l a < g (x ) < b . Tor ej j e
tudi a ~ g i a ) in g ib ) ~ b . Zato l eži t oč ka A (a , g (a» nad premico
y = x , t oč ka B(b ,g (b » pa pod premico y = x (g lej sl iko 5). Ker je graf
kr ivu l j e g (x ) "nepre trg an", preseče v neki točki T (x'-',X",) premic o z
enačbo y = x . Pokaž imo, da j e ta ka točka samo ena . Reci mo, da bi veljal o
t ud i x * = g (x* ) • Po t em dob imo iz pogoja za f unkc i j o g (x )

lx " - x,_, I = Ig(x,-, ) - g (x ,,) I~ c ·lx'-' - x " I
Ke r j e c < 1 , j e to mogoče l e , če j e Ix'-' - x,_, 1= O • t or e j x" = x., .
To pom eni, da ima enačba x = g (x) na interva lu la,bl na tanko en koren ~,

(liJ!

A (a , Ma))

II =X

B(b ,Mb))

I

I
ol 1

a

I
I
I

~x

Sli ka 5

-(x )

Izber ima zda j števi lo x E la.bl . Prav go to vo je Ix
o

- x"1 < l b - al .
PO vr st i dob imo na sl ed n j ~ oce ne

lX I - x ,-, I Ig (x o) - g (x " ) I <
c ·l x o

- x '-, I ~ c , (b - a )

IX 2 - x*1 Ig (Xl ) - g (x * ) I s c·lx j - x"1 :; cz . (b - a )

IX 3 - x*1 Ig (X2 ) - g (x " ) I ;;
C· IX2 - x " 1 ;; c 3 • (b - a)

Na n- t em koraku dob imo tako oce no za napako n- t ega pr i bl ižka:
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Velja tole : za vsako štev i 10 c , O < c < 1 , pos tajajo števi l a c , c 2 , c 3 ,
c 4 . . . vse manjša in gredo proti O.

Primer: c = 0.5. c 2 = 0 ,25, c 3 = 0,125, c 4 = 0,0625•. .. ;
c = 0,1, c 2 = 0 , 01 . c 3 = 0. 001 , c 4 = 0.0001, .. . ;

Števila gredo proti O t em hi t reje, čim manjš i je c . Seveda gredo prot i O
tud i š tev i 1a c . (b - a ) . c 2 • (b - a ) , c 3 • (b - a ) , . . . , s t ema pa tud i na paka
n - t ega pri b l i žka IXn - x * 1 . Izrek j e s tem dokazan.

Običaj no uporabimo za prenehanje računanja prib ližkov tol e eno

stavno pravilo. Prib ližke računamo toli ko časa. da se vsa deci

ma l na mesta, na ka t er a računamo. ponovijo pri dveh zapor ednih

pr ib liž kih.

Pr imer . Reš imo enačb o f (x ) = x 3 - 5x + 1 = O . Ce vstavimo

š t evil i x = ° in x = 1 v fun kcijo f(x ) • dobimo f ( O ) = 1
in f ( l ) = - 3 . Ker sta vredn osti naspro tno predznačeni . leži

na i nt e rv a lu 1° . 11 vsaj e n kor en naše enačbe . Pr av ta ko s e

prepričamo, da l e ži vsaj en koren tudi na in te rvalih \2 . 3[ in

1- 3 , - 21 . Ke r i ma polinom tretje stopnje na jveč tri korene. l~

ž i na vsa kem od teh inte rvalov natan ko en koren. Izračunajmo

na j pr e j tistega na inte rvalu 10. 11 na štiri decimalke natan~

no. E načbo zapiše mo v obli ki

x = g (x) = (x 3 + 1) 1 5

Pok až imo. d a zadošča fun kcija g (x ) pogojem na š e ga izre ka !

Ke rje z a x 6 I O• 1 1 tu di x 3 6 1°.1 I • je

11 5 ;; e (x ) ;; 2/ 5 , x 6 I O. 1 I

Oce ni mo razliko Ig (x ) - g (x ' )1

Ig (x ) - a (x ' ) I l (x 3 + 1 )/ 5 - (x' 3 + 1 ) / 5 1

1/ 5 . lx 2 + x i x ' + x ' 2 1. lx - x ' l

Za x , x ' 6 (0,1 ) je Ix 2 + x.x· + x '21 ;; 3 . Torej

Ig (x ) - g (x ' ) 1 ;; 3 /5· lx - x ' l

g (x ) zado šča pogoje m izreka s c = 3/5 . I zb e ri mo za z a č e tn i
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pribli že k kar X o o . Tako dobi mo

0. 20160. 20000.0000

XQ
---t----+-----+----

Ko nč am o s tre t j i m pri b l ižkom , sa j s e X 2 i n x 3 na 4 de c ima l

ke uj emata.

Na~oga. Izračunaj še "druga dva korena . Oba krat računaj pr i -

bližke po formu li x +1 = 3/5x - 1 . Za začetn i "približe k vze
n n -

mi enkrat X o = 2 , d r ug i č pa X o = -3 . ~e ra č un a š s ka l ku I a -

torj em, bodi pr i raču nanj u ne ga ti vnega korena. pr e vi den . Pri ­
bližki x

n
so zdaj negat ivn i , zat o je tr eb a zapisati zgornjo

form ulo v obl ik i x
n

+
1

= - 3 / 15x n - 11, s icer bo ka lku lato r ug2
tov i 1 "na pak o".

Pr imer ne oblike e načbe ni prav la hko naj t i s s am i m pos kušanjem.

Zato si bomo zdaj og leda l i nek en ost aven način, kako lahko ta­

ko obl iko ved no najdemo . E n a č b a f (x ) = O je prav goto vo e kv]
va l e nt na enačbi x = x + p .f(x ) , kje r je p neka od O različna

konstanta . Konstanto p s kuš amo določiti tako, da bo funkcija

g (x ) = x + p .f(x ) v bliž in i korena, ki ga rač unamo, zadošča la

pogojem na šega izreka s či m ma njši m številom c .

Primer. Z me t odo zapor ed nih prib l i ž kov i zr a čun a jm o kvadrat ni
kore n Ir . Rešuje mo to rej e načbo x 2 = r . Najpr ej jo za pi šim o

v ob l iki f(x) = r - x 2 = O , pote m pa

x = g (x ) = x + p . (r - x 2 )

Ocenimo razl i ko Ig (x ) - g (x ' )1

jg (x ) - g (x ' )1 lx - x ' - p . (x 2 - x '2 ) 1 =

lx - x ' - p . (x - x' ). (x + x ' ) I <

< 1x - x ' I • 11 - p. (x + x ' ) I

Ste vi lo p d o lo čim o t a ko , da bo dru gi fa kt or za x = x X o

gO



enak O:

Pribl iž ke bom o to re j r a ču n ali po formuli

Vzemimo npr. r = 30 , = 5

Dobljene prib liž ke spet zapi šemo vtabelico

5.00 00

Tor e j je 30 ; 5,4772 na 4 decima lke natančno .

5.4772

č e za p ne vzamemo kons t ant e , ampak kak š no pr imerno i zbr an o
funk c i jo p = p(x ) , l ahko dobimo še boljše rezu ltate .

Naloga . V zgornjem primeru smo oceni li

Ig(x) - g (x ' ) I ~ lx - x ' I . 11 - p, (x + x' ) I

Izber imo p ta ko, da bo desni č l en 11 - p . (x + x ') I č im manj-
š i , ko bo x bliz u x , t orej

p = p(x ) = 1/(2x )

če to vstavimo v f or mul o za računanje približkov , dobimo

] z r a č u n a j 130 z istim začetnim pr ib l ižkom x o = 5 po tej

f or mu l i ! Kaj opaz iš?

Naloga . Na podoben nač in l a hko i z pelj em o for mu lo za raču na nje

tretjega korena 31m. To j e reš i t e v en a čbe
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Funkci j o g(x ) po iščemo tako kot prej v obli ki

g(x) =x + p( m -x 3 )

Poka ž i , da j e zda j naj bol je i zbr a t i p = 1/ ( 3x ; ) , kje rje x o
začetn i pr ibližek. ! z r a č u n a j na t a na č i n nekaj tre tjih kore ­

nov . Nat o pa zamenjaj kon s t ant o p s f un kci jo p (x ) = 1/(3 x 2 )

i n ponov i r a č u n .

V naš i h pr i me r i h s mo po met odi zap o r e dni h pr ib l i ž kov r a č u na l i

l e kore ne t. i. a~gebraičnih funkcij (to s o f unkc i j e , v kater ih
nastopajo samo po ten c e in kor eni) . Metoda pa je zelo us pe šna

tudi pri enačba h , kj e r nast opajo t r an s ce nden t ne fun kcij e . Pri ­

meri t a ki h f u nkc ij so tr igonome t rične, e kspon e ntna , lo garitem­

ska i n dr uge funkci j e. Vendar je za t ran sc end e ntn o funkc i jo

g (x ) ob iča j no težje poka zati , da z a d o š č a pog ojem izre ka . Poma­
gati si mo ra mo s pojmom odv oda f unkcij e . Bralcu, ki ga zan ima

ve č o re ševanju ta kih e na čb in mu odvaj anj e ni tu je , p r ip o r o č ~

mo knj iž ico 11I .
Liter a tu r a:

111 Zvon i mi r Bohte: N u m e r ič n o re še van je enačb . DZS, Ljub l ja ­

na 1974 .

121 Bogol ju b Stan kovič : Te or ema o ne pokr e t noj t a č k i. Matema ­
t ička b i bli ot e ka 39, Beog rad.
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šTEVILO CELOšTEVILSKIH TRIKOTNIKOV Z DANIM OBSEGOM

o celoštevilskih t rikotn iki h, to je o t rikotnik ih , ki imaj o za dol ži ne stra
nic nar avna š t ev i l a , je b i lo v Preseku objav ljeno že nekaj sestavkov. To- ­
krat bomo odgo vori 1i na vpra šanje, kol iko je takih trikotnikov , ki imajo za
obse g predpisano ,števi lo

Dogovori mo se, da bomo primere, ko imamo za do lži ne s t ran ic ista tri števi­
la le morda v drugem vr s t nem redu , štel i l e enk rat. Vprašanje l ah ko zasta­
v imo tudi v obl i k i : koliko je vseh t rojic naravnih števil (o ,b, c) , za ka­
t e re ve l ja o;,b;,c , c<a-b i n o-b-i-r n . Označi mo s T(n ) števi lo taki h t ro ­
j ic . Za majhn e vrednosti števila n h i t r o najdemo vred nosti za T(n ) :
TO ) 1 (trikotnik (1,1,1)), T ( 4) 0 , T(S) = 1 (tri kotnik (1,2,2)),
T (6) = 1 ( trikotnik (2,2 ,2) ) , T (71 = 2 (trikotnika (1,3,3) in (2,2,3)),
T ( 8) = 1, T (9) = 3, . ..

Ce poiščemo vse mogoče razdelitve števi l a n na t ri ce la poz itivna števi la

n = o + b + c

še ni r e če n o, da troji ca (o, b ,c) preds t av lja dolžine s tranic ne kega triko t­
ni ka . Kot vemo , bo to res, če bo do lž ina polj ubne stran ice večja od ra zI i­
ke in manjša od vso t e drugih dveh . Hitro se l ah ko p repričamo, da bo v p r i m~

ru , ko je o ~ b ~ c t o res natanko tedaj, ko bo c < o+b . Poiska ti mora­
mo torej š t ev i lo mogočih ra zcepitev števi l a n na tri naravna števi l a o,b
in c, za kater e velja

o ~' b ~ c i n c < o+b

Št ev i lo razdelitev števi la n na tri dele , n = o+b+c , za katere ve l ja prvi
pogoj, znamo izračunati (glej Presek VillI]) . Dobimo naslednje števi lo

pri čemer je D(i, j) = 1 ,če j e šte vi 10 j de lj ivo z i in D(i , j )
n i . Lahko pa uporabimo tudi eno od f ormul

° , če

kjer j e ( m1t 2 k števi lu m najb ližji večkratnik štev i la 12 in {x} najb l iž­
j e celo števi lo š t ev i lu x. Da velja res t ud i druga zveza, se bo lah ko pre ­
pri čal bral ec sam.

V števi l u razd el itev r~(n) pa jih j e za naš primer nekaj preveč , vse tro­
jice namreč ne morejo biti dolžine stran ic nekega tr ikotnika. Odšte ti je
treba vse primere , ko je c ~ o+b . Ce označ imo o+b = j , potem do pora z­
del itev š t ev i l a n na tr i dele lahko pridemo tud i tako, da na j pr e j razde l imo
n = j +c , kjer j l ah ko preteče vsa narav na štev i l a med 2 in 2nl3 (vk l jučno) .

(Da mora bit i j ~ 2nl3 , ugotov imo na nasled nji nač in: najp rej gotovo ve­
l j a c ~ nl 3 , sa j bi v na sprotnem prime ru bi la vsa tri števi l a pod nl 3
i n njihova vs ota ne b i bila enaka n . Od tod pa s ledi j = o+b = n-c ~

~ 2nl 3 ) . Pri vsakem j nar ~dimo še r ž( j) razcepov na dva de la j = o+b,
o ;' b in do b imo vse ra zde l i t ve , ki smo ji h omenil i zgo ra j . Od doblj en ih
ra zdelitev odštejem o tis te, ki ne daj o trikotn i ške trojice. Od š t e t i mor amo
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vse razcepe , pr i ka t e rih je c ~ a+b , t o se pravi c ~ j a l i j ~ n- j ,
kar pomeni j ~ nl 2 . Vse pr epov edane trojice dob imo , če se š t e j emo za .vsa k
j , j =2,3, . . . ,k , število njegovih razcep itev na dva cel a poz i t ivna sumanda
(j=a+b, · a~b) , t e h razcepitev pa je r ž(j) . Stevi lo k je naj večje celo šte­
vilo , ki ne presega š tevi la n12 . Odš t e t i moramo tor ej vso to

Sn = r i(2) + ri(3) + .. . + r it k)

Pr i tem upoštevajmo obrazec za r i( j ) , k i smo ga sreča l i v Pre seku VI I II I

ri (j ) = (j -1 + O(2, j » / 2

Upoštevali pa bomo tudi obrazec za vsoto prvih m naravni h števil

+ 2 + 3 + .. • + m = m(m + 1)/2

ki smo ga s rečali v članku o matemat i čni i ndukc i j i (Pre se k V/2). Ločiti mo­
ramo štir i možnosti: če je število n obl i ke n = 48 dobimo

Sn = ((l + 1) + (2 + O) + <3 + 1) + ... + (28 - 1 + 1» /2

«28 - 1) .28/2 + 8) / 2 = 82 = n2/ 16

Podobno za n obl ik e n = 48+1 velja

Sn = «1 + 1) + (2 + O) + <3 + 1) +.. .+ (28 - 1 + 1» / 2

8 2 = (n - 1) 2/16 = (n2 - 2n + 1)116

Na prav tak način dobimo tud i

Sn (n 2) (n + 2)/16 = (n2 - 4)/16 če je n ob l i ke n = 4s+2

in

Sn = (n - 3) (n + 1)/16 =(n2- 2n- 3) /1 6 , če je n obl ike n = 48+3

Lahko se prepričamo, da vse št i r i rezultate l ahko pišemo veni obl iki , če

upor abi mo s imbol O(i, k )

Sn = (n2 - 2nO(2,n- l) + O(4 , n- l ) - 30(4, n-3) - 40 (4 ,n - 2» / 16

Če označ imo s I ~ I naj večje ce lo števi lo, ki ne presega š t evi l a p (na pr i­
mer 17/ 3 1 = 2, 14 , 21 = 4 ) , lahko izraz za število Sn pišemo v obliki

Sn = [nI 41· I(n+2)/41

ki jo lah ko hitr o preveri mo, če se ozr emo na zgornje št iri obl ike za Sn .
š t ev l l o ra z ] ičnih ce loš tev i Iskih tri kotn ikov, k i i maj o za obseg dano š t ev i ­
lo n , je torej dano z obrazcem

T(n) = {n2/ 12} - [nI 41: I (n+2) / 41 , n =3,4, 5, ...

La hko pa ta izra z p išemo še v ka kšn i dr ug i ob liki, ena med nji mi je, da ga
izraz imo s si mbo l i O(i ,k ) . V t a namen damo iz raza za r3(n) ln Sn na
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skupni imenoval ec in ju u re dimo

T(n ) (n2 + (6 n+12)0( 2. n-1) + 160(3. n- 3) - 30( 4.n-1) +

+ 90(4 .n-3) + 120(4 .n-2) - 16) / 48

Pišimo š t eve c v obli ki n 2 + 6nO( 2 . n-1) + p ' . pri t em j e p enak enemu
od števi 1 -16, -7. - 4, o. 5. 9. 12 a l i 21 . gled e na t o , kako je z deljivo­
stj o števi l n- l z 2 in 4 . n-2 s 4 t er n-3 s 3 i n 4. Na is ti n ačin kot
smo za štev i lo r3(n) • lah ko t ud i sed aj uporabimo oznako {m}48 za k š te­
vi lu m naj bl i žj i večkra tni k štev i la 48 ali pa ' {x } za naj bl iž je ce lo š tevi lo
k š tevilu x . Torej za pišemo

T (n ) = {n 2 + 6nO(2.n-1) }48/ 48 . n=3. 4 . 5 • . ..

a li pa

T (n) = {{ n2 + 6nO( 2 ,n-1)) /4 8 } • n =3.4 ,5, . . .

Zadnja obl ika je posebno ugod na pri računanju števi l a . T (n ) pr i da ni vred­
nos ti števi la n. pr i t em si l ahko pomagamo na primer s ka l ku l atorj em.

Števi lo T (n ) ima neka t e re zani mi ve la stnosti kot na pri mer:

1) T ( 2m) = T( 2m-3) • m =3. 4. 5, . . .
2) T ( 2m+12) = T ( 2m ) + m + 3 , m =2,3 , 4 , . . .
3) Naj bo n > 2 in sodo število, števi lo r pa tako ce lo števi lo. da. ve ­

lja : n =' 12k + r. 4 ~ r;; 14 , k = 0. 1, 2 , ... . . Potem velja

Te l astnos ti boš lahko dokazal sa m. morda na j h i t r e je iz d r uge f ormu le za
T (n ) • če jo posebej i zp i še š za vse situacije.

Reši še nasl edn ji nalogi :

4) Za kater i n je T (n ) = n ?
5) Naj bo n pra š t ev i lo . Dokaž i, da j e tedaj vse h T (n ) trikotn iških t ro ­

j ic taki h. da j ih sestavl jajo po t ri t uja s i š tevi l a!

Ob koncu doda j mo še t abel o za š tev i lo T (n ) ce loš t ev i l s k i h t r ikotn i kov z
dan im obsegom n . za 3 ~ n ;; 40 :

n T (n ) n T(n ) n T (n) n T (n )

11 4 21 12 31 24
12 3 22 10 32 21

3 1 13 5 23 14 33 27
4 O 14 4 24 12 34 24
5 1 15 7 25 16 35 30
6 1 16 5 26 14 36 27
7 2 17 8 27 19 37 33
8 1 18 7 28 16 38 30
9 3 19 10 29 21 39 37

10 2 20 8 30 19 40 33

Edvard Kramar
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@
NOVI REZULTAT I RAZI SKAV OSONčJA

ASTRONOMIJA

Sonce in Os o n č je st a že do lgo predmet č love kovega zanimanja in
razis kav. Generacije astronomov, f izikov, matemati kov i n dru ­
gih znanstven i kov so s e ukva r j a l e s preu č evanjem d inamičn ih in
fi z i kal ni h l as t nos t i te r s pre uč e vanj e m kemijs kega sestav a in

i zvor a snov i . v Soncu i n pl a ne ti h : Vse do č loveko veg a prodora v
ve s ol j e je t udi t a ve j a pogosto zade vala ob os novno tež avo
astr onomije kot znanost i: poda tk i , ki jih dob imo iz meri tev ,
s o pogos t o pos r ed ni in ne obs eg a jo vs e h ko l iči n, ki bi j ih r a­

d i pozna li . Vesol j ska d ob ~ pa je pri ne s la s pe kt a kul arn e spr e­
membe na t em področju. Do bil i smo š t ev i lne zan esl j i ve podatke

s pl anet ov sa mih a l i iz njihove bližine. Ti podatki daje jo ce­
lov ito sli ko o tel esih O s o n č j a in o O s o n č ju kot ce l oti . V tem
pogledu je bilo najplodne jše l e t o 1979, ko je bil v Montrealu
17 . kongr es mednarodne astrono mske un i j e . Tu povz emamo neka j
z a kl ju č k ov s t ega kong resa .

VE NE RA

Na konc u l e t a 1978 je Ve nero z a č e l a obkrožati ameriš ka s onda

Pioneer Venus l , kma lu zatem pa se j e sp usti lo na Venero zapo­
vrst jo šest s ond: šti r i am er i š ke in dv e s ovj e t ski . Osnovn i na­
men t eh ml S1J je bil o ra z iskova nj e Vener ine atmos f ere . Ven dar
so bil e sonde opr emljene tudi z radarj i za opa zovanj e delov V~

nerine povr šine, tako da so na osnovi teh opazovan j in opazo ­
vanj na Zemlj i izde la li re lief ne kat er i h de l ov planet a .

Atmos f e r a

Vener i na atm osfer a je - podobn o kot Mar so va - se s ta vlj ena v
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glavnem i z oglj iko vega dioks i da, ki ga j e 96,6 %, 3,2 % j e du­

š i ka, preosta l ih 0,2 % pa j e vode , kisi ka , a rgona, he lija, žv e ­

pl a i n d r ugi h e le men tov .

Pri sest a vi je poseb no zan imivo to, da je ž la htn i h plinov v e č ,

kot so jih pričakovali . V ves o l j u je teh plinov s icer precej ,
v atmosferah Zemlje .in Marsa pa j ih je mnogo manj. To dejstvo

naj bi bil o pos l ed i ca dvos t ope njskega razvoja atmosfer plane ­

~o v, ki so bl i zu Sonca. Po teorij i o dvosto penjskem r a zv oju

na j bi se obliko va l e prvotne atm os f e r e ob kond en zaci ji pla ne ta

i z p r vi n skega sončnega o b La k a , to je oblak a, iz kat erega se j e
z zgoščevanjem ra zvi lo Sonce . V t i s t em času je bil sončni ve­

ter zelo močan, pa tudi planeti s o se š e ogrevali, ker so s e

krčili pod vplivom lastne teže. Posledica tega je bi l a , da je
pr votne atmosfere planetov pr epro s to odpi hni lo v veso lje (Mer ­

kur še da nes ni ma a t mosfe re) . Nove s e kundarn e atmosfe re na j bi

kasneje nas t al e iz pl ino v , ki so se po la goma sprošč a l i i z no ­
tranjost i planeto v . Na osnovi te t eor i j e j e b i l a ve č i n a astro ­
nomov 'mne nj a , da odstotek žlahtnih plinov, ki so zelo pogosti

v prvotni atmosfer i, raste z oddal j enostjo planeta od Sonca .

Rezult ati z Venere kažejo, da je njena atmos fera v resnic i pr~

težno sekundarna , ve ndar je i z ne zna nih raz logov zadrža la de l

prvo tn ih sestav i n , ki so d r ugač ne od on i h na sosed nj ih pla ne ­

tih. To bi b i lo mo goče, če bi npr. prv insk i sonč n i ob lak v za ­
četku ne bil homogen, ampak bi se v njem i zobl i kovnl a področ­

ja, ki bi bila relativno bogatejša s tem ali drug im plinom.

Venerino površino popolnoma zakrivajo oblaki in j e z Zemlje ne

moremo videt i . Vesoljske sonde so odkri le , da sestav ljajo t e

oblake v glavne m kap l j ice žveple ne kis l i ne in kris ta lčk i žvep ­

la . To so kaj nepr i jazni oblak i. Najv iš ja ob lačna plast j e med

63 in 67 km nad površ ino planeta, na nočn i strani pa so ob laki
nekoliko niže . Ta najvišja ob la čna plast je debela nekoliko
kilometrov in jo sestavljajo ka pl j i c e s premerom od 1 do 1,3

tisočinke milimetra . Pod to plastjo je na viši n i kakih 58 kil~

metrov še redkejša ob lačna plast. Kaplj ice , ki jo sestavljajo,

so debe lejše - od 10 do 20 t isoč i nk mi lime tr a. Tr etj a ob lač na
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plast, ki je na viš i ni od 49 km do 52 km, je naj gostejša in jo

ses tavlja jo de lci ra z l i čn ih ve likosti. Po t e j l a st nos t i spomi ­
nja na ob lake na Zemlji . Še niže so d r uge oblačne plast i, ven­
dar mnogo redkejše od tretje goste ·pl as t i . Ameriške sonde so
registrira le samo eno tako plast , sovjetske pa tri. Kaže, da
so najnižji oblaki nekako 5 km nad površino planeta.

Venerina površina je zaradi goste in vroče atmosfere zelo ne­

gostolju bna. Gos tot a in tlak sta na površini nekako devetdeset
krat večja kot na Zemlj i, temperatura pa je pr ibližno tolikšna
kot v v roč i pečici , t o j e do br ih 400 0C . P r ičakova li bi , da je

na površ in i Ve nere tem ne je kot v vi šjih plast eh zato, ker de­
be l i i n gos t i obla ki ne prepuščajo s ve tl obe. Sonde pa so za be ­
lež i le ravno nasp ro tno : v večj ih glo binah je bolj sv e tl o . To
pri pis uje jo pogos t im bl iskom . V pl asti med 5 km in 11 km nad
povr š i no pl anet a so za be lež i l i do 25 bl i s kov v sekun d i; kar P2
me ni, da bli ski nep r est an o svet i jo. Bli ske s pre ml ja m o čn o gr­
menje , ki traj a tud i do 15 mi nut.

Povr š in a

Le veso ljska l ad j a Pio neer Venus 1, ki je obkrožala Ven e r o , je
z radar jem odkrila ogromno de pr e s i j o . Ta razpoka v p lašč u pla ­
ne ta je glo boka do 7 km i n se razteza 1400 ki lometrov daleč v
smeri vzhod- zahod . Razpoka spominja na podobno razpoko, ki so
jo našli na Ma rs u i n so ji dali ime Valles Marineris . Na istem
področju so naprave odkrile tudi nekatere gladke predele, ka ­
ter ih narava še ni povsem jasna . Posebno visok predel na Vene­
r ini površin i so odkr ili že prej z r ada r s ki mi opazovanji z

Zem lje. Ta predel , i menovan Maxwel l, se dviguje za okrog osem
kilo me trov nad Ve li ko severno plano to , ki je tud i sama 3-5 ki­
l ometr ov višja od oko lice . Maxwel l s e t or e j dv iguje za v e č kot
10 ki lometrov nad po v prečno površ i no pla ne ta . Po ne ka t e ri h i z­
rač uni h je to tud i najv išja go ra, ki j o Ven eri na skorja s pl oh
la hko prene s e. č e bi bi la kakšna go r a v išja, bi njen hid r ost a­
t ični t lak povzročil p last ič ne de formac ije ob vznožj u, tako

da bi se gor a verj etn o pos ed l a zarad i l astn e teže .

Sonde , ki ,0 obk ro žal e Ven e r o , so da le mnogo več r ada r s kih po-
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dat kov, ki jih še analizirajo. Rezultati bodo zato obj av l jen i

ka s nej e .

JUPITROVI SAT ELITI

Marca 1979 j e ameriška sonda Voyager 1 potovala mimo Jupitro­

vih satelitov in nato nadaljevala pot prot i Saturnu. V okviru

enajst ih e ks perime ntov je ta sonda poslala na Zemljo tudi okoli

18000 fot og rafij.

Podatki o s amem pla netu, njegovi atm osferi in magnetnem polj u

s o sicer zanim ivi, venda r do nek e mere pona v l j a j o podatke , ki

so j i h v let i h 1973 in 1974 pos l a l e sonde Pionee r . Meritve z
Voya ger ja s o s ice r bolj natančne in bol j števil ne od prejšnjih,

vendar r e zu l t a t i za zdaj ne vodijo do druga čnih pogledov na P2

jave v atmosfer i ali magnetosferi Jupitra . Po drugi strani pa

so izredno zanimivi rezultati raziskovanj štirih največjih Ju­

pitrovih s a t e l i t ov - le , Evrope, Ganimeda in Kaliste. če doda­

mo k temu še odkritje Jup itro vega ob roča, je jasno, da s o vl o­

že n i na por i i n sredstva bog ato obrodili .

Naj zan i mi vej š a in najpomembne jša od kritja so vse ka kor povezana

s satelitom lo, ki je na j bl i ž j i Jupit rov ve li ki satelit. l o je
s ve t el rdeče r umen obje kt, ki dobro odbija svetlobo . Odbi je

pri bl i žno 60% s ve t l obe , ki pade nanj . Med št irimi veli kimi sa­

teliti samo v s pek t r u njeg ove svetlobe pogrešajo črto, ki bi

izdajala prisotnost vode a l i ledu na površini. Sa t e l i t lo je
razen Zem lje tudi edino telo v Osončju, na katerem so do dane s

zabeležili vul kansko aktivnost. Zdi se n amreč, da je zarad i v~

li ke bližin e Jupitra na t em sate litu mo č no pl imova nje (razli ka

med plimo i n ose ko je do 100 metrov ), ki ga gre je, tako da je

njegova notranj ost sta l no v raztalje ne m stan ju . Na pos netkih

Voyagerja 1 so za bel e ž il i sedem vu l kans ki h i zb ru hov . Ka že , da
je ta ko m očn a vul ka ns ka ak t iv nos t reden poj av na sa teli tu I i ,
s aj na nje m nis o našli n i ti enega mete orits kega kr a t erja (n a
Luni npr. s o vsi kr aterj i , ki jih vid i mo že z manj šim daljno­
gledom, posl edi ca udar ce v met eor itov . Ke r tam ni vu lkan ske

a kt i vnos t i in atm osferske erozij e, ki bi polni la ni žja mesta ,
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se kraterji ohranjajo milijarde let) . Predvidevajo namreč, da
snov, ki jo izbruhajo vulkani, zelo hitro zapolni vse globeli.

S tem zabriše sledove udarcev meteoritov, ki gotovo kdaj pa
kdaj udarijo na površino le tako kot na druga telesa Osončja .

Majhen del snovi, ki jo izbruhajo vulkani, ima dovolj veliko

hitrost, da ubeži teži le in se usmeri v približno krožni tir
okrog Jupitra. Na ta način je nastal oblak v obliki svitka ob

tiru okrog Jupitra, vendar je ravnina svitka nekoliko nagnjena
glede na ravnino tira le . Vesoljska sonda je izmerila, da odd~

ja svitek precej močno ultravijolično svetlobo, ki jo pripisu ­
jejo sevanju visoko ioniziranih žveplovih atomov, delno pa tu­

di sevanju vodi .kovih atombv. Odtod sklepajo, da sta v svitku
predvsem žveplo in vodik. Poleg tega mora obstajati neki do s€
daj še nepojasnjen mehanizem, ki dovaja svitku moč okrog
500000 megawattov,saj sicer svitek ne bi mogel tako močno

sevati ultravijolične svetlobe .

Radijska merjenja z Zemlje so pokazala, sonde Pioneer pa s o še

potrdile, da teče od enega Jupitrovega magnetnega pola preko
le na drugi Jupitrov magnetni pol nekakšna tokovna cev . V njej
nosijo naboj nabiti delci, ki zaidejo v cev iz visokih plasti

Jupitrove atmosfere. Sondo Voyager l so posebej opremili, da

razišče to tokovno cev. Iz neznanih razlogov se je cev premak­
nila iz prejšnjega položaja, tako da Voyager ni šel skozi njo,
ampak se ji je samo približal. Kljub temu so zmagnetometri

uspel i izmeri ti, da je tok, ki teče po cevi, vsaj 10000 ampe­
rov, · morda pa doseže tud i 100 000 amperov.

Površino satelita le so preiskali tudi z infrardečim detektor­
jem. Tqko so določili temperaturo posameznih delov satelita.
Ugotovili so, da so nekateri deli neverjetno topli, saj je
temperatura lahko tudi 170C, kar je za 150 0C topleje od okoli­

ce. Ker je tališče žvepla - to je "lave" na li pri 1120C,

toplih področij ne moremo imeti za jezera lave. Njihovo naravo
bomo morali še naprej raziskovati.

Od raziskanih Jupitrovih satelitov je bila Evropa v najneugod­

nejšem položaju za opazovanja. Vendar so ugotovili, da je njen
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premer nekoliko večji, gostota pa nekoliko manjša, kot so do

tedaj mislili. Zato sklepajo, da sestavlja led morda celo 20%
vse snovi tega satelita . Na sve~li rumeni površ ini (odbija

60 % son čne svetlobe) se jasno odraža čudna mreža rdečih razpok,
za katere do sedaj ni~mo vedeli . Mreža spominja na počeno jaj~

no lupino ali pa na mrežo kapilar v človeškem očesu. Njena na­

rava je zdaj povsem neznana.

Dva največja Jupitrova satelita Ganimed in Kalisto imata pri­

bližno enako velikost in gostoto. Sestavljata ju približno ena

ka deleža skal in ledu.

Ganimed je sivo moder (odbija le 40% sončne svetlobe). Njegova

površina pa kaže številne sledove tektonske akt ivnosti, ki so

verjetno nastali ob strjevanju satelitove skorje . Meteoritskih

kraterjev na površini je razmeroma malo . Zato sklepajo, da je

bila površina v času zadnjega močnega meteoritskega bombardir!
nja pred štirimi milijardami let zaradi Jupitrovih plimskih

sil še mehka in ni mogla zadržati sledov meteor itskega bombar­

diranja . Posebnost Ganimeda so tudi plitvi kanali sinusnih ob­

lik, ki nepravilno brazdajo površino, pa tudi redka atmosfera,
ki so jo odkrili, ko je (gledano z Voyagerja) neka zvezd a zaš­
la za Ganimedom.

Kalisto je temen satelit, ki odbija manj kot 20% sončne svet­

lobe in je vsa prekrita z meteoritskimi kraterji različnih ve­
likosti. Kaže , da je imela zaradi svoje velike oddaljenosti od

Jupitra ob času velikega meteoritskega bombardiranja že trdo
skorjo in je zato lahko za razliko od Ganimeda ohranila sledo­

ve. Kljub temu pa se znanstveniki še vedno čudijo nekaterim

velikim kraterjem, ki imajo premer več kot 100 km. Najbolj iz­

stopa velikanski bazen, ki je verjetno nastal ob strahovitem
meteoritskem udarcu. Nekakšni koncentrični valovi se od tega '
bazena raztezajo do razdalj 1000 km.

Zo ran Kneže vi 6

prev. Andrej Čadež
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RESITVE NALOG

Prejeli smo dve rešitvi naloge Gol ali vratnica . Obe sta pra­

vilni, poslali pa sta ju Tominc Lada, gimn. Miloša Zidanška

Maribor in Tavfar Mojca, I. gimn . Ljublja na. Objavljamo Mojci­

no rešitev .

če naj žoga zadene vratnico , se sme središfe žoge oddaljiti od

vr a t n ic e za na j ve č 10 cm na vsako stran. Interval , ki ga mora

zadeti središče žoge, da zadene eno od vratnic, je potem velik

40 cm.

če naj žoga zadene odprtino vrat, mora njeno središfe iti vsaj

10cm mimo vratnice. Interval, ki ga mora zadeti s r ed i š č e žoge,

da žoga zadene vrata, je potem velik 30 cm. V našem primeru je

torej lažje zadeti eno od vratnic.

Prejeli smo še štiri pravilne rešitve naloge iz 3 . številke

Preseka. Ker smo žrebanje že opravili, objavljamo le imena re­

ševalcev: KARMEN Kompara, gimn. Veno Pilon Ajdovšfina, TOMINC

LADA, gimn. Miloša Zidanška Maribor, HOVNIK PETER, 51. Gradec
in KOšMRLJ JANEZ, Ribnica. Rešitev pa lahk o najdet e na str. 117 .

Lj u bomi r Kostrevc

Nova naloga, ki jo vidite na 4. strani ovitka, pa ni težka za­

radi matematike. Težka je "kar tako". Ker sodi v ugankarstvo,

smo prepričani, da vam bo všef . Rešitev naloge bo koristila

predvsem tistim učencem, ki si težko zapomnijo številke. Ob

tej nalogi bo marsikdo našel navdih za kakšen soroden problem.

Tomaž Pisanski
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BISTROVI DEC VI I/3 - re šitev

V Pre se ku VI I / 3 s mo za stavili na slednje nal oge :
a li se l ah ko šah ovsk i k o nji č ek v 15 s kokih s preh odi če z vs a
polja šahovnice 4x4 na va lju ;

- a l i l ahko ša hovs ki kon j i č e k v 15 sko kih obide ( spr e hod k onča

na za četnem polju) vsa polja ša hovnice 4x4 na svitku (to ­

ru s u) .

Reš evanj e s i nek oli ko poenostavimo, če razgrnemo ša hovn i co na
va l ju v ravnino (gle j s l iko 1 ) .

S črtami o znači mo dovoljene s koke , ki ni so razv idni i z same

š ahovni ce . Pokaz a ti j e mo goče , tod a o tem kdaj dru gi č , da konj
ne more pr e ska kat i vseh polj šahov nic e na valju v 16 s kok ih in
končati skakanje na začetne m polj u. Ob st a j aj o zaporedja 15 sko

kov , v katerih konj obide vsa polja ša hovnice na valju . Tak i
s t a zap oredj i:

1 ,10,3,1 2,14 , 5 ,16,7, 9, 2, 8,15,6, 13, 11 , 4

in

1 ,1 2, 3 ,5,14 ,7 ,16,1 0, 8,13,11,4,6, 15 , 9 , 2

Ko valj zavije mo v s v i t e k , pos tanejo mogoč i št ir j e novi skok i
(gl e j s l i ko 2) . V t em pr i mer u obstaj ajo tudi "s klenjena" s ka­
kanja ; tako je na pr imer:

1,10, 16 ,7,9, 2 ,11,4,6 ,15, 8, 13 , 3,5,14,1 2,1

s l. 1
~ I

IL 1 2 3 .. f--

L 5 6 7 8

~ I
- 9 10 11 12

I
13 14 15 16 ~II

I I I~--

s l. 2

Vladi mi r Bata gel j

L 1 2 3 .. f--

~ 5 6 7 8

ir
9 10 11 12

13 14 15 16 1--



PRAVILNI šESTKOTNIK - re šitev

V Prese ku ZJ19 80/ 81) št. 2 smo vas pov prašal i, al i znate z rav­
nimi r ezi r azr ez a t i prav ilni šest kotn i k ta ko, da l ahk o iz dob­
lje nih k oščko v sestavite kvadr a t ena ke ploščine. Obstaja več

n ač i no v r eš evanj a zastavljen e naloge. Bralec se lah ko seznani
z nj imi v knj i gi:

H. Lindgre n: Recreationa~ prob~ems in geome t ric

d issections and ho w to so~ve th em . Dover Inc., New
Yor k 1972 ( ruski prevod: Mir, Moskva 1977) ,

I

/

A

/
+

,1
/

l/
B

i~
c

".-

' /,
i
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Na sli ki s t a dve rešitvi, ki najbrž ne potrebujeta posebne ra~

1age . Morda 1e to: zvezo med dol ž i no strani ce še stkotn ika a

in do lžino stranice kvadrata a' dobimo iz enakosti njunih plo­
šč i n

(a ') 2 oziroma a a/ ( 3 13/ 2 )

Za bralce s spretnim i r ok ami pa š e to : nanesite pos amezni kva ­

dr at . (ali še s tk ot n ik ) na ve z ano plo ščo ali lepenko in ga zre­
ž i te , ta ko kot velevaj o črt e. Na s t a l e k oščk e pome šajte in za­

s t a v i t e " ž r tvi" (lahko tudi s e bi ) nalogo, naj jih zloži v kva­
dr at in nat o še v še s tk ot nik. Obilo zabave!

Vl ad i mir Batagelj
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TEKMOVANJA-NALOGE

REŠITVE NE KATERIH NALOG Z20, ZVEZNEGA SREDNJEšOLSKEGA TEKMO­
VANJA IZ MATEMATIKE

Tekmova nj e , o ka t e r em govori nas lov, je bilo aprila 1979 v No­

ve m Sadu. O tekmovan ju, naloga h i n uspehu s lovensk e eki pe ste

br ali v Pre s eku VII ( 1979/80)2 . Od nal og s tega tekm ovanja s va

izbr a l a ti ste, ki so naju na j bol j pr itegn i le in jih r eš i l a. ž~

l iv a seved a, da poskusite tud i sami ! Na j ine reš itve na j bodo

1e i zhod v s i l i , če s eva m kje ust av i . ~1 a r s i komubo pot reb na

l e prava id eja, pa bo zna l tud i s am prit i do rešitve . že l iva
vam ve l ik o uspeha!

1. r a zr ed , 3 . naloga :

Ali lah ko v krog s poIme rom

posta v imo ne ka j kro go v tako,

da no bena .dva iz med nji h n i ­

mat a skupne no t r an j e točke ,

vsota polme rov t e h kro gov pa

bo e naka 1979?
a

Re š ite v : Odgovor j e prit rd i len , dokaz pa konstruk cij s ki. V kr o­
gu nari š i mo kvadrat s st r a ni co a i n istim sredi š č e m, ko t ga

i ma kr og . St ra nic e kvadrat a razd elimo na n en akih del ov i n z

vz por ed nic ami nap ravimo mre ž o z n 2 po lj i. V vsake m kvadra~k u

mrež e vri šimo kro gec ( njegov po l mer je e nak a / 2n ). Tak i h
kro gcev je n 2 , torej je vsota po lmerove naka:
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n Z.a/2n = n . a/2

Sedaj l e še do ločimo tako maj hen a, da bo ce l kvadrat l ežal v
krog u, potem pa iz r a č u n a m o n tako, da bo vsota pol merovenaka
1979. Op.: a mora biti t a k , da bo n celo število! Za a l ahko
izberemo 1/2, še raje pa 1/ 5 , da bo račun l až j i :

na/2 = n/10

1 . razred, 4 . na loga :

1979, torej je n = 19790

Za kate ra naravna štev i la n je vsota cifer števila
N = 1.2 .3 ... n enaka 9 ?

Rešitev : Zapi š i mo števi lo N v dese tiškem sistemu

N = No + Nj . 10 +

Na loga zah teva , da je

.. . + N .10 r
r

- 9

š te vi lo N j e de ljivo z vsemi naravn imi š tevili, ki

niso vecJa od n . Najprej bomo dokaza li, da naloga za n ~ 11
nima rešitev .. Naj bo n ~ 11 , torej je število N delj ivo z
11. Spom nimo se, da je te daj tudi š t evi l o

B = No - N j + Nz - oo . + (_1) r Nr

deljivo z 1 1. Prav gotovo ve lja neenačba

- A ~ B ~ A

Ker je A = 9 , je torej B po abso lutni vrednosti manjši al i

enak 9 . Ed i no število, ki je poleg tega de ljivo z 11 , je B = O.

če seštejemo levi in desni stran i obeh ena čb, dobim o

( No + Nj + . . . + Nr) + ( No - Nj + + (-1 )I'Nr) = A + B = 9

torej

To pa je

2 . ( No + Nz + N4 + . .. 9

nemogo č e, saj štev ilo 9 ni deljivo z 2.

Rešitve nal oge moramo torej iskati l e pr i n ~ 10. Po vr sti

izračunamo š t evi l a 1, 1.2, 1.2 . 3, . . . , 1.2 .3 . .. 10 i~ najde­
mo med njimi nas lednje r eš i t ve :
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n = 6 N 720

n = 7 N 5040

n = 8 N 40320

2. razred, 1. naloga:

P in M naj bosta točki na stranicah DC in BC kvadrata ABCD.

Zanju naj velja, da je PM tangenta' kroga s središčem v točki A

in polmerom AB. Točki Q in N pa naj bosta točki presečišča da­
ljic PA in MA zdiagonalo BD. Dokaži, da točke P, Q, N, M in C

ležijo na (isti) krožnici .

Rešitev: Dokazali bomo, da sta četverokotnika PQMC in PNMC te­

tivna. Ker imata oba četverokotni ka tri skupna oglišča in ker
tri razli čne točke določajo natanko eno krožnico, morajo leža­
ti vsa oglišča (P, Q, M, C, N) na isti krožni ci .

Da sta PQMC in PNMC tetivna, pa vidimo takole:
Zaradi enakosti tangentnih 09
sekov PD in PX sta kota 1DA P

in 1PAX skladna. Prav tako
ugotovimo skladnost kotov ~

1BAM in 1MA X. Sledi, da je
1PAM = 1QAM = 45 0 • Tudi kot
1MBQ je enak 45 0 , zato mora
biti ABMQ tetiven četverokot-

nik. Od tod sledi, ker je

1ABM = 90 0
, je tudi 1AQM = 90~

torej je 1PQM = 90 0 . Tudi kot

1PCM je pravi, zato je PQMC tetiven .

(

Analogno vidimo, da je četverokotnik ANPD tetiven, zato je

1ANP = 1MNP = 90 0
. Torej je tudi PNMC tetiven.

2. razred, 4. naloga :

Naj si bosta m in n tuji števili in imejmo dano zaporedje m+n

kroglic. Prvih m kroglic tega zaporedja premestimo v istem
vrstnem redu na konec zaporedja, nato storimo isto s tako dob­
ljenim zaporedjem itd.

Dokaži, da lahko s tem postopkom prvo kroglico začetnega zapo-
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redja privedemo na kate rokol i vnaprej dol očeno mes t o v zapore9
ju!

Reši t ev: Opazuj mo me s t o prv e kro g lice v zapor ed ju in o z nač i mo

nj en o mesto s števi l i od 1 do m+n . Den i mo , da j e kr oglica v

nekem tren ut ku na mestu r in opa zuj mo, kak o s e njeno mest o

sp re minja s ponav ljanjem pos top ka . Po e nem korak u je na mes tu

r +n , če j e r ~ m , in na mestu r -m, če je r > m. Prav t a ko vi d i

mo, da j e po dveh kor a ki h na me stu r+2 n, r +n - m ali r -2 m ,
odv isno sp et od tega, kakšna so štev i la r , n in m. Splošno ve ­

lja tole: mesto krog li ce po s kor akih lahko zap išemo v obl iki

r + cr n - Sm , cr + S = s

kjer sta cr in S na r avn i štev i li (v k lj učno z O).

Vs e h me s t v zapo redju j e m+n , t or e j ko n čn o mn ogo , za to bo

krogli ca prej a l i s lej obi ska l a ka kš no mesto dv akrat. Naj bo r

tako mesto. Ve l ja enačba

r + crn - Sm = r cr + S = s > O

Odtod dob imo an = Sm , torej j e cr > O in S > O . Ker je l~

va s t r an te e na č b e de lji va z n , je de l j i va tudi de s na . štev i l i

m in n s ta po pr ed pos t av ki t uji, zat o š te v ilo n deli S. Ker

je S > O , s l ed i od t od S ~ n Pr a v ta ko doka žemo t ud i, da
šte vi lo m de l i cr i n j e zato a ~ m . Skupaj j e

a + S = s >
= m + n

Dokazal i smo: če j e kr og lica na ne kem mest u r , ga l a hko pr vlc

ob išče š e l e po m+n korakih. Zda j pa trd imo, da kr og lica v k~

terihkoli zaporednih m+n kora ki h obišč e vsako mesto v zapo­
red ju natan ko po enkrat. Deni mo, da to ni r e s. Potem obstaja

neko mesto , na ka tere m krogl ica v m+n korakih ni bila , torej

se j e ves čas zadrževala na preosta li h m+n - 1 mes t ih v zapo­

r ed j u . Zato j e ob iska la vsaj eh o me s to dv a kra t v manj kot m+n

zap or ednih kor a ki h . To pa ni m o g o č e, kot s mo zgor a j doka zal i ,

zat o je naša trdite v pr av i ln a . S t em j e nal oga re š ena . Povejmo
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le še to, da doka z ni pra v n ič od vi s e n od t ega, ka t er o krog l i ­

co zač etne ga zapo r edja opa zujemo i n ve lja t or e j za vsa ko kro­

g1i c o .

3. r azr ed, 3 . na loga i n 4 . r a zr ed , 4 . na lo ga :

ZI ' z 2 ' . . . , z n na j bodo kom pleksn a št ev i la . Dokaži , da l ah ­

ko izb e r emo nekaj i nd e ks ov i l ' i 2 , .• . , i k (1 ~ i l < i 2 <

.< i k ~ n ) , ta ko da velja

IZ. + Zi
2

+ ... + zik l ;; 1 ( l z ll + IZ21 + • • • + IZnl )
"!O l 412"

Re š ite v : Br e z i zgube s pl oš nos t i l ah ko pred posta vi mo , da so vs a

št ev i la zi r a z l ič n a od O. Ko mpleks no ra vn ino razrežimo s pre­
mic am a y = x in y = - x na 4 pa ro ma tuje dele , kot ka že s l i

ka . V vsa kem od njih po i š či mo vs oto a bso l utnih vrednosti vseh

štev i l, ki l ežijo v nj em, na t o pa i zbe r emo t i s t i del, v kate ­
r em j e ta vs ota n ajve č j a . Pr edp osta v i mo, da je to kar š ra fira­

ni de l na s l i ki , šte v i l a , ki l e ž' I j o v nje m, pa označimo z Z ·
"!O l '

zi i ' , zi k . Zar ad i na še ga i zb ora pr a v got ovo ve lj a

č e do ka žemo, da vel j a tudi

I Z ·
"!O l

j e na l oga r eš ena .

Na j bo z po l j ubno kom pl ek s no š te vi lo i z i zbranega de l a r avni ­

ne . Zapi š emo ga v po l a r n i o ~lik i

z = Iz I ( c os 'f + sin 'f' )

( gle j s l t ko l ), Ker j e - ,, / 4 < <f < ,,/ 4 , j e

cos f ; 1/ 1Z

O z n ač i m o z Re ( z ) re a l no kom ponen t o š t ev i l a z . Iz zgo r nje ne ­
enak os ti dobi mo

Re ( z ) Izl cos lj' > Izl/1Z
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IJ

Za vsako kompleksno število z ve lja tudi

Iz l ~ Re( z)

IJ- X

z

IJ- -X

X

Vsa števila z il ' z i
2

' •. • , z i k ' pa tud i njihova vsota
z = zil + . . . + zi k l e ž i j o v prvem kvadrantu . Z upoštevanjem
zgornjih dveh neena kost i dob imo

IZi l + zi 2
+ .. . + zi k l

~ Re( zi l + zi 2
+ + Zi k )

Re( zi l) Re( zi
2

) Re( z i k)
>

+ + . . . +

~ IZi l l lIZ + ... + IZ i k 11 1Z

( 1 z i l 1 + Iz ' I + . . . + IZi k l )IIZ
" 2

in do kaz j e končan .

3. razred, 4. na loga:

V prvih šestih vrstah šahovske table so na vseh črnih polj ih

post avlj eni kme t j e . V vsa ki pot ez i kmet preskoči ene ga od km e­
tov, ki so mu neposredni s os ed j e po diagonali , i n se s tem po­

makne za dve mesti po diag onal i. Pri tem seveda lahko sk o či le
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3

2

2

3

2

• • • •• • • •
• • • •• • • ~

• • • •
• • • •

Re š i te v : Polja šaho vske t a bl e

razdelimo na t ri skup in e: v

prvi skup i ni so pol j a i z pr ­

ve , 4 . in 7 . vrs te, v dru gi
po lja i z 2 . , 5. in 8 . vrste ,

osta la so v tretji sk upi ni.

Hitro se prepr ičam o , da s e ob
vs ak i potezi šte v i lo kme t ov v vsaki skup ini sp remen i za e na

( nat a nko eden kme t v e č a li ma nj). Ob vsaki potezi se t orej me ­

nja parn ost števila kmet ov v vseh treh skup inah . Na z ačetku j e
v vs a ki od sk upi n s odo š t ev i l o kmet ov ( ista pa rn ost), za to s e

ista parnost sku pin ohranja sko z i vso ig ro . Ce bi osta l na t a­

bl i le en kmet , parnost skup in ne bi bila ~eč i s t a , kar nam P2
ve, da je pravilen negat i ven odgovo r na vprašan j e , ki ga z ast~

vl ja nal oga .

na pr osto po lje ,pre skoče nega

kme ta pa odstranimo s table . Ali

lahko ig r am o t a ko, da nam bo na
kon cu osta l l e en kme t?

4. r azred, 1 . nalog a:

Do ka ž i , da za nobe n par nar a vn i h š t evi l n i n p ( p > 5 ) n i iz ­

po lnj ena naslednja en a kos t :

(p - l ) ! + 1 = n
p

Re š ite v : Recim o, da vel ja gornja enako st za ne k n in nek

p > 5 . Iz en a kos ti v i d imo , da s i morata bi t i š t ev i l i p in
( p -l)! tuj i . Od tu s l ed i, da j e p pra štev i l o, s a j ve lj a nas­

l ed nj a t r di t ev:

Za vsa ko s estav lje no š t ev i lo k > 4 je š t ev i l o (k - 1 ) ! de lj i
vo s k .

Doka z: k = a .b , a ~ b ~ 2

Ce je a > b , potem gotovo a .b deli (k-l)!, saj je

b < a < k . Ce pa je ab , j e gotovo a > 2 , s aj je k > 4.
Pot em pa j e 2a < a .a = k . Fa kt or j a a i n 2a t ore j na stopat a v
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faktor i elnem produk tu ( k-1)! , zat o tud i a·a k deli šte -

vilo

Ker je

v i ( za

en a č b e

( k -1) !

p praš t evil o, je p - 1 ses tavlje no in po zgorn j i trd i t­

k = p - 1 ) 1a hko zak1ju či mo , da p -1 de l i ( p - 2 )! . I z

s led i , da j e ( p - 1)! pn - 1 , t orej je t udi

n - 1 n -2 1 ~n- l =~- 1 ! = (p -2) 1.
P + P +. . . + P + = ~p- p -

de l j ivo s p - 1

Z indu kci j o s e p repriča mo, da je pk" 1 (mod p - 1 ) , za vsako

naravno štev i lo k ( v k lj u č n o z O) . Zat o je po drugi stra ni

n - 1
+

n -2 + + + 1 n( mod p - 1 )P P .. . p -

Tor e j p - 1 de 1i šte vi lo Za t o je p - 1
< V tem pri merun . n

pa je:

(p- 1 )! + 1 <
p_ 2

+ 1 <
p- l < n

p p p

kar nam pove, da enako s t ne more biti i zpol nj ena . Pr i šl i smo

do pr oti sl ovj a .

4. r azre d, 2. na l oga:

Za kater e od t r d i t ev ( i ), (ii) i n ( iii ) obstajata t a ki dve po­
zi ti vni š t evil i a,b > O , da velja :

(i ) a ,b ~ Q, ab E Q

( i i) a ~ Q, b ~ Q , ab ~ Q

( ii i ) a E Q, b ~ Q i n ab Il Q

Re šitev :

( i ) Vz emimo = b = 12 če je /'l 12 E Q i s kani š t evi -a , smo
1i že naš li. V nasprotnem primeru pa vzemimo

12 rz
Il Q in b 12 Seda j je b ( 12 12)/'la = = a = =

12 /'l .;;> 12 2 2 E Q I ska ni š t evil i t ore j obs ta j a -= =
ta .

(ii) Vzemimo enako kot prej a = b = 12 i n naredimo podoben
s kl e p: bodisi ab = 12 17 ~ Q , v nasp r otnem primeru pa

števi lo 12 12' + 1 = 12 . 12 12 ~ Q , s a j je produkt r ac i g
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nal ne ga in iracion alnega števila vedno iracionalno število .
Iskani š t ev i l i obstajat a.

( i i i ) Na j bo a = 2, b = 12 če 2
1Z e Q , je nal ~a re šena ,

si ce r vzamem o a = 2 , b = 12 + 1/ 2 in ab = 2 2+1/2 =
= 12. 212 e Q . St e v i lo 12 + 1/ 2 j e seveda iraci onal no i n

na l oga j e reše na. Is kani št ev i l i t ud i v tem pr imeru obs ta ­
j ata .

Poudar i mo , da v nobe nem od pr i me ro v nismo do kaza li, da je nek o
števi lo obl i ke ab rac i ona l no a li i ra c i ona l no in da v splo š­

nem t ega t ud i ne z namo dokaz a t i . Ni t i za število IZ 12 se ne
ve , kakš no j e .

Mal a ol i mpi ada , 3. naloga:

Dani sta dve krožnici z obsegom 1979. Na prv i je označenih

1979 to čk, na dr ug i pa nekaj l okov , ka ter i h sk upna do lž ina je
manj ša od 1. Dokaži , da lahko prvo krožn ico položimo na dru go

tako, da nobena od označenih to čk ne bo ležala na ka kš nem od

z a č r ta n i h l okov!

Re š i t e v : Na jen ostavnejši je doka z, op r t na fizik alno predst av o .

Postavimo drugo kr ožn i co na prvo in j o o b r a č a j m o s s t a l no hit­

r os t j o, ta ko da napra vi poln obrat v 1979 minutah. Ke r je s kuQ

na do l ž ina vs e h lok ov manj š a od 1, obseg kro ga pa ra vn o enak

1979, bo pri r otira nj u vsa ka izmed o z n a č en ih t o č k pr e krit a s

ka t e r i m od l okov manj kot e no mi nuto . Če ozn ač e ne t oč ke ošte­
vil čimo z 1, 2 , . . . , 1979, lah ko povemo : prva toč k a (s t ro go )

ve č ko t 1978 mi nut n i bil a pok r i t a z nobenim izmed lok ov, n ob~

na izmed pr vi h dveh to č k ni bila po kr i t a z nobe ni m izmed l okov

ve č kot 1977 minut, .. . , ve č kot ni č minut ( po z i t i ven č a s ) no ­

bena i zmed 1979 t o č k ni bila pokrita z nobenim izmed l okov . De
staja tor ej i skan i tr enute k, ko s o bile vs e označ en e t o č ke ne­
pokr i t e . To pa je t udi isk an a l e ga .

Fr anci Fors tneri č

in Bo ja n Moha r
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REPUB LI šKOTEKMOVANJE MLADI HFI ZI KOV VNOVI GORIC I

Let os s o ml adi fizi ki merili svoje znan j e v j avnem tek movanju
s ku pi n o laserji h, laserski svetlobi i n la ser stvu in v tradi ­

ciona l nem re pub liškem tekmovanju v reševanj u na log. Za obe te~

mo va nj i so se sredn ješo lc i ze lo zani ma li; o te m pr iča ve l iko
štev i lo pri ja vljenih sk upi n za javno tekmovan je ( 25 skup in iz
14 srednj ih šol) i n ve li ko š t evi lo dija kov, ki s o se udel efil i
izbi r nega tekmovanja v reše vanju nalog (prek 900 dijakov iz 25
šo l), kar je v e č ko t prejš nja l e t a .

J av no tekmo vanj e skupin je poteka lo na predveč er rep ubliškega
t e kmovanj a v petek, 16 . maj a 1980, v Ko mo r ni dv orani v Novi
Goric i . Te kmovanj e s kupin ni nova obl i ka merjenja zna nja s red­
nj ešo lce v, saj je bi lo podobno tekmovanje, ted aj o sončni ener
g i j i , l ani v Kopru . Le t os j e pokr ovi t elj s t vo nad t o prir editvi
jo prevze la I s kr a - Cent e r za e lektrooptiko, ki j e tekmo vanj e
podprla tako po fina nčni kot po s tro kovni plat i . Posebno vzpoQ
bud no za mlade t ekmoval ce je bi l o predavanje o laserj ih i n ho­
log rafi j i, ki so ga v mar cu pri prav i li stroko vnjak i i z Is kre .

Pri j av lj en e s kupi ne so se v pete k popold ne pomer i l e v iz loč i l ­

nem tek mo vanj u i n l e 6 na jb ol j ših se je ude lef i lo j avne prire ­
ditve . Pri i zbi r nem te kmo vanj u so skupine reš evale pi s mene
test e, ta ko da s o ob krožale prav ilne odgovo re . Vsak pra vil ni

odgovor je pr ines el eno točko, obkro fen i napač ni odgovo r pa n~

gativn o to čk o. Med vp r a š anji so bi l a tudi pra v z lo bna vpra š a ­
nj a kot na pr ime r , kaj je in ter feron . To je ne ko novo zdravi­
lo; poleg tega odgovora pa je bi lo pr ipravlj enih več napačnih,

ki so zveneli zelo "f i z i ka l no" , npr. kvant in ter fere nce, i n so

povr šne ga reševa l ca l ahko pra v hi t r o zm edli. Klj ub mnog im pa­
s te m in vpr a šan jem, ki so sega la da l eč prek okv ira sre dnješo l­
ske f i z i ke , so s e vse skup ine d o b r ~ odrez ale , s a j ni nobena
zbrala negativnega št evil a t o č k . V fi na l e s o se uvrst ile sku­

pine z nas lednjih gi mnaz i j: Koper, Mari bor ( M. Zidan še k) ,

šentvi d ( 2 s kup i ni ), Tolmi n in Nova Go r i ca .
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Komorna dvorana je bila premajhna za vse, ki bi si radi ogled~

li javno prireditev. Veliko dijakov je stoje vztrajalo do kon­

ca dve in pol urne prireditve, kar še posebej priča o njeni z~

nimivosti. Prireditev so popestrili nastopi dijakov iz domače

gimnazije, projekcija filma o razvoju laserstva v Iskri, še P9

sebej zanimiva pa so bila vprašanja, zastavljena prisotnim v

dvorani. Prvi pravi 1ni odgovor je bi 1 takoj nagrajen. Vpraša­

nja so bila včasih prav nenavadna kot na primer: primerjaj ce­

no molekule Rubinovega vina in ceno fotona iz rubinskega laser
ja. Obilo smeha in aplavza je požel dijak iz Kranja, ki je du­

hovito primerjal delovanje laserja s potekom same javne pri re­

di tv e .

V boju za zmagovalca sta se posebej izkazali dve skupini, sku­

pina dijakov iz šentvida : Janez Zupan, Boštjan Paradiž in Uroš

Ahtik ter skupina dijakov iz gimnazije M. Zidanška: Jana Pade~

nik, Samo Lazar in Matjaž Kaluža. Na koncu je le ena sama toč­

ka odločila zmagovalca: skupino dijakov iz šentvida.

Naslednji dan se je 110 dijakov iz 23 srednjih šol pomerilo v

reševanju računskih nalog . Tekmovalci so imeli na voljo dve

uri in pol. O težavnosti nalog se lahko prepričajo bralci sami.
Letos so nekoliko trši oreh predstavljale naloge za 3. r azred;

v tej skupini tudi nihče ni rešil vseh nalog . Prvo nagrado sta
prejela Tomaž Writzl iz 2. razreda (gimn . Lj.-Bežigrad) in

Boris Majaron iz.4. razreda (1. gimn . Maribor), ki sta tudi r!:!
šila vse naloge. Drugo nagrado sta prejela dijaka 3. razreda
Matjaž Kaluža (gimn. M. Zidanška Maribor) in Igor Poberaj
(gimn. V. Janežič Ljubljana), tretjo nagrado pa so prejeli: v

2. razredu Lucijan Markocič (gimn . N. Gorica) in Dean Mozetič

(gimn. Koper), v 3. razredu Maja Ferle (gimn. M.Zidanšek Mari­

bor), Vasja Jurkas (gimn. N. Gorica) in Gorazd Planinšič (gimn .
Lj.-Bežigrad) in v 4 . razredu Leon Matoh (gimn. Novo mesto),

Maks Romih in Tone Verbovšek (gimn . Lj.-Bežigrad).

Naloge za 2. razred

1. Telo drsi po ravnih tleh br ez trenja in na svoji poti naleti na hribček

z višino 50 cm, ki se lahko br ez trenja giblje po podlagi . Kol ikšna mora
biti najmanj hitrost telesa, da bo za vozilo čez hribček, če ta sprva mi­
ruje? Masa hribčka je še s t k ra t večja od mase telesa. Med hrib čkom in t e ­
lesom ni trenja .
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SI. k na 1. 2/1

2. Preda l z dolžino 70 cm ima na
sprednji stran i dva ročaj a v
ra zd al j i 25 cm. k i sta n ame š če ­

na s i me t r ič no . Kol ik sme b iti
n ajveč koefi cient t renja med
preda10m i n vod i li . po ka t e r i h
r reda l d rsi , da l ahko preda l i~

vlečemo le za en roča j ? Glej
sk ico!

3. Po k lancu z nak lo nom 300 se kota l ita drug za d rugim dva va lja. kate r i h
s redišč i s ta pove zan i z l ah ko togo p rečko . Valj a imata en a k i masi in pol
mera. le da je masa spodn jega va lja enakomer no porazdel jena po pr os t o r ­
nin i. zgornj i va lj pa j e votel (lahko vzameš. da je vsa masa zbrana na
obo du va lja) . Kol ikšno hitrost doseže tak s i stem potem. ko prepotuje na
klancu pot 70 m? Val j a na začetku mirujeta .

4 . Tovo re pre mik ajo po vrsti va l jev s po Imerom 2 cm in maso 10 kg. ka te r i h
osi so pri trj ene v vodo ravn i ravn i n i v razmiku 5 cm. Kol ikšna povprečna

moc Je po t r ebna za potiskanje tovor a s hi tr ostj o 1 ms- l. če va lji pred
tovorom mi rujejo? Vzem i. da tovor po va l j i h ne dr s i . pri vrtenju va ljev
pa da n i trenja .

5 . Kako bi nared i l merilnik t renutne porabe gori va v avtomobilu?

Naloge za 3. razred

l . Na k i t a ri sta vpeti struni iz medeni ne in jekla. Do lg i sta 0.9 m. Struni
ug las imo na ena ko fre kvenco 440 Hz pr i sobn i t empera t ur i 20oC. Potem ne­
semo k i t a ro na prosto. kjer je temperatur a - 50C. Kolikšno fre kve nco utr l
panja s I išimo na prostem, če zabrenkamo po obeh s t r una h? Pred postavi, da
se kita ra ne deform i ra. Elasti čna modul a jek l a oz i roma medenine sta
Ej = 2.06. 101IN/m2 oz i roma Em = 1. 27 .10 1I N/m2• li nearna razteznostna ko­
ef ic ient a (tj = 1.1. 10- SK-I • (tm = l,9 .1 0- SK-I • gostot i pa
Pj = 7.8 .103kg /m3 , Pm = 8. 5 .10 3kg/m3 •

2. S pre prostim pI in skim te rmome­
t rom, ki j e pri ka zan na s l i k i ,
la hko mer imo maksimalno tempera­
tu ro v prostor u. Steklena buča s
prostornino 5 l .je s ten ko cevko
povez ana s koza rcem. ki je poln
vode i n poveznje n na g lavo v ve ­
l i ko posodo z vodo . Ko se tempe ­
ratura v so b i dv i~ne . kozarec
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u lov i zrak , ki j e uše l i z bu če . Ce se t emperatura zru za , gre voda v bu č e,

zrak v koza rcu pa ostane uj e t . Kol i kšna j e bila maksim al na t empe ra tu ra v
sob i, če smo z ač el i pr i t em peratur i 150C , v i š ino vodnega s t o lpca pa od ­
č i ta li pri t empe ratu r i 200C i n sicer 7, 3 cm . Pre sek kozarca j e 50 cm 2,
v iš i na od vod ne g lad i ne do dna koz a rca pa 11 cm. Zunanj i zračn i tl ak j e
bi I ves čas 1 ba r.

3 . Jekl en t rak s pr avokotni m prof i­
lom i n d imenzi jami 2mm x 0,5mm
po lož imo na led in priti sn emo t~

ko močno , da je tlak pod t rakom
106 N/m 2 • Nastane poj av regel aci
je - trak se začne pogrezati v
led, ker se voda pod nj im tal i,
nad tra kom pa spet zmr zne . Oce­
n i, s kol ikšno hi trostj o lez e
t rak v led! Top lo tn a prevod nost
j e kla je 45 ,4 W/ mK, tal i š č e vode
pri tl aku 106 N/m2 pa je -O,l oC.

4. Topl otno i zoli rana valj as ta pos oda s pros t ornino 1,5 1 j e zaprta z batom
s presekom 10 cm2 . V posod i je zrak z maso 1 g pri t empe ra t u r i 200 C t er
v ij ačna vzme t iz jek la z maso 2 g , s pec i f ično toplo to 460 J /kgK in koe­
fic ientom 103 Ni m . Zuna j j e kons t anten tl ak 1 bar. Kol ik šn o top loto
smo dovedI i s is temu zra k-vzmet, če se j e si s tem segre l za 5 K ? Sk ica!

5 . Kako b i naredi 1 mer i l n ik t renutne pora be go r iva v avtomobilu ?

Nal oge za 4. ra zred

l . Tri enaka t el esa z naboj em 10- 8 As in maso 0 ,1 g sestav lj a jo enakostra ­
ni čen t r iko t n ik s s t ra ni co 1 cm. Vzemimo, da si le, k i ve žej o naboj e v
t r i kotn i k , ne nadoma popus te. Kolikš na je največja hi tros t, ki j o doseže ­
jo na boj i?

2. Pl o š čat konde nz a tor sestav l j a ta
dve navp ični p lošči z v iš i no
10 cm. Razdalj a med plošč ama je
2 cm. V v iš in i zgornj ega dela
p lošč sp ustimo mednj u kaplji co
z maso 0 ,1 g i n z naboj em 10- 8
As . Razdal ja med s podnj im del om
pl o šč i n t l emi je 20 cm . Kako da
leč od mes ta, ki je n av pi č no pod
mes t om , s ka tereg a smo sp ustil i
kap lj ico , pade kap l jica na t la?
Nape t ost med p l o ščama kondenza­
to rj a j e 100 V.

3. Wheats to nov most j e pri k l j učen na izv ir z na petost j o 10 V. V zače tku je
most ur avnove šen tako, da kaže vo ltmete r, k i ga p r i kl ju či mo na most, na ­
petost ni č . Na to enega i zmed upornikov seg re jemo tako , da se mu sp reme­
ni upor za 1%. Kol ikšna j e naj večja napeto s t , k i jo p r i tem l ahko poka­
že voltme ter?

4. Me ri lnik premikov se s t oj i i z kov i ns ke pl o š či ce s pl o š č i n o 10 cm2, k i je
1 mm odda l jena od kovins ke površ ine, ka te re pr emike želimo mer iti . Ta
kondenza tor zvežemo skupaj s tuljavo z indu kti vnos t jo 10- 6 H v nihajni
krog . Vzemimo , da l ahko mer imo lastno fre kvenco nihaj nega kroga na 1 kHz
natan čno . Ko l i kšne najman jše prem ike kov i nske, površi ne l ahko še zaznamo ?

5. Kako bi nared il mer ilnik tren utne porabe go riva v a vtomobi lu?
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pa l ke na pro sto pa s koz i ve nt i l B, Koli kokr a t mora čr pa l ka

vsrka t i in izsrkati zrak, da dosež e končn i tlak? Nariši gra f

odv isnost i t laka v posodi od števila cik lov! Prostorn ina po­
sode je desetkrat v e č j a od prostornine črpalke. Zanemari

tem peratur ne s pr emembe .
4. Z viš i ne H s pus t i mo ze lo

la hko togo pa l ico z dolž i­

no L, ki ima na obeh kon­

c ih prit rjeni enaki krogli

c i. Ena krog l ica prož no t r

č i ob r ob mize , za t o se

s is tem ob prostem padu še

vrti. Na kateri razda lji

od nivoja mize bo palica

p rvič zopet v vodor avne m
polo ža ju?

5. Ref lektor porab i ven i ur i 3 kWh e lektrične ene rgije, 5% je

spremeni v svet lobno. Ohišje reflektorja se hladi z vodo,

ki ima začetno temp eraturo 150C. Na kateri višini mora biti

post a vl j e n reze rvoar z vodo, če naj bo delovna temperatura

re f lek torja 30 0C? Premer dovod ne cev i je 1, 5 cm . Trenje vo­

de v ceveh zanemari.

SKUPI NA B:

1. Na konden zator s kapaciteto 100 ~ F pr i ti sn emo na petos t 100V.

Kondenzato r pr aznimo z d r ugi m kondenzatorjem s kapacit eto

1 ~ F takole: najprej zvežemo priključke obeh kondenzator ­

jev, nato pa priključke zamenjamo . Ko likokrat je treba ta

pos topek ponov iti, da pade napetost prvega kondenzatorja na

50 V ? Ko l i ko top lote se pri tem sprost i?

2. Neskončna mreža enakih

upornikov je prikazana na

slik i. V točko A pr ihaja,

iz točke B pa izhaja tok 1.

Kolik tok t e č e skoz i upor­

nik med točkama A in B ?
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3 . Dva uporni ka po 3 ohm in 2

ohm, amper me t er z notra-

njim upor om 1 ohm in volt-

me te r z zel o ve l i kim not r ~

nj i m upor om so veza ni ta ko ,

kot je pr ikaz ano na s l ik i .

Radij kroga, ki povezu j e

elem ente, je 5 cm , kot med

ravnimi s i gment i pa je

2n/3 . Mag netn o po l je z gos t oto 1 T j e pra vo kot no na rav ni no
e lekt r ič nega kr oga . Ka kš no na petos t in t ok kaže t a vo l t meter

oz i ro ma ampe rmeter v čas u en a kom erne ga zmanj še van j a ma gne t ­

neg a pol j a , ki v e ni sek und i pa de od z ače tne vre dn ost i na
ni č ? Upo r ž ic zane ma r i.

4 . V e lektr ič ne m ni haj nem krog u z l a stn o fr ek ven co 50 Hz st a

za poredn o veza na konden za to r s kapa c i te to 100 ~ F in tul ja va

s pr eme r om 10 cm. Tul java j e n av i~ a s t isoč nav oji i z b ak r~

ne ž ice s pr e se kom 1 mm 2 i n s s p e c i f ič no uporn ost jo

1, 7 .1 0- 8 m. Ko l ikš na to plota s e s pr os t i v vs eh na voj ih t u­

l j ave v e nem nih aju , če j e ampl i t uda napetost i v e lektr ič ­

nem kr ogu 120 V?

5. Med dv ema ve l ikim a kov insk i ma vodor avni ma p loščama je nap e­

t os t 500 V. V pros tor me d p loščama , ki s ta v ra zda l j i 10 cm,

j e posta vlje na kov i nska krog l ica z ma so 1 g , ki j e nabit a z
naboj em +10- 6 As in prosto vis i na konc u vr v i ce z do l ž i no

8 cm. Ko likš e n j e n ih ajni čas krog l ice , če

a) je zgorn j a p lo š ča na višjem oz i r oma

b ) n i ž j em po te nc ia l u?

Pr i kater i na pe t ost i na p lošča h posta ne nih a j ni čas krog l i ­

ce neskonče n ?

SKUPINA C:

1. Na opt ič n i os i s fer i č nega zrca la (ra d i j zrca la je 100 cm)
le ži zelo ma j hen pre dmet, ki j e za 102 cm odda l j en od t eme­
na zrca la . Med predmet i n zrca lo post avi mo pl anp ara lelno

p loščo z l om ni m ko l ičn ikom 1,5 . Ko l ikš na j e de bel i na te plQ
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šče, če l eg i predmeta i n njegove s l ike sovpadata ? Zakr iv lj~
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loml jen ega kot a na pl anp aral elni plo š či z am enj am o s s i nus i .

2 . Snop ra dijsk i h val ov z va­

l ovno dolž ino 1 cm pada
pr avo kot no na tan ko kro žn o
p l o š č o z de be l i no 0, 25 m
in polmerom 1 m. Lomn i ko­
li čni k t e pl o š č e se lin ear
no sp re mi nja od s r e d išč a

proti robu , po preseku plQ
šče pa je enak. Na kate rih
to čk ah na osi pl ošč e bo j ~

kost mikro va lov največja , če je l omni ko l ičn ik na sred i plQ
š čel, 5 , na robu pal e l, 1

3 . Na 10- 6 m š i ro ko re žo pada prav okotno vzpor ede n cure k ele k­
t rono v, ki i ma j o hit r os t 3,6 5 .10 6 mis . Upoš t eva j e va lo vno
l as t nos t elek t ronov i z r a č u na j r azmik me d prv ima dvema maks }

murna int e rf e ren č n e s l i ke, ki se dobi na 0 , 1 modd alj en em

zas lonu; (masa e lektro na j e 9 , 1.10 - 3 1 kg, h = 6 ,62 .10 - 3 4

J s) .

4 . V f ot oef ek tu i zbi j e y žare k z energi jo 0,7 MeV K-e lekt ro n
(n=l) iz at oma sv i nca (Z=82) . I zra čun a j :

a) ener gi j o tega e lektrona in ene rglJo Ka X- ža r ka , ki ga i ~

se va a t om s vi nca , ko odda e lek t ro n (Ka X- ža r e k us tr e za pre­
hodu n=2 + n=l ) ;
b) vr s t no število najtežjega atoma, iz kate re ga bi ta X- ža ­

rek la hko izb i l še e n K-e lektron .
5 . Pro sto r nino vode v bazenu lah ko izme rim o z merj enjem a ktiv­

nos ti rad ioak t iv nega na t ri j a Na 2 4 • V ta nam en vrže mo v ba­
zen natr ij z akt ivn ostj o 3 . 101 2 ra zpadov is . Ko se natrij

ena kome r no pora zdeli v vodi , izmerim o a kti vnost 1 cm 3 vode
po 10 ur ah , ki zna š a 500 ra zpa dov is. Ko l ikš na j e prosto rni ­
na bazena , č e je r az pol ovn i čas Na 2 4 -15 ur ?

Mark Ple ško
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VELI KA KNJ I GA O FOTOGRAFI J I / pr evedl a Oskar Dol enc in Marko

Al j an či č. - Ljub ljana: Cankarjeva za ložba, 1979 . - 400 str .

26 cm. - Cen a 790 . - d i n

Cankarjeva založba je že pred časom i zdal a še eno ve l iko i n l ~

po s l ikanico, kakršne so v zadn j ih letih pogoste pri naš i h za ­

ložbah . To pot je ime la za lož ba res srečno r oko . Velika knj iga

o fotografiji zas luži oba pridevn ika: na š t iristo stra ne h pri­

naš a skoraj vse o fotografiji, pa tud i zaradi svoje kva li tete

zasluži ime ve lika. Knj i ga je zbornik del in vtisov najboljših

f ot ogr af ov, ki so se dolga l e t a zbira l i okrog re vije Li f e na

Nizozemskem. V knjigi je dosti napisano o tehniki fot ograf ira­

nja, kjer avt orji trd i j o, da je znanje pomembnej še kot dobri

pripomočki . Ne nazadn je pa je koristno tudi pozna van je fizikal

ne optike.

Iz kaz ala spoznamo vs ebino knjige : 1 . Zgodovina fotografije,

2. Kamera, 3 . Objektiv, 4. Svetloba i n fi lm, 5. Osvetlite v,

6 . Negati vn o razvijanje , 7 . Poz itivni postopek, 8 . Bar ve,

9. Razsvetljava, 10 . Ate ljejska kamera, 11. Conski sistem ,

12 . Posebn e t ehnike, 13 . Končna obde lava, 14 . Težnja k popol np

st i.

V pr vem pogl avju zve mo ve liko o z godov i n i fotografij e. Prvi

Daguerrov postopek je bi l znan že l e t a 1839. Že leta 1888 (da­
nesbi rek 1i š e l e) pa je Eas tma n pos la 1 nat r ži š čep r V o box
kamero . Le - t a se je kasne je r a zv i l a v mnogo r az ličn ih t ipo v z

za takrat ne s lute nimi te hnični m i i z bol j š avami . S tak imi kamer~

mi ob dobrih zuna nj i h pogojih ni težko na r edit i dobre s l ike.

(5 1. 1. Pod Golico - maj a , č a s 1/ 250 s, za s l onka 8; 51. 2 . Po­

gled na Ratit ovec i zpod prt ovškega zvonik a, ča s 1/1 25 s , za­

s lo nka 8)



V drug em pog lavj u govo ri knj iga o mirn em drža nju kamer e . Tako
se lah ko t ud i v t ež j i h r az mer ah nared i t ud i dobr a s lika . (S l.

3: Ki t a js ka r es tavrac i ja v Amsterd amu, zv e č e r ob bar s ki sve t lo ­
bi, fot ografir anje z ro ke, čas 1 s , za sl onka 2 .8 )

Tret je pog lav je govo r i o t e leobjekt i vu , ki omogoča č u d o v i t e P2

snetk e . Z njim pr ibl iž amo odda ljene pr edmete (Sl. 4 . Bohin j s ko
jezero s Ko mn e), ali pa l ahko s likamo maj hne ži ve predmete, ki
bi nam s icer zbežali, če bi se j i m p rev eč prib l i ža li z na vad nim
objek t iv om . (S l . 5 . Ko bi l ica na metuljni ci )

S f ot ogr af ir a nj em ob s lab i s ve tl obi l ah ko do bi mo rom a n t ične

oz . nežne pos netke, ki imajo pra v tako sv oj e pos e bne pr ij e tne

strani ( Sl . 6. K r i ž i š č e na gozdni pot i Zaplana - Stolp, j eseni
poz no popol da n , čas 1/30 s , zas lonka 2.8). Mnogo več la hko na ­
redi mo pr i mo č ni s vet lo bi (Sl . 7 . Ka pljice v m o čn em vodne m cur
ku s o se ust avile , č a s 1/100 0, zaslon ka 22).

V že l j i po popol ni f otog r afiji pa l ahk o naredim o hot e ali ne­

ho t e t udi marsi kat er o "napa ko" , ki j o i zkori s ti mo v pos ebne n ~

men e. V popolnoma j as nem popo ldne vu z napačno nastavitv ijo za ­
slon ke in časa dobi mo sli ko, ki prej spominja na mračne i n ro ­
ma ntič ne čase Ivanhoej a, kot pa na dan aš nj i čas ( Sl. 8. Vele nj

ski grad) .

Mla d im f ot ograf om pr i poroča mo, da s i ogled ajo to .knj i go in uP2
rab ij o nova sp oznanja pr i svo ji zabavi.

Vse sli ke s o na 2 . in 3 . strani ovitka.

Ci r il Velko v rh

1 2 5 6
3 4 7 8
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PREMISLI IN REŠi

Jr = 3,14 159 26535 89793 23846 25433 83279 50288

ZAPOMNITE SI STEVILO Jr

Kako? Ogle~mo si angleški stavek v verzih, ki ga je prof . Jan­

ko Moder prepesnil v slovenščina (brez spominčice! )

Zdaj jaz, še jaz naj počastim

s tem venčkom revnih rim

nesmrtni ka iz Sirakuz, brez

tekmeca,

ki s čudežnim številom

iz ro da v rod

podaja navodilo,

~ako izračunaš krog .

Prva beseda i ma tri črke, druga eno, tretja št iri, četrta spet

eno, peta pet in tako dalje, kakor si sledijo decimalke števi ­

l a Jr .

JW 1, ev~~ 1 would cele brate

Jn I hymes unapt, the great

Immortal Syrac usan,
rivaled nevermore,

~ho in h i s wondrous Jore,

Passed on be f or e ,

Left men his guidance

How to circles mensurate.

Il"gleži poznajo kar ne ka j spominčic, ki jim pomagajo, da si la­

že zapomnijo čimveč decimalk števi la Jr .

" r Bmi s Zi ~h reji tole nalogo:
Sestavi v s lovenščini spominčico za Jr, ki bo imela vsaJ deset

besed. Najboljše sestavke bomo objavili . Poš ljite j i h do 5. ja­

nuar ja 1981 .

prev. Janko Noder


