
LIST ZA MLADE

MATEMATIKE

OO FIZIKE

ASTRONOME

IZDAJA DMFA SRS
~~



PRESEK

DMFA SRS •



UVODNIK---~
DRAG I BRA LCI!

Da ne s bi vam radi pov eda li nekaj o pogovor i h, ki smo j ih i me li

na eni od zadnjih sej uredn iškega od bora Preseka in ob sreča ­

nj u nekateri h članov uredn iškega odbora z vaš imi učite lj i med

semestra ln imi poč i t n icami.

Beseda je tek la seveda o Preseku i n poskus i li smo ga č i mbo l j

kriti č no presodit i . Zde l o se na m je, da pos taja prezahteve n,

ve ndar iz vaših pisem ni smo mog li točno zak ljučiti, a li tudi

vi tako mislite. Kako š i r ok krog bra lcev meni, da Presek prem~

l o upošteva mlajše bra lce? že li mo si čimveč kritičnih pisem ,

t a ko od najm lajš ih bra lcev kot t ud i od mento rjev - uč ite ljev,

ki posredujejo Presek najš iršemu krogu mladi h.

Te kmoval c i sodijo, da bi bi lo dobro objav ljat i v vsak i štev il ­

ki nekaj tekmova lni h na log, reš itve pa naj bodo v nas lednji

števi lk i. Nekateri so š l i še korak d l je i n so predlaga li, da

bi uvedl i dop isno tekmova nje , ki ne bi b i lo časovno tako omej~

no, kot so dosedanja tekmovanja. Pred log je vsekakor zanim iv

in ve lja pog ledati, kako bi ga l ah ko ures n ič i l i.

Nazadn je omenimo še razširitev Preseka na več števi lk v l e t u.

Naj va m zaupamo, da priprav ljamo t udi t o . Vendar j e goto vo, da

bo ta podv ig zahteva l širši krog sode lav cev in s tem tud i vaše

ak t i vnejše sode lovanje . Samo teda j s memo upa t i na us pe h. Na

tem mest u vas uredn išk i odbor vabi, da poš ljete Preseku čimveč

svoj ih prispevkov. Ob ves ti li vas bom o o uspeh u. Nasvi denje .

Zvon ko Tronte l j
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Slikovna kr ižanka "Josip Plemelj" - re šitev iz
P VII /2 .

Sli kovna kr iž anka " Znanost i n tehnika na znam­
kah - reš itev iz P VI 1/ 3 (Pavel Gregor c)

(Ci ri 1 Vel kovr h)

Enakost i '" (Vlad imi r Batag el j )

(Cir i 1 Ve1kovrh)

Pogl ed od zgoraj pr ot i s re d ici reak t orja Triga
Inštituta Jo že f Stefan v Podgorici pri Lju­
bl j ani. Globoko v vod i vidimo gor iIne e le ­
ment e , prečne obsev aI ne kana le i n va rno stne
pal i ce , s ka te r imi lahko hitro ustavij o je­
dr sko veri žno rea kc ijo v uranu . (Foto M. Smerke

Nove Presekov e z n ač ke (g lej obve s t i lo v
P VI II3 , str . 153 )



FIZIKA

KLEPET MED JEDRSKIM REAKTORJEM IN PECICO ZA žAR

Možje v belih haljah, ki dan za dnem skrbijo za pogon jedrske ­

ga reaktorja raziskovalnega inštituta, so s klenili, da bodo na
trati pred zgradbo pros lavili deseto obletni co uspešnega dela.

Reaktor so zaradi vzdrževalnih del za ne kaj časa ustavili.

Eden izmed mož, Janez Natančnik, je za to pri liko že prejšnji

dan prinese l od doma pečico za žar. Ker njegov šef ni trpel v

bl iž ini reak torja ničesar, kar ne služi vsakdanjemu delu, je
Janez potisnil pečico v kartonsko škat lo, na kateri je pisalo

POZOR SEVANJE in jo pustil na od lagalni polici reaktorske dvo-
rane.

Peč ica, ki je na nede ljskih izle tih rada pris lu škova la pogovo ­
rom učenih profesorjev o jedrskih e lektrarnah, si je ze lo že­

lela, da bi videla ta slavni reaktor. Zanimal jo j e še posebej

zato, ker se je kot potomka peč i na oglje, ob katerih so nast~

jali prvi i zde l ki v bron ast i in železni dobi, čutila odrinjenu

Je mar t a jedrsk i reaktor res kaj več? Ali morda ne govorijo

l ju d j e o njem tol iko zato, ker je nevar e n in se ga boj e ? Ko so

poz no zveče r de la vc i odš li in je v r ea kt or s ki dvoran i gor el a

le še opozori lna luč, se je začela peč v škat li prem ika t i pro­

ti špranji, skozi katero se je vide lo naravnost k rea ktorju.

Reaktor je bil vajen l agodne ga živ ljenja. Možje v belih haljah

so mu streg l i l eto za l e t om dan in noč. Ne da bi se posebe j

tr ud i 1, j im je za t o da ja l ne vtrone. Da se pr i tem ne bi se ­

gre l, so ga hladi l i s pose bej oč iščeno vodo. Seda j pa , ko so

se v njem nabra li rad ioaktivni odpad ki, zarad i katerih zadnje

195



ča s e ni bil t a ko upor a ben kot pred l e t i , s e je poč u t i l os aml j e

nega. Tol ažil pa s e j e, da bodo dela traj al a l e kak t ed en.
Vstavili mu bodo nove goril ne e leme nte i n po tem s e bo zope t za

čelo.

Ko je v škatl i zaš umelo, je r e a kt or postal pozoren. Spreletelo

ga je : da niso miš i , ki s e včas ih l o t i j o njegovih električnih

napeljav v podzemeljskih kanal ih ! Rav no pri kab lih pa je naj ­

bolj ranlj iv . Po nj i h mu možje v be l ih haljah mer ijo temper at ~

ro , gostoto ne vtrono v, d ol o č a jo hl a je nj e in uravnavajo de lo va­

nje . Ko j e p eči ca zas liša la , da j e v vodi reaktorja poč i l me­
hu r č e k, se j e og las i la:

"Zdi se mi, da ne dre mljete, gos pod re a kt or" , ( nasl ovil a ga j e

z gospo dom , ke r j e vedela, da so ga pr i pe l ja l i i z Am eri ke ),

"Ali vas l a hko zmoti m? "

" Kd o pa je ?", se je og l asi l r ea kto r , ki ni nikd ar mogel pcq l eda

t i i zza debeleg a beton s ke ga ok l ep a , v katereg a s o ga vgr adi li .
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"Pečica za žar sem . "

Reaktorju je odleg lo:

"Da l e niso miš i " , j e pom is li l. Kaj pa j e peč ica za žar, ni ve

de 1 .

"Oprost ite, še nikoli nisem s lišal za t a ko peč ico. Ker ne mo­

re m pogledat i s kozi bet on in vas lahko le sliš im, vas pro s i m,

da mi pov este nek aj o s ebi ."

Peči ca je bi la zgo vorna, zato je reaktorju rada r a z l ož i l a , da

j e v bistv u ma jh na posoda i z že leza, da v njej razža ri jo og lje,

ki ga prekri jejo s kovins ko mrežico, na kater i pečejo s lastno

di šeče jedi. Poveda la j e še , da je zanjo vsa ka pe ka posebno dQ
živet je , saj jo spomn i na slavno zg odov in o oglj a . Pritožil a pa

se je nad kruto usodo : "Smrd ljivi s or odni k premog je pri lju­

deh vel i ko bolj v časteh kot og lje, ki mu j e osta la samo še n§

pome mb na vloga, da spominja l ju d i na prije tno top l ino ne kdanj §

ga druž inskega ognj išča. Prej je i z k ovačn ic pri jetno d iš a lo,

danes se i z tova rn širi vonj po premogu in nafti . Jutri pa bo­

ste sv ojo pot nas t op ili vi, re aktorji. " Zajel a j e sap o, nato

pa nadalje vala :

"Opro stite, ker sem klepetava , toda moram vam zaupati , da s em

vsakokrat, ko v meni žari og lje , vese la, ke r so de l ujem pr i ve ­
l i č a s t n e m procesu, ko se drobni svetovi - l j udj e jim pravijo

at omi ogljika in ki si ka - od lo čajo za skupno pot v prihodnost.

Nj iho v svatbeni ples o b č u t i m kot to pl ot o , ki me vedn o vs o pr e ­

vzame. č e p r a v sem samo ub og a pl o čevina sta posoda, tudi jaz pr1

spe vam k temu ple su. Og lje d ržim na kupu in s kozi odprt ine sp~

ščam zr a k. Veste, za gor enj e j e važno, da je og lje na kupu. Na

ta nač in je površina, ki oddaja t opl ot o oko lici , manjša. Tempe­

ratura je V1SJa in gorenj e se samo vzdr žuje. če goreče og lje

r az mečejo po večj i povr šini, se ohladi in neha goreti."

š e predno ji je mogel reaktor s e č i v bes edo , je p e či ca nadalj§

va la :

"Niko l i ni s em mogl a raz umeti, kakšn i m proceso m v gor i ln i h pa 11

cah ste priča vi, gospod r eaktor . Sl iša la pa sem , da so bolj mo
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gočni, kot je gorenje oglja. Predstavljam pa si, da morajo bi­

ti gorilne palice blizu druga drugi - tako kot koščki oglja v
pečicah."

Reaktorju je bila sosedina radovednost všeč, zato mu ni bilo

odveč povedati ji nekaj o sebi. Učeno je povzel:

"Kot ste verjetno že slišali, v mojih gorilnih palicah r a zpad a

jo jedra urana. Pogoj, da jedro razpade, pa je, da si tik pred

tem pripoji dodatni nevtron. Ob razpadu nastaneta dve novi je ­

dri, sprostijo pa se dva do trije novi nevtroni in višek ener­

gije. Pri ognju je za vzdrževanje gorenja potrebna toplota, za
cepitev urana pa moramo imeti nevtrone. Toploto pri gorenju da

jejo molekule, ki so ravnokar nastale iz ogljika in kisika.

Pri reaktorju morajo poskrbeti, da nove cepitve povzročajo ney
troni, ki so nastal i pri prejšnjih cepitvah. Da čim manj nev­

tronov pobegne iz sredice v okolico, morajo biti gorilne pali­

ce dovolj blizu druga drugi, kot ste to pravilno sklepali.

Zanimivo je tudi, da voda pogasi ogenj, cepitve v reaktorju pa

pospešuje. Zelo učinkovito namreč zmanjšuje hitrost nevtronov,

ki nastanejo ob cepitvi. Proti pričakovanju pa so počasni nev­
troni bolj uspešni za cepitev kot hitri.

Naj vam povem še, da se ob cepitvi enega uranovega jedra spro­

sti približno 40 milijonov več energije kot pri spajanju enega

atoma ogljika z dvema atomoma kisika. Zaradi tega ljudje toliko

govorijo o jedrskih reaktorjih in jedrskih bombah."

"Kakšna pa je sploh razlika med reaktorjem in bombo?" je hitro

vskočila radovedna pečica.

"No," je nadaljeval reaktor, "vsa razlika je v tem, da pri re­

aktorju večanje števila razcepov in s tem tudi večanje moči

sproti kontrolirajo in ne dovolijo porasta čez določene meje.
Pri bombi pa pogostost reakcij narašča nekontrolirano vse dok­
ler zaradi visoke temperature in pritiska oklep ne popusti. PQ
dobna primerjava velja tudi med gorenjem v peči in gorenjem
smodnika v granati. V prvem primeru se oksidacija odvija poča­

si, kontrolirano, v drugem pa hitro in nekontrolirano."
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Pečica je zvesto s ledi la raz lagi . Ko pa se je spomnila, da og ­
l j e prižigajo t a ko , da komaj vid no žerjavico razp ihajo pa vse m

kupu, je hotel a vprašati, kako j e s t em pri reaktorj u. Tod a r~

aktor jo je prehitel:

"Upam, da ste razumeli , da se proces cepitve v moji sredici

prične , če se od nekod pojavi nevtron , ki po spoji tvi z jedrom

urana povzroči cepitev . Pr i tem nastanejo dva a li trije nevt rg

ni. Vsak od teh nevtronov l a hko povzroč i cep i te v novega jedra .

Vsi skupaj tore j l a hko sprostijo že št ir i ali dev et novih nev ­

tronov itd . Tak pro ces imenujejo verižna reakcija. če bi se v~

čina na s t alih nev tronov res spo j i la z jedri urana in povzroči­

la c e pi t e v , bi se število rea kcij i n število nevtrono v s časom

zelo hitro večalo . Tak primer imamo v jedrskih orožj ih, pr i k~

teri h se ves proces e ksp loz i je izvrši v neka j mili j onin kah se­

kunde."
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"š e ve dno ne vem, od kod pri de t isti prvi nevtron ", s i je mi ­

s l i la peč ica, pa jo je s pet pr ehi t el reak tor .

" č u dn o se s l iši, pa ve ndar je tako ! Za prižig reaktorja je l a b
ko od loč i len že e n s am ne vtron . Ta ki ne vtro ni, ki l a hko pr t ž qe

jo reakto r, nas tanejo v vsem i rju i n nekaj jih pri leti t udi na

Zemljo . Včas ih pa kako jedro urana razpade sa mo od sebe ter

pri tem sprosti, kot sem že ome n i l, dva a l i tri nevtrone. Ven­

dar je takih nevtro nov ma lo . Nekateri pobegnejo iz reaktorja,

ne da b i povzroči li cepitev . Ker po leg t e ga gradite lji že l ijo,

da zač ne reaktorj u naraščat i moč takoj, ko so za t o i zpoln j e ni

pogoji, v reaktorje vgrajujejo nevtronske i zvi r e . Nevtronsk i

izv i r je na primer mešanica rad ija i n beri lija . Delc i a l fa i z
rad ija zadevajo ob jedra beri lija in pri tem sproščajo nevtro-
ne . Il

Peč ic i je bi la raz laga všeč, saj j i je r e a kt or r a zl ožil marsi­

kaj, kar j i že do lgo ni da lo mi ru . Vendar pa je osta lo še ve li
ko vprašanj , na katera ni vede la odgovora. Predvsem si ni mog­
l a predstav lja t i, kako je mogoče reak tor sp loh us t av i t i . Pri

ognj u p repreč ijo dosto p zraka a li pa mu dodat no, na pr imer s
pesko m, zn ižajo t emper a t ur o , da se pogasi . Toda kako na j usta­

vijo r ea kt or ? Pečica se je opogu mila:
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" Kadar vaši h s trežn iko v ni tukaj , v va š i sred ici na nek nafin

prepref ijo ce pi t ve , ali ne ? "

"To pa j e zgod ba zase ", j e dejal reaktor i n nada ljeva l : "Neka ­

t ere s novi . na pr imer kadmij. hl a s t no vp ijajo nev t r one . če pa ­

lice, na r ej en e iz take snov i , porinejo me d ur an s ke pa lice, se

š te v i lo nev trono v zmanjša. Pr ima njk l jaj je l ah ko tako veli k ,

da s e veri žn i proces us t av i . Podobno se v kovaf nic i og l j e l ah­

ko pogas i, fe pori nej o va nj dovolj vel i k in hl ad e n že lezn i

predmet ."

Pefici se je vs e bolj dozdev a lo, da razume s tvar i , o ka t e r i h

51. 4
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je sli š al a .govor i t i u čen e pro fesorje . Eno vp ra š anj e pa j o je
še vedno muči lo : kakšn a je ra zl i ka me d r eakto rjem, ki ga ima
pred se boj in j ed r s ko el ekt rično ce ntra lo. Vede la je, da pri
reak torj u, s ka ter im s e je pogo varja la , zna nst ven ike za ni majo
sa mo nevt r oni , s kat er imi del a j o r a zne posku s e. Sp roščena top­
lot a ji m j e ce lo o d v eč. Pr evid no je o tem vpr aš a l a r eak to r.

Odg ovor je bil s il a enos ta ve n: r eak t or j i pr i jed rs kih ce nt r a­
l ah so ve čji , pro i zva jajo v e č t opl ote i n de l aj o pri tem perat u­

r a h neka j s to s top inj Celzija . Pri tej temperaturi se voda vp~

r i in poga nja t urbi ne ; te pa poganjajo el e k t r i č ne generatorje .
Zara d i vi s o ki h tempera tur in vi s oki h tlakov j e izde lava ta kega

reaktorja izred no za hte ven podvig. Reaktorska posoda, ce vi in

venti li - vse mora bi ti popo lnoma t esno. Ra zce pni prod uk ti so

n a mr e č ra d ioakt i vni in t r eb a je za vs a ko ceno p repreč i t i, da
bi onesnaž i l i oko l ico reaktor ja . Zat o ima r eakt or s ka pos oda v e č

ste n, ki zagot avljajo varno s t j edr skih cen tral.

Peč ica je zvede la ve l iko novega. Razgo vor jo j e utr udil , pol e g
te ga pa s i je zaže le l a , da bi v mi ru vse sk upaj š e enkrat pre ­

mis li la . Ravn o tak rat pa j e de žu rni va rn os t ni k pr išel ·na og led
i n je pr ižgal l u č . P e č i c a se je st isn ila v kot in se potopi la

v globo ko premiš ljanje . V mis lih j e obnovila ve s pogovor i n n~

nadoma jo je preši ni lo : "Sa j je i s t o ! Sa j je gorenje tud i ve r i
žni proces . Ob prižig u se spoj i naj pr e j manjše števi lo ato mo v
oglj ika i n kis ika v oglj iko v di oksid , nato pa se t opl ota, ki
pri te m na s t an e , pora bi za dvi g t emper atur e o kol ne ga ogl ja in
tako se oge nj ra zš i r i. če je ON nukl earn i reak t or, s em JAZ ke ­
mi j s ki r ea kt or. Pri nj em s e ce pl J o uran ova j edra, pri me n i pa
se s pa j aj o atom i ogljika in kis ika ." Mise l jo je t a ko močno

prevze la, da je pozabila na vse okro g sebe i n ni opazi l a, da je
me d tem l u č spet ugasn i l a in da ji je re akto r zamrmr al: "Lahko
noč". Zad remala je in sanj al a. ka ko je n a sl e dnj i dan š e f v p r a ­

šal Jan eza Na t an čnika: "Ali si pr i nes e l atomski re a kt or za
ža r?"

Ilust r. Bo žo Ko s

2 0 2

Frana Cve l b a r



ELEKTRIKA IZ KONZERVE

V današnjem svetu umetnih snovi nam je statična elektrika dob­

ro znana , posebno v suhih in mrzlih z ims kih dneh nam srajce in

puloverji iz umetnih v l a ke n prasketajo , ko j i h vle čemo čez gl~

vo; na podu iz umetne snovi se že po nekdj korakih navzamemo

toliko električnega naboja, da nas neprijetno strese iskra, ko

se dota knemo kakega kovins kega predmeta. Umetne snovi so nam­

reč odlični izolatorji, zato se električni naboj na njih ne mg

re razlesti v okolico in odteči v zemljo, pač pa ostane na me­

stu, kj e r se je rodil. Pos kus i iz elektrostatike so ne kdaj ter
jali prav nenavadno in težko dostopno opremo: jantar, kovinske

krogle na steklenih držalih , amalgamirano u snj~, ebonit in be~

gov stržen. Danes pa na jdemo prime rne snovi v vsaki kuhinji ­

in z njimi lahko napravimo tale presenetljivi poskus.

Oskrbimo si dve prazni in čisti pločevinki , 10 - 20 cm viso ki

in široki, in ju slecimo iz papirnatega ovoja. Postavimo ju k~

kih 10 - 15 cm vsaksebi na ploščo iz umetne snovi, najbolje iz
stiropora. Potrebujemo še dve kovinski kroglici na izolirnem

držalu, zadoščalo bo, če glavi dveh plastičnih kuha l n i c obleč~

mo v aluminijevo folijo. če bomo namesto kroglic napravili kar

loparčke, bo tudi dobro. Folijo dobro zgladimo, da iz površine

nikjer ne štrlijo prosti vogali ali robovi.

Kroglici zdaj staknjeni spustimo v prostor med konzervama, ta­

ko da si v ravni črti sledijo konzerva - kr ogl ica - krogl ica -
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konzerva (s l , 1), nato pa ju malo razmaknemo in spet dvignemo

ven. Tu ju zamenjamo (in pazimo, da se medtem ne bi ponovno dQ

taknili, pa t udi konzerv ves čas ne s meta op laziti) ter se z

vs a ko krog l ico dotaknemo not ra njosti nasp rotne p l o č ev i n k e, t i ­

ste, ki ji pr e j ni bi la soseda. Nato kr ogli c i spe t stak nemo in

ve s pos top ek ponov i mo.

V posk us u kop ičimo na p ločev inkah e l e k t r i č n i naboj i n zviš uje­

mo nape tost med njima . Zato nam bo na vsem l e pem - v tren utku,

ko bosta kroglici me d konzervama - čez zračne ožine med našimi

pripravami preskočila močna iskra. še preden se to zgodi, l a h­

ko eni od p ločevink približarno prst . V tem primeru bomo iskre
in rahlega zbo d ljaja deležni sami.

Poskusimo dogajanje zdaj tud i razumeti ! Predstav ljajmo si , da

je na pločevin kah že ne kaj naboja nasprotn ih znakov . Ta naboj

ustvarja v prostoru med p ločev inkama elektr ično pol je . Staknj~

ni kroglici v tem prostoru predstavljata eno samo kov insko te ­

l o , na katerem se pod vplivom polja električni naboj nekoliko

razmakne. Pozit ivno nabi ta pločevinka pritegne na svojo s tran

negati vn i naboj na krog licah, negativno nab ita p ločevinka pa
poziti vni naboj na svojo stran . Zato sta zuna nji površini kro ­
glic prevlečeni s plastjo naboje v, četud i j e sk upni naboj sta~

njenih krogl ic še vedno nič . Ko bi krogl ici staknjen i dv i gn i li
i z polja, bi se ob laka nabo je v pomakni la na staro mesto i n ta ­
ko bi bil t ud i vs a k de lec pov rš i ne zase e lek tr ično nevt ra le n.
Skrivnost us pe ha je v tem, da krog l ici še v po lj u razmak ne mo,
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preden ju dvignemo ven: s t em smo do segli, da se prem aknjen a
obla ka nabojev ne moret a več nevt ra lizir a ti in kro gl ic i osta n~

t a naelektreni. Ko zdaj kr ogl ic i zamenjamo in se dota knemo na­

s pr otn ih pl o čevin k , smo nab oj a na njiju povečali , in v nasl ed ­

njem koraku bo zaradi mo čnejšega polja pojav razdvojitve nabo­

ja ali ele ktrične influen ce še močnejši. In še druga s kr i vnos t :

zakaj je treba naboj prenašati v notranjost pločevink? Naboji

ist eg a zna ka se med seboj odbijajo, zato se skušajo razlezti

koli kor mogoče daleč vsaksebi. Na kovinskih predme tih bodo to­

r ej vedno s kuš ali zasesti zunanj o povr šino in to r a j e na izb o­
kl i h kot vboklih delih. če bi s ta kn ili p loč e v inko in kr ogl ic o

od zuna j , bi se nabo j ra zle ze l po s kupni povr šini, to r e j bi ga

ne kaj os t aJo tu di na krogli c i . če pa se s kr og l ic o dota knemo
notranjosti pločevinke, o d t eč e z nje ves naboj ven, na zun anjo

povr šino .

Ostane še vprašanje, kako se to razdvajanje sploh začne, če v

začetku na konzervah ni nobenega naboja. No, to skoraj nikoli

ni res, v zraku vedno plava nekaj pr ostih nabojev zaradi u čin­

kova nj a ko zm ičnih žark ov in radioaktivnih snovi iz na še okol i­

ce, in ti poskrbijo za z ač e t ni nab oj . Ne kaj nab oj a pa med pri­

pravl j anjem na jbrž nanesemo t ud i s ami. če pa se nam pos kus le

no če p o s r e č i t i , se dota knemo e ne od pločevin k s pla s tič nim

glavnikom, s ka t er i m smo potegnili s kozi lase ali po obleki .

Ali se da pri poskusu tudi kaj zmeriti? Predvsem lahk o oceni­

mo, do kakšne napetosti smo nabili konzerve. Vemo, da potrebu­

je v suhem zraku iskra za vsak centimeter poti okrog 30000 vol

t ov . Grob merilni k nab oja dobimo tudi t ako, da na zunanj o

stran pločevin k pritrd imo tra k iz a l umi n i j e ve foli je ( sl . 2).

Ker je tra k zd a j del zun anje povr š i ne p lo č evink , bo t ud i na nj

odteklo ne kaj na boj a, ki s e bo s kuša l odmakniti od nab ojev na

p lo čev in ki: torej se bo tr a k odvrnil proč od p ločevin k e i n to

toliko bolj, ko l i kor ve č naboj a se bo zbralo na njej. Po odmi­

ku traku bomo potem lah ko ves čas sledili napredovanju naš~ga

poskusa.

Alo j z Kodr e
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BOLJ ZA ŠALO
KOT ZARES

šTEVI LSKA KRIžANKA

V po l j a križanke namesto črk kot pri obi čajni križanki vpi šemo

š t ev i l ke od O do 9 . če je število decimalno, decima lne veJ lce

ne napi šemo, č e je decimalk več kot je prostora zanje v križa~

ki , napišemo samo tol ik o mest, kolikor jih dopušča prostor in

ne zaokrožujemo. N.p r. števil o 12,34567 89 vp i šemo , č e imamo na

razpolago pet mest, kot 12345.

Vodoravno : A. razmerje med obsegom in premerom krog a . F. kub

c e lega š t e vi l a . ~ . 10- 1
. ~ . pra števi lo. l. produkt dveh prašt~

vi l . l . kvadrat c e l e ga števila . ~. potenca dvo j ke ,
Navpično : ~. deset tretjin . ~ . razmerje med diago na lo in stra­
ni co kvadrata. ~ . ni praštevi lo. Q. tol iko procentov je v po lg
vici . I . 4p q (p in q sta r a z l i č n i pra števi li). l . četrta pot en
ca celega štev i la . K. dvakratnik kvadrata pra števila.

Pete r Petek
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Zaradi zamude 2 . številke VII. letnika Preseka vam tokrat še

ne moremo povedati, kateri ste prav ugotovili številko Toneto ­

ve osebne izkaznice . To bomo stor ili v prvi jesenski številki.

Zastav ljam o pa vam kratko "nogometno" nal ogo. Rešitve nam poš ­
ljite do 30. V. 1980.

GOL ALI VRAT NICA

Z razdalje ne kaj metrov stre ljamo po tleh v vrata. Vratnici

stoj i ta v razda 1j i ,50 cm, premer žoge pa je 20 cm. Kaj je 1až ­

je : zadeti vrata, ne da bi se žoga dotaknila vratnic a l i zade­
ti ka t e r okol i od vratnic?

Lj ubomi r Kos trevc

PISMA BRALCEV--~
MARINKA DRAGONJA, naša bralka iz Lj ubl j ane , nam je ob pos lan ih

re šitvah napisala takole: Ko prejmem Prese k, za č nem ta koj reš~

va t i nal oge : Veli ko na l og st e že na meni li osno vno š ol cem. Lepo
od vas, da skrbite za njih in za nas srednje šol ce. Ka j če bi

v Pre seku pisali tudi kaj o kemij i? Mislim , da je zani mi va (hg

d im namreč na kemij sko šo lo) in upam, da bo tudi kemija posta­
l a sprem ljeva lka Preseka .

Ka j naj t i , Marinka , od govo r i mo ? Čas b o izoblikoval vs e b ino

Preseka s kupa j z bralci i n z nami . Lahko , d a b o kdaj pi s a l Pr~

sek tud i v eč o kem i j i . Kako si zami šljaš t o ru bri k o? V up anju ,

da nam bo š po s lala še r ešitve na log in da boš odgovori la na

vpra š anj e , ti želimo š e zadost i vese l ja ob Preseku i n te poz ­

dr avl jam o .
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KATARINA VIDA LI, učenka osnovne šole Toneta čufarja na Jeseni­

cah, nam je v svojem prvem pismu zapisala takole: Reši la sem
nalogo s sadjem v upanju, da je pravilno rešena. Letos se m pr ­
vič naročena na Presek in mi je zelo všeč . Težko pričakujem re ­
zu ltate nalog . Najbolj pa mi je všeč r ubr i ka Bolj za šalo kot

za res. Lep pozdra v !

Le še naprej re šuj naloge s takim ve seljem , mi pa bomo poskrb~

li , da bo š dobila tudi r e z u l t a t e z a preve rjanje svojega dela .

Veseli bomo , če nam boš svoje r eši t v e tudi r e dn o poslala . Sre ~

no !

SA BI NA šKERB INC i z Maribora pa pr avi : Na Pr e s e k sem naroč ena

že tr e t j e l e t o. Redno ga pr eb i ram in mi j e ze lo všeč. Pom aga

mi pr i pogla bl janju m a t ema ti čn e g a znanja . 2e l im s i l e , da bi
iz haja l večkrat na l e t o . Poši lja m nal ogo in va m že l i m veliko
uspeha pri ureja nj u revije .

Hvala , Sab ina . Tvoja želja p o večj em š t ev i l u Pr e s e k o v j e ž e l j a

mnogih bralcev in mi si prizade vamo . Na naši seji smo pod po ­

sebno točko obravnavali , kako r azširi t i k rog piscev Preseka . S

tem imamo največ težav in mislimo, da nam bi bralci lahko t udi

kako pomagali . Hvala ti za prizadevanje ob sestavljanju poslane

naloge .

RUDOLF BR EGAR, Sevno, Prim skovo na Dolenjskem, je napisal : Na

Presek sem naročen od prvega letnika g imnazije . Je zelo zan i­
miv, predvsem poglavja iz moderne fizike in as tronom ije. Pres~

ku sled im že štiri l e t a in vs a ko četrtletje komaj čakam iz i da
nove števi lke. želi m si, da bi Presek izhajal bolj pogosto .

Veseli s mo tvojega sodelovanja z n ami . Zastavil s i tudi neka j

v pr ašan j , n a kate ra boš dob il odg ov or po pošti . Upamo pa, da

se b oš še kdaj og l as il .

Ma t i l da Lenarčič
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MATEMATIKA___I@I
IGRA NIM
~re davan je na 17. seminarju DMF A 1980 - Zanim i va matemat i ka)

1. UVOD

Ime i gr e NI M verj etno i z vi r a i z ne mškega ve le ln ika "n i mm", kar

pomeni "vzemi" , Obrnimo za šalo besedo NIM na glavo, pa dobimo

besedo WIN, kar v a ng leš čini pomeni "z ma gati",

NIM je v resnici skupno i me za igre, v katerih dva igra l ca iz­

menično pob irata kam ne z enega a li več kupov. Kdor naredi zad ­

njo možno potezo, je zmagovalec . Med seboj s e te igre ločijo

po številu kupov in kamnov na začetku igre in po pravilu, ki

predpisuje vel ikost vsakega vzetka . Vsa ka poteza mor a seveda

spremenit i cel otno števi lo kamnov v ig ri i n mora tako vzet i

najmanj en kam e n .

Za vse te igr e velja, da je že na začetku igr e znano, kateri

od obe h i gr al c ev l a hko za nesl j i vo zmaga, ne da bi se mu mogel

pri tem nasprotnik upirati. Posl edica tega pa je, da igra ni

več zan imiva. Tudi mi se bomo ukv a r j a l i z njo z en im samim na ­

menom, raziskati namreč že limo ta zanes ljiv i nač in (strategijo)

zmagovanja v ig r i.

2 . NIM Z ENIM KUPOM

Defini rajmo zda j i gro z i me nom Nim (M ) .

Igralca imata pred seboj kup z N kamni, vzetki pa so l a h­

ko najman j en i n največ M kamnov naenkrat . Dobitnik zad ­

njega kamna je seveda zmagovalec.

Ni težko uganit i, da traja najdal jša igra N/ 2 potez za vsake
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ga i gr al ca . Kadar je N ~ M , pa igra sp loh n i za n imiva, saj

bo pr vi zmaga l v prvi potez i, s ka t e r o bo vze l vse kamne.

NaZog a 1 : S prijateljem poskusi i gr a t i i gr o Nim (M ). Pred tem

se dogovorita, kol ikš na na j bosta M in N ( recimo M = 4, N = 15 ).

Označ i mo z (x) kup, v katerem je X kamnov. Za po ljuben kup

bomo defin ira li ce loštevi lčno vrednost p(x ) , ki j i bomo rek ­

l i kar VR EDNO ST POZ ICIJ E i gr e . Do nj e pr ide mo t a kole :

a) Prazen kup i ma vrednost nič, prO) = O

b) Naj bodo (Xl)' (X2), •. • (Xy» vs i možni kupi, do ka -
teri h la hko pridemo s prav i lnim jemanjem s kupa (x),
tedaj je

p(X) = najmanJse nenegat ivno ce lo števi lo, ki je raz

l i čn o od vse h vrednost i

P(X
i

) , i = 1,2, ... , y>

Pri mer
Vzemi mo i gr o Ni m(2), ki ima na začetk u 4 kamne. Vsak vzetek je

t or e j l ah ko 1 al i 2 kamna . Da bomo l a ž j e računa li vrednost i PQ

zic ije, s i najp rej nar iš imo vse možne poteze v igr i :

o OO 000 0000
(0) - ..--- ( 1) - ..~-- ( 2 )-..- - - (3) -.~-- (4)

Očitno so vrednost i poz ic ije: p r O)

P ( 3 ) = O, p ( 4 ) = 1.

O, P( 1 ) 1, p ( 2 ) 2,

NaZoga 2 : ! z r a č un a j še nekatere vred nost i pozicij (za kupe s

5,6, . .. ,20 kamni) .
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P(X ) = O, j e lah ko kup prazen i n 'i gr a k o n č a n a .

ni prazen, pa katerako li pra v i lna pot e za povzr9

je p (x - vze t e k) > O .

ci ji

b) če je

če kup
č i, da

Sedaj s i og lejmo dvoj e l a s t nos ti vr ed nos t i pozicije i gr e :

a) če je p (x ) > O , pomeni , da kup (x) ni prazen, igra ­

lec, ki je na vrsti, pa lahko med možnim i potez ami i z­

bere tako, da bo z njo dosege l p (X- vze t e k) = O . če

na mre č t a ka poteza ne bi obsta ja la, bi bi lo po de fini -

p ( X ) = O •

Pri P(x ) = O je pozi cija I ZG UBLJ ENA , p (x ) > O pa pomeni

DOBLJ ENa poz i ci j o , kar se nanaša na i gr al ca , ki je na vrsti .

Tor e j zmeraj obstaja poteza, ki spremeni dob ljeno poz icijo v

izgubljeno, vsa ka poteza pa spreme ni izgubljen o pozi ci jo v d o~

ljeno. Tako smo pri š li do osno vne l as t nos t i igre Nim : č e je

v zače tku i gr e P(N) > O , l a hko prvi zmaga tako, da sp re minja

dobljeno pozicijo v izgubljeno. Drugi mu pr i tem odgovar ja ta­

ko, da i zgubl j e no pozi cijo spreminja v dob ljeno, dokler se kup

ne izprazni.

če j e na zače tk u i gr e P(N) = O , prvi n ima možnost i za zmago,

raz en če se drugi zmot i. Zat o bo prvi vzel samo en kam en , s aj
pomeni večji kup t ud i večjo možnos t za napa ko. Drugi se veda

upora blja isto strategij o, kot bi jo prv i . Strategija ni odv i ­

sna od vrstnega reda i gr a l ce v , ampak samo od števi la kamnov v

kupu in pravi la za poteze.

Pr i mer

Og lej mo s i potek že omenj ene igre Ni m( 2 ) S št irim i kamn i na

začetku. Pr v i mora vz eti en kame n , tako pust i tri kamne , ki jih

drugi zmanjša na 2 ali 1, oboje pa prvi v naslednji potezi vz~

me i n zmaga .

Naloga 3 : Ugotovi vse izg ubl jene poz ic ije i z na loge 2 .

Og lejmo s i še en način računanja vzetka pri Nim (M)

Vsa ko kr a t j e na j bo lje pust it i v kupu mnogokr at ni k od M+ l

kamnov, se prav i
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vze t e k = X mod (M+ l)

kjer j e X ve l i kost kupa, c e l a des na s tran pa os ta nek pr i

de lj enju X z M+ 1. Ta koj vi d imo , da da je t a f ormul a na j ve~

j i vze tek M kamnov. Kadar je poz ici ja izgubljena, pa je

rez ul t a t form ule enak nič, kar pa n i pr a v i len vze t e k . V
zadn j em primeru je najb olj ši vzetek en kam en, formul o pa
bomo poprav i li:

vzete k = max ( 1 , X mod (M+ l ) )

Zap iš imo še en kra t vred nost i poz ic i je igr e Nim (M )

0,1 ,2 , . .. , M , 0 , 1 ,2 , .. , M , O, 1 ,2 , . .. , M, O, 1 ,2 , . . .

Vidi mo , da j e vr edn os t poz ic i je e naka veli kos ti vze t ka pri po­

l j ub nem ku pu , razen pri vr ednost i O. To ve l j a nas pl oh s amo za

i gr o Nim (M ) . Pri d rug a čn ih pr av i l i h s e vzet ki drug a č e računa jo.

Naloga 4 Kakše n j e na j bolj ši vzet e k pri i gr ah :

a) N 100 , M 15

b ) N 20 M 4

c ) N 2 1 M 4

Seda j s i bom o ogleda l i vr ed nos ti pozi cije ig er z d ruga čnim i

pr av i l i za d ol o č an j e vz et kov:

a) vze t e k je 1i ho št e vi lo
O, 1 , O, 1 , O, 1, O, 1, O, 1 , O, 1,

b) vzete k j e so do š te v i lo

O, O, 1 , 1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 , 4 , 5, 5 ,

c ) vzete k je n ajv e č pol ovi ca ku pa +

O, 1, 2 , O, 3 , 1, 4, 2, 5, O, . ..
d ) vze t e k ni v e č ko t po lo vica kupa

O, O, 1, O, 2 , 1 , 3 , O, 4 , 2 ,

e) vzet ek j e praštevilo
O, O, 1 , 1, 2 , 2 , 3, 3, 4 , O, O, .. .

Nal oga 5 : R azi š či vr edn osti P OZ1 C1J za pr avil o "vz e t ek je

kub " in ve likost i ku pov : O, 1 , 2 , .. . , 30 ka mnov.
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3. OBRNJENI NIM

Obr njen i Nim ima i s t a prav i la kot navadn i, l e zmagovalca do lo­
čamo dru ga če:

zmagovalec je i gr al e c , ki ne more na red iti poteze.

V Nim (M ) to pomeni, da izgubi tisti i gr a l e c , ki mora vzet i zad

nji kamen . Tako s e se veda tudi zmagova l na strategija rahlo

spremeni . Prvi s e bo trudil, da bo na koncu pustil nat ančno en
kamen, ki ga bo drugi tako mo ra l vzet i.

Obrnjeni Nim (M ) igramo t a kole: začetni kup s i mislimo zmanjšan

za e n kamen, na t o pa igramo kot prej. Tako l ahko pridemo do

predz adnj ega kamna . Ka ko j e s pozi cijami? Ra čunanje pot e ka ta­

ko kot prej, l e za če t ek j e drugačen, namre č p(O) = 1 . Vsak
vzete k pa izračunamo t ak ole :

vzetek = (N-1) mod (M+ 1 )

Naloga 6 : Kako lah ko ob rnjeni Nim s sp lošnej šim i prav i l i jema­
nja pre vedemo na nav ad ne ga ?

Roman Roj ko

Enakos t i

BISTROVIDEC

13 x 93

i n

12 x 63

zadošča ta enačbi

3 1 x 39

2 1 x 36

pr l cemer je a f b in C f d

Poiš č i jih č im več!

Enačba ima š e nekaj rešitev .

Vladimi r Batagelj
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TRI KOT NA šTEVILA
(Preda vanje na 17 . seminar ju DMFA SRS 1980 - Zanimi va mat ematika)

1. MNOGO KOTNA š TEVI LA

Vzemimo aritmetična zapo red ja s prvim členom 1 in razlikami 1 ,
2 , 3, . .. :

zače tek zapore dja sp l ošni čle n raz l ika

(1 ) 1 , 2, 3, 4 , 5, 6, oo . n 1
(2 ) 1, 3 , 5, 7 , 9,1 1, .. . 2n - l 2

(3 ) 1 , 4 , 7,1 0 , 13 ,1 6 , .. . 3 n- 2 3
(4) 1 , 5, 9, 13, 17,2 1, .. . 4n-3 4

in tako naprej.

Defi nicija :

n- t o de l no vs ot o p (n , r +2) r -tega za por ed j a imenujemo

r +2 - kot no š te v ilo .

Ta ko s mo d ob i l i :

( 1) tri k o t n a števil a
1, 3,6, 10,15 ,21 , .. . p (n , 3 )

(2) šti ri ko t na ( kvad r a t n a ) š t ev il a

1 , 4,9,1 6 , 25 , 36 , .. . p (n , 4 )

( 3) petkotna šte vi la

1 , 5 , 12 , 22 , 3 5 ,51 , ... p (n , 5 )

in tako na pr ej.

n (3n - l ) / 2

Spomnimo se obrazca n ( 2a l +r (n - l )) /2 za vs ot o pr vih n č l eno v

a r i t m eti čn e ga zaporedja s sp lošn i m č le nom an = a l +r (n - l ) .

Upora b i mo t o na zgo r nj i h za poredj i h in d ob imo sp lo š no f ormul o
za mnogoko tna štev i la :

p (n , r ) = n ( 2 + ( n -l )( r -2) ) /2

Ta ko so p ( n , 3 ) = t n t r ikot na štev i la, p (n , 4 )

dratna (š t irikotna) števila i n tako nap r ej .
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Poja snimo še izvor imen a mn ogokotnih št ev i l . Do njih lahk o nam

reč prid em o tudi geometri j s ko:

( 1)

•
1 = 3 1+2 6 1+2+3 10 1+2+3+4

( 2 )

•
4 1+3 9 1+3+5 16 1+3+5+7

( 3 )

•
5 1+4 12 1+4+7 22 1+4+7+1 0

in tako naprej .

Naloga 1 : Preiz kusi defini cijo š e na š es t ko t n i h š t ev i l i h .
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2 . TRI KOTNA š TE VI LA

Tr ikotn a šte v i la smo de f i nirali s

Spomni mo se , kako je def in ira n Pas c al ov t ri kot ni k: sesta vlje n
j e iz na r avn i h štev i l : na krak i h l e ži jo e nic e , vs e os ta le vr ed

nos ti pa so en ake vs oti dv eh nad njo ležeč i h vr ed nos t i.

Oglej mo s i, kak o l ežij o tr ik ot na š te v i la v Pascalo ve m tri kot ni
ku:

enoj ke

nara vna š tev ila

t r iko t na štev i la 2

in tako nap rej.
7

4

5

6 15

2 1 35 35

5

6

2~ 7

še na en n a čin lah ko defi nir am o t r iko tna šte vi la, n amr e č z r e­

ku rzi vn o enačbo :

Na l og a 2 : Ka ko bi defini r ali t e tr a ed r s ka i n kubna š te v i la?

Oglejmo si nekaj za nimi vost i med trikotnimi š t ev i l i :

t 3 = 6, t 3 3 56 1 , t 3 3 3 = 556 1 1

sp loš no : t33333 5555 6 1111
'-.---' ~ '---v---/

n n - l n - l

t 6 21 , t6 6 2 2 1 1 , t6 6 6 2221 1 1

sp lošno : t6 6 6 6 6 22222 11111
'--..---' ~ '-....---"

n n n

t 9 45, t 9 9 4950, t 9 9 9 499500

sp lošno : t9 9999 4 9999 5~
'----v---' '--v--'

n n - 1 n - l
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2415, t 66 9 = 224 115

s plošno : t~9 222 2 4 1111 5
'----y---" '-y----'

n n n

5050, t I ooo = 500500

splošno: t 10 00 0 5 000 5 000
~

" -y j '-- . .,....-

n n - 1 n - 1

5151 , t I oo1 501501

sp lo šno : t l OOOI 5 OO 15 OO 1
'----v---'

' . ~ 0,, ., ~ ' --or'
n n - 1 n - 1

877 8 , t l 3 3 2 887778

sp lo šno: tl333 2 88 8 7777 8
'--...-' '--v---' '---v--"

n n n + 1

če bi bi li vztrajni, bi našli še kaj takega.

3. KVADRATNA TRIKOTNA šTEVILA

Med trikotnimi števili so tudi taka, ki so hkrati kvadr atna .

Za taka števila seveda velja zveza t n = km oziroma enačba

n (n + 1 ) = 2m2. Prvo kvadra tno trikotno število dobimo takoj;

za m = n = 1 namre č dobimo tI = kI = 1 . Naštejmo jih š e ne
kaj :

Sedaj pa se bomo potr ud ili do splo šne formule za računanje kva

dratnih trikotnih števil.

Trdite v 1 .

če za dvoje naravnih števi l u in v velja t u

tudi t3 u +4 V+ I = ( 2u+3v+1) 2

v 2 , tedaj velj a

( 3u+4v+1) (3 u+4v+ 2) /2

(9u 2+16v 2+ 24 u v +9 u+12v+ 2) / 2

9u(u+ 1)/2 + 8v 2 + 6v(2u+1) + 1
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upošteva mo : u (u + l ) /2 t u v 2 , 9 tu = 9v 2 = V 2 + 8v 2

v 2 + 8 t u = v 2 + 4u (u+l )

v 2 + 4u( u+ l) + 8v 2 + 6v(2u+l ) +

9v 2 + ( 2u +l ) 2 + 6v(2u+l) = ( 2u + 3v + 1) 2

če še e nkr a t pogl ed am o t rd it ev 1, opa z i mo, da t a trdi t ev do lo

ča neko zapo redje števi l, ki so hkr a t i kvadrat na in trikotna.

Začnemo seveda z u = 1 , kar pomeni v = , naprej imamo

t3U + 4V+ I = ta = 36 = kG . Dobili s mo nova u in v , namreč 8 i n
6. Sedaj mi r no nada lj ujemo postopek, dok l er s e ne na v e ličamo .

Nalog a 3 : I zr a ču na j pr vi h 8 pa ro v u i n v iz zapo redja v t rd it

vi 1.

Doka ž i mo se daj še eno trdite v !

Trd itev 2 .

Za por ed j e t u ' t3U +4 V+ I

ratna t rikotna š tev i la.

iz trditve 1 vse buje vsa kvad -

Dok a z :

Re c imo , da

Naj bo tu

zapo redja,

x = 3u -4v+l

t x y2 .

obs t aja kva dra t no štev i lo izve n zgo r nje ga zapore d ja.

= v 2 na j ma nj š e t a ko š tev ilo . Ker je t I že e lement
mora biti u> 1 . Dokazal i bomo, da s ta števil i

in y = 3v -2u - l pozitivn i in ve l j a x < u in

t u v 2, u (u+l ) = 2v 2 , u 2 < 2v 2 , U < v l2 , 2u < 212 v < 3v

v > 1, 3v = 4v-v < 4v - 1 , 2u < 4v -l, 2u - ( 4v - 1) < O , torej

x = 3u -4v+ l = u + 2u - ( 4v - l ) < u , do kazal i smo x < u

Vzemi mo x ~ O, v = lu {u + 1 )7 2 , x = 3u - 4 I u{ u+ l )/2 +

x ~ O , 3u+ l ~ 41UTU+TT72 , 9u 2 + 6u + ~ 8u 2 + 8u , poe nos ta -
vimo, u 2 - 2u + 1 ~ O , ( u - l) 2 < O , to da u = 1 ; to je v

pro tislovju spredpost avko u > • Od tod sk lep : x > O

Vzem imo y ~ O , y = 3 I u{ u+1) 72 - 2u - 1 ~ O , podobno,
9u(u+ l) ~ 2(2 u+ l) 2, u 2+u ~ 2 ; to je v pr o t i sl ovju z u > 1 ,

za to velj a y > O .
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upoštevamo :

pa dobimo

( 3u - 4v+1 ) ( 3u - 4v+2 ) / 2

9 (u 2+u)/2 - 12uv + 8v 2 - 6v +

t u = V 2 , 9( u 2+u)/2 » . V 2 + 4u (u+1),

t x 9v 2 + 4u 2 + 4u - 12uv - 6v + 1

( 3v - 2u - 1) 2 y 2 , dokaz je k o n č a n .

Las tn os t x < u zatrjuje, da t u ni na jma nj š e t r ikotno kvad­

ratno štev i lo iz ven zgornjega zapored ja. S tem protislo vjem je

trditev 2 do kazana .

Mis limo s i kvadratna tr ikotna š t ev i l a razvrš čena v naraščajo­

če m zaporedju . Na j bo n - t o štev ilo v t em zapo red j u hkr a ti

x n - t o tr ikotno š tev i lo t Xn in Yn - t o kvadr atna štev i lo kYn :

Iz obeh trditev vid imo:

X l = YI

xn+l 3xn + 4Yn + Yn+l = 2x n + 3Yn + 1

Obrazca za x n in Yn nam dajeta naslednji i zre k

Izrek .

Kvadratna trikotna š tevila s o zbrana v zaporedju, ki ga dol oč~

jo formu le:

Yn

~ (( 12 + 1) n - (IZ - 1) n) 2

1 ((3 + 2/Z) n - (3 -212 )n )
41Z

Dokaz :

Upo ra bi li

l j a , saj

izre k za

bomo p op o l.no indukcijo . Za n = 1 i z r e k goto vo ve-

i ma mo tedaj t I = 12 Do ka zati moramo še, da ve lja

n+1 , če velja za n

Xn"+l = 3x n + 4Yn + 1 , 4x n+1
= 3( ( 1Z + 1) n - ( IZ - 1}n)4

+ 21Z (( 12 + 1) 2n - (12 - 1) 2n) + 4

up ošte va li smo: ( IZ + 1) 2 = 3 + 212, (12 - 1) 2 = 3 - 212
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upošte va li pa bomo še : (12 - ))(12 + 1)

t e nco ) . Po kr ajš em r a č u n u dobi mo :

(na pol j ubno po-

1 ((/2 + 1 ) n +1 - (IZ - 1) n+ l ) 2; na t o izr a ču n amox n + l "4

+ 1 ((12 + 1 ) n+ 1 + ( IZ - 1) n+ 1 ) 2 , upoštevamox n + l "4 osno vno

enačbo : 2
t Xn + 1

= Xn +1 ( Xn+ 1
+ 1) 12 =Yn +1

(_1_ ( 3 + 2/2 ) n+ 1 1 ( 3 - 2/2) n+l) 2
412 4/2

Tako smo iz r ek doka zal i. Zan imi vost t eh f ormul je med drugi m
t udi v tem , da s o števi la x n i n Y n zmeraj nar avna, čeprav na­
stopajo v izrazih ulomki in koreni .

Naloga 4 : Izračuna j nekaj vr ed nos t i Xn i n Yn i n ji h primerjaj
z vr edn os tmi iz na loge 3 .

Nal oga 5 : Dokaži, da s ta štev i l i 480 24 900 i n 16314 3 28 81 t ri­
kotna kvadrata .

Omenimo še , da so pri sodem n štev i la

t i, pri l i hem n pa so Xn i n ( x n + 1)/2

4 . RELA CIJE MED TRI KOTNIMI š TEVI LI

x n l2 i n
kvad rati .

kvadra -

1) Nikomahova identiteta :

dve zap oredni tri kotni števi 1i sestav ­
ljata kvadrat :

t n + t n +
1

= ( n + 1 ) 2

O t em se z l a hka p repričamo tudi a l ge ­
brajsko . Pr i mer: t 3 + t 4 = 4 2
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2 ) PZutarhova identiteta

8t n + 1 ( 2n + 1) 2

Pri mer:

Na Zoga 6 : S pomocJo de fini ci je za tri kot na š t ev i l a do kaži Ni ­
komahovo in Pl utarh ovo ide ntite to .

3) PospZo ši t ve Nikomaho ve i d en t ite t e :

zaht ev a j o sa mo ma lo v e č de la. Pokaž i mo sa mo z a čet ek :

2 (n+1) (n+2 )+1

vz amemo en ačb i t + t = (n+1 ) 2n n+1

t +2t +t = n 2+2n+1+n 2+4n+4
n n+ I n+2

t n+t n+
2

= 4t n+1- 2t n+1+ 1 = 2 t n+1 +

in t + tn+I n+2
(n+2 ) 2

4 t + 1n+1

Na prej ne bomo rač una li . Zap išimo sa mo rez ultat:

(n + k ) 2 + 2 t
k

_
1

Ce v teh ena čb ah vst a v imo n

t 2k - 1 = k 2 + 2 t k _1

t 2k = k 2 + 2 t k

o , dob i mo zna no l a stn os t:

Vsa ko trik otn o š te v i l o s e da t or e j iz raz i ti kot vs ot a kvadra ta

i n dvakra t nika ne kega trikotn ega š te v i l a . Sl ika bo t o še l ep ­

š e pokazal a :
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_ t s

Če vzam emo v Nikomahov i ide ntiteti bol j sp lo šne č le ne, do bimo

pra vokotniško obl iko teh ena č b:

Pokaž i mo t o na s l i ki: •

Le t a 1836 j e Casin e l li izpeljal identiteti :

t n+k +
1

= t n + t k + (n+l) ( k+ 1)

t n - k = t n + tk - k (n +l )

4) Identite te z ob l iko t a + t b = t e

Sierpinski je pokaza l, da obs t a j a neskončno mnogo par ov tr ik o!

nih štev il, ki i ma j o trikotno vs oto. Doka z je pr av prepro st .

V enačbo tk = k + t k -
1

vsta vimo t
n

na me s to i nde ks a k , pa do ­
bimo:
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5 . PA LI NDROMNA TRI KOT NA š TEV ILA

Pa l in dromna števil a so ta ka, da se na prej ber e j o enako kot na­

zaj . Med pr v i mi 151340 t ri ko t ni mi števi li je 27 pa lind romnih .
Leta 1973 j ih j e v r eviji J ourn al of t he Recrea t ion a l Mathe­

mat i cs r azkaza l Tr ig g. Skor aj za nes l j i vo j i h je do bi l z ra č u ­

nalni kovo p om o čj o. Ogle jmo s i jih še mi !

n t n t n tn n n

1 1 109 5995 3185 5073705
2 3 132 877 8 3369 5676765

3 6 173 15051 3548 6295926
10 55 363 66066 8382 35133153

11 66 1111 6177 16 11088 61477416

18 17 1 1287 828828 1890 6 178727871
34 595 1593 1269621 57 166 1634004361

36 666 1833 1680861 102849 5289009 825

77 3003 2662 3544453 111111 617288 2716

š te vila t l o 9 ' t l l l l , t2662 i n tS 7 166 imajo enako štev i l
s ko vsoto, namreč 28 . Trem števi lom pripada l a s tn os t , da imajo
enaka mes t a : 55, 66,666. Edi ni dvojn i pa lindrom j e 828828.

Tr i števi la s o pa l i ndro mi z vrh om (mesta mono t ono n a r a š č a j o do

nekega me st a, na t o monot ono pada jo ) : 171, 595 , 1269621. Tri

š te v i la so valov i t a ( za por ed n i mesti sta ve č ji in manj ši od s o

s ed nji h): 15O51, 5O737 O5, 6295926.

števi la t j> t 2 , t I O ' t l 8 ' t3 4 ' t l 0 9 ' t 8382 i ma j o sama lih a

mesta. š tevi la t 3 , t l I ' t 3 6 ' t 3 6 3 ' t 1 28 7 imajo s ama so da me ­

sta. Pr i številih t l32 ' t 3 3 6 9 i n t2 6 6 2 so r a zli č n a sosed ­
nja mesta tu di sose dn ja naravna števi la.

Roman Roj ko
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PLOščINA PRAVILNEGA OSEMKOTNIKA

Po ka ~imo, ka ko lah ko izračunamo ploščino pravi lnega ose mkotn i­
ka, č e poznamo njeg ovo stranic o !

1. na č in

Na s l i ki 1 imamo pravi lni osemkotn ik s stran ico a . Poteg nemo
daljice" AF , BE , CH in DG in dobimo kvadrat MN PQ , katere ­
ga s t r a ni ca je enaka stranici osemkotnika . Očitno so enakokra ­
ki pravo kotni t r i kot ni ki AQH, BMC , DNE in FPG medse bojno skl~

dni . Ke r je nj i hova hipotenu za obenem tudi stranic a osemkotni­

ka , bo njih ka t e t a po Pitag or ovem izre ku enaka faTT2 = a l2/ 2

Torej je pr av i l ni osemkot nik ABCDEFG H s e s t avlj e n i z kvadr a ta
str ani ce a in š t i r i h pravokotnih trapezov z osnovnicama

a + a l2/ 2 i n a ter v išino al2/ 2 . Za t o je p loščina enaka

2 . način

P

P

1
a 2 + 4 . "2 (( a + a l2/2 ) + a ) .al2/2

2a 2 (1 + 12 )

Prav i lni osemkotnik je s e s ta vlj e n iz osmi h sk l adnih ena kokr a­

ki h t r ik ot nik ov z osn ovn i co a in kr ak om R . (Glej s li ko 2) . Pri
tem je a stranica pravilnega osemkotni ka in R polmer temu osem
kotni ku oč rtanega kroga. Trikotn ik AOH je eden takih trikotni­
kov . Konstru iramo vi šino HP na krak AO. Ker je 1AOH = 360 0 :

: 8 = 450 i n kot pr i P pravi, je tu di 1PHO = 45 0 . Naspro ti
enakim kotom leže enake stra nice, za t o je HP OP . Označimo

dolžino da lj ice OP s črko x ; potem je AP = R - x . Po Pitago­
rov em i zreku za trikotni k HPO je seveda

x = RI2/ 2

Nadalje je

AP = R - RI2/ 2 = ~ (2 - 12)

Iz trikot nika APH pa po Pitago rove m izrek u dob imo
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A

S1. 1

G

c

G

AQ-- >--- ---4)

c
Slo 2

AH2 = Ap 2 + PH2

R 2 R 2
a 2 lf (2 - 1 2 ) 2 + ~

R2 )
a 2 II (4 - 412 + 1 + 2) = R2 ( 2 - 12

R2 a 2 / ( 2 - 12) ( a 2 / 2 ) ( 2 + 12) (1)

Ploščina t rikotni ka AOH je enaka (1/2) . AO. PH (1 / 2). R . RI2/2

= R 2 2 /4 , plo ščina osemkotn ika je osemkrat večja

( 2 )

Iz enakost i (1) i n (2) s l ed i

a 2 )p = 2. Z ( 2 + /2) .2 = 2a 2( 1 + 12

Rezu ltat je seveda ist i, kot smo ga dob i l i na prvi nač in.

NALOGI
1 . Izraz i - brez upor a be tr igonome tr ije - p lošči no pravi lnega
osemkotni ka s po lme rom t emu osemkotni ku v č r t a n e g a kr oga.

2 . Doka ž i , da je ploščina pravilnega osemko tnika ena ka produ k­

tu njegov e najk rajše in najdaljše diag ona le!

Drago l j ub M. Mi lo še v i6

prevedel Pete r Pe tek
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NAJCENEJšE DREVO

Pred kratkim so zgrad ili novo šo lo . Le po so j o op r emi li. Ko pa

s o postavil i zadnjo klo p v u čiln i c o , j e zmanjka l o den a r ja , ok2

li ca pa je b i l a še neu rejen a. Ravnatel j s i je v obupu puli l

redke lase na glavi, s a j se je neusmiljeno bli žal dan sve čane

otvoritve nove š ol e , okr og š ole pa še kup i blata ! šo l i pri pada

ve liko dv orišče. Le kdo bi ga hi t ro in le po ur ed il - pa še
br e z pl a čila ?

Na pomoč s o p r iskoč i l i u če n c i ! Na s est an ku šo lsk e skup nost i so

se d ogovori li, da bodo s ami ur ed i li d v or išče . Napra v i l i so na­

č rt (S lika 1) .

Skle n i l i s o, da bodo posej al i tra vo. Pos t avili bodo spomenik ­

s kulptu r o , ki j e na lans ki o b či n ski razst avi - še v s t ari š ol i

STR. VRATA

ISPOME- INIK

IGRIŠČE ZA KOŠARKO

ŠOLSKO
POSLOPJE

VRATA NA DVORIŠČE

L. --I
GL

. VR.~A::.T.:.::A=----------...J..--------.

Slika 1: N ačrt šo l sk ega dvori šča , ki 5 0 ga izdel ali u čenci na ses t a nku
šo l s ke s kupnosti.
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o

- dob i la pr vo nag rado. Kasneje bodo ur ed il i igr~ sce za ko šar ­

ko . Sta r i hra s t bo kot n al a š č za plezanje. Pos ta vi l i bodo t ud i

telovadno orodje : dva droga in kroge. V bli žini zgradbe bo s k~

pina klopi. Za dostop na dvor išče bodo uporabi li že obstoječa

glavna i n stran ska vr a t a i n vrata iz š o l s k e g a poslop ja na dvo ­

rišče .

Z de lom so pohite l i i n t rava je že zače la poganj at i. Ne na do ma

s o se učenc i spomni li, da niso za črta l i stezic . Stezice so nuj

no potrebne, saj bo drugače tra va kma l u uniče na. Ker je pese k

dra g, pa t udi de lo je napo rno, so se dogo voril i, da bodo s t e z i

ce nape lja l i , ka r s e da v a rčno . Ne pot reb ni m k r iž išče m S 2 bodo

izogni l i, ker je ureditev križ išč še pos e be j teža vna.

Poveza t i morajo spomeni k, telovadno orodje, hrast, s kupino kl Q

pi i n košarkarsko i g ri š č e z g la vn imi in s t r a ns k i mi vrat i ter s

šolsk im pos lopjem . Pr i te m mora jo seveda varčevat i s pes kom i n

s voj imi močm i . Opaz i l i so , da nal oga ni lahka, zato so jo pre­
pustili matematičnemu krožku , ki že vrsto l et uspešno de luje
na š ol i .

o

o

Sl i ka 2: Pr v i načr t šo lskega d vori šča , ki so ga i zdel al i kr ožka r j i v s re do
po pouku.
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Matemati ki so se sestali v s r edo po pouku . Pred s e bo j so i me l i

jasno in uporabno nalogo. D okon č ati morajo n ačrt. Naloga j e bi

la zelo nen avadna in ni so š e s r eča l i podobne. Zat o so se je 1Q

t ili z vso pre vidnos t jo. Na j pr ej s o sli ko poeno s t av ili . Odmi­

s l i 1i s o si vse , kar j e za re ševanje nebistv enega . Nar is a1 i s o

nov na č rt (Sli ka 2). Obje kte na načrtu s o t a kole označil i :

za por ed na

števil ka ozna ka ob je kt

1 H hra st

2 I igriš če za košar ko

3 SV str an ska vrata

4 TO t elovadno or odj e

5 S spomen ik

fi SK sk upi na klopi

7 GV glavna vrata

8 Š šola (vrata na dvori-

šče)

Tehle os em obj ek t ov je t reba med seboj povezati. Povezali jih

bodo seveda z ravnimi črtami, saj je ravna č r t a kr aj ša od kri­

ve. Izbranim ob jektom s o krožkarji re kli točk e , ste zicam , oz i ­

r om a čr ta m med njimi pa p ove z av e . č e bi pove zali vsa k pa r to č k

s s te z ico, bi potrebovali 8 . 7/2 = 28 povezav. Eden od kr ožka r:

jev je rek e l : "Seved a, č e bi imeli n t očk, bi potrebovali

n (n - 1) /2 povezav, toliko kot je v n - k o ~n i k u stranic in dia­
gonal ". Jasno je bilo , da vseh 28 s t e z ic ne bodo potrebovali .

č e bi n amr eč z ač rtali ste zic i od str ans kih vrat do t elov adnega

orod ja in od t am napre j d o igri š č a za koš ar ko , teda j ne potre­

buj ejo s te z i c e od stra ns kih vrat do košar kar skega igr i š č a!

(Slika 3 )

Sli ka 3:
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V dnevn ik matematičnegakrožka s o zapisali: Koliko (najmanj)

povezav p o tr e bu j e mo, da pove žemo 8 to čk v skupino? Koliko pov~

z av potrebujemo , da pove že mo n to čk?

Po preizkušanju so se zedinili in svojo ugotovitev zabelež ili:

Potrebu jemo 7 pove zav in v splošnem , če ž e l i mo povezati n točk ,

potrebu jemo n -l povezav. (Če bo čas, bomo to tudi dokazali .)

Obogateni z novim spoznanjem so se pogumno l ot i l i načrtovanja

"si stema stezic" na šo l s kem dvorišču . Načrt, ki so ga dobili,

prikaz uje s lika 4.

Z načrtom pa niso bi l i zadovo ljni. Opazili so , da n i najbo ljši .

če bi stezico od stranskih vrat (SV) do košarkarskega igrišča

(1) nadomest i li s krajšo stezi co od te lovadnega orodja ( TO) do
spomenika (S), bi prihrani li pesek in de lo . Na loga, ki so jo

reševali, je bila težja, kot so sprva menili . Zato so krožkar ­

j i pok lical i na pomo č mentorja. Ko so ga seznan i li s prob le ­

mom, jim je povedal, da pravijo matemat ik i struktu ram, sestav ­

ljenim iz točk in povezav grafi . če nos ijo povezave vrednosti

(npr. do lžine, cene, kapa c itete), pa jih imenujejo vrednostni

S1i ka 4: S istem sedmih stezi c , ki
povezuje točke, vendar pa
ni najbo ljši.
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g r a fi al i omrežja . Krož karje so začel i grafi zanimati. Mentor
jim je naročil, naj si v š ols ki knji žni ci ogleda j o s t ar e š t e ­
vilke Pre s eka in naj poiš čejo vse prispevke v zve zi z grafi.

Sam pa je obl j ubi l , da s e bo poz animal o re šitvi tega problema .
Do gov orili so se za sestanek naslednji dan , sa j j e bil o le ma­
l o ča s a na razpolag o .

Na če t rtkov se st anek je pr eds ednik kr ožka pr i nes e l s s e boj ko­
pico Prese kov. Našli so prece j pr i s pevkov , v kat e r i h j e mog o č e

zas l ed it i grafe .

Nas l ov č l a n k a Letni k St r an

SIM Pl /4 175
Problem iz igre SIM P2/1 43
Labirint P3/ 1 in ov i t e k

P3/3 ovitek
Uporovna vezja P3/4 186
Naloge P4/1 in 48

P4/2 100
Problem o barvanju kart P5/2 73
Nekaj o grafih in

njihovi uporabi P6/1 24
~1 a t e m a t i ka in š a h P6/ 2 71

Mento r pa je v m atema t ični knj i žni c i na J ad r ans ki 19 v L jublj~

ni nabral nekaj knj i g o grafih. Kr ož karj i so se ta koj poglobi­

li v študij grafov. Graf j e p o vezan , č e j e mog o če iz poljubne
točke v njem priti po pove zavah v vsa ko dru go toč ko. Seveda so
jih povezani grafi najbolj zanimali. Sošol ci s o jim zabi čali,

da ne marajo pohojene trave!

Kmalu so spoznali kup novih i zrazov. Seznanili so se s c ik li.

Cikel dobimo, če vzamemo oglišča mnogokotn ika za to čke, stran!

ce mnogokotnika pa za povezave grafa . če izh ajam o iz m- kot n i ka,

dobimo Cm' cikel n a m t o č k a h. če ciklu odstranimo povezavo,
dobimo graf, ki mu rečejo p o t . Iz Cm dobimo t ako Pm , pot n a m

to č k a h . C i k e l Cm ima m točk in m povezav, pot Pm pa ima m točk
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CIKLI r. o o
C, C. Cs

POTI O

!p,

p,

51 i ka 5: e ik 1i i n pot i

51 ika 6: Pr imer drevesa na 18 točkah . Narisa l i smo ga na dva n ač in a.

2 3

7 8

4 5 6

13

16

17

i n m- 1 povezav . Cm in Pm sta povezana grafa . Pot Pm je le pos~

ben primer drevesa. Dr evo na m točkah je vs a k povezan graf z m

točkami i n m- 1 povezavami . Drevo ima zan imi ve lastnos ti :

- če mu odvza me mo kateroko li povezavo , dobimo gra f, ki ni
pove za n

- dr evo ne vs ebuj e noben ega c ik la

- če dreves u dod amo š e kakšno pove za vo, dobimo gra f , ki vs ~

bu j e c ikel.
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če si drevesa narišemo, opazimo, da spomlnJaJo na prava dreve­
sa, od tod tudi "čudno" ime, ki ga nosijo (Slika 6).

Kr ožk a r j i so zdaj dokončno razumel i, kaj pravzaprav i ščejo. Na

izbr an i h ose m to č k mor aj o nape ti drevo, tak o da bo cena , t o j e

vsota dol žin vseh sedmih povez av, najman j ša . Mentor je v ne ki

knjigi na še l t a pr obl em z imenom: .pr ob l em naj c e nejše g a drev es a.

Zraven je bi la t udi sp lošna rešitev tega problema, ki jo j e l~

ta 1957 na š el R. Prim in se po njem imenuje Primov postopek

( a l g or i t em) za kon s t r ukc ijo najcen ej še ga dreve s a. Pr i mov pos t Q
pe k gradi naj cenej še drevo po kora kih. Z a čne s poljubno t očko,

potem pa v sak i č doda to čko in povezavo, dok ler ne povež e vseh

točk med seboj.

PRIMOV POSTOPE K: Na z a čet k u imamo n t o čk v ra vnini. Nobe n pa r
toč k ni med seb oj povez an. Na konc u dobimo naj cen ej še d r ev o .

l . korak: Izberi pol jubno to č ko. Imenuj jo p ov ezani de l. Pr eo-

sta le točke imenuj nepovezani de l .

2 . kor a k: Dokler je nepove zan i del neprazen, ponavlja j:

2. 1: V povezanem delu izberi toč ko x , v ne poveza nem
delu pa toč k o y ta ko, da bo razdalja med njima
najmanj ša.

2 . 2 : Pove ži x in y s povezavo in prenesi y iz ne po

vezan eg a dela v povezani del .

U č e n c i s o te meljito premislili delov an je tega postop ka in so

se l ot i l i dela. Natančno so izmerili r a zda l j e med posameznimi
točkami. Izmerjene razda lje so vnesl i vrazprede lni co:

H I SV TO S SK CV Š

H 7,62 3 , 16 4, 47 6 ,4 0 8 , 60 9, 85 12, 81

I 7,62 8 , 00 3 , 16 3,61 2 , 00 6,71 5, 83

sv 3,16 8 , 00 5,10 5,3 9 8, 25 7, 81 12,08

TO 4 ,4 7 3 , 16 5 ,10 3 , 00 4, 24 7, OO 8 , 49

S 6 , 40 3,16 5 ,3 9 3 , 00 3 , 00 4 , 00 6 ,71

SK 8 , 60 2, OO 8 ,25 4, 24 3 , 00 5,0 0 4,24

CV 9, 85 6,71 7, 81 7, OO 4,00 5,00 6,0 8

Š 12 , 81 5, 83 12 ,0 8 8 , 49 6, 71 4, 24 6,08
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Za zač etno t o č k o (glej 1. kor a k Primove ga postop ka!) so si i z­

br a l i šo lo (Š) . V povezanem delu je sedaj sa mo šola . Iz zad nje

vrstic e razpr edelnice s e lepo v id i , da j e SK najbliž je Š , zato

so dod a li poveza vo med šolo i n sk upi no klop i . V novem poveza ­

ne m de lu s ta sedaj šo la in sku pi na klop i (2. korak posto pka ) .
Naj bl i žje šo li a l i sk up i ni klo pi je ig ri š č e ... Celot ni potek

post opka pr ikaz uj e nasled nj a r azp re de ln ica :

Zapored na Povezani de l Nepoveza n i de l Toč k a Točk a Razdal j a
štev i lka x y

1. Š SK,I,S, GV, TO,H, SV Š - K 4,24

2. Š,SK I ,S, GV, TO, H, SV SK - I 2,00

3. Š,SK, I S , GV, TO, H, SV SK - S 3,00

4. Š, SK, I , S, GV,TO, H,SV S - TO 3,00

5. Š, SK, I , S , TO, GV, H, SV S - GV 4,00

6. Š,SK,I,S, TO,GV H,SV TO - H 4,47

7. Š, SK, I , S, TO,GV,H SV H - SV 3, 16

Š, SK,I, S , TO, GV, H, SV

cv

SI i ka 7 : Dokon čni na črt šo lskega d vori šča . Skupna do l žina stez ic je 23 .8 7 .
To j e naj bolj ša re ši t ev.
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Vsot a dol žin vseh s t e z i c v drev esu je:

4,24 + 2,00 + 3,00 + 3,00 + 4,00 + 4,47 + 3 , 16 = 23, 87 enot .

To je ce na naj cenejšega dr eve sa. Učenci so se prepr iča l i , da

bi dobili isto drevo , če bi zače li s kak šno drugo točko, le PQ

vezave bi vstop ale van j v drugačn em vr s tnem redu .

Kr ožk a r j i so napravil i do kon čni n ačrt ( s li ka 7). St ev il ke pr i

povezavah povedo, po ka kš ne m vr s tnem redu so se odločali zanje.

Mlad i matema tiki s o bi li z r e š i t vi j o zadovolj ni , saj so oprav i

l i koristno de lo : seb i in sošo lcem so prihrani li napor, šoli

pa denar . Tu je na še zgodbe konec . Ni pa š e konec uporabe Pri­

movega postopka.

Oglejmo si sorod en problem. Na sliki 8 je naris ano ces t no omre

žje, ki povezuje kr a j e A, B, C, D, E, F in G.

Tel efons ko pod j et j e se je nam e nil o povezat i me s t a v te lefonsko

omrežje. Zaradi la žjega vzd ržev anj a so se odločili , da bodo te

Sl ika 8 : Cestno omrežje. Stevilke ob ces t ah pomen ijo razdalje.
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lefons ki kabl i pote kal i ob obsto ječ ih cestah . Spet je treba P9

is kati najcenejše omrežj e, spet je tu problem najcenej šega dr~

vesa . Naloga je l e malo drugačna od prve. Zdaj mo ramo namreč

poiskati najcenejše drevo na že o b sto je čem vrednostnem gra fu .

V drevo smemo vključiti l e obstoje če pove zave. Tako npr. ne

s mem o na pe l j at i kab la ne posred no od mesta A do mes ta G. Pr i mo v

pos t ope k pa deluje pravi l no t udi v t em pr i meru . Sli ka 9 nam ka

že najcenejše dre vo . Telefon s ko podjetje bo pot rebov alo 165 km

kab la.

Primov postope k nam v povezanem gra f u v vsakem primer u p oišče

najcenejše drevo . če ima več povezav v gra fu isto ceno (vred ­

nost), se lah ko zgod i, da obst aj a več na j cenejših dreves . Po­

stope k nam v tem primeru izbere eno od njih .

V resnici je pr va nalo ga l e poseben primer dru ge . če imamo nam

r e č n točk v ra vnin i in poljub ni dv e med njimi povežemo z da­

lji co, dob i mo polni g r a f Kn na n točkah. Poveza ve (s kupaj j ih

je n (n - 1) / 2 ) nosijo vrednosti , ki s o v tem primeru kar do lži

......... ....... --------

I
I
I
/

/
/

/
/

./
./

SI i ka 9: Načrt za nape ljavo telefonskih kab lov. Skupna do lžina kabl a je
165 km.
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A A A

B

Slika 10: Pri mov pos topek najde v g ra fu ( 1) na jceneJ se drevo (2) do lžine
2a, medtem ko je mogoče dodat i točko S v središču t r ikotnika
ABe i n dob iti cenej še , Ste i ne rjevo drevo z do lž ino 1,73a (3).

ne dalj ic . V dru gi nalogi imamo opr avka s splošnim grafom, v

katerem vr ed nost i povezav niso nuj no dolžine da lj ic .

če paz lj ivo pre ber ete začetek tega pri s pevka, bo s t e opazili ,

da smo re kl i, da v omrež ju stezi c na šo lskem d vor i šču ne žel i ­

mo nepotre bnih k ri ži šč . S t em s mo k r i ž išča omej i l i na že ob ­

sto ječe to čk e. Brez t eg a pogoja dobi mo namreč drug o nal ogo , n ~

l ogo o Steine r je vem dre ves u . Raz l i ko med obema nalogama s i bo­

mo og led a l i na pose bnem pr imer u . Za točke vzemimo o g l išča e na ­

kost raničnega t ri kotni ka z dol ži no s t ran ice a . S Prim ov im po ­

stop kom dob imo e nega od treh min imalnih d r ev e s z dol ž i no Za .

če pa d opus tim o dodatne t o č ke , dobimo 19hko cene jše , Ste i ner j~

vo dr ev o s ce no (d olži no) l3a = 1 , 73 a (g le j sl iko 10) .

Za konec povejmo l e tole ža lostno dej stv o. Dos l e j matematikom

š e ni uspe lo najt i u č in k ov i t e g a post op ka za is kan j e Ste i ne rje­

ve ga dr eve s a v s ploš nem pr i me r u . Vs e ka r je do s lej znaneg a o

tem prob lemu , daje celo s lut i ti, da uč in k ovitega pos t opka za

ta prob lem s plo h ni !

Tom a ž Pisans ki

Z36
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KAJ MANJ KA VLE IBNIZOVEM* DO KAZU?

Na sl ed nj i ods t av e k je vze t iz dela Fr e ge**, Die Grundlagen der

Ar ith me ti k, 1884:

Dr ugi f il ozofi i n matema tik i pa so trdi l i , da so nume rične f or

mule deja ns ko dok azljiv e. Ta ko Le i bni z pr avi:

"Ni ne posre d na res nica, da je 2 i n 2 enako 4 ; ob pogoju, da 4

označ u je 3 in 1 . To l a hko dokaž emo t a kol e :

Defi ni c i j e: ( 1 ) 2 je 1 i n

( 2 ) 3 je 2 i n

( 3 ) 4 je 3 i n
Aks iom: če ne kaj zamen jamo z e na ki m, enakost ostane .

Do ka z : 2 + 2 2 + 1 + 1 (po def 1) = 3 + 1 (po def 2 )

4 (po def. 3 ) .

2 + 2 4 (po aksio mu ). "

Tal e dokaz se zdi na pr vi pog led ses ta v l jen l e i z zgornj ih de ­

f inicij i n aksioma . Aksiom pa se da spreme niti v def i nicijo,

kar Le i bn i z pokaže v drugem odde lku. Toda č e bo lje pog ledamo,

najdemo luknjo v dokazu, ki j e nasta la za r ad i opustitve o klep ~

jev . če bi hotel i bit i strog i, moramo pis a t i :

2 + 2 = 2 + (1 + 1) = (2 + 1) + 1 = 3 + 1 4

Kar j e zgoraj i z pu š č e n o, j e

2 + (1 + 1) = ( 2 + 1) +

to pa je pose be n pr i mer zako na

a + (b + c) (a+b)+c

Tega asoc iativnega zakona pa Leib niz ne navaja .

I z i d or Hafne r

* G.W. Le i bn i z ( 1646- 1716), nemški fi l ozof in matematik
** G. Fr ege ( 1848- 1925) , nemški l ogi k
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MATEMATiČNO

RAZVEDRILO

MNOžENJE - TOKRAT NEKOLIKO DRUGAčE

Minil i so časi, ko so se morali učenci pri matematiki naučiti

brezhibno kvadrirati, kubirati, koreniti . Posebno težavno je
bilo računanje kubičnega korena. Menda bi malokdo od tistih,

ki so obiskova li šo lo pred dvema, tremi deset letji, pa se poz­
neje niso več posebej ukvar j a l i z matematiko, danes še znal i~

r a č u n a t i kvadratni, kaj šele kubični koren poljubnega naravne­
ga števila. Danes se v šol i pos lužujemo pripomočkov: tabe l, r~

čunalni kov. Učenci osnovnih in srednjih šol največ uporabljajo

"Logar itme i n druge tabele" (uredil S. Uršič). Tabe la 2 naved~

nega priročnika vsebuje na s t r a ne h 2-7 za vs a ko naravno števi­
lo n < 1000 vrednost kvadrata, kuba, kvadratnega korena, ku ~

bičnega korena, ter obseg in p loščino kroga, katerega premer
meri n . Za prakt ičnega r a č u n a r j a vsekakor ze lo koristno! PoseQ
no dobro nam s luži ta f unkciji kvadrat ni in kub ičn i koren, ker
se prvega v šoli l e ma lo, drugega se pa sploh ne u č i m o .

Pokazati bi hotel, kako se da iz stolpca n 2 posredno odčitati

oziroma izračunati produkt naravnih števil a in b , če je le
a + b < 2000 . Preprost ra čun namreč pokaže, da je

Produkt a . b dobimo torej tudi tako, da izra čunamo najprej po
l o v i č n o vsoto in polovično razliko obeh števil, v tabeli odč i­

tamo kvadrate l e- t eh in poiščemo raz l iko kvadra tov .
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PRIMER: 1276 538 = x (1276 + 538 < 2000)

(1276 + 538)2- ( 1276 - 538) 2
X 2 2

(~) 2 - (~) 2

907 2 - 369 2 (odčitamo i z tabel e)

822649 - 136161

686488

Nič nas ne mot i , če je morda razlika a - b negativna, saj je

kvadrat vselej poz itivno štev i lo, pa tudi prav i lo o zamenlji ­

vosti faktorjev poznamo.

Polovična vsota a li po lov ična raz l ika štev i l a in b je naravno

štev ilo l e , če sta obe števi li hkrat i sodi ali li hi. Kaj pa,
če je eno število sodo, drugo pa liho ?

Ker je a i b = ( a - 1) . b + b , računamo

PR IMER: 643 . 1184 = x

(643 - 1 + 1184) 2 (643 - 1 - 11 84 ) 2 + 1184x 2 2

(~) 2 _ (~) 2 + 1184

913 2 - (-271) 2 + 11 84 odčitamo i z tabe le
833569 - 73441 + 1184

761312

Namesto mn ožen j a i mamo torej opravit i s seštevanjem, odšteva ­

njem , del jenjem z 2 in s kvadri ranjem (k i ga od čitamo i z tabe­
l e ) . Pog lejmo še, kako bi se da lo shajat i br e z de l j en j a . Pro­
dukt naravn ih števi l a.b moremo vs el e j zap isati kot vsoto
kvadratov nar avni h števi l.

Vzem imo, da je v produkt u naravn i h šte vi l a .b števi l o a ma nj

še od štev i la b . V te m primeru zapišemo b = a + (b - a ) , pa
imamo:
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a i b a. {a + ( b - a l )

a 2 + a . {b -a )

Produkt a . (b - a ) r azč l e ni m o kot pr e j ln ta ko delamo vse do­

tlej , do kler ne posta ne eden od fa ktorjev ena k 1 ali O.

PRH1ER: 257 413 257 {257 + (4 13 - 257) )
257 2 + 257 156

257 156 156 2 + 101 156
10 1 156 1OP + 55 101

55 101 552 + 46 55
46 55 46 2 + 9 46

9 46 92 + 37 9
37 9 92 + 28 9
28 9 92 + 19 9
19 9 92 + 10 9
1O 9 92 + 1 9

1 9 9

257 413 = 2572 + 156 2 + 1012 + 552 + 462 + 92 + 92 +

+ 92 + 92 + 92 + 9 (vredn osti kvadr a -
t ov od či tamo iz t abe le)

66049 + 243 36 + 10201 + 3025 + 21 16 +

+ 8 1 + 8 1 + 81 + 8 1 + 8 1 + 9

1061 41

PR IMER : 8 6 62 + 6 2

6 2 22 + 4 2

4 2 22 + 2 2

2 2 22 + O 2 = 2

8 6 = 62 + 2 2 + 2 2 + 2 2 36 + 4 + 4 + 4 = 48

Tabe la kvad rato v do 1000 sl už i pri tem postop ku vselej, kadar

vsaj e n f a kto r ne pr esega š te vi la 999 .

Ne mi sli m, da bomo odslej mn ožili na ta na čin; zanimivo pa vse
kak or j e! Poskus i te !

S t anis Zav Hor v a t
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SPOPADZ VELI KANOM

če je ne ko štev i lo t a ko veli ko, da s i ga na noben n a či n ni mo ­
goče predsta v lja t i , to še ne pomeni, da mu nikako r i n v niče­

mer nismo kos. Izračunajmo na pr imer število :

N = 1 + 20 + 20 2 + .•. +20 3 5 (1)

N ič lažjega - porečete - v5a k bo l jši žepn i rač u na lnik računa

pote nce do 10 1 °°. Delo s i lah ko ola jšamo z znano zvi j a č o: pom­
nožimo ( 1) z 20 in do bimo

20 N = 20 + 20 2 + 20 3 + + 20 3 6 (2 )

nakar odš tejemo ( 1) od ( 2 ) : 20N - N

mo

N = (20 3 6 - 1)/ 19

20 3 6 - 1 , od koder dob i

Ne kajkrat priti5nemo na tipke žepnega računalni ka in naloga je

reše na. "Bojim se, da s e ni s mo prav r az umeli . Ko s em n a m r e č r!

ke l iz računajmo N , sem ime l v mislih: i z računajmo prav v se š t~

vi l k e š tev i l a N . " Zepni računalnik mi da v najbolj šem primeru
10 št ev i lk, i n si cer

N '" 3,6 16814565 . 1045 (3)

štev i lo samo pa , kot p ri č a 104s , sestoji iz 46 šte vi l k. Le od­

kod mi bo osta l ih 36 števi lk?

Na pomoč bom pokli cal za vez nika : ul ome k 1/1 9 . Spre me ni l ga bom
v de cim aln o št evi lo, ki je , kot j e br al cu dobro znano, per io ­
dično . Skupi na štev i l k - per i od a - se bo v njem pona vl jala v
neskonč nost. Enosta vno de lj enj e mi da

1/ 19 = 0,0526315 7894736 842105263 157894 7368421 . . .

Peri od a P 052631 5789 47368421 s es t oj i i z 18 šte vi lk.
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Takoj za prvim korakom bomo naredili drugega. Koli ko je
101 8 /19 ? Decimalno ve ji co moramo pomakniti za 18 mest proti
desni, tako pa dobimo prav celo periodo, zato :

101 8/19 = P , P .. . in prav tako 103 6/19

ter končno

M = 103 6 /19 - 1/19 PP

Izračunajmo sedaj N - M

PP,P . . .

N - M (20 3 6 - 1)/19 - (10 3 6/19 - 1/19) =
23 6.10 3 6 /19 - 1/19 - 10 3 6/19 + 1/19
(2 3 6 - 1).10 3 6 /19

N - M pa je celo števi lo, zato se 19 v i menova l cu mor a k r aj š ~

ti. Z 103 6 se očitno ne, zato pa se krajša z 23 6 - 1 . Toda
to pomeni, da se N - M končuje na 36 ničel I103 6 1. Nadalje
t o pomeni, da ima N zadn jih 36 števi lk popolnoma ena kih zad­
njim 36 številkam števi la M, torej PP.

Preostane samo še, da tako dobljeni zadnji konec "z varimo" z
z a č e t n i m kon cem iz (3), pa dobi mo

N = 361681456 1052631 578947368 421p52631578947368 421

To pa je vseh 46 številk i s kane ga števi la.

Kar e l Ba jc

V A S LAR E

Vaščani Lar s e delijo na resnicoljube , ki vedno gov ore resn i­
co in la ž n i v c e , ki zme r aj l aže j o. Raze n tega se nek ateri m res­
ni col j ubom reče preverjeni r esn i c o l jub, nekate rim laž nivcem pa
p r eve rjeni la žni vec. Vaščani so ustanovili razli čna društva .
Vsak v a š č an je lah ko č lan v v e č dru štv i h . Znano j e še, da ve ­

lja jo naslednji pogoji:
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Pl: Množ ica vseh preverjenih r esn i col j ubov je društvo.
P2 : Množic a vseh preverjeni h l ažni vcev je društvo.
C : če j e D kate roko l i društvo , potem je množica vašča­

nov , ki niso č lan i društva D , tudi društvo. (To druš ­
t vo je komp l ement dr uštva D in ga označujemo z D) .

G Za vsako društvo l ah ko najdemo vsaj enega vaščana, ki
t r di, da je č lan tega društ va. (Seveda je njegova tr ­
d itev l ah ko napačna, lahko j e na mreč lažnivec .)

Proble mi:

1. Dokaž i , da je med vaš ča n i vsaj en nepreverjeni resnico
l j ub .

2 . Do kaži, da je med vaščani vs aj en nepreverjeni l ažni-
ve c.

3 . Ali je množica vseh lažni vcev društvo?
4 . Ali je množica vseh resnicolj ubov društvo?

Po Sm ul l ya nu pri red il I zidor Hafner

SE PONAVLJA, SE PONAVLJA , SE PONAVLJA .. ,

I zr a ču n a j

1 11
1 101

1 1001

1 10001

Skr a t ka , za vsak m zap ls l 1 : ( 10m + 1) z dec i ma lkam i ! D ol o č i

pe riodo , t . j. skupino dec imalk, ki se ponavlja. Ka j opaziš?

Peter Petek

24 3



KAKO DOKAZATI KARKOLI

(l)

(2)

1 2

OBE TRDITVI V TEM OKVIRU STA NAPAČNI

če je trditev ( 2) resnična, potem sta obe trditvi v okviru na­

p ač n i , tore j tudi stavek (2), kar pa je pr oti slo vje. Stavek

( 2 ) je tor ej n apa čen, kar pomen i, da je vsa j ena izmed zqor >

njih trditev pravilna. Ke r pa je trditev ( 2) napa čna, mora bi­

ti trditev (1) pravilna, to je 1 = 2 .

I zidor Hafne r

PRE S E K - List za mlade matematike, fizike in astronome.
7. letnik, šolsko leto 1979/80,4. številka, str. 193 - 256
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NALOGE~EKMOVANJA

10 , ZVEZNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA UčENCE OSNOVNIH šOL

Na 10. zveznem t e kmova nj u iz matematike, ki ga je organiziral

"Matematički list" iz Beograda, se je 3. junija 1979 zbralo v

Ohridu 74 mladih iz vseh jugoslovans kih republi k in AP Voj vo ­

dine; od tega jih je bilo 30 iz 7., 44 pa iz 8 . razredov. Slo ­

venijo je zastopalo 9 mlad incev, in sicer: iz 7 . razreda naš

ed in i zastop nik Sta nko Grude n, Oš Spomen ik NO V, Cerkno, i z 8 .

razredov pa nas lednji učenci : Mitja Bensa, Oš M. štruke l j, N.

Gori ca, Robert Bakula, Oš Prežihov Voranc, Lj ubl j a na , Ana Pri ­

bakovič, Oš M. Vrhovn ik, Lj ubl j ana, Polona Blaznik, Oš M. Jarc,

Ljubljana, Robi Rodoše k, Oš Prežihov Voranc, Maribor, Boris M~

dica, Oš R. Jakopič , Ljub ljana, Aleksej Tur nš e k , Oš M. Vrhov­
nik , Ljub ljana, Simona ču fe r, Oš A. Li nhart , Rado vl j ica .

Naša ekipa je med 7 ekipam i dosegla 49,33 % vseh možnih točk in

tako zased la 2 . mesto. Med posamezniki pa so se najbolje odre­
za li :

v 7. razredu Vesna Miloševič i z Trstenika , SR Srb ija in Mirna

Džamonja i z Saraje va, ki sta prejeli pr vo nagr ado . Na š najm laj

š i in men da t udi naj manj š i tekmo va lec St anko Gru de n se je uvr

st i l na 9 .-11. mesto i n pr ejel t ret jo nagra do . V 8 . razredu je

bi l najbolj ši Niko la Mi ljkov ič iz Beograda . Naša tekmovalca
Mitja Bensa in Robert Bakula sta se uvr s til a na 5. oz . 7 . me­

sto in dobi la drugo nagrad o, Ana Pribakov ič i n Polona Blazn ik
sta se uvrsti li na 12. oz . 13 mesto i n preje li tre tjo nagrado .

Vsi tekmova lci so razen tega dobi li še us t r ez no knjižno daril o
i n poseb no pr iz na nje za so de lova nje. Pa so s i ga tud i zas l už i ­
l i , saj so šli pred tem skozi ve~ rešet : šo lsko, občinsko i n
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r epub l iško te kmovanj e , i n vsako nas lednje reše to je bi lo go­
stejše! Po 2 do 4 na j bol j š e tekmova lce iz vs ake r epublike je
pova bil or ga nizator v št irina j stdne vno l etno matematično šo lo,

kj er je bi lo koristno zdru ženo s prijetnim . Mladim tekmova lcem
bo osta lo poto vanje v Ohrid in dvodn evno bivanje v te m mes t ecu
v prijetnem spomi nu. Naš i so poleteli v Ohrid z letalom na rav­
nost z Brnikov i n se po ist i pot i tu di vrnili, kar je bilo za

marsikate r ega pose bno doživetje . Gost itelji s o jim prvi dan

razkaza li kulturne i n zgodov insk e s pomeni ke Ohrida, po tekmo v~

nju pa so j i h popeljali z l ad j o po j e ze r u pra v do Sv. Nauma .
Mla di vs eh ju gosl ovan s ki h na rodov so med se boj navezali nove
pri jate ljske st ike.

Tekmoval ci so r ešev al i nas lednj e na l oge :

7 . ra zred

1. St r e l ec strelj a v met o in dobi za vsa k us peše n zadet ek 5
t o č k, a za vsak zgre šen strel se mu odb ije j o 3 to č ke. Ker
je imel s t re l ec o čitn o s l ab dan, je dosegel po se r iji s t re ­
l ov , ki j ih j e bil o v e č kot 10 in manj kot 20, na tank o O
( n i č) to č k. Ko l ik o s tr elo v j e bi l o v serij i i n kol iko je bi
l o uspeš nih ?

2. Nar av no š tevilo a ni de lji vo s š t evilom 5 . D ol o č i ost ane k ,
ki ga dob imo pri deljenj u št evi la a 4 S š te v ilom 5 ( pe t ) !

3. 1zračun aj vr ed nos t i zr aza:

A = 1. 2. 4 + 2. 4 . 8 + 3 . 6 . 12 + + 100.2 00.400
1. 3. 9 + 2 .6 .18 + 3 . 9.2 7 + + 100 .300 .900

4. V ra zno stran i č nem š t i r i kot ni ku ABCD se sek a ta di agona 1i AC

i n BD v to č ki O. Pl o š č i n i tr i kotnikov ~ADO in ~BCO sta ena­
ki . Dokaži , da j e dan i št i r iko t nik trap ez!

5. Nad hip otenuzo prav o kotn ega trik otni ka je na č rt a n kvadr a t ,
ki ne vsebu je vr ha pr ave ga kot a daneg a t r iko tn ika . Do kaži ,
da pote ka s i me tra l a pr av e ga kota danega trikotni ka s kozi
sredi šče kvadrata!
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8. razred

1. Na svečani večerji je bilo naročeno gostitelju, da razpore­

di ob okrogli mizi 4 moške in določeno število žens k tako,

da nobena že ns ka ne s ed i poleg dru ge žen s ke in da je nasprQ
ti (dia metral no) vsake osebe os eb a nas protneg a sp ol a. Ali

j e moge l gost itelj na pr av iti tak razp ored ? Utemel ji odg ovor!

2 . Na kole sa r sk i dir ki vozita vz por ed no na čelu kol one Ma tjaž

in Primo ž, ki sta se toliko odmaknila od ostalih tekmoval ­

cev , da ju nihče ve č ne more dohiteti. 20 km pred ciljem P9
č i Matja žu zračnica, a Primož nadaljuje vožnjo do c i l j a s

po preč no hitrostj o 40 km/h . Matjaž je zaradi popravi la

z račni ce izgubi l 3 minute ča sa in je potem do cilja vozil s

p o pr e čn o hitros tjo 45 km /h . Kdo je zmaga l na dir ki in s ko
liko metri prednost i?

3 . Dan je izraz

če j e x = 361979 , z 5619 80, določi vse vredn osti za y ,

za ka t e r e ima dani i zraz najmanj š o možno vrednost!

4 . Premice : x - y = - 1; x + y = 8; x - 2y = 2 in obe koor d i ­

natni osi oklepajo pet kotni k. D olo či prosto rnino vrtenin e,

ki nas t ane z vrtenje m te ga pe tk ot n ik a okro g a bscis ne osi!

5 . Tra pezov a plo ščina meri 80 cm2 , dol žina vi š in e pa 8 cm . Ra~

p ol o vi šč e s r ed nj ic e je odd a l jeno od enega krak a 3 cm in od

druge ga 4 cm. !zračunaj dolž ino osnovnic tega trapeza!

Stanislav Hor vat

PRESEKOV ŠKRAT

v 6. š t ev i l k i presekove knjižnice3tje prišlo na predzadnji strani ovitka
do pomote . Recenzent knjižice je Janez Strnad in ne Branko Borštnik , kot je
bilo pomotoma zap isano. Uredništvo se obema i s kreno opravičuje.

Ciril Velkovrh
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POLETNA šOLA ZA MLADE MATEMATI KE

že nek aj let zapo r ed or ganlz lra Društvo matemat i kov in f izi kov
SR ~ r v a t s k ~ p o l ~ tn o šo lo za ml a d ~ ma t gm a t i kg - s rgdnjgšo lcg i z

vse Ju goslavi je . Mladi nad ebudne ži s e tede n dni se zna njaj o z
za ht evnejš i mi pog lavj i srednje š ~l s ke matemati ke kot t~di s ti ­

stimi, o ka t e r i h pri rednem pou ku ne s l i š i jo n ič ali pa l e ma­
l o . Di j ak e , ki se udeležij o t e šole, predl aga jo tekm ovalne ko­

misije republi š kih društev . š ol a je namenjena predvsem tistim
učencem iz nižjih ra zredov , ki s o se izkazali na r epubli š kih
te km ovanjih . V Sl oveniji smo t ak o upoštevali pri izboru t iste
na jboljše dijake , ki jih nism o mo gl i uvrstiti v e ki po za zvez­
no te kmov anje . Letos j e bila poletna š ola v Primo štenu od 22.

do 30. julija. O svojih vtisih nam naši predstavni ki pi šejo t~

kol e :
Gorazd Lešnjak

Lep pozdrav iz Primoštena! V tem ~epem turističnem mestu ob

morju med Šibenikom in Sp~itom Društvo matematikov vsako ~eto

organizira ~etno matematično šo~o . Letos smo se je iz S~ovenije

ude~eži~i: Nataša Bizjak iz Nove Gorice, Samo Lazar iz Maribo­

ra, Goran Turk iz Kopra in Darko Černe iz Ljub~jane.

Predavanja imamo vsak dan (o ~ogiki, geometrijskih neenačbah

in trans fo rmacijah) . Marsikdo bo pomis~i~, da matematika in

morje sp~oh ne gre skupaj. Dejansko pa ni tako hudo. Navsezad ­

nje ~ahko tudi matematiko ma~o potopiš v morje.

Organizacija je dobra , samo na začetku, kot povsod , je bi~o ne

kaj težav . Spimo v kampu Esperanto v šotorih, ki bi jih že ma­

~o močnejši veter odnese~. Sicer pa pregovor pravi : konec do ­

ber, vse dobro .

Za zak~juček pa še nekaj za najbo~j zagrizene matematike . Dan

je trikotnik ~ABC, včrtaj in očrtaj krog. Dokaži neenakost

R ~ 2r , kjer je r po~mer včrtanega kroga, R pa po~mer očrtane

ga kroga !

Darko Černe
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o XX I, MEDNARODN I MATEMATIčN I OLIMPIADI

Letos je bila Mednarodna matematična ol impiada (MMO) v Veliki

Britaniji . Kot že vrsto l e t je na njej sodelovala tudi Jugosla­

v ija.

Naša ek ipa j e bil a sestav ljena na podlagi rezu ltatov 20 . zvezn~

ga tekmovanja matematikov sre dn ješo lcev in nato še i z bi r ne ga
tekmovanja v Novem Sadu. Vanjo so bi li izbran i : iz 2 . razreda

Nina Leža i c iz Beograda, iz 3 . razreda Boban Ve ličkovic i n Pr~

drag Tanovic, oba i z Beograda, Gordan Sav in iz Zagreba , Marjan

Gu šev i z Skopja i n Leon Matoh i z Novega mesta, iz 4 . razreda

pa Romeo Meštrov ic iz Mostarja in Danko Jocic iz Foce . Ker je

na pripravah zbolel Marjan Gušev, ga je zamenjal Dražen Borko ­

vic iz Beograda .

Oli mpiada se je odvija la v čas u od 1. do 10 . j ulija 1979. Dva

t ed na pred začetkom ol impia de s mo se č lan i ek ipe zb ra li v Beo­
gradu, kjer smo i mel i običajne priprave, ki so jih vodili pro ­

fesorji z Matematične gimnazije v Beogradu.

31 . ju nija smo odpotova li iz Beograda v London, kj e r se je od­

vijal tekmova ln i de l olimpiade . Z nami sta odpotovala Vladimir

Jankovic in Dragos lav Ljubic, vodji naše ekipe.

Na olimpiadi je sode lova lo 22 držav . Tu so bil i najbo ljši mat~

ma t ik i i z Avs t ri j e, Bel gi j e , Bo lgar ije, Braz i lije, češkos lova~

ke, DR Ne mči je, DR Vi etn am a , Fi nske, Fr ancij e , Grč ij e, Iz r ael a ,

Ku be, Madžarske, Nizozemske, Poljske, Romu nije, ZR Nemč ije,

SSSR, š vedske, Veli ke Br itanije in ZDA.

Naloge smo reše val i 2 . in 3. julija in to vsak dan tr i naloge,

za kar smo ime li na r azpo lago časa po štir i ure . Po vsakodnev ­
nem tekmovanju smo vedno diskutirali o nalogah, igrali šah, nQ
gomet, go ali pa si kako drugače krajšali čas .

Po konča nem tek movanju so za nas pripra vil i ze lo pisa n program

i zl e t ov. Ta ko s mo s i og leda l i razne znamenitosti Londona i n

bl ižnje oko lice. Pol e g vs ega pa nam je osta lo obi lo prostega
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časa, ki smo ga porabili za nakupovanje in ogledovanje mesta .
Najbolj nas je pritegnil Hyde park, kjer smo tudi poslušali gQ
vornike, ki so tedaj v njem govorili čez vse in proti vsemu,
kar se je le dalo.

V petek, 6. julija so razglasili rezultate. Naj bol j e s o se od­
rezali Vietnam, SSSR, ZR Nemčija in Romunija. Vendar je vse to
neuradno, kajti tekmovanje je mišl jeno posamično in ne ekipno.
Jugoslavija je bila deseta s s ol i dni mi 172 točkami. Med na šimi
so bili najboljši Boban Veličkovič, ki je dobil dru go nagrado
in Danko Jocič, Gordan Savin, Predrag Tanovič in Romeo Meštro­
vič, ki so dobili tretjo nagrado.

Po končani podelitvi smo vsi skupaj odšli v Oxford in si ogle­
dal i še znamenitosti tega mesta. Na izlet pa smo odšl i še v
Strattford, rojstno mesto Williama Shakespeara. V Oxfordu je
bila tudi poslovilna večerja, ki jo je priredil organizator.

S tekmovalci i z drugih držav smo se ze lo dobro razumeli . Pogo­
varjali smo se največ v angleščini, pa tudi v drugih jezikih
smo se kar dobro znašli. Prepričan sem, da bo olimpiada vsem
ostala v zelo prijetnem spominu, saj smo videli toliko čudovi­

tih stvari in smo žive li v kar najbolj prijetnem okolju :

Na olimpiadi so bile naslednje naloge:

1. Naj bosta p in q naravni števili, takšni da je

IZ. 1 1 + 1 1 + - 1 + 1- L j "4 ...
q 1318 1319

Il okaž i , da je štev ilo p deljivo s 1979.

2. Dana je petstrana prizma z oglišči A [A2A3A 4AS in
B[B 2B3B4B5' Vse stranice osnovnih ploskev in vse daljice
A .B. ( i, j = 1,2,3,4,5) so obarvane z rdečo ali zeleno bar-

1- J
vo, tako da v vsakem trikotniku, katerega stranice so oba~

vane, obstajata dve, ki sta obarvani z različnima barvama.
Dokaži, da je vseh deset osnovnih stranic obarvanih z isto

barvo.
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3. V ravnini sta dana dva kroga II in l 2' ki se sekata . Naj
bo A ena od presečnih točk. Po krogih I I in l2 se iz točke

A naenkrat začneta gibati točki Ml in M2 • Točki se giblje ­
ta po svojih krožnicah s stalnima hitrostma, ne da bi me ­

njal i smer. Gibljeta se v isti smeri. Točki Ml in M2 naen­
krat prepotujeta vsaka svoj krog in se znova srečata v to~

ki A. Dokaži, da v ravnini obstaja negibna točka P , ki je

v vsakem trenutku enako oddaljena od točk Ml in M2 •

4. Dana je ravnina IT, to čka P v tej ravnini in točka Q izven

nje. Poišči vse točke R v ravnini IT, za katere je kol ičnik
( QP + PR ) /QR največji.

5. Poišči vsa realna števila a , za katera obstajajo nenegati~

na števila Xl ' x 2' x 3' X4 in Xs , ki zadoščajo relacijam:

Xl + 2x 2 + 3x 3 + 4x 4 + 5x s a

Xl + 2 3X2 + 3 3X3 + 4 3X4 + 5 3x s a 2

xl + 2 SX 2 + 3SX 3 + 4SX4 + 5sx s a 3

6. Naj bosta A in E dve nasprotni oglišči pravilnega osmero­
kotnika. V oglišču A se nahaja ž ab a , Z vsakega oglišča os­
merokotnika lahko ž ab a skoči na sosednje ogl išče. Izjema je

oglišče E, na katerem žaba po skoku obstane. Naj bo a n št~

vilo načinov, v katerih žaba z oglišča A pride na oglišče

E po natančno n skokih . Dokaži:

a) a 2 n - 1 O

kjer je X = 2 + 12 in y

1,2,3, ...

2 - 12

pride z oglišča A na oglišče E , v

zaporedje oglišč (Po' PI"'" Pn),

i < n
<

i <

(Način, na kateri žaba
natančno n skokih, je
ki zadoščajo pogojem:

ij P O = A ; Pn E

ii) za vsak i; O <

iii) za vsak i ; O
dve sosednji. ogl išči

- 1 je Pi f. E

n - sta oglišči

osmerokotnika).

Leon Mato h
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REŠiTVE NALOG

TRIKOT NA š TEVI LA - rešitve na log s str. 214

1) A r itmet ično zap oredje, iz kat e r ega dobi mo šestkotna š te vi la ,
je že napisa no v točki (4) v uvod u č l a n k a . števi la p (n , 6 )

so de fi nira na t a kol e:

p (n , 6 ) = n ( 4n - 2 ) /2

zaporedje š est kotni h š te v i l pa se zač n e z

1,6,1 5 , 28 ,4 5 , 66,91 ,1 20 , .. .

2) Tet r aedrsko število do bi mo tako , da se š t e jem o prvih nekaj

tr iko t ni h š te v i l . Pred s t avlja jmo si srednje ve š ke to povs ke
kro gle zl ožene v t ri s t r an o pir amid o. V nje j j e r avno za te­
t ra ed r s ko števi lo kro ge l . Ogle jmo s i nekaj te h š te v i l :

1 , 4 = 1+ 3 , 10

20 = 1 + 3 + 6 + 10 ,

1 + 3 + 6

35 + 3 + 6 + 10 + 15

n- t o kubno š tev i lo pa dob i mo t a ko , da n- t o kvadra tna štev i­

lo n- kr a t se štej emo. Tako je n 3 spl oše n obraz ec za kubna

šte vi la .
3), 4) i n 5 )

u 8 49 288 168 1 9800 57121 3329 28 x n
v 6 35 204 1189 6930 40391 23541 6 Yn

6 ) t n (n +l ) / 2 , t n+1
(n+l)( n+2) / 2n
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8t + 1
n

(n 2 + n + n 2 + 3n + 2 ) /2

n 2 + 2n + 1 = (n + 1) 2

4n( n+l) + 1

4n 2 + 4n + 1

(2n + 1) 2

( 2n 2 + 4n + 2 )/2

Roman Rojko



VAS LARE - rešitev s str. 242

1. Zaradi pogoja Pi je množica P vseh preverjenih resnicolju­

bov društvo. Potem pa je tudi P društvo (pogoj c ) , to je druš­
tvo vseh tistih, ki niso preverjeni resni coljubi . Pogoj G pa
nam zagotavlja, da vsaj en vaščan trdi, da je član društva P ,
to je, da ni preverjeni resnicoljub. Toda la žnivec ne bo niko­
li trdil, da ni preverjeni resnicoljub. Pr av tako tega ne bo

trdil preverjeni resnicoljub, pač pa to lahko reče samo nepre­
verjeni resnicoljub.

2. Pogoj P2 zagotavlja, da je množica preverjenih lažnivcev
društvo, pogoj G pa, da vsaj en va ščan trdi , da je čl an tega

društva, to je, da je preverjeni lažnivec. Seveda niti resnico
ljub niti preverjeni lažnivec ne bo trdil tega, to trdi le ne­
preverjeni lažnivec.

3. Vzemimo, da je množica lažnivcev društvo . Potem vsaj en va­
ščan trdi, da je lažnivec. Tega pa ne bo trdil ne lažnivec ne
resnicoljub. Množica lažnivcev torej ni društvo.

4. Tudi množica resnicoljubov ni društvo, saj bi v nasprotnem

morala tudi množica lažnivcev (komplement množice resnicolju­
bov) biti društvo.

Po Smull yanu priredil

Iz idor Haf ner

ORNAMENT, ki ga je narisal elektronski računalnik

253



IGRA NIM - rešitve nalog s str. 209

2) vel ikost kupa: 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

vr ed nos t pozicije: 2 O 2 O 2 O 2 O

velikost kupa : 16 17 18 19 20

vrednost pozicije: 1 2 O 1 2

3 ) Izgubljene pozicije imajo kupi z O, 3, 6, 9, 12, 15 in 18

kamn i .

4 ) a) vzetek = 4 kamne

b) vzetek je tak, da čimbolj zmed emo nasprotnika

c) vzetek = 1 kamen

5) V poštev pridejo samo kubi : 1, 8 in 27 . Vred nos ti pozicij

so :
-,
O 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

O O 1 O 1 O 1 2 O 1 O 1 O 1 O 1

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

2 1 2 O 1 O 1 O 1 O 1 2 2 2

6 ) Kup si mislimo zmanjšan za to 1i ko , kot znaša najmanjši mož-
ni vzetek.

Roman Rojko

šTEVILSKA KRIžANKA - rešitev

s str. 206

(Peter Petek)
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NOVE KNJIGEffi'----__
MATE MATI KA KROZ KULTURE I EPOHE / Vladimir Devide . - Zagreb
ško l sk a knj i ga , 1979. - 177 str . ; 29 cm (Cen a 400 . -din)

Pr ed kr a tkim je na j ugos l ovan s ko knj i žno t rž išč e pr iš l a še ena
knj i ga o mat emati ki. Po uva j anj u "nov em atema tike" v osn ovnih
in sredn ji h š ol ah se j e zanimanje za matemati ko mo čn o povečalo.

Prav v tem je ve lik, č e ne edini .us peh "nove ma te mat i ke" . Dru­

š t va matematikov po vsem svetu, prav tako pa tudi posamezniki,
se že nek aj deset letij tr udijo s preda vanj i, krožk i in tekmov~

nji , da bi med mlad ino povečali za nimanje za matematiko. Pri
t em so bi li do kaj uspešni . "Nova matemati ka", povečano število
raznih lepih knjih o matemati ki in matemati čnih revij pa so t~

di pr i nes li svoje.

Od mn ogih podob nih knj ig je del o profesorja V. Devid eja ne kaj

pos ebnega . Namen je na je "matematikom, ki ne znajo razumet i ma­
tema tike in matematikom, ki l ahko tudi ne raz umejo". Zgodovin­
s kemu pregledu raz voja matematike je avtor dodal mnogo svoj ih
misli in raz lič n i h povezav z drug i mi strok ami, kjer je mate ma ­
tika bi la in je še potrebna . I z kaza la je raz vi dno, da j e bil o
knj igo, č e ne lahko pa vs a j zelo prijetn o oprem ljati z mn oglml
lepimi š t i r i ba r vni mi i lustra cijami. Med nj imi je ve li ko portr~

t ov sl av nih matemati kov, ve li ko je rep rodu kcij pr vih in drugih
za pis ov š t evil in pis av, mnog o sli k ponazar j a si metr ijo v nar~

vi živeg a in ne živega sve ta ter nekatere podobe najslavnej ših
dogodkov tega sto letja, pri katerih je mat ema t i ka prispev ala
svoj de lež. Na j omeni mo e lektron s ke računsk e stroje, pomembne
gradnj e v stavbar stvu, l et al s t vu in drugod ter prv i č l o v e k o v

korak na Lu ni .
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NOVE KNJIGE

OBVESTILO OB KONCU ŠOLS KEGA LETA U~ENCEM IN OljAKOM OSNOVNIH IN SREONJIH ŠOL

Pri komisiji za tisk OMFA SRS lahko kupite pr i skup inskem naroči lu s popu­
stom poleg knjig SIGMA tudi nekatere priročnike in pomožne učbenike . Našte­
ti učbeni k i bodo v prihodnjem letu še v uporabi, ker se je učni načrt le m~

lo spremen il in ne bodo iz šli novi . Zaloga prvih dveh knjig je majhna in P9
natisa verjetno v tem ko l eda r skem' letu ne bo .

TA BLICE
KV ADRATO V, KUBOV, KVAD R....TNIH
IN IW 8l e S IH KOMENO \' NARAVN IH

STEVIl. oo J oo 'HI TER QBSEGa V
IS I'LOSCIN KROGA ZA MEJl.SKA
$TEVIlA PREMERA OD J DO 299

0Il 7"'VN" l.\l.W ILo\ !>UlV~UE

lIUIIUA1'lA •• '"

Uršič S., Šti rimestni loqar i trni in dr uge ta be le
Zažkar J ., Tab l ice kvad ratov , kubov, kvadratnih

kubičnih korenov , . . .
Štalec I., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in

analize za gimnazije:

40.-din (50.- din)
in

11.-din(12 ,50din) ,...
1. razr. 44. -din (49.-din)
2 . razr. 42 . - d in (47.-din)
3. ra zr. 41 . -d in (45 .-din)
4. razr. 42. -din (47 . -d i n)

Priporočamo vam, da si jih preskrbite že pr ed počitni cami . Po l eg cene s po­
pustom so v ok lepajih navedene cene v knjigarna h.

CiriL Velkovrh


