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ASTRONOMIJA

PRVI POSKUSI DOLOCANJA RAZDALJ V VESOLJU

Kako daleé je do zvezd? To vpraSanje so si 1judje zastavljali
Ze zelo dolgo. NajveCji astronomi svoje dobe so vedno znova do
kazovali, kako dalec lahko seZe Clovekov um. V veé kot dvati-
soéletni zgodovini merjenja vesoljskih razdalj se je meja zaz-
navnega vesolja $irila od povr3ja Zemlje do Sonca, nato od
bl1iZnjih do oddaljenih zvezd in nazadnje do milijarde svetlob-
nih let oddaljenih svetov. Vsaka nova meritev je predstavlijala
svojevrsten doseZek znanosti. Nekaj prvih dosezkov bi si radi
ogledali v tem sestavku.

Grki so Ze zelo zgodaj zaceli razmidljati o zgradbi sveta in o
odnosih med Soncem, Luno in planeti. Ze okrog tristo let pred
nasim Stetjem so imeli za danadnje €ase zelo napredne predsta-
ve o zgradbi sonénega sistema. Pitagorejci so verjeli, da se
Zemlja giblje po vesolju - verjetno po krogu, Heraklit je mis-
1i1, da se vsaj nekateri planeti gibljejo okrog Sonca, Tales
pa si je predstavlijal, da je Luna svetla, ker odbija sonéno
svetlobo. Vse te napredne ideje so omogoéile Aristarhu, enemu
najvecjih antiénih astronomov, da se je Totil dolocanja razda-
lje do Sonca. To je naredil v dveh korakih. Najprej je sklepal
takole: ker Sonce osvetljuje Luno, je oblika luninega krajca
odvisna od medsebojnih leg Zemlje, Sonca in Lune. V¥ trenutku,
ko je Luna natanko razpolovljena, oblikujeta zveznici Luna -
Zemlja in Luna - Sonce pravi kot (sl. 1). Z meritvijo je dolo-
¢il 5e kot med zveznicama Zemlja - Luna in Zemlja - Sonce (a).
Tako je poznal vse kote trikotnika Sonce-Zemlja-Luna in je lah
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ko izracunal razmerja med stranicami trikotnika. Dobil je raz-
daljo do Sonca v enotah razdalje do Lune.

S pomocjo treh nadaljnjih meritev pa je uspel izracunati 3e
razdaljo do Lune ter polmera Lune in Sonca v enotah zemeljske-
ga polmera. Sledimo Aristarhovim sklepom s pomoéjo sodobnega
racunstva, ki je seveda mnogo preprostejse, kot je bile tristo
let pred nasim Stetjem!

Najprej je Aristarh izmeril navidezni premer Sonca (&), to je
kot (kar v lognih enotah), pod katerim vidimo son&ni premer na
Zemlji:

2R, = D§ | (1)

Ra je polmer Sonca, U pa oddaljenost od Zemlje, ki je po Ari-
starhovem mnenju stalna. Njegovo naslednje opaZzanje je bilo,

da je trajanje popolnega sonénega mrka zelo kratko, kar pomeni,
da sta navidezni velikosti Sonca in Lune skoraj enaki. Tudi to
enakost si zapisimo v matematiéni obliki za kasnej3o rabo:

R /R, = D/d (2)

Tretje Aristarhovo opazovanje pa je bilo ob centralnem luninem
mrku (pri takem mrku gre Luna skozi sredis¢e Zemljine sence).

/,//}J\ :

o \

" a

S1. 1: Lege Sonca, Zemlje in Lune, ko vidimo Luno razpolovljeno
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Meril je ¢as od vstopa Lune v Zemljino senco do popolne pomra-
¢itve in cas trajanja popolne pomracitve. Ugotovil je, da tra-
jata obe fazi mrka enako dolgo. Slika 2 kaZe faze luninega mr-
ka, kot si jih je predstavljal Aristarh in si jih predstavija-
mo Se danes.

S slike je razvidno, da je premer Zemljine sence na lunini od-
daljenosti enak dvakratnemu luninemu premeru, e je le res, da
potuje Luna enakomerno po svoji kroZnici okrog Zemlje, kar pa
je Aristarh brez nadaljnjega privzel. (To tudi ni zelo dalec
od resnice, saj se lunin tir ne razlikuje prav dosti od kroini
ce.) Ta rezultat da 35e naslednjo enakost, ki sledi iz podobno-
sti s értkami naznacenih pravokotnih trikotnikov na sl. 2:

(R, - B,)/D = (R, - 2R;)/d (3)

Iz treh enacb (1), (2) in (3) danes ni teZko izralunati obljub
ljenih razmerij A#;/R_, B /R, in d/R_ . Rezultate, do kate-

rih je prisel Aristarh Ze pred kakimi 2200 leti, lahko napise-
mo v naslednji obliki:

S1. 2: Lege Lune, Zemlje in Sonca ob luninem mrku;
1 = trenutek vstopa v Zemljino senco, 2 - zafetek popolne pomraZitve,
3 - konec popolne pomracitve, 4 - izstop iz Zemljine sence
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Ry /R, = (1 + d/p)/3
R /R_ = (D/3d)(1 + d/D) (4)
/R, = (2/38)(1 + d/D)

n

Aristarhovo sklepanje je bilo sicer pravilno, njegove meritve
pa so bile obremenjene s precejinjo napako. Kot med Soncem in
Luno v trenutku, ko je osvetljena natanko polovica Lune, je
ocenil na 870, pravilna vrednost pa je 89°51° . Zato je dobil
za razmerje med razdaljama Zemlja-Sonce in Zemlja-Luna (D/d)
vrednost 20, kar je skoraj dvajsetkrat premalo. Tudi vrednosti
navideznega sonénega oziroma luninega premera (&) ni dobro oce
nil. Vendar so bili njegovi rezultati in podatki dovolj dobri,
da je nedvomno ugotovil, da je polmer Sonca vsaj sedemkrat vecg
ji od zemljinega, Luna pa je po velikosti trikrat manjsa od
Zemlje. Na osnovi teh rezultatov je Aristarh izdelal heliocent
riéni sistem. Smatral je, da mora manjSa Zemlja kroZiti okrog
veliko vecjega Sonca, manj3a Luna pa okrog vecje Zemlje. Tako
je bil Aristarh prvi, ki je ustvaril sliko o svetu na osnovi
opazovanj in znanstvenega sklepanja.

Aristarh je imel malo naslednikov svojega kova. Sele 120 let
mlajsi Hiparh je uspel izboljsati natancnost merjenja kotov in
je tako dobil precej boljSo vrednost za razdaljo do Sonca. Zal
pa ni razumel Aristarhove ideje o Soncu kot sredisS¢u, okrog ka
terega kroZijo planeti, ampak je izdelal za filozofe prijazne]
50 teorijo, po kateri je Zemlja srediSce sveta. Hiparhova teo-
rija je bila z racunske plati bolj3a od Aristarhove, ker je na-
povedala nekatere astronomske pojave. Tako je tehniéna premoé
mlajSega Hiparha pokopala heliocentriéno teorijo za skoraj 18
stoletij.

V teh osemnajstih stoletjih, ki vkljucujejo temacna obdobja
srednjega veka, je globina pogleda v vesolje kveljemu padala.
Cerkvene dogme so bile tezZke spone, ki so prikovale clovekov
um, da je stoletja in stoletja nemoéno cepetal na mestu. V re-
nesansi se je &lovedtvo otresalo dogem in s Kopernikom (1473 -
1543) je v astronomiji zavel sveZ duh. Z Galilejevo uporabo te
leskopa v astronomske namene pa je napocil €as za natancnejse
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meritve.

Sele v 17. stoletju je bila merska tehnika dovolj dobra, da so
mogli s pridom uporabiti metodo paralakse za merjenje vesolj-
skih razdalj. (To metodo je poznal verjetno Ze Aristarh., sko-
raj zagotovo pa Hiparh, ki je po izro€ilu napisal o tem celo
knjigo.)

Metoda paralakse temelji na tem, da se bliZnji predmet navidez
no premakne glede na oddaljeno ozadje, &e spremenimo lego opa-
zovalidca (sl1. 3).

Kot med smerema opazovanja v prvem in drugem opazovali&cu ime-
nujemo paralakso (v). S sl. 3 je razvidno, da je paralaksa tem
vecja, ¢im manjsa je oddaljenost do opazovanega predmeta in
¢im veija je oddaljenost med opazovaliicema.

To metodo sta uporabila astronoma Richer in Cassini za merje-
nje oddaljenosti planeta Marsa 1. 1672, ko je bil najbliZe Zem
1ji. Richer je opazoval Mars iz Cayenne - glavnega mesta fran-
coske Gvajane, Cassini pa iz Pariza. Njuni navidezni legi Mar-

L D N

S1. 3: Metoda paralakse; h - razdalja med opazovaliiZema, D - oddal jenost
predmeta, n - paralaksa
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sa sta se razlikovali za petnajst loc¢nih sekund. Iz znane raz-
dalje med Cayennom in Parizom (razdalja po ravni &rti je sko-
raj natanko enaka polmeru Zemlje) sta doloéila najmanjso odda-
ljenost Marsa.

S tem sta 3e potrdila doseike Keplerja in Newtona, ki sta poka
zala, v kak3nih razmerjih so si obhodni &asi planetov in veli-
ke osi njihovih eliptiénih tirov okrog Sonca ("tretji Kepler-
jev zakon"). Tako je bilo mogoe iz Richerovega in Cassinijeve
ga podatka izracunati oddaljenosti vseh planetov od Sonca. Za
Zemljino oddaljenost od Sonca so dobili tako prvi zanesljivi
podatek 140 milijonov kilometrov, kar je le 7% manj od prave
vrednosti, vendar veliko vec kot so bili pricakovali. Postalo
je jasno, da bo doloiitev paralaks bolj oddaljenih planetov,
kaj Sele zvezd, mnogo zahtevnejsa.

Razen paralakse planetov so astronomi Zeleli izmeriti tudi pa-
ralakso oziroma razdaljo do zvezd. Istocasna meritev iz dveh
razlicnih krajev na Zemlji tu ne pride v posStev, ker je razda-
1ja med opazovaliscema premajhna v primeri z razdaljami do
zvezd. Vecéji uspeh so si obetali od meritev na istem kraju,
vendar v polletnih &asovnih razmikih. V pol leta pride Zemlja
namre¢ ravno v nasprotno stran ekliptike. Zato je razdalja med
opazovalisScema v takem primeru enaka premeru ekliptike, t.].
okrog 300 milijonov kilometrov, kar je mnogo vec, kot razdalja
med katerimakoli tockama na Zemlji.

Po skoraj tristoletnih naporih in izboljSavah merskih priprav
se je 1. 1838 konéno posrecilo Besselu, da je kot prvi izmeril
paralakso zvezde 61 Cygni v ozvezdju Laboda. Rezultat nam pove,
zakaj so bili potrebni tolik3ni napori. Paralaksa, ki jo je
Bessel izmeril, je komaj 0,3 loéne sekunde, to pa je kot, pod
katerim bi videli 1,5 cm visok predmet z razdalje 10 km (za
Ljubljancane bi to pomenilo videti Skatlico vZigalic na vrhu
Krima). Besselu so zelo hitro sledili Se drugi astronomi, tako
da so v sto letih namerili Ze veC kot Sest tisoC paralaks. Clo
vek je tako konéno prestopil prag sonénega sistema in se zacel
razgledovati po zvezdah.
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Razvoj fizike in njenih metod proti koncu prejinjega stoletja
je 5e mocneje pospesSil clovekove korake v vesolje. Potem ko so
astronomi poznali oddaljenosti nekaterih zvezd, so jih lahko v
mislih pribliZali na poljubno razdaljo in jih primerjali med
seboj. Pri tem so odkrili vrsto zakonitosti, ki vladajo v Ziv-
ljenju zvezd. Z mnogimi od teh zakonitosti si danes pomagajo,
da dolo&ijo razdalje, ki so mnogokrat vecje od tistih, ki jih
Se lahko dolocimo s paralakso.

Andrej CadeZ

NALOGA 0 KROZNICI*

V ravnini lezi »n > 3 tofk, nobene tri izmed njih na premici.
Ali obstaja kroZnica, ki gre skozi najveé tri tocke, v njeni
notranjosti pa ni nobene izmed ostalih toé&k?

Du&an Repovd

*|lustriral Bofo Kos
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MATEMATIKA

0 OBSEGU IN PLOSCINI

Poznavanje Stevil in prostorskih povezav je imelo v najstarej-
S$ih civilizacijah prakticen pomen.

Geometrijski problemi, kot sta npr. racunanje obsega in plo3éi
ne, so bili povezani z merjenjem kot praktiéno dejavnostjo. Ce
seZemo v zgodovino nazaj, vidimo po pisanih virih, da ljudem,
kjub praktiénemu ravnanju in merjenju, dolgo ni bilo jasno, v
kaksnem medsebojnem odnosu sta si obseg in plo&&ina.

1. primer: Gr3ki zgodovinar Tukidid (460 - 396 pr.n.5t.) je v
Zgodovini pelopone3kih vojn zapisal: Za jadranje okoli dvakrat
vec¢jega otoka porabimo dvakrat daljsi ¢as.

Tukididova ocenitev, da sta si obseg in plo3cina premosorazmer
na, je bila bolj posledica njegovega prepriéanja, kot pa rezul
tat praktiénega poskusa ali matematicnega premisleka.

Sl. 1
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Problem odnosa med obsegom in plo3¢ino lahko nekoliko raziice-
mo s poenostavijenim matematicénim primerom, kjer je otok pred-
stavljen s pravokotnikom, ostali 1iki pa predstavijajo ploscin
sko dvakrat veéji otok (s1. 1).

Ali je obseg pri teh 1ikih tudi dvakrat vec¢ji? Razmisli!

2. primer: Polibij (okoli 200 do okoli 120 pr.n.3t.) je nekje
zapisal: 5e vedno so ljudje, ki ne morejo razumeti, da ima pro
stor, odmerjen za vojaski tabor, pri istem obsegu vec ali manj
prostora za Sotore.

s$l. 2

Pri razmidljanju si lahko pomagamo s poenostavlijenim poskusom
(s1. 2). Sklenjeno nitko ali vrvico napnemo okoli bucik ali
Zzebljickov, ki predstavlijajo oglisca trikotnikov. Dveh oglisc
ne premikamo, s tretjim pa oblikujemo najrazlitnejse trikotni-
ke z istim obsegom.

Vsaki€¢ ugotovi ploScino nastalega trikotnika in jih primerjaj
med seboj!

Poskusaj narediti kak3Sen zakljucek!
Opomba: Kako se je iskanje odnosa med ploSc¢ino in obsegom rav-
ninskih likov v zgodovini nadaljevalo, si Tahko bralec poiice

v knjigi Ivana Vidava: Refeni in neveZeni problemi matematike
v poglaviju Izoperimetridni problemi.
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3. primer: Narava re3uje problem odnosa med ploic¢ino in obse-
gom na zacudenja vreden nacin. Poglejmo v cebelji panj. Celice
v satovju so pravilni Sestkotniki. Domnevamo, da je vprasanje
povezano z ekonomiénostjo. To pomeni, da je pri ¢im manjsi po-
rabi voska (iz tega so narejena stene celic), doseZen najveiji
izkoristek prostora, ki je namenjen za skladiscenje medu.

Ali imajo Cebele v svoji nagonski izbiri prav? Poglejmo si nji
hovo gradbeniStvo v jeziku matematike.

Trditev: 0d vseh pravilnih mnogokotnikov, s katerimi se da po-
kriti ravnino, tako da ni medprostorov, ima pravilni Sestkot-
nik pri istem obsegu najveéjo ploicino.

Dokaz: a) Ravnino lahko na predpisani nacéin, tako da ni medpro
storov, pokrijemo z enakostraniénimi trikotniki, kvadrati in
pravilnimi Sestkotniki (s1. 3).

sl. 3: a) b) c)

Z drugimi mnogokotniki ravnine ni mogofe prekriti. Razmisljamo
pa takole: Vsota notranjih kotov m pravilnih n-kotnikov, ki se
stikajo v skupnem oglidgu, je 360°.

m(180°%(n - 2)/n) = 360° ali tudi
m = 2n/(n - 2) (1)

e enatbo za m iz (1) preoblikujemo, dobimo:

(n = 2)(m-2) =4 (2)
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Stevilo 4 lahko na tri naline zapiSemo kot produkt dveh narav-
nih Etevilsy 4 %1 % 9H 2 . 2

Tako dobimo za n tri reditve, ki nam povedo moZne mnogokotni-
ke, s katerimi se da pokriti ravnino. Iz enacbe (n - 2) = 4
dobimo prvo resitev n; = 6 ; iz enatbe (n - 2) =1 dobimo
drugo resitev n, = 3 1in iz enatbe (n - 2) = 2 dobimo tre-
tjo resSitev ny = 4

b) Dokazati je treba, da ima pri istem obsegu (oznaka L) pra-
vilni Sestkotnik od moZnih mnogokotnikov najvecijo plosdcino.

Enakostranicni Kvadrat Pravilni
trikotnik sestkotnik

Obrazec za
ploséino, &e a2 V3 /4 a? 3a2V3 / 2
je stranica a

Dolzina stra-
nice pri da- L/3 L4 L/6
nem obsegu L

Z obsegom
jizraZena plo- L2.V/3/36 L2/16 L2,/3/24
§¢ina L2.0,0481 L2.0,0625 L?.0,0722

Naloga: Narisi enakostranicéni trikotnik, kvadrat in pravilni
Sestkotnik, ¢e je obseg vsakega od njih 20 cm. Postavi jih ta-
ko, da je sredisce oértanih krogov za vse mnogokotnike isto.

Danijel Bezek
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KAKO PODVOJITI KOCKO ?

Problem podvojitve kocke se je pojavil Ze v delu nekega matema-
tiéno neizobraZenega grSkega pesnika. Pisal je o mitolodkem

kralju Minosu, ki ni bil zadovoljen z velikostjo grobnice svoje
ga sina Glavka. Zahteval je dvakrat vecjo grobnico in menil, da
se da to storiti s podvojitvijo vseh njenih dimenzij. Ta pesni-
kova "matematika" je vzpodbudila geometre, da so se lotili pro-
blema, kako podvojiti trdno telo, da pri tem ohrani obliko.

Znana je 5e druga zgodba. Delski vedez je prerokoval 1judstvu,
da se bo redilo kuge, ¢e bodo podvojili Apolonov kockasti ol-

tar. NajbrZ so problem zaupali Platonu, ki ga je predloZil ge-
ometrom v svoji Akadamiji. Zato se tudi imenuje delski problem.

Naj je zgodba resniéna ali ne, vendar so se s podvojitvijo koc-
ke ukvarjali 3tevilni grski matematiki in tudi pridli do redit-
ve. Znani so Menehmus, Arhitras, Evdoksos, Eratostenes, Pappus,
Diokles, Hipokrat in drugi.

Matematiki so se zelo trudili, da bi problem resili le s Sesti-
lom in neoznacenim ravnilom (Evklidsko orodje), pa ni 3lo. Da-
nes vemo zakaj! S Zestilom in ravnilom ee ne da narisati pre-
mie, ki bi imeli dolZini v razmerju Y2 : 1 . Problem podvoji-
tve kocke je eden od treh znamenitih problemov grike matemati-
ke¥

te je a stranica kocke, je treba poiskati stranico =z kocke, ki
bo imela dvakrat veéjo prostornino z3 = 243 oziroma =z =

=¥Z q
Poglejmo si dve reSitvi:

(A) Hipokrat (460 pr.n.5.) je sklepal takole: €e lahko najdemo
sestavlijeno sorazmerje dveh danih premic a : =z =2 : y =
=y : 2a , ne more biti ve& dale do reditve.

Iz tega dobimo:

*8e kvadratura kroga in trisekeija kota (glej Presek 111/3, str. 166). Pri-
merjaj Ze Presek IV/4, str. 197.
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z2 = ay , =z =a?y? ;3 y? = 2ax in zato

z% = 2aq3z
0d tod pa
z(xd - 2¢3) =0 in =z3 = 2a3
Toda Hipokrat do kon&ne reditve ni pridel; na osnovi njegovega

dela je problem redil Menehmus (350 pr.n.3.). Iz sestavljenega
sorazmerja je dobil tri enacbe

x?' = ay
y* = 2ax
zy = 2a?

Prvi dve predstavljata krivuljo parabole, tretja pa hiperbolo
(s1. 1). Abscisa tofke, kjer se pri danem a > 0 vse tri kri-
vulje sekajo, je refitev.

(B) Najbolj znana je Dioklesova re3itev. Pomagal si je s kri-
vuljo cisoido (po na3e bi rekli br3ljancnica): y2(a - =) = =2 .

Cisoido narisSemo takole (sl1. 2). V pravokotnem koordinatnem si

ks $l. 2
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stemu narisemo krog s polmerom /2 1in srediscem v tocki
N{a/2, 0), v toCki A4(a, 0) pa tangento na krog. Eno od tock
cisoide dobimo tako, da iz izhodiS¢a 0 nariSemo poltrak pod po
1jubnim kotom, ki seka kroinico v toéki B, tangento pa v to&ki
¢. Daljico B¢ prenesemo po poltraku do izhodisca ¢ in dobimo
tocko krivulje 7, da velja oT = BC .

Potek reSitve:

Najprej narisemo krog z radijem »r (sl1. 3), diametralni tocki
oznaéimo z 4 in B, pravokotnica na premer skozi srediice 0 naj
seka kroznico v tocki ¢, konstruiramo 35e tangento v B. Cisoido
konstruiramo tako, da poteka skozi tocki 4 in C.

Razpolovidée o¢ naj bo toika M in iz B skozi M potegnimo premi
co, ki seka cisoido v tocki p. Skozi 4 in P potegnimo premico,
ki seka kroinico v tocéki p. V tockah P in D nariSemo pravokot-
nici na premer in dobimo nove tolke: 5 na kroZnici ter [ in R
na premeru.

Po definiciji cisoide je AP = pE , zato iz Talesovega izreka
o sorazmerjih sledi AL = RBE in LO = OR .

Oznaiimo sedaj LB z a, AL z x in SL z y in poglejmo razmerje

LB : PL = 0B : OM ali
a i PL=» : v»f2 = PL = af?

Da reSimo nalogo, poglejmo
nekatere podobne ali pa sklad
ne trikotnike. Ocitno velja

AALP ~ AARD 1in AARD = ABSL

iz visinskega izreka v pravo-
kotnem trikotniku (kraka pote
kata skozi diametralni to&ki,
vrh ipa je na kroZnici) pa sle
di ABSL ~ AALS .

Torej velja

ABSL =~ AALS ~ AALP in od tod

Si. 3
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a iy =y &= PL=x  al
Iz tega sestavljenega sorazmerja dobimo

ar = y? oziroma z2 = y%/a? in x? = (a/2)y
Izenacimo desni strani obeh enach

iy
a -
zv=4%

Literatura:
Howard Eves , An Introduction to the History of Mathematics
Eugene Smith, History of Mathematics

Gregor Pavlid

PRAVILNI SESTEROKOTNIK

Pravilni Sesterokotnik razre-
Zi z ravnimi rezi tako, da
bos lahko iz dobljenih ko3é-
kov sestavil kvadrat enake
plos¢ine! (Obstaja vec redi-
tev).

Viadimir Batagelyd
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NEKI GEOMETRIJSKI RAZMISLEK V STIRIDIMENZIONALNEM PROSTORU

Ce je X kvadrat brez roba At
(~1:1) &= 1s0)  [(sTa 1) 1
in ¢e ga v tridimenzionalnem

prostoru zvijemo tako, da sam
sebe seka, bodo secisca vedno

loki, nikoli ne samo posamez-
ne tolke (sl1. 2).

Nas namen pa je premisliti,

kako Tahko v Stiridimenzional S1: 1
nem prostoru zvijemo kvadrat

k tako, da se bo sekal v eni

sami tocki.

V §tiridimenzionalnem prosto-

ru lahko vsako tocko zapisemo

s Stirimi koordinatami, na '

primer: (x.,y,z,t). To tocko

si lahko mislimo kot tocko

(zsy,2) v tridimenzionalnem

prostoru v "Casu" #: torej si 81 2
predstavlijamo 3tiridimenzio-
nalni prostor kot prostor, ki
ga dobimo, ¢e translatiramo
tridimenzionalni prostor
vzdolz Eetrte smeri. Tako lah RS
ko opiSemo lego zvitega kvad- * -
rata ¥ v Stiridimenzionalnem i ! 1u
prostoru tako, da povemo, kak g
ini so preseki s tridimenzio- e
nalnim prostorom v vsakem "¢a

su". Tudi kvadrat ¥ si lahko 51. 3
predstavijamo kot sled, ki jo

opise daljica (-1,1), €e jo translatiramo v ravnini vzdolZ dru
ge koordinate (sl. 3).
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Zato lahko X postavimo v §ti-
ridimenzionalni prostor tako,
da postavimo daljico

{=1:8) % 42} s =t e gl ¥
tridimenzionalni prostor v
"Casu" t. To storimo takole:
daljica (-1,1) x {0} naj le-
Zi v tridimenzionalnem prosto
ru v "casu" 0 tako, da se en-
krat seka (s1. 4).

€e se druga koordinata ¢ ve-
ca, naj se slika v tridimenzi
onalnem prostoru (hkrati, ko
"€as" enako hitro tece kot z)
zvezno razmika kot kaZe sli-
ka 5, sicer pa v obratno
smer.

S tem smo povedali, kako lezi
v Stiridimenzionalnem prosto-
ru vsaka daljica (-1,1) x {¢}
(ko "Eas"
ko se spreminjajo preseki kva
drata), zato poznamo tudi le-
go vsega zvitega kvadrata x.

OCitno je sefisce eno samo,

mineva, vidimo, ka-

in sicer v "gasu" 0. Jasno je

tudi, da je kvadrat lepo zvit,

t.j. da ni nikjer "zmeckan"

DODATEK:
kvadrat z enacbami.
primer v tocko s koordinatami

1I Z
7,
//
s
;/-\adf y

S1. 4: Tako obliko ima na primer
krivul ja

Llw) = (2u(1 - 2/(1 + W?)),
2/U + y2), 0) .

l(

S1. 5: Krivulja z enacbo

Le(w) = (2u(1 - 2/01 + W?)),

2/(1 + bu?), 2tu) Je Ze take obli-
ke. To se vidi, €e razmaknemo kri-

vuljo L iz slike 3. Tore] lezi teme
v ravnini & =0 , sicer pa tretja

koordinata raste ali pada hkrati z

u - torej je proporcionalna parame-
tru u. Ce vzamemo za proporcional-
nostni faktor ¢, dobimo Lg .

Bralcu z ve¢jim znanjem ne bo tezko predstaviti ta
Tocka (u,t) preide, ko kvadrat zvijemo, na

(2u(1 = 2/(1 + 8u2)), 2/(1 + 8u2), 2ut, t)
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FIZIKA

NAPAKE V KRISTALIH

Pravilna oblika nekaterih kristalov je Ze v preteklih stolet-
jih napeljevala 1judi na misel, da nastanejo kristali s sestav
1janjem enakih "gradbenih elementov". Danes vemo, da so ti
gradbeni elementi atomi ali atomske skupine, ki so v kristalu
razporejeni po pravilni prostorski mrezi. Velika vedina trdnih
snovi ima kristalno zgradbo. Okolis¢ine, .v katerih nastajajo v
naravi, pa le redkokdaj omogoZajo nastanek velikih ravnih plos
kev, po katerih navadno prepoznavamo kristale.

Osnovna znacilnost kristalov je stroga urejenost gradnikov. A
naj dajejo kristali vtis 35e tako popolnega reda, tudi oni "ni-
so brez napak". "Kot €loveske napake se tudi napake v krista-
1ih pojavljajo v brezstevilnih inacicah, mnoge odbijajocCe in
zoprne, druge spet oarljive", pravita v svojem ucbeniku Fizi-
ka trdne snovi avtorja Ashcroft in Mermin. Tudi v kristalih so
torej posejane napake, véasih v vecjem, véasih v manjsem Stevi
lu, enkrat nezazelene, drugi¢ koristne. Ta prispevek naj bo
kratek opis nekaj najobicajnejsih napak.

Preden se lotimo napak, se na kratko pomudimo pri idealnem kri
stalu in nekaterih izrazih, ki jih bomo veckrat rabili. Kri-
stalna mreZza je pravilna periodiéna razporeditev tofk v prosto
ru in je matematien pojem, ki podaja osnovno geometrijo kri-
stalne strukture. Kristal dobimo tako, da na vse mreine tocke
"pripnemo" enake gradbene elemente. Tak gradbeni element imenu
jemo baza in ga lahko sestavljajo posamezni atomi, atomske sku
pine, molekule ali ioni. NajpreprostejSo kristalno mreZo si
lahko mislimo sestavljeno iz enakih kock; ogliica kock tvorijo
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enostavno kubiéno mreZzo (EKM). V naravi skorajda ni snovi, ki
bi imela razporejene gradnike po toékah EKM. Mnoge snovi pa
kristalizirajo v telesno-centrirani ali v ploskovno-centrirani
kubiéni mrezi. Prvo dobimo tako, da postavimo dodatne tocke v
sredisce vsake kocke v EKM. Na tak nacin kristalizirajo npr.
krom, Zelezo, volfram, vanadij itd. Drugo dobimo, €e postavimo
po kockah v EKM dodatne tocke na sredini vsake ploskve. Po tem
vzorcu kristalizirajo npr. aluminij, baker, srebro, zlato in
mnogo drugih snovi. Vse tri razliéne kubiéne mreZe kaZe sl. 1.
Doslej je bil v vsaki mreZni tocki le po en atom. Kot zgled za
kristal z bazo, v kateri je vel kot en atom, vzemimo kuhinjsko
sol NaCl, NaCl sestavlja enako Stevilo natrijevih in klorovih
ionov, razvricenih izmenoma po toikah EKM, tako da je vsak ion
obkrozen s 3estimi najbliZzjimi sosedi druge vrste. Tako struk-
turo lahko opisemo kot ploskovno-centrirano kubiéno mreZo z ba
zo, ki jo sestavljata malo razmaknjena natrijev in klorov ion.
Enako kristalno zgradbo imajo 3e npr. NaBr, KC1, KBr in drugi
(s1. 2). V anorganskih kristalih je 3tevilo atomov v bazi pove
¢ini majhno, lahko pa se povzpne do okoli sto, v proteinskih
molekulah pa tudi do sto tiso&. Kristalno strukturo potemta-
kem poznamo, ¢e poznamo njenc kristalno mreZo in bazo. Razda-
1jo med dvema sosednjima mreZnima tofkama imenujemo mreZno raz
daljo.

S1. 1: Kubi&ne kristalne mreZe: (a) enostavna kubi&na mreZa, ki jo dobimo
s sestavljanjem enakih kock, (b) element telesno-centrirane kubi&ne mreZe
in (c) element ploskovno-centrirane kubi&ne mreZe. V resni&nem kristalu so
na mreznih totkah atomi, podobni kroglam, ki se druga druge dotikajo.
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Povejmo sedaj, kaj je napaka. Napaka je vsak odklon od idealne
strukture: manjkajo¢ atom, odvecen atom, drugaden atom itd.
Bolj na dolgo povedano je napaka vsako obmocje, kjer se razpo-
reditev gradnikov razlikuje od razporeditve v idealnem krista-
Tu. Napake so ploskovne, &rtaste ali tockovne, glede na obmoc-
je, po katerem se raztezajo. Resniéni kristali niso nikoli ide
alni, vedno nosijo napake, ki bolj ali manj spreminjajo njiho-
ve fizikalne lastnosti.

To&kovne napake

Ustavili se bomo le pri tockovnih napakah. Najpreprostejse in
najbolj pogoste so praznine in vrinki. Praznina je manjkajoc
atom ali ion. Lo¢imo dve vrsti praznin: Schottkyjeve in Fren-
klove. Prve nastajajo tako, da se v idealnem kristalu preseli
atom s kake mreZne totke na povr3je. Druge dobimo, €e se pre-
seli atom z mreine tocke na kako vmesno (intersticialno) tocko,
ki v idealnem kristalu ni zasedena. S1. 3 shematiéno kaZie na-
stanek praznin v ionskem kristalu. Vrinki so atomi, ki so se
intersticialno vrinili v kristal in jih v idealnem kristalu ni.
Vrinki se pojavljajo seveda tudi ob vsaki Frenklovi praznini.

V kovinah,tik preden se stalijo, je navadno od 0,01 do 0,1 od-

stotka praznin. Opazili so, da nastajajo v nekaterih kristalih,
npr. v NaCl in KC1, v glavnem Schottkyjeve praznine, v drugih,

npr. v AgCl ali AgBr, pa Frenklove.

Gostota kristala, v katerem nastajajo Schottkyjeve praznine,

S1. 2: Kristalna zgradba kuhinjske
soli NaCl: bazo sestavljata iona
Nat in C1-, ki sta narisana ojate-
no. loni Na© in C17 vsak zase tvo
rijo ploskovno-centrirano kubi&no
mreZo. Celoten kristal dobimo, Ce
v vsaki tofki natrijeve podmreZe
postavimo bazo. Poi3E&i Sest naj-
blizjih sosedov iona C17 v sredi-
iZu slike. lzberi si enega natrije
vih ionov in poi%€i njegovih Sest
najbliZzjih sosedov.
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se manjsa, medtem ko tvorba Frenklovih praznin gostote ne spre
meni. Ce namreé prehajajo atomi iz notranjosti kristala na po-
vrije - tako nastajajo Schottkyjeve praznine - se masa krista-
la ne spremeni, prostornina pa se poveca. Zato se gostota
zmanj$a. Pri nastajanju Frenklovih praznin prehajajo atomi z
enega mesta na drugo le znotraj kristala, zato ostaneta nespre
menjeni tako masa kot prostornina in torej tudi gostota.

Kristali s Schottkyjevimi prazninami se z rastoco temperaturo
raztezajo bolj kot kristali s Frenklovimi prazninami ali kot
idealni kristali. Vzemimo idealen kubiCni kristal z razdaljo a
med mreinima tockama. Kristal naj ima obliko kocke z robom L,
ki meri n° mreinih razdalj. Tako je L = N’a . Ko kristal se-
grejemo, se povefa mreZna razdalja za aa , rob kristala pa za
AL . Pricakovali bi, da sta AL 1in Aa sorazmerna: AL = N’Aa
oziroma, da sta relativna raztezka enaka: AL/L = Aa/a . Spre-
membo mreZne razdalje lahko doloimo iz opazovanja uklona rent
genske svetlobe na kristalu, spremembo dolZine roba pri krista
lu pa z merjenji, ki so podobna Solskim merjenjem raztezka se-
grete palice. S1. 4 kaZe izid merjenj pri aluminiju. Relativni
raztezek kristala AL/L je veiji kot aAa/a in se s temperatu
ro hitreje povecuje. To kaZe, da se kristal ne veca le na ra-
¢un vecanja mreine razdalje @, ampak se hkrati poveluje Stevi-

S1. 3: Schottkyjeve in Frenklove praznine. Z [] smo ozna&ili praznino. S1i
ka kaZe nastanek praznine pozitivnega iona, enako nastajajo tudi praznine
negativnih ionov.
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lo praznih mest v mreZi - povecuje se Stevilo praznin. Ta in
mnogi drugi poskusi kaZejo, da je koncentracija praznin v kri-
stalu odvisna od temperature. Iz zakonov fizike lahko izracuna
mo, da so praznine prisotne tudi v sicer idealnem kristalu. V
kristalu z ¥ atomi je

n =N exp(-wofkT} (1)

praznin, e je Wy energija za oblikovanje ene praznine, k
Boltzmannova konstanta & = 1,38.10°23J/°K in 7 absolutna tem
peratura. Racun in poskusi torej kaZejo, da se z rastoco tem-
peraturo ravnovesna koncentracija praznin veca.

Praznine torej niso posledice (le) poSkodb kristala, neidealne
rasti in drugih zunanjih okoliicin, ampak so nekaj, kar je zna
€ilno za kristal sam. Mislimo si, da so praznine posledica ter
miénega gibanja atomov v kristalu. Cim visja je temperatura,
tem moénejse je termicno gibanje in tem vel praznin nastane.

Ocenimo znaéilno Stevilo praznin v kristalu. Velikostni red

energije Ho je 1 eV (elektron-volt eV je enota, primerna
za merjenje energij v atomskem svetu; 1 eV = 1,6.10719%9J), za
temperaturo pa vzemimo 1000°K. Po formuli (1) je n/N -~ 10°°

-
A0 450 500 550 500 650 T(C}

$1. 4: Razlika med relativnim linearnim raztezkom kristala AL/L in rela-
tivno spremembo mreZne razdalje Aa/a pri segrevanju kristala aluminija.
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Na vsakih sto tiso¢ atomov eden manjka. To pomeni, da je v kri
stalu z velikostjo 1cm® z okoli 1023 atomov okoli 10!% praznin.
Pri drugaéni temperaturi je seveda tudi koncentracija praznin
drugacna.

Omenimo, da v kristalih ne morejo nastajati poljubne koncentra
cije poljubnih vrst praznin. Ena od vainih omejitev je elekt-

riéna nevtralnost kristala. Ce bi npr. iz kristala KC1 odstra-
njevali le ione K+, bi postal kristal elektricno neuravnovesen
- negativno nabit. Ce naj ostane nevtralen, mora nastati enako
Stevilo pozitivnih in negativnih praznin.

Praznine so pomembne pri elektri&ni prevodnosti ionskih krista
lov, ki jih sicer poznamo kot izolatorje. Nosilci elektricnega
toka v teh kristalih niso elektroni kot v kovinah, ampak ioni.
Le-ti se le steZka prebijajo skozi gosto mreZo ionov idealnega
kristala. Zato je specifiéni upor takih kristalov tako velik:
v kristalih alkalnih halogenidov je od 10 do 10%0chm-m (v bakru
npr. je le 107%ohm-m). Upor pa se hitro manj3a, e se poveca
Stevilo praznin, saj se le-te premikajo v kristalu mnogo laije.
Da je elektriéna prevodnost res odvisna predvsem od gibanja
praznin, se prepricéamo, ¢e izmerimo odvisnost prevodnosti od
temperature: prevodnost se veca eksponentno z 1/T7 , torej na
enak nac¢in kot ravnovesna koncentracija praznin, ki jo podaja
formula (1).

0 pomenu praznin za prevodnost se prepricamo tudi, ¢e dodajamo
kristalom alkalnih halogenidov kak dvovalentni element. Ugoto-
vili so, da je elektri¢na prevodnost sorazmerna z dodatkom dvo
valentnega elementa. Hkrati so opazili, da se na elektrodah 3e
vedno nabira enovalentni element, kar prica, da je Se vedno
le-ta nosilec elektriénega toka. Vsak ion Ca++, ki ga vgradimo
v kristal na mesto iona K+, ustvari namrec negativno praznino
Kt .* Dvovalentni ioni povecujejo prevodnost posredno tako,
da ustvarjajo nove praznine. Vel praznin pomeni veljo prevod-
nost. Zato je prevodnost v ionskih kristalih tako zelo odvisna
od temperature in od Cistosti vzorca.
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Barvni centri

Napake v kristalih Tahko vplivajo tudi na njihovo barvo. MreZne
napake, ki vpijajo (absorbirajo) vidno svetlobo, imenujemo
barvne centre. Praznine same navadno kristalov ne obarvajo. V
kristalih alkalnih halogenidov na primer, ki so prozorni na
vsem vidnem obmo&ju, kadar so ¢isti, vplivajo mreine praznine
na absorpcijo ultravijoliénih Zarkov, ne pa na vidno svetlobo
in zato tudi ne na barvo. Lahko pa jih obarvamo drugace. V na-
daljnjem si bomo ogledali nekaj preprostih barvnih centrov, ki
dajejo kristalom barvo.

Najpreprostejdi iz druzine barvnih centrov je F-center (kar
je okraj3ava za nem3ko besedo Farbzentrum = barvni center).
F-center je na praznino negativnega iona vezan elektron. UEi-
nek praznine negativnega iona je tak, kot bi na njegovem mestu
sede]l delec s pozitivnim nabojem**,

Sistem praznina-elektron je podoben izoliranemu atomu, npr.
vodikovemu ali natrijevemu ali kasnemu drugemu, in se podobno
tudi obna3a. Zakaj lahko tak sistem kristal obarva? Vemo, da
se plamen, v katerega vrZemo malo kuhinjske soli, t.j. NaCl,
rumeno obarva. To razlozimo takole. Atomi se lahko nahajajo v

* Negativne praznine K* se v kristalu v resnici pojavljajo, ker so potreb-
ne za ohranitev elektri&ne nevtralnosti. Dvakrat fonizirani foni Ca** izpo
drivajo le enkrat ionizirane ione kKt in ustvarjajo preseZek pozitivnega na
boja. Presefek se uravnovesi tako, da se vsakemu jonu Ca*™ umakneta dva
iona K* ; na mesto prvega sede Ca**, mesto drugega ostane prazno. Tore]j
ustvari vsak Ca**eno negativno praznino K*. To potrjujejo tudi merjenja go
stote kristala.

#* To si predstavljamo takole. Ko so prisotni Se vsi ioni, je kristal nev-
tralen. Nato odstranime naboj -e negativnega iona na dva nafina. Enkrat od
nesemo negativni naboj iz kristala in ustvarimo praznino. Drugi& '"uni€imo"
naboj -e negativnega iona tako, da mu dodamo enako velik pozitivni naboj

+e. Obakrat je elektrostatiéni ucinek enak, obakrat smo se znebili negatiy
nega naboja. Torej ima odstranitev negativnega iona z nabojem -e enak uli-
nek, kot €e v nevtralnem kristalu dodamo na njegovo mesto pozitivni naboj

+e, Zato deluje praznina negativnega iona kot bi imela pozitiven naboj. Po

zitivni naboj pa privlagi negativne elektrone in kak3nega tudi ujame. Tako
nastane F-center.
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stanjih z razliénimi notranjimi energijami. Te energije niso
poljubne, ampak imajo le izbrane, tofno doloCene vrednosti. Ka
dar je atom v stanju z najniZijo energijo, pravimo, da je v os-
novnem stanju, sicer je v vzbujenem. Atomi se iz vzbujenih
stanj vedno sami vracajo v osnovno stanje. Atom lahko preide
iz enega stanja v drugo, ¢e dobi ali odda primerno energijo,
t.j. energijo, ki je natanéno enaka energijski razliki med obe
ma stanjema. Pri natrijevem atomu je prvo vzbujeno stanje za
energijo 2,1 eV nad osnovnim stanjem. Atom natrija lahko prei-
de iz osnovnega stanja, ¢e dobi ravno to energijo, ko pa prei-
de nazaj v osnovno stanje, to energijo spet odda. Natrijevim
atomom lahko prinese za prehod v vzbujeno stanje potrebno ener
gijo svetloba - natrijeva para &rpa iz vidne svetlobe tisto se
stavino, ki ima energijo fotonov ravno 2,1 eV, t.j. rumeno sve
tlobo z valovno dolZino 5900 R. Pri poskusu s kuhinjsko soljo
v plamenu izhlapeva iz soli natrij. Pri temperaturi, ki je v
plamenu okrog 200000, je kinetic¢na energija atomov Ze dovolj
velika, da lahko dobivajo natrijevi atomi energijo za prehod v
vzbujeno stanje tudi s trki. Iz vzbujenega stanja v osnovno pa
se spet vracajo tako, da se znebijo odvecne energije v obliki
fotonov svetlobe valovne dolzine 5900 R. Zato je plamen rumeno
obarvan.

Barvni centri so lahko kot izolirani atomi v razliénih stanjih
z dolocenimi notranjimi energijami. Pri prehodih centri érpajo
ali sevajo fotone svetlobe s primerno valovno dolzino. Tako,
podobno kot natrijevi atomi plamen, barvni centri obarvajo kri
stal.

Najbolj znani so barvni centri v kristalih alkalnih halogeni-
dov. Dobimo jih tako, da fiste kristale obsevamo z rentgensko
svetlobo ali z Zarki gama ali pa segrevamo kristale v pari al-
kalne kovine. Kristal NaCl, ki ga segrevamo v natrijevi pari,
postane npr. rumen, kristal KC1 pa v kalijevi skrlatnordec.
Pri segrevanju kristala v kovinski pari se alkalni atomi vgra-
dijo v kristal in jih je od 10'% do 10!9 na cm3. Gostota obar-
vanega kristala se manj3a sorazmerno s koncentracijo alkalnih

90



atomov. To pomeni, da se atomi iz pare alkalne kovine ionizira
jo in vgradijo v kristalu na mesta pozitivnih ionov. Pri tem
nastajajo hkrati praznine negativnih ionov. Elektroni ionizira
nih atomov se ujamejo na te praznine in ustvarijo F-centre.

Na podoben naéin kot F-centri nastajajo tudi sorodni, a bolj
zapleteni barvni centri. M-center je nekak3en dvojni F-center:
dva elektrona se ujameta na dve sosednji praznini. R-center Jje
trojni F-center, v katerem so povezane tri bliZinje praznine s
tremi elektroni itd.

F-centru zelo podoben je tudi F,-center. V kubiénih kristalih
tipa NaCl obdaja F-center Sest enakih najblizjih sosedov - po-
zitivnih ionov. Fp-center dobimo, ¢e enega od njih nadomestimo
z drugaénim jonom - neistofo (s1. 5). Ko zamenjamo enega od
prvotnih ionov, se spremeni elektriéno polje, v katerem se na-
haja F-center. Zato se spremenijo moZna energijska stanja barv
nega centra, s tem energijske razlike med osnovnim in vzbujeni
mi stanji in tako tudi barva svetlobe, ki jo center cCrpa ali
oddaja.

Vrsto centrov razpoznavajo predvsem iz barve svetlobe, ki jo
absorbirajo pri prehodih iz osnovnega v vzbujena stanja. Ven-
dar samo iz barve sestava centra 3e ne morejo zanesljivo dolo-
titi. Za to uporabljajo najrazliénej3e tehnike in zvijace, ki
pa si jih Zal tu ne moremo ogledati.

S tem opisom nismo niti pribliZno izé€rpali tofkovnih napak. Ni
smo npr. omenili, da obstajajo poleg obic¢ajnih napak, ki smo
jih srecali - praznin, vrinkov, nefistoé, barvnih centrov - v

A

@) '

51. 5: Fp- center, oznafili smo ga __@ -
z (), v kristalu NaCl. Fp-center
Jje nastal na mestu fona C17, naj-
bliZji sosedi so ioni Na*, od kate

rih je enega zamenjal ion Lit. @

o
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kristalih tudi bolj neopazne napake, ki pravzaprav sploh niso
prave napake. Taka "napaka" je npr. eksciton. To je navaden

ion idealnega kristala, ki se od drugih jonov razlikuje po tem,
da je v vzbujenem (ekscitiranem - od tod ime) stanju. Vzbujeno
stanje se lahko prena3a z iona na ion in se obna3a kot poseben
delec. No, za tak podrobnejsi pregled nimamo niti dovolj pro-
stora niti dovolj znanja. Namen prispevka je bil le pokazati,
da v kristalih ne obstaja samo svet zanimivih urejenih struk-
tur, ampak tudi ni€ manj zanimiv in privlaéen svet nereda in
napak.

TomaZ Kranje

PRESEIEK-=List za mlade matematike, fizike In astronome.
7. letnik, Zolsko leto 1979/80, 2. Etevilka, str. 65 - 128.

lzdaja DruStvo matematikov, fizikov In astronomov SR Sloveni je.

Uredniki odbor: Vladimir Batagelj (Bistrovidec), Danijel Bezek, Andrej
Cadez (astronomija), JoZe Dover, TomaZ Fortuna, Pavel Gregorc (uganke, kri-
Zanke), Marjan Hribar (fizika), Andrej Kmet (Presekova knjiZnica - matemati
ka), Ljubo Kostrevc (Premisli in re3i), JoZe Kotnik, Edvard Kramar (Tekmo-
vanja -naloge), Matilda Lenar&i& (Pisma bralcev), Norma MankoZ-Bor3tnik
(Presekova knjiznica + fizika), Franci Oblak, Peter Petek (Naloge bralcev),
TomaZ Pisanski (matematika), TomaZz Skulj, Janez Strnad (glavni urednik),
Zvonko Trontelj (odgovorni urednik), Marjan Vagaja, Ciril Velkovrh (ured-
nik, Nove knjige, Novice - zanimivosti).

Rokopis je natipkala Metka Zitnik, jezikovno ga je pregledala Sandra Oblak,
opremila pa sta ga Borut Delak in Visnja KovaZi&, slike je narisal Slavko
Lesnjak.

Dopise poSiljajte in list narofajte na naslov: Komisija za tisk pri Drustvu
matematikov, fizikov in astronomov SRS - PRESEK, Jadranska 19, 61001 Ljub-
l1jana, p.p. 227, tel. 265-061/53, Stev. Ziro raguna 50101-678-48363, deviz-
ni rafun pri Ljubljanski banki 3tev. 32009-007-10022/6. Naro&nina za Solsko
leto je za posamezna narofila 40.-din, za skupinska pa 32.-din; za inozem-
stvo 3 $ = 60.-din, 2500Lit, 45.-Asch. Posamezna 3tevilka stane 10.-din.

List sofinancirajo republi3ka izobraZevalna skupnost Slovenije in razisko-
valpna skupnost Slovenije.

Ofset tisk Casopisno in grafiéno podjetje '"DELO", Ljubljana. List izhaja
petkrat letno v nakladi 22.000 izvodov.

© 1979 Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS - 428
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PISMA BRALCEV

Dr. Alojzij Vadnal, profesor matematike na Universi E. Karde-
lja v Ljubljani, ekonomska fakulteta, nam je poslal zanimive

pisme. Njegov predlog o objavijanju literature, ki jo imamo v
slovenskem jeziku, na koncu &lankov, uredni3ki odbor pozadrav-

lja in ga bo posredoval tudi veem bododim avtorjem &Elankov.

UredniStvu Cestitam od vsega srca, PRESEK je zares &udovita re
vija. Namenjen je sicer osnovno3olski mladini, berejo jo pa ra
di tudi drugi, zlasti star3i otrok, Stevilni odrasli 1jubite-
1ji matematike, z velikim zanimanjem in zadovoljstvom pa ga be
remo tudi - ucitelji matematike.

Dovolite mi, da sporogim malenkostno priporocilo, ki bo lahko
koristilo zlasti tistim bralcem, ki bi se radi 3e kaj veé in-
formirali o vsebini v PRESEKU prebranega ¢lanka. Kjer je to mo
goce, bi temu namenu lahko sluZzila na koncu &lanka navedena
literatura v sloven3Zini, v kateri lahko najde bralec kake in-
formacije o prebrani vsebini. S tem bi ubili dve muhi na mah:
opozorili bi na obstojedo literaturo v nasem jeziku in navedli
bi bralca na brskanje po literaturi. Mnogi, zlasti bolj zavze-
ti bralci vam bodo za to hvaleini.

Kot primer navajam Clanek D. Bezek: 0d Stevil k geometriji
umetnosti in igri. PRESEK VI-1978/79:4, str. 196-201. Avtor ob
ravnava med drugim Fibonaccijevo zaporedje. 0 tem zaporedju je

v slovenscini Ze nekaj napisanega v naslednji literaturi:

1. F. KriZzani&: Aritmetika, algebra in analiza za gimnazije. DZS 1970, str.
89-90.

2. J. Adler: Matematika od zlatega reza do teorije mnoZic, DZS 1973, str.
LHE T

3. L. Hobgen: Matematika v nastajanju. MK 1976, str. 166-167.
4. A. Vadnal: Osnove diferenénega rafuna. SIGMA, DZS 1979, str. 183-185.

93



VESNA URBANEIC iz Velenja se nam je oglasila prvi€ in pravi:
"Revija mi je zelo v3e&, ker mi veliko pomaga pri ulenju. Zelo
rada jo prebiram, Ceprav prejemam Presek vedno prepozno. Kljub
temu resujem naloge sama doma. Tokrat sem re3ila nalogo pravo-
¢asno, da sem jo mogla poslati, ker sva delali s prijateljico,
ki redno prejema Presek.”

Vesna, hvala ti tudi za poslane posdrave in za lepe Zelje. Ve-
seli smo, da si kljub neprijetnim zakasnitvam pri prejemanju
Preseka nafla pot, po kateri lahko pravodasno naredid veselje
veem nam 8 poslano refitvijo. Potrudili se bomo, da bo& Presek
odslej prejemala bolj redno.

SMILJA HITI iz Maribora je napisala takole: Dragi Presek! Sem
tvoja zvesta bralka. Revijo narocam Ze drugo leto in mi je ze-
lo vieé. Upam, da je poslana re3itev pravilna. Vse lepo po-
zdravljam.

Lepo te pozdravijamo tudi mi in ti Zelimo Se dosti veselja in

uspehov ob refevanju nalog. Oglasi se Se kdaj!

SONJA JAN iz Zgornjih Gorij si je po Stirih letih zvestega bra
nja zazelela Presek na svoj naslov in je med drugim zapisala v
pismu naslednje: "Va3a revija mi je zelo v3e&, Ceprav nekaj na
log nisem znala re3iti, ko sem obiskovala osnovno 350lo. 3e ved
no hranim vse Preseke in veCkrat pogledam vanje ter reSim kak3
no nalogo, ki jo takrat nisem znala. Veliko so mi pomagale
zbirke resenih nalog pri pripravi na tekmovanje za Vegova pri-
znanja. Vedno se razveselim nove Stevilke, saj mi prinese zaba
vo in razvedrilo. Vse najlep3e in najbolj3e Zelim vsem, ki ure
jate Presek in da bi ostal Presek 3e vedno tak, kakr3en je."

Draga Sonja, hvala ti z2a pismo in za odkritosrdno besedo. Tvoj
odnos do Preseka je zelo lep. Tako ti bo ostal Presek avesti
prijatelj vse Zivljenje in ne le okras lastne knjiZnice. Poskr
beli bomo, da bod tudi po zakljudenti osnovni Joli prejemala

Presek na svoj naslov. Zelimo ti lepega raszvedrila ob Preseku!
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IVAN JOVAN iz Mislinja je napisal: Pozdravljeni! Drugié se vam
oglasam. Predlagam, da bi v Preseku odprli koticek, v katerem
bi Tahko bralci zastavljali razna vpradanja o astronomiji, fi-
ziki in matematiki. Tu bi bilo veliko zanimivega, posebno raz-
na dogajanja v vesolju ter matematic¢ni in fizicéni problemi, s
katerimi se srecujemo v 350li in Zivljenju. To je Zelja S5e mno-
gih bralcev. V odgovoru na moje prvo pismo ste me povpradali
po Stevilu naroénikov v nasSem razredu. V razredu nas je tretji
na uéencev narocena na Presek in vsi se veselimo vsake nove
Stevilke.

Ivan, tvoji Zelji bomo ustregli takoj, ko bomo prejeli zadost-—
no Stevilo vpradanj. Mogode bodo tvoje vrstice vapodbudile
bralece k sodelovangju za predlagano rubriko. Sreéno in lep po-

zdrav tebi in veem prijateljem Preseka v rasredu.

ANDREJA HAMER iz Velenja se je oglasila tudi drugié in sicer
takole: Zdravo Presek! V Stevilki 2/VI sem zasledila v rubriki
Pisma bralcev, da nekdo sprasSuje, €e bo tudi 1letos iz3la po-
sebna priloga nalog. Tudi meni so bile tiste naloge v3ec, saj
sem jih re§ila veliko. Upam na izid take priloge.

Andreja, hvala ti, da nam podiljad vedkrat refene naloge. Na
svoje vprafanje si dobila deloma odgovor v uvedniku Preseka
1/VII. Vabimo te pa k tesnejdemu scdelovanju. V ta namen prida
kujemo tudi tvoj prispevek za objavo. Sredno ob refevanju in
gestavljanju nalog!

KARMEN CUCEK iz Komende se lepo zahvaljujemo za pismo in za re
Sitev ter za lepe Zelje. Prisrcno te pozdravljamo in ti Zelimo
poglobitve v matematiki in fiziki. Veseli bomo, €e nam bo3 svo
ja odkritja zaupala 3e v kak3nem pismu., Srecno!

Matilda Lenardil
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PREMISLI IN RESI

Nalogo iz 4. Stevilke 6. letnika Prese-
ka "Sprehodi se po parku in pri tem &im
manjkrat spremeni smer hoje" je resilo
14 bralcev.

Najbolj ekonomiéno pot je nasel Franc
Jerala, ki obiskuje kranjsko gimnazijo.
Na svoji poti skozi park je zavil le
Stirinajstkrat. Pri tem pa celo ni niti
kosa poti prehodil dvakrat, kar je bilo
sicer dovoljeno. Objavljamo njegovo re-
Sitev.

Za nagrado prejme knjigo Alojzij Vadnal, Elementarni uvod v
verjetnostni racun. ReSitve naslednje naloge pricakujemo do
20. 1. 1980.

Ljubomir Kostreve

Prijatelj Tone je opazil, da ima 3tevilka njegove osebne izkaz
nice zanimive lastnosti: Sestoji iz devet cifer in v njej na-
stopajo vse cifre od 1 do 9. 3tevilo, ki ga 3tevilka predstav-
1ja, je deljivo z 9. Te odreZemo enice, je dobljeno Stevilo de
1jivo z 8. Ce odreZiemo enice in desetice, dobimo 3tevilo, ki
je deljivo s 7. Ce odreZemo na koncu tri cifre, je preostalo
Stevilo deljivo s 6 itd., do konca. Kaksna je 3tevilka Toneto-
ve osebne izkaznice?

Ivan Vidav
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MATEMATICNO
RAZVEDRILO

PREGIBANJE PAPIRJA IN ULOMKI PO DVOJISKO

iBrvi razdelek "Kako si po morji gledal, ko je

bilo tema?"
'"Naj bo tema, saj sem imel kresilo in
gobo in drva, pa sem zakuril."

Josip Jurdid, Deseti brat

Papirnat trak pravokotne oblike lahko preganemo na pol. Enako
lahko storimo z vsako polovico traku, z vsako polovico polovi-
ce, z vsako osmino, 3estnajstino traku in tako naprej. Ko roka
in oko odpovesta, lahko s pregibanjem nadaljujemo v mislih. Ta
ko moremo razdeliti trak na 2, 4, 8, 16, ... - pri poljubno iz
branem n torej na 2" - enakih delov.

Za nadaljnje delo je koristno, ¢e privzamemo, da je dolZina
traku enota. Hkrati oklicemo en konec traku za podobo 3tevila
ni&, drugega pa za podobo 3tevila ena. Tako opremljenemu papir
¢ku recCemo enotski trak.

Ce zanemarimo rokodelske teZave, lahko na enotskem traku

s pregibanjem upodobimo vsak ulomek /2" , ki ni vecji od 1;
priredimo mu pregib, ki je od zaetka traku oddaljen ravno za

Zgled 1.1: Upodobitev ulomka ’HE

T6 0 s 0 i1 3 A
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Opomba

Ulomke z imenovalcem 27 ; » € N imenujemo dvojiZke ulomke.
Vaja

Upodobi s pregibi enotskega traku ulomke 3/8, 4/16, 19/32,
35/112

V zgledu 1.1 smo razclenili 11/16 na vsoto polovic, Cetrtin,
osmin in 3estnajstin tako, da Stevci posameznih clenov ne pre-
segajo &tevila 1 . Dobljeno vsoto lahko zapidemo z dvojidke
Ftevilko:

§i =Nl b B s

=2 — = 0,1011,
21 22 23 2%

Preberemo jo: "Ni€ celih, ena ni¢ ena ena po dvojisko."

Prva cifra, ki Jje v dvojiski Stevilki zapisana za vejico, po-
meni Stevilo polovic, druga Stevilo cetrtin, .3 n=ta cifra
za vejico pomeni Stevec ulomka z imenovalcem o

Vaja
Okrajsaj in zapisi po dvojisko 15/40, 4/64, 38/64, 35/112,
33/192

Prevajanje ulomkov v dvojiiki zapis si oglejmo bolj podrobno.

Zaénimo s pozitivnim okrajdanim ulomkom /2" , ki je manjsi
od 1., Bistroumni bralec je Ze opazil, da ima dvojiska Stevilka
tega ulomka za vejico ravno n cifer in da je zadnja med njimi
vselej enica. Prva pa je enica le, €e izbrani ulomek ni manjsi
od ene polovice:

ag ]

32
Tak ulomek ima svojo podobo na desni polovici enotskega traku
ali kvecjemu na njegovi sredini.

Ulomka a/b in 1/2 Tlahko primerjamo po velikosti, tako da
2a/b primerjamo z 1
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Pogoj 2a H nas vodi pri

o B

iskanju prve cifre, ki sledi veji-

1. Dani ulomek pomnoZimo z 2.

2. Ce je novi Stevec vecji

ali enak imenovalcu, je iskana

cifra enica. V nasprotnem primeru je nicla.

Pri iskanju naslednje cifre moramo upoStevati dve moZnosti:

a) Prva cifra je nicla.
Enica ji sledi le, e je

S z % , se pravi 2.%? 2

Ulomek, ki smo ga dosegli
s prejsnjim korakom, po-
mnozimo torej z 2. Potem
primerjamo novi Stevec z
imenovalcem in zapidemo
ustrezno cifro.

b) Prva cifra je enica. Enica je

tudi naslednja, ¢e le razlika
¥ " ni manjsa od % 3
g.1z) an g2y 2y
0d ulomka, ki smo ga dosegli
s prejsnjim korakom, odSteje-
mo torej 1 in dobljeno razli-
ko pomnoZimo z 2. Potem zopet
primerjamo novi Stevec z ime-
novalcem.

Tako kot drugo, poiscemo tudi vsako naslednjo cifro.

Zgled 1.2: Dvojiska Stevilka ulomka 11/32

11

o NR—X
ro

Teh nicel ne
t+*  pisemo
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Resimo 3e obratno nalogo! Pot, ki smo jo zgoraj opisali z dia-
gramom, prehodimo sedaj v obratni smeri, pri Cemer zamenjamo
vsak razteg z obratnim raztegom in vsak premik z nasprotnim
premikom.

a 11 3 3 1 0
b 16 8 T 7
, 7
o1 ] g o
2z = Zz Z
+1 +1

11 3 3 1
16 T Z

Kraje: (((((0 + 1)? + ”’z* U)?+ 1)?+ 0)-2 ’—}
Z obratnim prevodom priénemo torej pri zadnji cifri dane dvoji
ske Stevilke. Vodijo nas cifre:

1] pomeni ukaz "PriStej 1 in dobljeno vsoto deli z 2" ,
0 pa ukaz "Pri%tej 0 in dobljeno vsoto deli z 2",
ali krajse tpely 2 2%

Zgled 1.3
35

0,100011, = (((0 + 1)y + N4ddd+ 1)) - 32
Vaja
Poiséi Stevec in imenovalec okrajsanega ulomka, ki ga predstay
1ja dvojiska Stevilka
a) 0,0001 b) 0,01010101 c) 0,001001001 d) 0,011011011

Dvojiski zapis nam olajSa upodobitev danega ulomka na enotskem
traku.

Denimo, da smo model enotske daljice preganili Ze vsaj enkrat
in da pregib, ki smo ga izdelali nazadnje, upodablja Stevilo x.

Cifra 0 ("Deli z 2!") pomeni sedaj
"Prepolovi tisti del traku, ki leZi levo od zadnjega pre-
giba." Ta ukaz oznacimo z L.
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Navodila "Pristej 1, nato deli z 2!" pa v ukaz za pregibanje
traku ne moremo prevesti neposredno, ker bi s premikom za 1 v
desno prekoracili desni rob traku. Pomagamo si z domislekom

_ 1 ==
=g 8Ty
pri Cemer pomeni x dolZino tistega dela traku, ki leZi levo od

zadnjega pregiba, (1 - z)/2 pa dolZino polovice ostanka na
desni.

Cifra 1 pomeni torej

"Prepolovi tisti del traku, ki leZi deesno od zadnjega pregibal"
Ta ukaz oznacimo z D.

i

|
L]
va!:i

L

0 F x =

27
Zgled 1.4: Upodobitev ulomka &%
Ulomek najprej zapisemo po dvojisko: & = 0,011011,

Stevilko preberemo od desne proti levi in dobimo zaporedje uka
zov za pregibanje enotskega traku:

D>D+L-+D=+D=>1L

Opomba
Pri prvem ukazu vzamemo za "zadnji pregib" kar levi rob traku.
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L] " H H i H T ©
Er‘ug‘i sardeTek Ali te je bilo kaj strah?'" prasa krcmar.

""Kako me bo strah, ko sem
britko sabljo v rokah drzal?"

Josip Jurdid, Deseti brat

Oglejmo si dvojiski zapis kakega okrajSanega ulomka, ki v ime-
novalcu nima prafaktorja 2. Tudi tokrat se omejimo na ulomke,
ki so manjsi od 1.

Zgled 2.1: Dvojiski zapis ulomka +

3
1 2 1 2 1
: 7 X 3 3 3 e
! ////” l ‘////” l ////” ! '///;ﬂ Ulomku 1/3 ustreza
2 4 2 4 neskoncna periodic-
3 3 3 4 na dvojiska Stevil-
0 1 0 1 ka 0,010101

Zapisemo jo takole:
0 ,mz

Ulomke, ki so jim v danem sestavu prirejene periodicne neskon¢
ne Stevilke, nadomestimo pri racunanju v tem sestavu s pribliZ
ki. V nasSem primeru je zacetni pribliZek lahko kar 0; zapis
vsakega naslednjega pribliZka naj bo od predhodnikovega zapisa
daljsi za periodo:

]

Py = 0 P3 0,01010101 = 21/64
pL = 0301 - 1/4

Dy 0,0101 = 5/16 Py 14 £ 1/16 + 1/64 4% ... % 1Z4k

]
I

V izrazu za Py izpostavimo skupni faktor:

b= x 1+ @)+ hzs o+ (HFY

Ce upoStevamo identiteto (a-1)(1 + a + a2 + a3 + ... + ak-l)=

= a%-1 , dobimo

wd
P = 3
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Oznacimo z Ap, absolutno napako priblizka p, : ap, = [% - Pyl

Hitro lahko izracunamo bp, = % s App = #? s App = i% s

1
iPs = 197
Domnevamo, da je absolutna napaka vsakega naslednjega priblii-
ka Stirikrat manjsa od napake predhodnega.

Premislek %

_—e T e R B8 e BN

Pr ©3 " Pk T3 7T Tk 3.4k
Potem je

A = 1 =1 1 se ravi

Piey 3 BT "X TR ¢ P

Py = % Pp ¢ domneva je bila pravilna.
Vaja

Pois¢i nekaj dvojiskih priblizkov za ulomke 1/5, 1/7, 1/17 in
izracunaj njihove absolutne napake.
Dvojiske priblizke ulomka % Zze znamo upodobiti na enotskem tra-

ku. To se pravi, da lahko papirnat trak razdelimo samo s pregi
banjem na n (pribliZno) enakih delov.

Zgled 2.2: Kako razdelimo papirnat trak na pet pribliZno ena-
kih delov?

Najprej zapiSemo 1/5 po dvojisko: 1/5 = 0,001T,

Periodo 0011 prevedemo v zaporedje ukazov DDLL za pregibanje
traku. Nadaljnji potek dela Tahko razberemo z diagrama:

i

ali je
natancnost
priblitka p, za 1/5
zadovoljiva ?

vrednost k
povecaj za 1
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Z opisanim postopkom se sorazmerno hitro pribliZamo iskani pe-
tini traku: Ce zanemarimo napake, ki jih povzroCata papir in
omejena natancénost oci in rok, je absolutna napaka vsakega na-
slednjega pribliZzka 16 krat manj3a od napake predhodnega. Po
trikratni izvr3itvi zaporedja ukazov DDLL zna3a le 3e

‘;3 Py » S€ pravi Eﬁ%ﬁﬁ dolZzine traku. Pri 20 cm dolgem traku

pomeni to le slabo stotinko milimetra.

Vaja

Razdeli papirnat trak na 7 (na 9, 11, 17) pribliZno enakih de-
lov.

Frane Savnik

POCENI TABLICE

Crk je vec kot stevilk, Tako ima nasa abeceda 25 &rk, medtem
ko je stevilk 10. Napisati serijo (pravzaprav permutacijo s po
navljanjem) recimo petih znakov s crkami moremo zato na dosti
ve¢ nacinov kot pa s Stevilkami.

Na avtomobilskih registracijskih tablicah so Stevilke. e bi
uporabljali ¢érke, bi bile lahko tablice krajSe. Vpradanje: "Ko
1ikSen odstotek materiala bi lahko prihranili na tablicah s
celjsko registracijo?"

Karel Bagje
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MATEMATICNO
RAZVEDRILO

NENAVADNA PREMICA*

Inotraj kocke z robom a se nahaja nekaj krogel s skupno povrdi
no 5, ki je veéja od na?. DokaZi, da obstaja premica, ki seka

vsaj [%] + 1 teh krogel in je pravokotna na eno stransko plg

skev. (Oglati oklepaj [x] pomeni najveije celo &tevilo, ki ne
presega realnega Stevila x.)

aL

Duan Repovd

* Prispevek je ilustriral Bodo Kos
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TEKMOVANJA-NALOGE

17, REPUBLISKO TEKMOVANJE MLADIH FIZIKOV

Letosnje republidko tekmovanje mladih fizikov je bilo 12. maja
v Kopru. Sodelovalo je 131 dijakov iz 19 srednjih 301, ki so
bili izbrani na podlagi rezultatov predtekmovanja.

Tekmovanje je potekalo v znamenju sonéne energije, saj fiziki
nismo mogli ostati ravnodudni ob bolj in bolj Zgoci energetski
krizi., Dijaki cetrtih razredov so tako reSevali racunske nalo-
ge na temo o sonéni energiji: na predveler tekmovanja pa je bi
lo v dijaskem domu v Kopru druZabno tekmovanje srednjeSolskih
ekip. Na tem tekmovanju so se vpraSanja nanaSala na fizikalne
osnove sevanja, na merilno in tehniéno opremo ter na doseZke
in zamisli sonéne energetike. Pokroviteljstvo nad tekmovanjem
je prevzelo Gorenje iz Velenja. Zanimanje za soncno energijo
je preseglo vsa pricakovanja, nastopilo je 13 triclanskih ekip
iz vse Slovenije, tako da se je tekmovanje zavleklo pozno v
no¢. Bilo je Zivahno, poleg vprasanj tekmovalcem je bilo vet
resnih pa tudi 3aljivih vpradanj, zastavljenih prisotnim v dvo
rani, ki so za vsak pravilni odgovor prejeli nagrado. Prvi dve
mesti sta osvojili ekipi s I. gimnazije v Ljubljani, tretje
mesto pa je pripadlo ekipi I. gimnazije iz Maribora.

Republisko tekmovanje je bilo naslednji dan, v soboto, v pro-
storih koprske gimnazije. Po kosilu so si dijaki &etrtih razre
dov ogledali institut tovarne Tomos, dijaki drugih in tretjih
razredov pa Luko Koper. Slednji so imeli prav posebno sreco,
saj jih je krepak naliv presenetil ravno pri ogledu skladiica
banan... 0b 17h je predsednik tekmovalne komisije prof. Moljk
podelil nagrade in pohvale najuspednejsim posameznikom.
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Nagrade in pohvale so prejeli naslednji dijaki:

2, razred:

Matjaz KoluZza (gimn. M. ZidanZek, Maribor) in Vasja Jurkas (gimn. Nova Go-
rica) drugo nagrado, Gorazd Plani3i& (I. gimn. Ljubljana) tretjo nagrado;
pohvale pa so dobili TomaZ Senica, lgor Poberaj, Ervin KriZni& in Branko
Dernag.

3. razred:

Tone Verboviek (1. gimn. Ljubljana) prvo nagrado, Boris Majaron (1. gimn.
Maribor) drugo nagrado, Maks Romih (1. gimn. Ljubljana). Samo Lazar (gimn.
M. ZidanZek, Maribor) in Jana PadeZnik (gimn. M. Zidan3ek, Maribor) tretjo
nagrado; pohvale pa Andrej Brodnik, Tomi Dolenc, Bojan Resman in Samo Res-
nik.

L. razred:

Magda Godina (gimn. N. Gorica), Kazimir GomilZek (gimn. M. ZidanZka, Mari-
bor) in MatjaZ Jo3t (gimn. Celje) prvo nagrado, Ludvik Medve3ek (gimn. |.
Cankar), Mark Pleiko (gimn. Vi&), Zlatko Rek (gimn. Ravne na KoroZkem) in

Borut Robi& (I!. gimn. Ljubljana) tretjo nagrado; pohvale pa Jure Cretnik,

Darko HanZel, Marko Lovrefi€ in lztok Parzer.

Naloge z leto3Snjega predtekmovanja:

Drugi razred:

1. Kandidate za Soferski izpit u€ijo naslednjo "formulo'" za pot zaviranja:

. _ (hitrost)2
pot zaviranja = 60

pri €emer morajo hitrost vstaviti v km/h , pot pa dobijo v metrih. Ali
se za to formulo skriva fizikalna vsebina? RazloZi! Kolik3en koeficient
trenja pri zaviranju so upo3tevali sestavljalci formule?

‘2. Iz balona z maso 500 kg, ki lebdi na visini 20 m nad tlemi, spusti &€lan
posadke vrefo peska z maso 30 kg. Opazovalec v balonu lahko izraguna hj
trost, ki jo ima balon v trenutku, ko se vrefa razleti na tleh. lzralu-
naj jo Se ti. Pri tem zanemari upor zraka.

3. Na tiru miruje vagon z maso 20 t. Vanj se zaleti s hitrostjo 5 m/s drug
vagon z enako maso in se z njim sprime. Cez nekaj €asa se v drugi va-
gon zaleti tretji vagon, za njim pride Eetrti in nato 3e peti, vsi ima-
jo enako maso in hitrost kot drugi vagon. Kolik3na je hitrost kompozici
je petih vagonov? Trenje zanemari!

L. Z vzmetno pi3tolo streljamo izstrelke z zaZetno hitrostjo 20 m/s proti
zidu, ki je oddaljen 10 m in prav toliko visok. Pri prvem strelu je pi-
$tola v vodoravnem poloZaju, pri vsakem naslednjem strelu poveZamo na-
klonski kot za 59. Oceni Stevilo izstrelkov, ki preletijo zid! Zra&ni
upor zanemarimo.
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Tretji razred:

1

2 decilitersko oranZado, ki ima temperaturo 209C, damo v hladilnik, v
katerem je temperatura -59C. Z rafunom oceni, v kolik3nem Casu se ohla
di oranZada na 16°C. Toplotna prevodnost stekla je 0,8 W/mK, ostale po-

datke oceni sam. Zakaj dobimo s takim rafunom prekratek €as? (PribliZno
10 x)

. V Zelezno posocdo (1 dm x 1 dm x 1,1 dm) nalijemo liter vode pri 209C. V

vodo potopimo grelec z mo&jo 1 kW. Grelec izpodrine 80 cm® vode. ez ko
liko €asa po vklju€itvi grelca bo posoda polna? Koeficient volumskega
raztezka ¥eleza je 3,6.1073 K-l , vode pa 4,6.107% K1

. Predpostavimo, da zajame Elovek pri enem vdihu 0,5 1 zraka. Pozimi, pri

temperaturi zraka -59C vdihne 16 krat v minuti. Kolikokrat v minuti mo-
ra vdihniti poleti, ko je temperatura zraka 289C, da bo sprejel enako
koli€ino kisika?

. Pri nekem gibanju poznamo dia-

gram pospeska v odvisnosti od
odmika.

Narisi diagram odmika v odvisno
sti od €asa. Cas za€nemo Steti
od trenutka, ko je odmik enak
0. Diagram opremi z enotami.

Cetrti razred:

1.

|
l|,-—1 @ L
|

Na vir napetosti z zanemarljivim notranjim uporom priklju€imo upornik.
Napetost in tok izmerimo na dva naina (glej sliki). Pri prvi meritvi
pokaZe voltmeter 9,01 V, ampermeter pa 0,99 A. Pri drugi meritvi pokaZe

voltmeter 10,00 V, ampermeter pa 0,91 A. Kolik3en je upor prikljuenega
upornika?

1. meritev 2. meritev

-~

— vy — 4 L s
X/ | e




. Tok, ki tefe skozi diodo, ni sorazmeren napetosti, ki je prikljucena na

njo. V grobem pribliZku lahko re€emo, da nara3fa tok sorazmerno s kva-
dratom napetosti, e teée tok v smeri pu3Eice, v obratni smeri pa tok
ne more teéi (glej sliko 2). Diodo, skozi katero tefe tok 0,25 A, Ee je
na njej napetost 0,5 V, veZemo zaporedno z upornikom z uporom 5 ohmov
in baterijo z gonilno napetostjo 10 V ter notranjim uporom 5 ohmov. Ko-
likZen tok tefe skozi vezje? (Slika 1)

Slika 1: Slika 2:
dioda e
—p—f R} .
» R —

Plo3Cati kondenzator s plo3Eino plo$é po 50 cm? v razmiku 1 mm nabijemo
in sicer tako, da damo na eno plosZo naboj 2,2.107% As , na drugo pa
-6,6.1078 As. Nato prikljucimo kondenzator na vir stalne napetosti 500V
in sicer pozitivno plo3&o s pozitivnim polom vira. Za koliko % se spre-
meni elektrina poljska jakost v kondenzatorju?

. Vodo v bazenu segrevamo s pomofjo Sonca. Na strehi s povriino 20m x 5m

tefe vzporedno z dalj%o stranico 1 cm globoka plast vode. S kolik3no
hitrostjo mora te€i voda, da se bo pri prehodu strehe segrela za 59C ?
UpoStevaj, da pride skozi atmosfero 30 % svetlobnega toka, izgube zara-
di segrevanja strehe in zraka pa ocenimo na 40 %. Solarna konstanta Jje
1,3 kW/m? , specifiZna toplota vode pa 4200 J/kgK .

Naloge z republiSkega tekmovanja:

Drugi razred:

Y i

.

Dve gladki krogli s polmeroma 3 dm in 2 dm sta pritrjeni tako, da sta
tezi3€i v vodoravni ravnini. Krogli se dotikata. Nanju postavimo kroglo
s polmerom 1 dm in maso 1 kg. S kolik3nima silama delujeta spodnji krog
1i na zgornjo?

Z 10 m visokega balkona spustimo kepo ilovice. Kdaj moramo s tal vre&i
navpicno navzgor drugo kepo ilovice s hitrostjo 10 m/s, da bosta kepi v
trenutku, ko se sprimeta, obmirovali? Druga kepa ima dvakrat vefjo maso
od prve.

Okrogla plo3€a z maso 50 kg in polmerom 4 m miruje na ledu. Na njej sto
jijo Stirje l1judje, vsak izmed njih ima maso 50 kg. Dva stojita na zu-
nanjem robu, dva pa v razdalji 2m od sredisca plo3ce. Vsak par stoji si
metriéno glede na sredi3Ze plo3ce. Nenadoma zafno vsi Stirje hoditi:
zunanja dva po zunanjem robu, notranja dva pa po krogu s polmerom 2 m.
Vsi 3tirje imajo enako hitrost 2 m/s glede na plo3fo. Smisel gibanja
notranjega para je nasproten smislu gibanja zunanjega para. Kako se gib
lje ploica?

Leseno palico, dolgo 2 m, do polovice potopimo v vodo. Kako globoko se
potopi spodnji konec palice po tem, ko palico spustimo? Gostota lesa je
0,6 kg/dm3
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Tretji razred:

1. V sredini bakrenega valja, dolgega 40 cm, je grelec, ki oddaja mo€ 200
W. Polmer valja je 2 cm. Pla3¢ valja je izoliran s 5 mm debelo plastjo
toplotnega izolatorja s toplotno prevodnostjo 0,5 W/mK. Zunanja tempera
tura je 20°C. Kolik3na je temperatura tik pod plastjo izolatorja? Oceni
kolikina je temperatura v sredini valja! Toplotna prevodnost bakra je
390 W/mK. Toplotne izqube skozi osnovni ploskvi valja zanemari.

2. V krogelnem zrcalu je nekaj vode. S pomofjo tega zrcala dobimo dve sli-
ki, ki sta 45 cm in 72 cm oddaljeni od temena zrcala. Kako dalef od te-
mena zrcala je predmet? Kolik3en je krivinski polmer zrcala? Lomni ko-
liénik vode je 1,33.

3. Valjasto posodo, napolnjeno z zrakom, zapira lahek bat. Temperatura zra
ka je 20°C. Presek zragnega valja je 1 dm?, dolZina pa 1 m. Na bat polo
Zimo uteZ z maso 10 kg. Za koliko se premakne bat? Za koliko se 3e pre
makne bat, &e pofakamo dalj Casa?

4. Na 10 cm dolgi lahki vrvici visi homogena krogla s polmerom 10 em in z
maso 2 kg. Na kako dolgo vrvico moramo obesiti kroglo z enako maso, a
dvakrat manjsim polmerom, da bosta nihajna €asa obeh nihal enaka?

fetrti razred:

1.Platinastokrogloz radijem 1 cm damo v pe€ico, katere stene Imajo tempe-
raturo 17729C. V kolik3nem Zasu se krogla segreje za 100°C. Gostota pla
tine je 21,46 kg/dm?, specifiEna toplota pa 133 J/kgK .

2. lz neke kovine napravimo tri telesa: ravno ploiZo s povrZino 1 m?, krog
lo z enako povriino in dvojno ploiéo (ploséo s povriino 1 m? preganemo
na pol, tako da je med zgornjo in spodnjo ploskvijo razmik 1 cm). Song&-
na svetloba vpada na vsa tri telesa pravokotno. V kolik3nem razmerju bo
do temperature teh teles po dovol] dolgem &asu? (Zanemarimo ohlajanje s
konvekcijo in prevajanjem.)

3. Sontni kolektor je v osnovi kovinska plo3€a v obliki pravokotnika s plo
3¢ino 1 m?, ki je na eni strani poErnjena, na drugi pa spolirana. Pravo
kotno na kolektor (na po&rnjeno stran) pada sonéna svetloba z gostoto
1 kW/m?. Napi3i enabo in nariii graf funkcije, ki podaja odvisnost iz-
koristka kolektor ja od njegove temperature. |zkoristek je razmer je med
toploto, ki jo lahko odvedemo s kolektorja in toploto, ki jo sprejema.

L, Satelit, ki v vesolju pretvarja sonéno energijo v elektrigno, podilja
na Zemljo energijo s pomoCjo mikrovalovnega valovanja s frekvenco 2,5
GHz. lzkoristek pri pretvarjanju sonine svetlobe v mikrovalove je 10 %.
Koliko fotonov mikrovalovnega valovanja nastane iz enega fotona sonéne
svetlobe? UpoStevaj tisti foton s Sonca, ki ima najbolj verjetno energi
jo.

5. Jadrnica na son&ni tlak v vesolju ima povr¥ino jadra 10% m? in maso
100 kg. Jadro je &rno. Nanj vpada pravokotno svetlobni tok z gostoto
1,4 kW/m?. V kolik3nem €asu naraste hitrost jadrnice za 1 km/s 7

Bojan Golli




20, ZVEZNO TEKMOVANJE MLADIH MATEMATIKOV

Letosnje jubilejno zvezno tekmovanje mladih matematikov - sred
njesolcev je organiziralo druStvo matematikov, fizikov in ast-
ronomov SAP Vojvodine. Tekmovanje je potekalo od 21. do 23.
aprila 1979 v Novem Sadu. Kot vsako leto so se na tem tekmova-
nju zbrali mladi matematiki iz vse Jugoslavije, ki so se naj-
bolje odrezali na republiskih tekmovanjih, da 3Se tukaj pomeri-
jo svoje umske moEi in znanje. Ekipe iz €rne Gore pa letos ni
bilo na tekmovanje. Posledic tako hudega potresa, kot ga je do
Zivela ta nasa republika, se kajpak ne da hitro odpraviti.

Slovenska ekipa je §tela 13 €lanov. Pot v Novi Sad je potekala
brez vecjih teZav. Tu so nas v centru za usmerjeno izobraZeva-
nje naravosiovno-matematicne smeri sprejeli organizatorji
tekmovanja in nas skupaj z drugimi ekipami nastanili v hotel v
¢ortanovcih. Hotel, kakih 15 km oddaljen od mesta, leZi na le-
pem kraju nad Siroko strugo Donave.

V tekmovalni komisiji je imela vsaka republika in pokrajina po
enega predstavnika. Nas clan je bil Bojan Mohar. Izmed obilice
predlogov, ki so jih prinesli €lani s seboj, so izbrali za tek
movanje naslednje naloge.

1. razred

1. Doloki realna 3tevila y, ®3, T3, Ty, T5 (T] < xTp < &3 < Ty < x5), Ce
so znane vse vsote 8;, 83,..., 81g (8] < 82 S 83.. & 89 < 819) po dveh
izmed njih!

2. V krog je vértan sedemkotnik, ki ima tri kote enake 120°. DokaZi, da
' sta vsaj dve stranici tega sedemkotnika enaki!

3. Ali lahko v krog polmera 1 postavimo kon€no mnogo krogov, tako da se
medsebojno ne sekajo, vsota njihovih polmerov pa je enaka 1979 17

4. Za katera naravna 3tevila n je vsota cifer Stevila N = 1.2.3...n = n!
enaka 9 7
2. razred

4. ToEka P leZi na stranici DC kvadrata ABCD, totka M pa na stranici BC,
tako da je PM tangenta kroga s sredi3&em v 4 in polmerom AF . @ in N
naj bosta presefi3ci daljic PA in MA z diagonalo BD. DokaZi, da je pet-
kotnik PGVMC tetiven (tofke P, @, N, M in C leZijo na isti kroZnici)!

2. Naj bo x>y =0 . DokaZi, da velja: & — —— 7 ~

z+ 4/((z-y).(y +1)2) 23
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A

y.

DoloZi wvse moZne zapise Stevila 2001 v obliki vsote 1979 popolnih
kvadratov naravnih Stevil !

Naj bosta m in n medsebojno tuji Stevili in imejmo dano zaporedje m + n
kroglic. Prvih m kroglic tega zaporedja premestimo v istem vrstnem redu
na konec zaporedja, nato storimo isto s tako dobljenim zaporedjem itd.
DokaZ%i, da lahko s tem postopkom prvo kroglico zafetnega zaporedja pri-
vedemo na katerokoli vnaprej doloeno mesto v zaporedju.

razred

. Dana sta dva polinoma s kompleksnimi koeficienti:

Plz) =" + ay.a? ! +...+ @, zni&lami 1, x2,..., &y in
@ . L T 2
Qlz) =2" + by 2"l +...+ by, 2z nilami =27, £5,..., &y
Pri tem je vsota koeficientov s sodimi in vsota koeficientov z lihimi

indeksi v polinomu F(x) realno Stevilo. Doka?i, da je vsota koeficien
tov by + by +...+ b, polinoma @ tudi realno Stevilo !

Dana sta pravilni tetraeder z robom dolZine @ in pravilna Stiristrana
piramida (osnovna ploskev je kvadrat, vsi robovi so enaki) z robovi do]l
Zine a. RazreZi ju tako, da bo3 iz dobljenih delov lahko sestavil kockal

« Bl Bdanres Bn naj bodo komp]eksna Stevila. Dokaii, da lahko izberemo

nekaj Stevil <1, €2,..., (12 1y €% - £ n), tako da ve-
o sz + 5, + ...+z1_k7r31/(‘lm&zl|+|zz| Y von % el

. Na Sahovski deski stojijo v pr-

vih 3estih vrstah na vseh &rnih
poljih kamencki. V vsaki potezi
nek kamen preskofi enega od kam
nov, ki so mu sosednji. Poteza

je moZna le, e je polje za pre
skofenim kamnom prosto. Pri tem
vzamemo preskofeni kamen s tab-
le. Poteze so moZne v vse smeri
(tudi nazaj). Ali lahko vleZemo
poteze tako, da bo po nekaj ko-
rakih ostal na tabli le en ka-

men?

razred

. DokaZi, da enatba (p - 1)! + 1 = p" nima reSitev v mnoZici naravnih

Stevil (p, nEN), Ce je p> 5.

. Za katere od trditev (i), (ii), (iii) obstajata taki dve pozitivni 3te-

vili a, b >0, da velja:

i)a.bi‘- in &€ Qg
ii) a, b ags
iii}aEQ,bEQ in a? £ Q

Pri tem pomeni @ mnoZico racionalnih Stevil.

114



3. Naj bodo 4, B in C razliéne totke kroZnice, P plosCina trikotnika AABC
in P’ plo3€ina trikotnika, doloZenega s tangentami na to kroZnico v tol
kah 4, B, C. Dolo€i limitno vrednost razmerja P’/P , ko je totka 4
fiksna, B in C pa se pribliZujeta tocki 4. Pri tem so totke vedno raz-
ligne med seboj.

L, Naloga 3 za 3. razred.

Po konZanem tekmovanju je pokrovitelj, SOZD Nafta-gas iz Vojvo
dine, povabil utrujene tekmovalce na kosilo in na izlet -
ogled naftnih polj, kjer &rpajo nafto in zemeljski plin. Komi-
sija pa je medtem pregledala reSitve, izbrala najboljsSe tekmo-
valce in dolocila nagrade.

Slovenska ekipa se je izkazala kot Ze dolgo ne. Le ekipa SR Sr
bije je bila boljsa, a naj pripomnim, da je ta 3tela 23 é&lanov!
Poglejmo si uspeh slovenskih "matematikov"! V prvem razredu

sta Aleksander JuriSic¢ (gimn. Vide Janezié, Ljubljana) in Kuka

" -~ S
Rt o = .

Pred odhodom nas je na beograjskem letali%Zu fotografiral Urod Boltin.
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vica Igor (gimn. Ljubljana - BeZigrad) dosegla tretjo nagrado.
V drugem razredu je TomaZ Cokan (gimn. Lj. - BeZigrad) osvojil
drugo nagrado, pohvaljen pa je bil Uros Boltin (gimn. Ivana
Cankarja, Lj.). V tretjem razredu je prejel tretjo nagrado Le-
on Matoh iz gimnazije Novo mesto, v Cetrtem razredu pa je bil
pohvaljen Jurij Kovi¢ (gimn. Vide JaneZic¢, Lj.). Naj pripomnim,
da je bila v Cetrtem razredu podeljena le ena nagrada!

Komisija je takoj izbrala tri tekmovalce v osemclansko ekipo,
ki naj bi zastopala naso ekipo na mednarodni matematicéni olim-
piadi. Naslednji dan je potekalo izbirno tekmovanje, ki naj bi
pomagalo izbrati %e ostalih pet €lanov ekipe. Med Stirinajsti-
mi tekmovalci sta sodelovala tudi Leon Matoh in Jurij Kovfﬁ.
Resiti je bilo treba naslednje tri naloge.

Kvalifikacijsko tekmovanje

1. DokaZi, da za razligna naravna 3tevila aj, az,..., @, velja neenakost
(e +az + ... +a))? 2al +al + ... + 4}
2. Poi3€i vsa naravna 3tevila n < 1979 , ki zado3&ajo pogoju: &e je m na-
ravno Stevilo 1 <m <mn In sta Stevili m inn tuji, je m pradtevilo.

3. Dani sta dve kroZnici z obsegom 1979. Na prvi je oznafenih 1979 razli&-
nih totk, na drugi pa nekaj kroznih lokov s skupno dolZino manjso od 1
(loki so paroma disjunktni). DokaZi, da lahko drugo kroZnico postavimo
na prvo tako, da nobena od oznafenih tofk ne pade v nobenega od oznale-
nih lokov!

Leon Matoh je bil izbran v olimpijsko ekipo.

France Forstnerié

PROBLEM IZ DELJIVOSTI

Doka?i, da je Stevilo 3105 4 4105 deljivo s 13, 49, 181 in
379, da pa ni deljivo ne s 5 ne z 11.

Sefket Arslanagid
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RAZPIS TEKMOVANJA SREDNJESOLCEV 1Z MATEMATIKE IN FIZIKE V
SOLSKEM LETU 1979/80

Urnik za to Solsko leto je naslednji:

Matematika: predtekmovanje bo 1. marca (sobota) od 9. do 11.
ure, tekmovanje pa 5. aprila (sobota) od 10. do
12. ure.
Fizika: predtekmovanje bo 12. aprila (sobota) od 9. do 11. ure,
tekmovanje pa 17. maja (sobota) od 10. do 12. ure.

Predtekmovanja izvedejo aktivi profesorjev matematike in fizi-
ke na srednjih Solah. Ti sestavijo komisijo za predtekmovanje,
ki oceni izdelke svojih dijakov. Za strokovno plat izvedbe
predtekmovanj in tekmovanj sta sestavljeni republiski komisi-
ji, ena za matematiko, druga za fiziko. Ti dve komisiji pripra
vita naloge za predtekmovanji in za tekmovanji, za vsak razred
po 8tiri. RazmnoZene naloge za predtekmovanja, resitve in dru-
ge napotke posljeta predsednikom 50lskih komisij. Na osnovi
ocen predlagajo Solske komisije najboljsSe dijake svoje 35o0le za
republiski tekmovanji. Predlagani srednje3olci morajo pravilo-
ma doseci vsaj polovico moZnih tock, od tega kriterija pa se
lahko odstopi, e noben tekmovalec v posameznem razredu na $o-
1i ne preseie 60% od vseh moZnih tock. Izjemoma lahko predla-
gajo tudi dobre dijake, ki se zaradi opraviéljivih razlogov ni
so mogli udeleziti predtekmovanja. Sole lahko prijavijo svoje
ucence za republidki tekmovanji le, €e so izvedle predtekmova-
nja (same ali ve¢ skupaj). Kot prijavnica za predtekmovanje ve
1ja vpradalnik, objavljen v tej Stevilki. Tega izrezite ali
prepiS§ite, izpolnite in po3l1jite priporofeno do srede, 20. feb
ruarja 1980 na naslov: LedSnjak Gorazd, 61001 Ljubljana, Jadran

ska 19, p.p. 227, s pripisom: Prijava za predtekmovanji.

Dijaki srednjih 301, ki imajo drugacen uéni naért kot gimnazi-
je, se lahko po posvetu s profesorjem prijavijo za drug razred
kot ga obiskujejo. S0l, ki se ne bodo prijavile za predtekmo-
vanje, ne bomo naknadno obvesdcali!
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Izmed predlaganih tekmovalcev bosta republiski komisiji izbra-
11 kandidate za republiski tekmovanji, do 30 v vsakem razredu.
Le v izjemnem primeru, e predlaganih primerno dobrih tekmoval
cev ne bo dovolj, bosta komisiji upodtevali tudi predloge 301,
ki predtekmovanj ne bodo izvedle. Komisije za predtekmovanje
po 350lah morajo oceniti izdelke, sestaviti seznam predlaganih
dijakov in ga skupaj z njihovimi izdelki poslati na zgornji
naslov (z oznako matematika oz. fizika) do

12. marca 1980 - za matematiko

23. aprila 1980 - za fiziko

Obvestilo o kraju obeh republi3kih tekmovanj in druge informa-
cije bodo 30le prejele skupno z nalogami za predtekmovanja.

Zelimo, da bi se predtekmovanj udeleZzile vse srednje Sole v
Sloveniji. Zato pozivamo tudi dijake, da opozorijo svoje uci-
telje na ta razpis. Profesorje matematike in fizike pa seveda
prosimo, da sodelujejo pri izvedbi predtekmovanj, vzpodbujajo
dijake in jim svetujejo pri pripravah. Predvsem jih prosimo,
da sodelujejo z republiskima komisijama pri izdelavi nalog. Za
vse predloge in pripombe bomo zelo hvaleini, naslovite pa jih
na komisijo za popularizacijo, z navedbo za matematiko oz. fi-
ziko. Mladim nadebudneZem Zelimo v leto3njem tekmovalnem cikluy
su ¢imveé dobrih idej ob reSevanju nalog!

Gorasd Lednjak

OZE IMA DVA SINOVA in dve héerki. Ko se je prvi sin poroéil,
mu je dal oce 8% od 4300 arov velikega posestva. Ko se je poro
€il drugi sin, je dobil 2/23 ostalega posestva, prva héerka je
dobila polovico tega, kar sta dobila oba brata skupaj. Najmlaj
Za héerka pa je dobila polovico tistega, kar je oCetu 3e osta-
lo. Koliko arov je na koncu obdrZzal oe in koliko je dal otro-
kom?

Anka Urh
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VPRASALNIK ZA PREDTEKMOVANJE |Z MATEMATIKE

SOLA: e SR AR B e
NASLOV: . + « v = « « « = « « « « « « o « « « « . -TELEFON:
Predtekmovanje bomo - ne bomo izvedli (ustrezno obkroZite)

Predtekmovanje bomo izvedli skupaj s Solami:

Priimek, ime, domaZi naslov in telefon predsednika komisije za predtekmo-

vanje na soli:
Priimek &lanov komisije za predtekmovanje na 3oli:

Cenimo, da bo na Solskem tekmovanju sodelovalo

v 1. razredi coaiaesss dijakov v [1l: razredu covevuves dijakov
w Ll razredu Jo.oiees dijakov v IV razredu <.oeoaaes dijakov
Skupafs corvsnemnnmsive dijakov

Opomba: Ztevilo dijakov rabimo, da bomo vedeli, koliko izvedov s formulaci-

jami nalog vam bomo poslali.

VPRASALNIK ZA PREDTEKMOVANJE IZ FIZIKE

SOLA:
NASLIEONE: v i i3 2 3 3 Sy & % 6 /5 ® & & g @ b 8 2w = PERLERONG
Predtekmovanje bomo - ne bomo izvedli (ustrezno obkroZite)

Predtekmovanje bomo izvedli skupaj s 3clami:

Priimek, ime, domafi naslov in telefon predsednika komisije za predtekmo-

vanje na Soli:
Priimek €lanov kemisije za predtekmovanje na 3oli:

Cenimo, da bo na Zolskem tekmovanju sodelovalo

v . razredu ..coovnuss dijakov
¥ L TaZrBd wpenamname dijakov v IV, razredl .aaeeenvess dijakov

Skupal: sessassaieisee dijakow
Opomba: Stevilo dijakov rabimo, da bomo vedeli, koliko izvodov s formula-

cijami nalog vam bomo poslali.
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Pri resitvah nalog k ¢lanku Heronovi trikotniki v tretji Ste-
vilki Sestega letnika Preseka na strani 186 se je avtorju in
uredniku vtihotapilo vec napak.

Z obrazcem za generiranje Heronovih trikotnikov iz &lanka nam-
re¢ ne dobimo vseh. Zato je npr. reditev 2. naloge napacéna. He
ronov trikotnik 5, 5, 6 ima polmer vértanega kroga 3/2, kar se
veda ni celo Stevilo.

Tudi red3itev 4. naloge ja napaéna, saj ima npr. Heronov trikot
nik 25, 25, 30 celodtevilske visine 20, 20 in 24.

V peti nalogi pa dobi avtor Heronov trikotnik 5, 5, 6 z obse-
gom 16 kot odgovor na vpraSanje: kateri Heronov trikotnik ima
najmanj8i obseg. O&itno ima pravokotni Heronov trikotnik 3, 4,
5 manjsi obseg 12.

Kot vidite, avtorji in uredniki nismo nezmotljivi, zato vas
prosimo, da nam takoj piSete, e odkrijete v Preseku kaksno na
pako.

TomaZ Fisanski

Skrat je ponagajal tudi risarju (Presek 1978/79, 5t. 4, str.
201). Ce hocemo nazorno pokazati tisto, kar je na sliki b)
zaradi bolj kasnega ¢lena a,. manj opazno, moramo za strani
co kvadrata, ki ga razreZemo in sestavimo v pravokotnik, vzeti

a,, =8 , potem sta o, . = §: N a, ., =3

Danijel Bezek
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RESITVE NALOG @

\\Z

NENAVADNA PREMICA - reSitev s str. 107

Vzemimo nasprotno, da taka premica ne obstaja. Projiciramo vse
krogle na eno od stranskih ploskev kocke. Potem je vsaka tocka
te ploskve prekrita z najvec

7 n

7]l # 1 =1 = [§]
projekcijami, ker bi v nasprotnem primeru v eni izmed tocék na
tej stranski ploskvi obstajala normala, ki bi sekala vsaj

(3] + 1 kroglo, kar pa bi bilo se-vé v nasprotju z naso pred-
postavko.

To pa pomeni, da je vsota vseh plosCin projekcij, torej ploséi
na vseh velikih krogov (glavnih krogov) teh krogel

p = [%]az . Ker je povr3ina krogle 4 krat veéja od ploiéine

njenega glavnega kroga, je res
8 2 4[%1a2 2 4B 8 g

kar pa je v ofitnem protislovju s predpostavko, da ta povriina
presega na? . Torej iskana normala vedno obstaja - vedno lah-
ko najdemo premico z zahtevano lastnostjo.

Du&an Repovd

Literatura:

[1] Cuwopues A.M. - COopHui 3agay no INEMEHTANHOW MAaTEMaTHHE,
Hayua, MocuGa, 1976

[2] Mmatematicko-fizic¢ki 1ist, Zagreb, 23 (1972/73) 3 121



POCENI TABLICE - re3itev s str. 106

Zgled za celjsko tablico CE * 102238

Dve mesti torej gresta na racun &rk C in E, eno mesto je potre
bno za presledek, Sest mest (ker so Celjani pravkar prekoraci-
11 100000 ) pa za Stevilke. Skupno je tablica dolga 2 + 1 + 6=
= 9 enot.

Pa nadomestimo 6 3Stevilk z »n Erkami! KolikSen mora biti n zato,
da bo vsak celjski lastnik avtomobila imel razlicéno tablico?

Sklepamo takole. Prvo mesto lahko zasede katerakoli od 25 ¢érk,
drugo mesto prav tako katerakoli od 25 érk, ... n-to mesto

prav tako. Torej je 25.25.n7krat 25 - 25" razliénih moZnosti.
Dobljeno 5tevilo pa mora doseci Stevilo 100000 . Od tod enacba

25™ = 100 000

iz katere moremo izraziti =n.

Kdor ne pozna logaritmov, si lahko pomaga tako, da izracuna za
poredne potence 3tevila 25:

251 = 25 252 = 625 253 = 15625 25% = 390625

in uvidi, da je 100 000 med 253 in 25%. Za &rke so torej po-
trebna 4 mesta. Skupno s CE in presledkom 7 mest.

Razmerje med dolzino "érkovne" in dolZzino "Steviléne" tablice
je 7/9 = 0,778 = 77,8% . Relativni prihranek na materialu bi
bil tedaj 2/9 = 0,222 = 22,2% . Z uporabo &érk bi bila vsaka
peta tablica zastonj.

Priznati je treba, da bi na enako dolgo Stevilino tablico spra
vili 999999 3Stevilk, na ¢érkovno pa le 390625, kar pa je pri
sedanjem Stevilu avtomobilov v Celju vseeno.

Karel Baje

122



PROBLEM IZ DELJIVOSTI - dokaz naloge str. 116

Ce je Stevilo liho, lahko razstavimo izraz o + b
a® + " = (a + b)(a?"! - a""2p + ... + BN71) (1)

Tako imamo
3105 4 4105 = (33)35 4 (43)35

in je Stevilo 3105 4+ 4105 deljivo z vsoto
3 4+ 43 AT L A = 9T = F ¢« 13

torej deljivo s 13.

Analogno iz enakosti
3105 4 4105 = (35)21 4+ (45)21
ugotovimo, da je Stevilo 3105 4+ 4105 deljivo z vsoto
35 + 45 = 243 + 1024 = 1267 =7 . 181
in zato tudi s 181.
Ce pa zapisemo
3105 4 4105 = (37)15 4 (47)15
vidimo, da je 3tevilo 3105 4+ 4105 deljivo z
37 + 47 = 2187 + 16384 = 18571 = 49 . 379

kar nam potrdi 3e deljivost z 49 in 379.

Dalje imamo
43 + 1 = 684 + 1 = 65

in je 4% + 1 deljivo s 5. Zato je po formuli (1) deljivo s 5
tudi Stevilo

4105 4 1 = (43)35 4 {35 (2)
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Podobno je deljivo s 5 3tevilo
32 + 1 =10
in zato tudi

3104 -

(352 - 1)(3%2 + 1) =
(328 - 1)(325 3 1)(352 & 1)

ker je drugi faktor deljiv s 5 spet po formuli (1)

326 4 1 = (32)13 4 q13
Ker pa je 3'0% - 1 deljivo s 5, je deljivo s 5 tudi

3. (A% 5 gy =g < g (3)
Sestejemo (2) in (3), vidimo, da je deljiva s 5 vsota

3105 , 2105 _ o

kar seveda pomeni, da Stevilo 3'0% 4+ 4105 4 deljivo s 5,
saj daje pri deljenju s 5 ostanek 2.

Ravno tako je z deljivostjo z 11. Z 11 je deljivo Stevilo
43 + 2 = 64 + 2 = 66
in zato po formuli (1) tudi
(4%)% + 2° = 415 + 32 = 415 - 1 4+ 33
Iz zadnjega zapisa vidimo, da je z 11 deljivo 3tevilo
415 - 4
in zato tudi
4105 - 1 = (415)7 4 (-1)7 (4)
Ce pogledamo potence 3tevila 3, opazimo, da je

39 = 243 = 282 » 1 = 2211 +
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in je zato deljivo z 11

35 = 1
ravno tako pa

3105 - 1 = (35)21 4 (-1)2! (5)
Sestejemo (4) in (5), z 11 je deljivo

3105 4 4105 _ 2

Ker da torej stevilo 3105 4 4105 pprj deljenju z 11 ostanek
2, ni deljivo z 11.

Sefket Arslanagid

prevedel Peter Petek
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NEVARNA NOGOMETNA AKCIJA - reditev s IV. strani ovitka

Vratar je prepocasen za 0,1 s. Do te tocke pride v 2 s, Zoga
pa pride v 1,9 s.

Ivan Jovan

NALOGA O KROZNICI - reSitev s strani 72

Vzemimo par togék (ali enega izmed takih parov), ki sta najbliz
ji. Oznacimo ju z A in B. Izmed ostalih izberimo tretjo tocko
¢ tako, da bo kot 34c¢B najve&ji. Po predpostavki naloge toé-
ke 4, B in € niso kolinearne. KroZnica, ki jo potemtakem tocke
A, B in ¢ dolocajo, je iskana kroZnica.

Dokaz: 3AcB Jje oster (ni teZko pokazati, da je celo kve&jemu
enak 609). V nasprotnem primeru bi bil najve&ji kot trikotnika
ABC in zato bi bilo 4B > AC in AB > CB , kar pa nasprotu-
je pravilom, po katerih smo izbrali par 4, B. Predpostavimo,
da vseeno kak3na tocka M leZi znotraj kroga.

1. primer: Tocka M leZi znotraj tistega segmenta kot ¢. (s1.1)
Potem je kot }4AMB ve&ji od kota 3}4CB , kar pa ni v skladu z
izborom toike C. Res J4AMB > 3AM’B = }ACB .

815 1
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2. pr
kot

34MB
Potem
totke

imer: Tocka ¥ le2i v dnugem segmentu (sl. 2). Potem je
yaup top, kar ni v skladu z izborom tocke C. Spet

> yau®s = 180° - jacm .

akem znotraj kroga ni nobene toike, na sami kroznici pa
Fi;t_hxe leze: na primer - dane totke so lahko oglisca pra-

vilnega n-kotnika, vértanega v ta krog (sl. 3).

Dufan Repovd

Vsem bralcemm PRESEKA

zelim

SRECNO NOVO LETO




NOVICE

PLEMLJEVA SPOMINSKA SOBA NA BLEDU

DrusStvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije je v letu 1977
opremilo in odprlo za javnost Plemljevo spominsko sobo na Bledu, PreSerno-
va 39. Obiskovalcev ni bilo zelo veliko. Prihajali so posamezniki, domagi
in tuji turisti ob najrazliZnejSem Casu. Veseli smo bili skupinskih ogle-
dov spominske sobe. Nekatere osnovne in srednje Sole so obiskale ob ekskur
zijah na Gorenjsko tudi Bled. Obiskovalci so si lahko ogledali razstavlje-
ne predmete, ki nas spominjajo na Zivljenje in delo velikega slovenskega
matematika. Kupili so lahko tudi nekaj v spomin: bro3uro o prof. Plemlju,
dve razliéni razglednici s portretom prof. Plemlja ter tri razligne Plem-
|jeve znafke. Za leto 1980 pa smo pripravili 3e natis Stirih dodatnih raz-
glednic, ki jih je financirala Kulturna skupnost Radovljica. Na razgledni-
cah so tile posnetki: notranjost Plemljeve spominske sobe, Bled s Pleml je-
vim domom, gradom in otokom v ozadju, karikatura prof. Plemlja ter barvna
slika rojstne hiSe. Vse 3tiri razglednice so tudi natisnjene na 2. in 3.
strani te itevilke Preseka. Skupinska narofila (cena 2.-din) sprejema Komi
sija za tisk DMFA SRS, Jadranska c. 19, 61001 Ljubljana, pp 227.

V letoSnjem letu je Plemljeva spominska soba na Bledu dobila novega pokro-
vitel ja. Skrb za sobo je prevzela osnovna 5ola prof. dr. Josipa Plemlja na
Bledu, za kar se ji, predvsem pa njenemu direktorju prof. Petru Nuku, naj-
lepSe zahvaljujemo. Osebno pa je nadzorstvo sobe prevzela uiteljica mate-
matike na tej 3o0li Alenka Plestenjak. Vsi, ki si bodo Zeleli ogledati sobq
se za ogled lahko dogovorijo pri tovariSici Plestenjak na osnovni 3oli
Bled (tel. 3t. 064-77-861), ali na njenem domu (tel. &t. 064-77-828) na
Bledu, Pre3ernova 34, ki je le nekaj deset metrov oddaljen od Plemljeve hj
se. Do nadaljngega pa bodo v sobi deZurali ufenci blejske 3ole vsako sobo-
to od 15N - 16,

Ciril Velkovrh
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NALOGE BRALCEV

NEVARNA NOGOMETNA AKCIJA

Vratar je stal ob levi* stativi svojega gola, ko je po desni
strani prodiral nasprotni napadalec z Zogo. V istem hipu, ko
je napadalec podal Zogo svojemu 24 m oddaljenemu levemu napa-
dalcu s hitrostjo 108 km/h, se je tudi vratar premaknil proti
desni stativi s hitrostjo 3 m/s. Levi napadalec je podstavil
nogo tako, da je zmanj3al hitrost na 72 km/h in usmeril Zogo
proti 22 m oddaljeni tocki na ¢rti vrat, ki je 1 m oddaljena
od desne stative gola (za tiste, ki se ne spoznajo na nogomet:
§irina vrat je 7 m).

Vprasanje: Ali bo vratar ujel Zogo, ali pa bo Zoga hitrej3a od
njega?

Lv s aur v srar.m ay

Ivan Jovan

I

*Polozaji na golovi Erti se opisujejo tako, kot jih wvidi vratar; poloZaji
napadalcev pa tako, kot jih vidi napadalec.



