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MATEMATIKA

MISTICNI SESTEROKOTNIK

CudeZni otrok pravimo otrokom, ki v neki svoji dejavnosti izsto
pajo med ostalimi vrstniki. S1isali ste Ze za Cudeine otroke na
podrocju glasbe, Sporta in podobno, morda pa 5e ne veste, da
tudi matematika "premore" CudeZnega otroka: Blaisa Pascala.

Rodil se je pred 355 leti, natanéneje 19. junija leta 1623. Se-
dem let mu je bilo, ko ga je zacel poucevati oce. Ker pa je bil
mali Pascal krhkega zdravja, mu je prepovedal ukvarjati se z ma
tematiko, da se ne bi prevel utrujal in zbolel. Ta prepoved pa

je dosegla ravno nasprotni ucinek. Z vso vnemo se je lotil mate
matike, njegova posebna 1jube
zen je bila geometrija. Prvi

veéji uspeh je bil, ko je sam
brez pomoci knjig dokazal, da
je vsota notranjih kotov tri-
kotnika enaka vsoti dveh pra-

- -

vih kotov. Ko je ofe spoznal,
da ima sina matematika, mu je
ves vesel kupil Evklidovo
knjigo Elementi. Mali matema-
tik je hitro napredoval in 3§i
ril svoje znanje. Ze pri §ti-
rinajstih letih je prisostvo-
val znanstvenim razpravam, ki
jih je vodil Mersenne in iz
katerih se je kasneje razvila
Francoska znanstvena akademi-

BLAISE PASCAL



ja. Zal pa se Pascalovo zgodnje zanimanje za matematiko ni ve-
¢alo, umikalo se je drugim njegovim zanimanjem, kot so verska

vpraganja, filozofija in proza. Umrl je mlad, komaj 39 let mu

Jje bilo.

e kot Zestnajstleten mladeni& je dokazal trditev, ki so jo po
njem poimenovali Pascalov izrek ali tudi Misticni sesterokot-
nik. Njegovega dokaza niso nasli, vendar so ga kasneje nekako
rekonstruirali. Ker pa je prezahteven, dokaza ne bomo navedli.

PASCALOV IZREK: Ce podalj%amo stranice krogu vértanega Sestero
kotnika, se podaljdki nasprotnih si stranic sekajo v treh toé&-
kah, ki leZze na isti premici.
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Opomba: Izrek velja tudi Za
Sest togk na elipsi,

Opomba: ge je Sesterokotnik
Pravilen, so gj nasprotne
Stranice VZporedne in se nji-
hovi podaljski sekajo v nes-
konénosti - V neskonénih tog-
kah, ki tydi vse leZe na jstj
Premici - neskoné¢ni Premici.

Preizkusi Z risanjem veljay-
nost tega izreka!

Kanstrukcfja:

Na kroznici (ali elipsi) izbe
Femo 6 razliénip tock, ki Jih
O0znacimo z 4, B, ¢, p, E in
F. Natg Podaljsamo Stranici
AB in pE (dobimo tocke Z),
Stranici ¢p ip AF (dobimo tog
ko ¥) in Stranici g¢ ip EF
(dobimo togko X). ToEke x, y
in z leZijo na isti Premici.

Metkqg Zitnik
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0D STEVIL H GEOMETRIJI. UMETNOSTI IN IGRI

UVOD: Med evropskimi matematiki srednjega veka je zanimiva oseb
nost LEONARDO FIBONACCI. Marsikaj o njem bo ostalo za vedno
skrivnost, kot so bile skrivnostne reSitve njegovih nalog.

Leta 1225, je na matematicénem tekmovanju v Pisi bila tudi tale
naloga:

Pot3d% ulomek, ki je popoln kvadrat in ostane popoln kvadrat
tudi, ko ga zmanjSamo ali povedamo za 5.

Fibonacci je naSel reditev: 1681/144, 3e danes ni znano, kako.
(Resitev: (41/12)% - 5 = (31712)% in (41/12)% + 5 = (49/12)%)

Bil je odlicen poznavalec 5tevil - aritmetike in algebre.

a) Po skoraj 800 letih matematiki vedno znova odkrivajo zanimi
vosti, ki so povezane z zaporedjem 3tevil, ki ga po njem imenu
jemo Fibonaceijevo zaporédje. Zacelo se je z nalogo o zajcih:
Skoti se par zajeev — samec in samica. Po enem letu dozorita
in od konea drugega leta skoti zajklja vsako leto nov par =zaj
cev - samea in samico, za Katere velja isti ciklus razmmnofeva-
nja. Vpradanje: Koliko parov je po poljubnem Ztevilu let, de
ni smrtnih primerov?

Prikazana je shematicna re3itev naloge, kjer posamezni kroZec
ustreza paru.

zacCetek 1
bonas: B Tets 1 Legenda:

O par, ki se
konec 2. leta 2 gkoti
konec 3. Teta 3 @ par po enem
konec 4. leta 5 letu
konec 5. leta 8 © par, ki ima
konec 6. leta 13 potancse
StaviTa: A g T B g By b 5 & 4 19 5 s (1)

so ¢leni Fibonaccijevega zaporedja. Prvi in drugi ¢&len zapore-
dja sta v nasem primeru 1; vse druge pa dobimo tako, da seite-
jemo oba predhodnika. To zapiSemo takole:
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ag = o ap = 1 dn a, = a

n = Gt G2 (2)

tlen a, imenujemo splodni &€len zaporedja, ker nam pove pravi
1o, po katerem lahko poiscemo katerikoli €len zaporedja.

1. Pois¢i 5e nekaj naslednjih c¢lenov Fibonaccijevega zaporedja
(1).

2. Poisgi azq in azg Vv Fibonaccijevem zaporedju.

Zadnja naloga nas preprica, da je iskanje "bolj kasnih" &lenov
zaporedja zamudno delo. Po pravilu (2) je treba po korakih za-
pisati vse &€lene do iskanega ¢lena zaporedja.

Postavija se vpraSanje: Ali lahko 35e kako drugace, razen po
omenjenem naginu, poi3Cemo poljubni &len Fibonaccijevega zapo-
redja? Odgovor je pritrdilen, n-ti €len Fibonaccijevega zapo-
redja dobimo tako, da naravno Stevilo n vstavimo v izraz za
splodni €len (3):

a, = 5 :0/5 {1 +2 /‘5)?‘1-1 i 5 :I-Dn/g {1 -2 fs)n-1 (3)

3. Preveri, ¢e za n=2 in n=3 zares dobi§ drugi in tretji
Clen Fibonaccijevega zaporedja, ko ju vstavis v splodni €len
(3).

4. Dokazi, da za Fibonaccijevo zaporedje veljajo naslednje za-
konitosti:
a}a1+a2+a3+...+a
b) ay * ag tagt ... +ay, 4+ ay g = ay,
Cj Gy *ag ¥ agt v ¥ 3y, 5% 8y, =y =1

Navodilo: UpoStevaj temeljno lastnost splodnega &lena!

b) Stevilo t (izg.: tau) zapiSemo kot veriZni ulomek (4)

T =14+

T
1+
|+1_.._1_.__.____
4 T (4)
+
1 +
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Pravi vrednosti stevila t se lahko pribliZujemo korakoma, tako
da izracéurnavamo vrednosti Stevilskega izraza (4) s konénim
Stevilom operacij seitevanja. Glej (5) !

{10000 'Y
2 = 2,0000 .
3/2 = 1,5000 eI (5
5/3 = 1.,6667 S -
8/5 = 1.,5000 ~on
13/8 = 1,625

Izracéunane vrednosti so ulomki, katerih Stevec in imenovalec

sta zaporedna Cclena Fibonaccijevega zaporedja: an/an_1

Bolj kasni ¢leni Fibonaccijevega zaporedja dajo boljsi pribli-
zek 3tevila t. Koliksna pa je prava vrednost Stevila t?

1z zapisa (4) vidimo, da je « =1+ 1 ali:

2= =-1=90 (6)

Enacbo (6) preoblikujemo (t?-t = 1) in dopolnimo levo stran do
popolnega kvadrata (t? - 2(% T) + (%}2 =1 + {%)2 ali kar je

isto (v - 3)% = 7 ). Obe strani korenimo (r - 5 = * Y i

po premisleku ima nas t pozitivno vrednost:

t=1+‘f5 {?)

c) Stevilo t = (1 + V5)/2 ima tudi geometrijski pomen. <t je
vrednost razmerja med vecjim in manj3im delom celote, ki je
razdeljeno po zlatem rezu.

Zlati rez razdeli celoto v vedji in manjdi del tako, da je manj
§i del v primerjavi z vedjim v enakem razmerju kot vedji del
proti ecelott.

Kar smo povedali, bomo v levem stolpcu razélenili po algebrski
poti. V desnem stolpcu pa bomo algebrsko razlago dopolnili z
bolj nazorno geometrijsko razlago.
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te oznac¢imo celoto z 1, vecji
del z M (po lat. Maior=vecji)
in manj3i del z m (po lat.
minor=manj$i), smemo zgoraj
povedano sorazmerje zapisati:

m/M = M/1 ali (1-M)/M = M/1

Iz zapisanega sorazmerja sle-
di enacba za M:

M+ M-1=0

In podobno kot prej za t poi-
§¢emo obe reditvi, od katerih
pride v postev reditev

M= (/5 -1)/2 1in potem za
m=1-M= (3 - /5)/2

6. Izracunaj kolicénik M/m
in se prepricaj, da je enak
Stevilu =

Za celoto vzamemo daljico
AB=1. Pravokotno nanjo posta-
vimo v krajis¢u B drugo dalji
co BC=1/2

(92)

Tocka C je sredi3ce kroiZnice
skozi tocko B in sece daljico
AC v tocki D.

Toéka 4 je srediice kroZnice,
ki poteka skozi D in see da-
1jico 4B v toéki T.

Daljici AT in BT sta ve&ji in
manj3i del po zlatem rezu T
razdeljene daljice 4B.

Dokaz: Po Pitagorovem izreku
meri hipotenuza AC=Y5/2 in da
1jica AT=AD=(v5/2-1/2)=
=(/5-1)/2 in BT=AB-AT=
=(3-/5)/2

7. Izracunaj vrednost razmerja za daljici AB/4AT !

Za daljici 4B in AT pravimo, da sta v stalnem sorazmerju.

Umetniki najrazli€nejsih zgodovinskih obdobij so menili, da ima
jo umetnine, kjer so karakteristiéni deli (npr.: dolZina in §i-
rina slikarskega platna, visina in dolZina hi3nih portalov, tlo
risne dolZine ...) v stalnem sorazmerju, najlepSo obliko.

199



Primer:
Milijonski sonet
Pavia V a § a k a Na levi strani je zapisan so-
net. Kljub temu, da je zapisan
s Stevilskimi simboli (topo-
grafska poezija), ohranja vse

v 8 £ B 3 oblikovne znacilnosti soneta
¢ 5 3 365 (kitica in rima).
6 8 8 06 Zanimiv je tudi zato, ker je
20 & & B vsota vseh 14 vrstic enaka
1000 000. Preveril!
8 3 5 2 4
9 3 3 4 2 Sonet sestavljajo Stiri kiti-
8 2 3 1 2 ce - dve kitici s po Stirimi
2 9 1 3 & vrsticami (kvartini) in dve
kitici s po tremi vrsticami
3 7 g8 8 (tercini).
7 3 9 8 Verz, s katerim se zacneta ter
2 5 cini, je navadno miselno naj-
bogatejsi. Zanimivo je, da ta
9 5 § B 7 verz kot zlati rez, razdeli
7 sonet v dva dela - ve&ji in
9 2 9 0 5 manjsi - tako da je razmerje

Stevila vrstic obeh delov 8/5;

t.j. pribliZek 3tevila t; ulo-

mek pa sestavljata Stevili iz

Fibonaccijevega zaporedja.
Bogati vsebini soneta se pridruZuje 3e najlep3a oblika.

8. Izberi si poljubno daljico 5 in na njej poi3c¢i po zgledu (9)
daljsi odsek M po zlatem rezu razdeljene daljice b.

Konstruiraj pravokotnik, ki bo imel za osnovnico daljico a=b+M
in za visdino daljico b.

‘Narisanemu pravokotniku pravimo "zlati pravokotnik" in ima po
umetniSkem prepricanju med pravokotniki najlepSo obliko, saj
sta si osnovnica in viSina v stalnem sorazmerju. DokaZi: a/b=t!
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9. Ob koncu pa Se igra s Skarjami in Fibonaccijevimi Stevili.
Iz milimetrskega papirja izreZemo kvadrat 21x21 in ga razreZemo
kot kaZe slika a). Stranice, ki oklepajo prave kote, so &leni

4

InE

8 13
(a) (b)

Fibonaccijevega zaporedja (8,13,21). Iz razrezanih kosov sesta-
vimo pravokotnik b). Primerjaj plo3éini kvadrata in pravokotni-
ka! Zdi se, kot da gre za "EarovniSke 3karje", s katerimi dobi3
nekaj, €esar ni. To velja za vse kvadrate s stranico, ki je

clen " iz Fibonaccijevega zaporedja (slika c). V resnici pa
Aon
1 : 1+ P L ".._§‘__ ASEE
B Il jrllrlI =wme 1 I[ | B = AN
EERERRzENy Saasisens HE T TN
I A2n-1
BEENEE NEESNRSEEES
SRS SRS
. A L
A2n-2 @2n-1
(c) (d)

gre za optiéno prevaro (slika d), ki je toliko manj opazna, ko-

Tikor veclji je &len @, -

Danijel Bezek
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0D STEVIL H GEOMETRIJI, UMETNOSTI IN IGRI - reditev

4, a -1

+ =1
n+2 %y

= a
n+1
=q. + a + & -1

AR + ap + ap + ay =

%
Konéno upostevamo a, = ay in dobimo Zeleni izraz.

2n = %2p-1 ¥ 92p-2
= 9n-1 ¥ %p-3 * 9p-g
Vsak ¢len s sodim indeksom razélenjujemo po pravilu
dalje
* ot T Boneg T Fpp.g ¥ +oc * Gy T a3 * 44
-1 = ap, * Az, _q - 1
= Ay * Gp-2 t App-3
Vsak ¢len z 1ihim indeksom razclenimo po pravilu
dalje

F2n+1 '

= aZn + azn_z + azn_4 e + a2 + a1 -1
Konéno upoitevamo aq = 1 1in dobimo Zeleni izraz.

6. M :m= (vB - 1)/2 : (3 -¥/5)/2 . Racionaliziramo:
= 140 ’5)  in konéno 2(/5 + 1)/4 = (/5 + 1)/2 |

7. AB : AT =1 : (V5 - 1)/2 . Racionaliziramo: 2(v5 + 1)/4 =
= (/5 + 1)/2

8. a=b+b(/5-1)/2=0b(1+ (/5 -1)/2) = b(/5 + 1)/2
0d tod: a : b= (/5+ 1)/2 |

Danijel Bezek

MATEMATIKA
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IGRA Z DVEMA KUPOMA KAMNOV

To je kitajska narodna igra "Pobiranje kamnov", pri kateri dva
igralca izmenoma pobirata kamne iz dveh kupov. Pri tem veljajo
naslednja pravila:
1. 1z enega kupa vzamemo poljubno Stevilo kamnov (lahko vse,
vendar ne manj kot enega), ali
2. istoCasno vzamemo poljubno enako Stevilo kamnov iz vsake
ga kupa, toda vzeti moramo vsaj enega.

V igri zmaga tisti, ki vzame zadnje kamne. Pri tem nastajajo
pozicije (k,1), pri katerih imamo na enem kupu k, na drugem pa
1 kamnov. Ta pozicija je enakovredna poziciji (Z.,k). Poglejmo
si nekatere pozicije, za katere se izkaZe, da so izgubljene:

(0,0); (1,2); (3,5); (4,7); (6,10); (8,13); (9,15)... ali Ee
jih oznacimo splosno: {CO,DOJ; (C1,D1); s {Cn’pn)“‘ Te po-
zicije se podrejajo naslednjim pravilom:

&) ¢, = D, =0

b) komponenta c, pri poziciji {Cn,nn} (n = 1,2,3...) je
najmanjse naravno 5tevilo, ki ne nastopa v prejinjih po-
zicijah.

C}Dn=c‘n+n

Pa dokaZimo, da so te pozicije res izgubljene! Za primer si o-

glejmo pozicijo (1,2). Imenujmo igralca A in B. Ce je po tem,

ko je igralec A vzel iz kupov kamne, nastala pozicija (1,2),

pomeni, da bo igralec B zgubil. B ima namre vel moZnosti:

- B vzame (1,1) ostane (0,1) igralec A vzame vse

- B vzame (0,2) ostane (1,0) igralec A vzame vse

- B vzame (0,1) ostane (1,1) igralec A vzame vse
A

- B vzame (1,0) ostane (0,2) igralec vzame vse

Vse ostale moZne pozicije pa imenujemo nezgubljene.

Za nastale pozicije veljajo naslednja pravila:
I) Pri zgubljenih pozicijah vsako naravno 3tevilo nastopi natan
ko enkrat.

Ce na primer za Cﬂ vzamemo najmanj3e naravno Stevilo, ki ne
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nastopa v prejinjih pozicijah,

potem res vsako naravno Stevi O [ | R EEEE
; ;3 . 15 SN S N R P
lo nastopi v eni izmed pozi- i L T
cid. v S T BEl
13 ¢ t |_Q_r -
Pa pokaZimo 3e, da nastopi sa 121 | Lo Ju i
' I i
mo enkrat; se pravi, da niti - | S O .
110 : =ty
en C_ ni enak nekemu p,. Za Lo q g 2
n k 10¢ 1 —4
poljuben k, ki je manjsi od = 94 [ | I [ O
(k < n), velja: b, = ¢C, +n , 8% ] - | |
kar je vecje od Cp + k = 7+ &>t !
=D7(_> Cp - Ce je n > k, po- 6| | | e
tem je tudi c, > Cqy Iz qor é et
nje relacije je torej razvid- . |
|

Stevili k¥ in n (k < n) velja
relacija Dﬂ > ck . 0d tod pa

je jasno, da se nobeno narav- RS S e
no Stevilo ne ponovi. 0O 123456788910

5
4
no, da za poljubni naravni 3
2
i

l
|
]
|

II) Vsaka zgubljena pozicija se nujno da prevesti v nezgublje-
no pozicijo. Ce pri zgubljeni poziciji (cn.Dﬂ) spremenimo eno
samo komponento, dobimo nezgubljeno pozicijo, zaradi tega, ker
druga komponenta, ki ostane nespremenjena, ne more nastopati v
dveh zgubljenih pozicijah hkrati. Ce bi obe komponenti Cp in
D, spremenili enako, tako da bi razlika med njima ostala enaka
n, bi dobili novo pozicijo (Ck,Dk], ki pa ni vec zqgubljena. &
namre¢ ni enako n, razlika Dy - Cp =m # k , torej pozicija
ni zgubljena.

III) Vsaka nezgubljena pozicija se da prevesti v zgubljeno. Ce

je dana nezgubljena pozicija (a.a), kjer a # 0 , Tahko pridemo

k zgubljeni poziciji (0,0), tako da obe komponenti oditejemo.

Ce pa je dana nezgubljena pozicija (a,b), pri Cemer je a < b

izberemo:

1) a = ¢, in Ce je b > Cp * k =D, , potem od b odvzamemo

razliko b - Dy in dobimo pozicijo (ck.Dk); ta je zgub
1jena
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2) a = Cy in e je b < Cp * k= Dy » potem je tudi b - Cp =
=b -a=h < k. Potem na obeh kupih odvzamemo razliko
Cp = Cy kamnov. Tako dobimo pozicijo {Ch,b—ck+ch] =

= {Ch‘h+ch) = (ch.oh). torej dobimo zgubljeno pozicijo.

3) a = Dy V tem primeru iz drugega kupa vzamemo b - C pred-
metov in dobimo zgubljeno pozicijo (Dk,ck} & (ck,Dk)

1z navedenih pravil je razvidno, da po dolocenem Stevilu potez
oba igralca lahko z jemanjem s kupa izgubljata pozicije. Te po
zicije se zmanjsujejo, dokler ne prideta do pozicije (CO,DO) =
= (0,0), pri kateri je znan zmagovalec. Tako vidimo, da bo pri
pravilni igri obeh igralcev zgubil tisti, ki prvi vzame kamne
s kupov, ¢e je bila zacetna pozicija zgqubljena,oziroma zmagal,
ce je bila zacCetna pozicija nezgubljena.

Povejmo brez dokaza, da za komponente veljata naslednji formu-
Tz
1 + /5 4
k [k e e ]
3+ /5
By * B =5~
kjer znak [m] pomeni celi del 3tevila m

c

Za primer, e je k = 100

¢, = [100 L3721 - [161,803] - 161
3+ /5
p, = [100 ] = [261,803] = 261

Za primer poskusite reSiti naslednje naloge:

a) dokaZzite, da je pozicija (3,5) res zgubljena

b) prevedite zgubljeno pozicijo (4,7) na nezgubljeno
c) prevedite nezgubljeno pozicijo (9,9) na zgubljeno
¢) prevedite nezgubljeno pozicijo (4,10) na zgubljeno.

Cirila BorovZak
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0 POJMU DIMENZIJE

Pojem dimenzije ne predstavlja nobenih nejasnosti tako dolgo,
dokler imamo v mislih preproste geometrijske elemente kot toc-
ke, premice, trikotnike, poliedre. Posamezna tocka ali konéna
mnoZzica tock ima dimenzijo 0, daljica je enodimenzionalina, tri
kotnik ali krogelna ploskev je dimenzije 2, mnoZica tock, ki
napolnjuje notranjost kocke, ima dimenzijo 3.

Toda, ¢im hocemo pojem dimenzije raz3iriti na bolj splodne mno
Zice tock, potrebujemo natanénejso definicijo dimenzije.

Prav lahko najdemo primer za tako mnoZico. Kak3no dimenzijo
lahko pripi%emo mnoZzici g na realni osi, ki vsebuje tocke z ra
cionalnimi koordinatami? Zdaj 3e ne moremo odgovoriti na to
vprasanje.

Poincaré je prvi poskusil natancneje definirati pojem dimenzi-
je. Ogledali si bomo samo idejo, ker moramo za podrobno obdela
vo poznati pojme iz topologije.

Poincaré je dimenzijo takole definiral:

Premica ima dimenzijo 1 zato, ker moramo premici odvzeti eno
tocko, ki ima dimenzijo 0, da lahko ToCimo dve poljubni tocki
na premici.

Ravnina ima dimenzijo 2, ker ji moramo odvzeti zaprto krivuljo,
ki ima dimenzijo 1, da lahko locimo dve poljubni tocki na rav-
nini.

Ti dve definiciji nam dasta slutiti induktivni znaaj dimenzio
nalnosti. Prostor je n-dimenzionalen, €e mu moramo odvzeti pod
prostor dimenzije (n-1), da lahko 1oCimo dve poljubni to&ki te

ga prostora in e z odvzemom podprostora manjse dimenzije tega
ne moremo storiti.

Induktivno definicijo dimenzije najdemo tudi v Evklidovih Ele-
mentih. Enodimenzionalen je tisti objekt, ki ima rob sestav-

1jen iz tock, dvodimenzionalen objekt ima rob sestavlijen iz
krivulj, trodimenzionalen pa iz ploskev.
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V zadnjem casu se je teorija dimenzije zelo razmahnila. Preden
definiramo dimenzijo, si oglejmo lastnost vsake konéne mnoZice
tock.

Poljubna kondna mnoZieca todk T ima lastnost, da lahko vsako to
&ko te mnoZice zapremo v poljubno majhen del prostora, ki ne
vsebuje nobene druge todke mno3Zice T.

Iz te lastnosti sledi definicija mnoZice dimenzije 0. Po dogo-
voru ima prazna mnoZica dimenzijo -1.

DEFINICIJA: MnoZieca todk S ima dimenzijo 0, &e ni prazna in &e
vsako todko te mnoZice lahko spravime v poljubno majhno okoli-
co, katere rob seka mnofico S v mnofici dimenzije -1 (to pome-

ni, da rob okolice ne vsebuje nobene todke mnoZice S5).

Torej ima mnoZica ulomkov na realni osi dimenzijo 0, saj lahko
vsaki racionalni toEki a konstruiramo poljubno majhen interval
(okolico), ki vsebuje a in ima iracionalni krajis¢i (rob). Rob
okolice torej ne vsebuje elementov mnozice Q. Taka okolica je

na primer [a - vZ.107" , a + /Z.107"] , kjer je n poljubno na
ravno Stevilo (slika 1).

Doslej smo definirali samo dimenziji -1 in 0. Definicija mnozi
ce dimenzije 1 izhaja iz njiju.

DEFINICIJA: MnoZieca tolk 5 ima dimenzijo 1, &e nima dimenzije

-1 ali 0 in &e veako todke mnofice 5 lahko spravimo v poljubno

majhno okolico, katere rob seka mnoZico S v mnoZici dimenzije
d.

Vzemimo tocko P na premici p. Rob vsakega intervala, ki vsebu-
je tocko P, sestavljata dve tocki (mnoZica dimenzije 0) (slika
L B '

ai2-16" a2z 16"

0 a X

51, 1 51. 2

207



Nadalje lahko definiramo dimenzije 2, 3, 4, ... 1in sploino:

DEFINICIJA: MnoZica S ima dimenzijo n, &e nima kake manjde di-
menzije in de je vsaka njena todka vsebovana v taki poljubno
majhni okoliei, da njen rob seka mnoZico S v mnofieil dimenzije
(n-1).

Tako je ravnina dimenzije 2, saj lahko vsako tocko vzamemo na

primer za sredii¢e kroga poljubno majhnega polmera. KroZnica
(rob) seka ravnino v mnoZici dimenzije 1 (slika 3).

V obicajnem prostoru nima nobena mnoZica dimenzije vecje od 3.
Vsako tocko prostora lahko namre¢ vzamemo za srediice poljubno
majhne krogle in povr3ina krogle (rob) ima dimenzijo 2 (slika

4). Pod pojmom prostora pa ne razumemo samo obicajnega prosto-
ra. Z razdiritvijo pojma prostora lahko pridemo do dimenzije,
vecje od 3.

Prostor, ki ni dimenzije n za nobeno naravno Stevilo n, pravi-
mo, da je neskonéno dimenzionalen.

WHAT IS MATHEMATICS

by
Richard Courant and Herbert Robbins
Oxford University Press 1960 Nadja Marudid
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NALOGE - TEKMOVANJA

DEVETO ZVEZNO TEKMOVANJE IZ MATEMATIKE ZA UCENCE OSNOVNIH SOL

Tekmovanja osnovno3olcev iz matematike imajo Ze lepo tradicijo.
Tako kot vsako leto so se tudi letos najboljsi sedmoSolci in
osmoSolci pomerili na 9. zveznem tekmovanju, ki je bilo 4. ju-
nija v PortoroZu. Tekmovanje je tudi letos organiziral Matema-
tiéki 1ist iz Beograda, gostiteljica pa je bila podruZnica
DMFA SR Slovenije iz Kopra.

Devetega zveznega tekmovanja se je udeleZilo 74 ucencev iz
vseh republik (37 tekmovalcev iz vsakega razreda). Za Sloveni-
jo je tekmovalo naslednjih pet sedmo3olcev in Sest osmoSolcey:
8. razred: Mojca Tavéar, 05. P. Voranc, Ljubljana; Liljana
Trampuz, 05, M. 5trukelj, Nova Gorica; Poko Mandrino, 035. V.
Vodnik, Ljubljana; Wives Winkler, 05. M. Strukelj, Nova Gorica;

Slovenska ekipa
na devetem zvez
nem tekmovan ju
v Portorozu

L. 6. 1978




Se zadnja
navedila

Ale3 Mihev, 05. F. Pre3eren, Kranj in Rastislav Potoénik, 05.
D. Bordon, Koper;

7. razred: Robert Bukalo, 05. P. Voranc, Ljubljana; Robert Bu-
tari¢, 05. P. Tomazic¢, Koper; Mitja Bensa, 05. M. Strukelj, No
va Gorica; Sasa Pucko, 03. Cerklje ob Krki in Marko Modic, O05.
Radlje ob Dravi.

Komisija je podelila 8 nagrad in 9 pohval tekmovalcem iz 7.r.
ter 10 nagrad in prav toliko pohval tekmovalcem iz 8.r.
Najboljsi sedmosolec je bil Nikola Miljkovi¢ iz Beograda, dobil
je prvo nagrado. Tudi osmo3olcem je bila podeljena prva nagra-
da. Dobila jo je Dragana Todori¢ iz Titovega UZica.

Med pohvaljenimi so bili tudi tekmovalci iz Slovenije: Mitja
Bensa, 05. M. 8trukelj, Nova Gorica; Marko Modic, 05. Radlje ob
Dravi (oba iz 7.r.) in Doko Mandrino 05. V. Vodnik, Ljubljana;
Liljana TrampuZ, 05. M. Strukelj, Nova Gorica (8.r.).

Za doseZene rezultate jim Cestitamo!

V nadaljevanju objavljamo naloge z reditvami za 8. razred.

Terezija Uran

Foto Dudan Modie
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NALOGE Z ZVEZNEGA TEKMOVANJA OSMOSOLCEV V MATEMATIKI (1978)

1. Posoda je napolnjena s 100% alkoholom. Odlijemo 2 litra alkohola in doli
jemo prav toliko destilirane vode. Postopek 5e enkrat ponovimo: odlijemo
2 litra me3anice in dolijemo 2 litra destilirane vode. Tako dobimo v po-
sodi 36% alkohol. Koliko litrov drZi posoda?

2. Neko troitevil&no Stevilo je 33-krat velje od vsote svojih cifer. Doka-
7i, da je to itevilo deljivo z devet! Dolo€i to Stevilo!

3. Iz kroga s polmerom r je izrezan enakostraniéni trikotnik. lzraunaj pro
stornino in povr3ino vrtenine, ki nastane z vrtenjem ostanka tega kroga
okoli ene izmed njegovih osi simetrije!

L. Dve kroZnici z enakima polmeroma » se dotikata od zunaj. Konstruiraj pre
mico, ki sefe obe kroZnici tako, da so nastali trije odseki na tej premi
ci po dolZini med seboj enaki! Utemelji konstrukcijo!

5. V kvadratni mreZzi 100 krat 100 je vpisanih 10000 poljubnih 3tevil. 0z-
nafimo z @) vsoto 3tevil v prvi vrsti, z a, vsoto Stevil v drugi vrsti,
z a3 vsoto Stevil v tretji vrsti, ... , z agg vsoto Stevil v stoti vr-
sti. Mato oznalimo z b; vsoto 3tevil v prvem stolpcu, z by vsoto itevil
v drugem stolpcu, z by vsoto Stevil v tretjem stolpcu, ...,z bjgg vsoto
Stevil v stotem stolpcu. Dolofi StevilCno vrednost izraza:

((21 = bl) + (LIZ 2 b:) + (a3 L8 ba) I (alﬂ(} L blﬂﬂ)




Resitve nalog

1. V posodi je x litrov 100% alkohola. e odlijemo 2 | alkohola in dolije-

mo 2 | vode, dobimo pt meSanico, ki vsebuje (x - 2) litrov alkohola in
2 1 vode.

e e e 4 fod i 100%

ol o R AT PR

p:100=(x=-2):2 ; p=100{x =2} /2
Mesanica vs=buje p% €istega alkohola.

V posodi je # litrov p% meZanice. Ce odlijemo 2 | me3anice in dolijemo
2 1 vode, dobimo novo medanico, ki vsebuje 36% alkohola.

............. %

H# 8

36.: p=(z=2) 2ol ple - 2)/w=36

Upoitevajol dobl jeni izraz za p, dobimo:
100| (= 2) /|2 = 36 =62 5 10(x - 2)/x =6

Sledi =6 .V posodi je bilo 5 litrov 100% alkchola.

Iskano trodteviléno Stevilo M = 100z + 10y + 2 lahko zapiZemo takole:
M=33.(zx+y+z)=3.1.(x+y+z)

Ker je M deljivo s 3, mora biti vsota njegovih cifer prav tako deljiva
5 3:

2

z+y+z=3m; mZ 1
Pri tem je m naravno Stevilo. Dobimo
M=11.3.(z +y+5) =11.3.3n = 11.9m= 99m

S tem smo dokazali, da je M deljivo z 9. 0d tod naprej sledi, da je tudi
vsota njegovih cifer deljiva z 9:

eyt a=Mm; ni

Pri tem je n naravno Stevilo. Ker so x, y in z manj3i ali kveZjemu
enaki 9, velja = + y + 3 = 27 . Zato mora biti n £ 3, torej je lahko
nenak 1, 2 ali 3. Pri tem ima Stevilo M obliko:

M=33(c+y +a) =33.9n = 297n
Oglejmo si vse tri moZnosti!

n M= 297n x+y+z2=5
1 297 2+9+74# 9
2 594 5+ 9+ 4=18
3 891 8+9+1#27

Iskano Stevilo je tore] enako 594.

Ko pridemo do sklepa, da je M deljivo z 99, lahko re3evanje naloge nada-
ljujemo Se nekoliko druga€e. Pisimo:
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(100x + 10y + 2) : 99 =x + (z + 10y + 2)/99
0d tod sledi:
z+ 10y +2=9%; p=1,2,3,...

Ker so x, y in z manj&i ali kvefjemu enaki 9, velja =z + 10y + 5 2 9 +
+ 10.9 + 9= 108 oziroma 99p £ 108 in kon&no p = 1 . Sedaj lahko
piSemo: x + 10y + 2 = 99 oziroma

10y + (@ + z) = 10.9 +9

Ker mora biti z + z = 18 in ker ima itevilo 99 na mestu enic Ztevile
9, sledi, da x + 2 ne more biti dvo3tevil&no Stevilo. Zaradi tega lah-
ko sklepamo iz zadnje enalbe, da mora biti z+2=9 in y =9, torej:

M =33z +y+ 3) = 33.18 = 594

. 45 je simetrala XBAC. Zato je }DAS = 30° in ker je ¥ADS = 90°, sledi, da
je ¥DSA = 60°. Trikotnik ADS je polovica enakostranignega trikotnika s
stranico » in je zato 8D = »/2 . |z pravokotnega trikotnika ADS sledi
a/2 = v/3/2 oziroma a = r/3 . Vrtenina je dolofena s kroglo polmera »

in z vértanim pravokotnim stoZcem viSine v = 3»/2 in polmera R = g/2=
= r/3/2 . Za kroglo vel ja:

Vi = (4/3)me?
Py byp?
za stoZec pa:
Vg = (1/3)nR%0 = (3/8)mr?
Py = wR? + nRs = (9/k)mr?

Tako dobimo za prostornino in
povriino vrtenine:

Vo=V = Vg = (23/24)mr® ;
P=P,+P, = (25/4) np?

1

. Da bomo lahko konstruirali zahtevano premico, moramo ugotoviti razmer je
med neznano dolZino treh enakih odsekov in danim polmerom r obeh kroZnic.

NariSimo premico p in oznaimo na njej tri enake odseke pol jubne dolZine
a = BiA, = A1Ap = A;B, . Ddseka 41B; in A,;B; predstavljata tetivi_dveh
kroZnic enakih polmerov_r; = ry; = r s sredi3&i 5, in Sy Ker je 415, =
= B1S; =r in AyS; = BpS; = r sledi, da sta 5; in S, na simetralah te-
tiv 418y in 438, in sicer z iste strani premice p, sicer se kroZnici ne
bi dotikali. Razdalja simetral je enaka 5;5; = 2r = 2a , ker se kroZni-
ci dotikata in ker je tudi Aj4; = g . 0d tod sledi, da je a=r . Tri-
kotnika 4,815, in 4,B,5, sta torej enakostranifna. To pomeni, da pred-
stavljata tetivi A;By = 438, = » stranici kroZnicama vértanih Sestkot-
nikov, ki se stikata v dotikali8€u M obeh kroZnic. Zato velja 4;M =
=AM =r .
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Zda] lahko konstruiramo zahtevano premico. Nafrtamo daljico 518, = 2» in
jo razdelimo na dva enaka dela s toZko M. Nato nafrtamo dve od zunaj se
dotikajoéi kroZnici s polmerom r in sredi3€i v §; in S5;. S 3estilom dolo
€imo na obeh kroZnicah totke, ki so za r oddaljene od dotikalista M. Ta-
ko dobimo dva para tofk 4; in 4; ter C; in Cp, skozl katera nafrtamo pre

mici, ki sta vzporedni z daljico 5;5,. Obe premici zado3Zata pogojem v
nalogi. .

V vsoti a=a; +a; +az + ... +ayjgp 50 zajeta vsa Stevila, vpisana v

kvadratni mreZi. Prav tako so v vsoti b = by + by + by + ... + bygg za
jeta vsa Stevila kvadratne mreZe, zato je g =5 . lzraz
(al . bl) + (az'bz) + (a3 g ba} b e (algg i blﬂﬂ)

lahko zapiZemo, potem ko razre3imo oklepaje, tudi v obliki (a - b) .

UpoStevajo&, da je a enako b sledi, da je vrednost podanega izraza enaka
nig.

Aleksandar Juridid

NALOGE-TEKMOVANJA




5, ZVEZNO TEKMOVANJE MLADIH FIZIKOV

V istrskem mestecu Labinu je bilo 5. tekmovanje mladih fizikov
iz vse Jugoslavije od 27. do 28. maja 1978. Slovence so zasto-
pali naslednji tekmovalci: Marko Cebokli, Borut Ferlan in Tone
Verbov3ek iz I. gimnazije v Ljubljani, Kazimir GomilSek in Mi-
hael Florjanci¢ iz gimnazije M. Zidan3ka v Mariboru, Janez 3e-
tina iz gimnazije Sentvid pri Ljubljani ter Ludvik Medvesek iz
gimnazije I. Cankarja v Ljubljani. Vsi ti so bili najbolj3i na
republiskem tekmovanju v Celju.

Prvi dan so tekmovalci redevali naloge, ki so bile razdeljene
v Ze ustaljene skupine: A) mehanika in toplota, B) elektrika
in magnetizem in C) optika z atomiko. Vsak tekmovalec je Ze
pred tekmovanjem izbral skupino, kjer bo tekmoval.

TeZo nalog lahko presodijo bralci sami:

SKUPINA A: Mehanika in toplota

1. Kolo s polmerom R in maso m stoji pred stopnico z wi3ino 1. Polmer R je
vecji od 1. Kolik3na je najmanj3a vodoravna sila s prijemali%Zem v sre-
dis¢u kolesa, ki lahko kolo dvigne preko stopnice?

2. Vozigek z maso M se giblje s kon \Y
stantno hitrostjo v,. V nekem
trenutku izpustimo breme z maso
m tako, da pade navpitno na vozi
tek. Koliko toplote se pri tem
sprosti, €e je bila hitrost bre-
mena pri padcu enaka vy ?

3. Votla Zelezna krogla z notranjim
premerom 15 cm in z debelino ste
ne 1 mm je napolnjena z vodo.
Krogla se vrti na gladki mizi s
frekvenco 5 s”l. Z rokami za tre
nutek zaustavimo vrtenje krogle
in jo ponovno spustimo. § kak3no
frekvenco se bo krogla vrtela se
daj? Gostota Zeleza je 7,8 gem™3,
vztrajnostni moment polne krogle
je enak 2 mr2/5 .

4, Vodna ura - klepsidra (slika 1)
je rotacijsko simetri€na posoda.
Voda izteka skozi male odprtino
0. Povrije vode nad odprtino se
enakomerno spu-
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i¢a, kar omogofa merjenje Easa. KakZno obliko mora imeti posoda v navpig
nem preseku vzdolZ simetrijske osi? (PrikaZi odvisnost visine nivoja vo=
de y od vodoravnega preseka posode x: y = Flx).)

. Valj je razdeljen na dva dela z batom, ki se tesno prilega stenam. Bat

se premika brez trenja. Prvi del valja je napolnjen z idealnim plinom z

masc 0,01 kg pri temperaturi 20°C. Kilomolska masa plina je 29 kg, raz-

mer je specificnih toplot pa 1,4. V drugem delu valja je vakuum. V tem de
lu je bat pritrjen na osnovno ploskev valja z vzmetjo, ki je v nerazteg-
njenem stanju dolga toliko kot valj. S segrevanjem povefamo temperaturo

plina za 100°C. Koliko toplote porabimo za takZno segrevanje?

SKUPINA B: Elektrika in magnetizem

1.

Tri enake kroglice z masami po 2 g so obeSene v isti tofki na tankih ni-
tih z dolZinami po 30 cm. Koliko naboja moramo dovesti na vsako krogli-
co, da bo vsaka nit tvorila kot 30° z navpi&nico?

. Na tokovni izvir je priklju€en porabnik z uporom E. Porablja moZ P. Ko

temu porabniku prikljuimo vzporedno %e drug porabnik z enakim uporom,
se rabljena mo& ne spremeni.

a) KolikZen je notranji upor izvora?
b) Kolik%na je njegova gonilna napetost?

. Ugotovi, €e je mogole v vezju, ki ga kaZe slika 2, kapaciteti kondenza-

torjev ) in ¢, povefatl tako, da se naboja na C; in C; zmanj3ata glede
na prvotno vrednost! Kapaciteta C in napetost izvora ostaneta nespreme-
njeni.

na
4]

c

=
11

‘—|=-l:l

. KroZni prevodnik s polmerom a se nahaja v navpi€ni ravnini v polju ze-

mel jske teZnosti in v magnetnem polju z gostoto B, ki je pravokotno na
to ravnino. Po prevedniku drsi eno krajisfe metalne palice z dolZino a
in z maso m. Drugo krajis€e je pritrjeno v srediS¢u kroZnega prevodnika,
skozi katerega gre tudi os vrtenja palice. Kolik3no napetost moramo pri-
klju€iti na konca metalne palice, da se bo palica vrtela enakomerno.
Upor palice je R.

. V prostoru se nahaja kovinski obrof s tremi simetrifno postavljenimi kra

ki. Polmer obrofa je 5 cm. V enem kraku se nahaja upornik za 20Q, v dru-
gem Zarnica z uporom 10 @. V prostoru pod ravnino, v kateri leZi geome-
trijska os obrofa, je magnetno polje z gostoto 1 T. Nad to ravnino ni
polja (slika 3). ObroZ se vrti okrog geometrijske osi s frekvenco 150s~L
Kolikina je povpreZna mo&, ki jo rabi Zarnica? (Najprej skiciraj €asovno
odvisnost mo&i Zarnice v enem obratu!)
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SKUPINA C: Optika in atomika

1.

V konkavno krogelno zrcalo s krivinskim radijem 0,5 m nalijemo vodo do
roba. Kolik3en je premer slike Sonca, ki jo s tem sistemom dobimo na za-
slonu? Vidni kot,pod katerim vidimo Sonce, je 0,5°.

. Telo z cbliko poiovitnega valja je narejeno iz stekla z lomnim kolicni-

kom vZ. Na ravno povriino telesa padajo svetlobni Zarki pod kotom 459
ravnini, ki gre skozi os valja (slika 4). S katerega dela zakrivljene po
vriine svetlobni Zarki zapuscajo telo?

. V kameri z majhno odprtino zaslonke je razmik med odprtino in fotograf-

sko plo3€o 10 cm. Zelimo dobiti sliko Sonca v vidnem spektru
(A = 5.1077 m). KolikZen naj bo premer odprtine zaslonke, da bo 1o&lji-
vost najboljia?

. Svetloba z neznano valovno dolZino A; pada na fotokatodo in povzrogi fo-

toefekt. Pri dologeni katodni napetosti Uy, tok preneha tefi. e fotoka-
todo osvetlimc.s svetlobo z valovno dolZino A; = 0,54 , je napetost,
pri kateri tok preneha teCi, enaka Up,. Razlika napetosti Ug, in Uk, naj
bo 1656 mV. lzraZunaj neznano valovno dolZino A; !

. Velika pola drsi po razseZni mizi s hitrostjo v glede na mizo. Po njej

drsi druga pola s hitrostjo v glede na prvo polo. Tretja pola drsi po
drugi s hitrostjo v glede na drugo, itd. Proti kateri hitrosti limitira
hitrost n-te pole, ko gre n proti neskontnosti?

Drugi dan, ko je komisija pregledovala izdelke, so tekmovalci
od311 na izlet v Porec.

Nasi predstavniki so se dobro odrezali. Tone Verboviek je pre-
jel I. nagrado, Kazimir Gomilsek pa III. nagrado v skupini A.

V skupini B je Janez Setina doseqel III. nagrado. V skupini C

ni tekmoval noben nas predstavnik.

Bojan Golli in Andrej Likar
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NEKATERE NALOGE Z 19. ZVEZNEGA SREDNJESOLSKEGA TEKMOVANJA 1Z
MATEMATIKE

Letoinje zvezno tekmovanje srednjesolcev v matematiki je bilo v
Bec¢i¢ih v €rni Gori. 0 tekmovanju, udeleZencih in nalogah je
Presek Ze poroal. Tisti med vami, ki vas priviacijo malo trsi
matematiéni orehi, pa boste prav gotovo veseli tudi resitev na-
log s tega tekmovanja. Ceprav sva Zelela, nisva objavila vseh
reSitev, saj bi to zavzelo preved dragocenega prostora, kajti
Presek je namenjen 3e Cemu drugemu kot resSevanju nalog. Iz vsa-
kega razreda sva zato izbrala po dve po najinem mnenju najbolj
zanimivi nalogi in eno nalogo s kvalifikacijskega tekmovanja za
matematiéno olimpiado.

0 reditvah velja kot vedno: naloga nam nudi zadovoljstvo pri re
Sevanju, ne pa pri branju resitve. Zato naj bodo reSitve le iz-
hod v sili, ¢e se vam pri redevanju kje ustavi. Njihov namen je
kontrola va3ih ugotovitev. Dobro poglejte, ali pri reSevanju ni
ste izpustili kak3nega pomembnega sklepa, saj nas neutemeljeni
zakljucki kaj hitro privedejo v zmoto. Meniva, da bodo reditve
ohrabrile tudi vse tiste, ki mislijo, da so naloge z zveznih
tekmovanj zanje pretezke ali sploh "nere3ljive". Tem in morda
5e komu Zeli pricujoéi clanek pokazati, da marsikatera naloga
ni tako tezka, kot kaZe na prvi pogled, le nacin redevanja je
malo manj obic¢ajen. Pa veliko uspeha pri redevanju!

|. razred, 2. naloga

DoloEi vsa naravna 5tevila, ki so 33-krat velja od vsote svojih cifer!

Reditev: Imejmo dano n-mestno naravno Stevilo x, ki ga v desetiskem sistemu
zapisemo s ciframi ay, az, ... , ay . Enafba za iskana Stevila se potem
glasi:

x=1ﬁﬂ%+.“+1Dq+a1=BJ%+.“+aﬂ

|z enalbe je razvidno, da je 3tevilo x deljivo s 33, torej tudi s 3. Ker pa
je 3tevilo deljivo s 3 natanko tedaj, ko je s 3 deljiva vsota njegovih ci-
fer, je desna stran enacbe deljiva z 9. Torej je z 9 deljivo tudi Stevilo x
in potem tudi vsota njegovih cifer. Lahko zapifemo: x = 33.9y = 297y . Kot
reSitve pridejo torej v podtev le mnogokratniki Stevila 297.

Nickratnik, t.j. 3tevilo 0 kot re3itev odpade, saj ni naravno Stevilo. Pet
in veCmestnih reditev tudi ni, saj za »n £ 5 velja:
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33(a; +az + ... + a,) 2 33(9.n) = 2970 < 1071 £

Podobna situacija je s Y-mestnimi Stevili x. Ce je prva cifra enaka 1, po-
tem je vsota cifer manj%a od 28, produkt 33.28 pa ne presega 1000. e pa je
prva cifra l-mestnega Stevila a, > 1 , potem velja:

33(a; + ap + az + ay) = 33.(9.4) = 1188 < 1000 q, = x
Enakosti tu ne moremo doseli.

Ostane nam le 3e preverjanje med trimestnimi mnogokratniki 3tevila 297. Ta-
ko dobimo edino reditev:

x = 594

|. razred, 4. naloga

Pravokotna mreZa dimenzije 9 x 10 je pokrita z dominami dimenzije 2 x 1. Do
kaZi, da ne moremo iste plo3ce pokriti z dominami tako, da bi vsako domino,
ki je leZzala prej horizontalno, postavili vertikalno (kamorkoli na mreZo),
vsako vertikalno pa poloZili horizontalno!

Re3itev: vseh domin je 45, torej liho 3tevilo. Vsako horizontalno domino
preseka natanko ena vertikalna €rta mreZe in cbratno. Denimo, da ima mreZa
10 vrstic in 9 stolpcev. DokaZimo, da preseka vsaka vertikalna &rta sodo
Stevilo domin. Za prvo vertikalno érto to ofitno velja, saj je polj v prvem
stolpcu 10, vsaka pokonina domina zavzame po dve polji v tem stolpcu, torej
ostane sodo polj za domine, ki leZe horizontalno. Enak sklep ponovimo pri
drugi €rti, kjer upoStevamo tudi to, kar smo ravnokar dokazali za prvo &r-
to, in nato 3e pri vseh nadaljnjih. Vertikalnih &rt je 8, vsaka preseka so-
do 3tevilo domin, torej je horizontalnih domin sodo Stevilo. Pri opisani za
menjavi domin pa bi leZalo horizontalno liho Stevilo domin (saj je vseh h5f.
kar pa smo pravkar ugotovili, da ne gre.

Il. razred, 1. naloga

Ali obstajajo taka realna 3tevila a, b, e ind , da velja:

19 enatba ar? + bdr + ¢
20 enalba kx? + cdr + a
30 enatha ex? + ade + b

Reditev: €e ustrezna Stevila a, b, ¢ ind obstajajo, je gotovo abe # 0 ,
saj bi bila sicer vsaj ena od enaZb linearna in ne bi imela dveh korenov.
Vietova pravila nam povedo, da je:

0 ima razli€na realna korena x; inx; ,
0 ima razliéna realna korena x; in z3 ,
0 ima razli€na realna korena x5 inx; 7

nnan

zx2p = ela , xe3 = al/b , =z = ble ,

od koder dobimo, da velja: afxfxd =1, oziroma zyxpxy =e (e=¢1) .

Ko to ugotovitev upoStevamo v gornjih Vietovih enacbah, hitro vidimo, da mo
ra za korene enatbe veljati: =z, = eb/a , x, = ee/b in =x3 = eale . Ce to
vstavimo v dane tri kvadratne enaébe, dobimo:

b2(1 + de) = -ae
e?(1 + de) = =ba in
a?(1 + de) = -be

Ker je abec # 0 , je tudi 1 + de # 0 . Ce zda] gornje enaibe medsebojno
delimo, nam ostanejo naslednje relacije med koeficienti a, b in e :

b2/e?2 = e/b , c%/a? = ale , a2/b? = b/a ,
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kar nam pove, da je: a® =b% =¢% . To pa pomeni a=b =c , saj se iz
zgornjih enatb vidi, da so a, b in ¢ istega predznaka. To pa bi pomeni-
lo, da so vse tri enatbe identiéne, kar je v nasprotju s pogojem, da so vsi
trije koreni x;, x; in x3 razli&ni med seboj. 0Od tu lahko upravieno za-
kljuéimo, da 3tevila a, b, e¢ ind , ki bi ustrezala nalogi, ne obstajajo.

11. razred, 4. naloga

Za totke Ay, A, ... , A, v ravnini velja, da je najvefja od razdalj Aiﬂj
(Z#7) enaka 1, a najmanj3a enaka d. Dokazi, da je

2
-1

ReSitev: OCrtajmo okrog vsake od n danih tofk krog polmera d/2 . Ker je
najmanj3a razdalja med tofkami enaka d, se ti krogi medsebojno ne sekajo.
Naj bo 4; poljubna izmed danih n tofk. Ce tej tofki ofrtamo krog polmera
1, bo ta vseboval vse dane tofke. Ta krog sedaj odebelimo za 4/2, t.j. na-
risemo koncentrien krog polmera 1+4/2 , in ta bo vseboval vseh n medseboj
no disjunktnih krogov s polmerom 4/2. Ker so manj3i krogi disjunktni, je
vsota njihovih plo3&in manj3a od

plos&ine kroga s polmerom 1+d/2,

ki vsebuje vse te kroge. Torej lah-

ko to ugotovitev zapisSemo s pomodjo

geometrijskih formul kot:

m(1 + d/2)2 > nn(d/2)2

0d tu dobimo po krajSanju in kore-
njenju (kar je moZno, saj so vse
koli&ine pozitivne):

1 +d/2 > /n.d/2

|z zadnje enaibe pa s preureditvijo
dobimo iskano oceno za

2
-1

Omeniti velja, da je ta ocena zelo
groba, saj je za n < 9 trivialno
izpolnjena. OCitno je namre&, da je
d=1, zan < 9 pa je

2

o=

d < !

d <

]}

Mala olimpiada, 2. naloga

Naj bo k, enotski polkrog nad polmerom 5,8 , a k; krog polmera 1/2, ki
se dotika k, in daljice 5,8.Krog k,,, definiramo na slede&i natin: Ky
se dotika kroga k,; , polkroga k, in galjice 54B. Naj bo r, polmer kroga k;,
n=1,2,... DokaZi, da je:

(a) La L . B _y in

Py i Ty 1 Pn
1

(b) - Je bodisi kvadrat nekega sodega naravnega Stevila, ali pa dvojni
n
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kvadrat nekega lihega Stevila.

ReSitev: Na risbi sta vrisana dva

zaporedna kroga k, in k, ; . Hitro
vidimo, da velja:

a2 = (z+y)? - (z-y)? = bay ,

u2 = (1-2)2 =z =1 + 22 in
analogno

(u+z)2 = (1-y)2 - y2 =1 - 2y .

Ko enacbe skorenimo in izra&unamo
a2+ u - (a+u) = 0 , dobimo nasled-
njo ena&bo:

Hg = 0y - %,

a od tu:
x? + y? + be?y? - 6oy + baly +
+ boy? = 0
Ce vpeljemo novi spremenljivki
a=1/=zinb=1/y, se ta enacba prelevi v naslednjo:

a2 + b2 + b - bab + ba + kb = 0 (1)

Ma naSi sliki smo z = oznalili polmer ry , torej je a = 1/r, . Ce enatbo
(1) gledamo kot kvadratno enabo za b pri fiksnem @, hitro odkrijemo eno
njeno resSitev, to je ravno 1/y , saj smo jo dobili iz geometrijske konstru
kcije. Konstrukcijo pa bi lahko napravili tudi za kroga z radijem r _, in
ry . e bi tu vlogo a in b zamenjali (ker nastopata simetri&no), bi dobili
isto enafbo. Tako nam je na dlani 3e drugi koren enafbe (1): I/J:',.l,,l . Se-
daj dobimo z upo3tevanjem Vietovega pravila za linearni &len enafbe (1) rav
no enakost (a). |z te zveze najprej sledi, da so 1/r, naravna Stevila.
Drugo Vietovo pravilo nam pove, da je

LU - (—L-+ 2)2
Tp+y u-1 n

1z (1) izralunamo r; = 1/4 . Vidimo, da trditev (b) velja

za n=1 inza n=2 . Dokaz trditve (b) pa lahko zdaj izdelamo s pomog-
jo popolne indukcije, kjer na indukcijskem koraku upoitevamo prej zapisano
drugo Vietovo formulo. Naj poudarimo le %e to, da je bilo za zafetek induk-
cije nujno preveriti trditev (b) za n=1 in n=2, saj se ob indukei j-
skem koraku sklicujemo na dva predhodna &lena: Wr, in ]/Pn_i

I1l. razred, 1. naloga

Pois&i vsa naravna 3tevila n, za katera obstaja polinom n-te stopnje Pylx)
s celo3tevilskimi koeficienti, ki je v n razliénih celoStevilskih tockah
enak n in P,(0) =0 .

ReZitev: OznaZimo s @u(x) polinom g,(z) = n - P,(z) . Polinom @,(z) jJe
v n razliénih celoftevilskih tokah, imenujmo jih =x=y,29 , ... , &, , enak
0 in @u(0) =n . e je @Gulzg) =0, je @u(x) deljiv z binomom (z - z;).
Tore] lahko pifem g,(x) kot produkt n faktorjev

Gulz) = Alx = xy) oz - zp) .o (2 - )
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Vsi x; so med seboj razli&ni in nobeden ni enak 0, torej so po absolutni
vrednosti vsi, razen morda dveh, vetji od 1. Vstavimo x =0 :

G (0) = A.(-1)".zy .25 . .2,
|A. (-1)*zy o2y v, | & 272

Togre lepri n2 k4 . Zan=1,2,3 ink4 lahko hitro dobimo primere za po-

n

in ocenimo: n

linome z zahtevanimi lastnostmi:

n=1: @Qlx)=x+1, Pilz)=-x;

n=2t Qlr)=(z-1){x-2), Pyz) =3 -2 ;

n=3 @x) =(e- N+ 1)(-3), P3x) =z+ 322 ;
n=h Q) =(x-N+1)x-2(+2), Pl =52

111, razred, 4. naloga

V ravnini je danih n toék Ay, 43, ... , A4, , katerih medsebojne razdalje
so vse vefje ali kveZjemu enake 1. DokaZi, da Stevilo daljic Agdj {<,7=
=1,...,n) dolZine 1 ne presega 3n.

Refitev: Vzemimo poljubno toiko A; in opisimo okoli nje enotski krog (krog
s sredistem v A7 in polmerom 1). Vse totke, ki so od A; oddaljene za 1, le-
Ze na tem krogu. Koliko je najved takih tofk med tockami 4:7 OEitno jih bo
najvet tedaj, ko bosta po dve sosednji tofki med seboj enaio oddal jeni. Ta
oddal jenost mora biti najmanj 1, to pa doseZemo ravno pri pravilnem Sest-
kotniku, torej je takih tofk najvef 3est. Vseh tofk je n, iz vsake izhaja
najvet 6 daljic dolZine 1, vsakc tako daljico pa smo pri tem 3teli dvakrat
(k vsakemu kraji%€u po enkrat), skupaj torej njihovo 3tevilo ne presega
6n/2 = 3n , kar je bilo treba dokazati.

IV. razred, 1. naloga

Naj bo n naravno Stevilo. Oznalimo s Py Stevilo nenegativnih celostevilskih
reSitev x, y enacbe

kx+ (k+1).y=n-k+1
lzratunaj vsoto pj + pp + ... + ppyq !
ReSitev: enatbo malo preoblikujmo:

Rle+y+1)+y=n+1
Oznafimo =z =ax + y + 1. Tako dobimo enaZbo

ka+y=n+1

Zaradi x 20 velja ySz -1, torej 08 y Sz -1. 0%itno dolota vsak
par (x,y) , ki reSi prvotno enatbo, natanko en par (z,y) , ki refi drugo
enacbo in obratno. Torej lahko Stejemo kar reditve te enatbe pri vseh vred-
nostih 1 £k Sxn + 1 . Pri vsakem k med 1 in n+l predstavlja na%a enatba
razcep Stevila »n + 1 na mnogokratnik 3tevila =z (med 1 in n+1)
in ostanek y. Tak razcep pa je, kot vemo, enolifen, torej obstaja za vsak
tak z natankc ena re3itev nade naloge. Vseh reSitev je torej n + 1 , koli-
kor je tudi reSitev prvotne enatbe, in to je enako iskani vsoti. Kot vidi-
mo, nam za reSitev naloge ni treba iskati Stevil pz, kar bi bila teZja nalg
ga.
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IV. razred, 3. naloga

Za podmnoZico P naravnih Stevil N velja:

1)aeP,bEP=>a+bEP,
2) (g €N, g>1)(Ic €EP)(ec Z0 med q) .

Doka?i, da so v P vsa naravna 3tevila razen morda konéno mnogih, z drugimi
besedami, mnoZica N - P je konéna.

ReSitev: dokaZimo najprej, da v P obstajata vsaj dve med seboj tuji 3Stevi-
Ti. Naj bo a €& P . Razcepimo a na praitevila: a = p§fl.p§l...pg" . Zaradi
zahteve 2) obstaja za vsak gﬂ tak aj E P, da p; ne deli a;. Postavimo

b =a.a/pf! + ... + a.a,/pE" . Vzemimo poljuben”p;. 0Zitno’ je vsak Zlen v
vsoti za b deljiv s py razen i-tega Elena, vsota torej ni deljiva s p;. To-
rej je Stevilo b tuje proti a. Ker je a.E P, je zaradi 1) tudi vsak njen
veckratnik v P, torej je v P vsak &len %sote. s tem pa tudi b in obstoj tu-
jih 3tevil v P je dokazan.

Naj bo zdaj n 2 a.b+ 1 . Trdimo, da je med b 3tevili n=-a, n - 2a, ...
., n -b.a enodeljivo zb. Ce to ne bi bilo res, bi vsako od teh Ste-
vil pri deljenju z b dalo nek ostanek med 1 in b-1. Stevil je b, razli&nih
ostankov le b-1, torej bi dali dve Stevili enak ostanek, zato bi bila njuna
razlika deljiva z b. Razlika dveh izmed gornjih 3tevil je ofitno oblike
k.a , kjer je k < b . Ker je a tuj proti b, mora biti k deljiv z b, to pa
gre zaradi k < b lepri k=0 . Protislovje kaze, da nasa trditev drZi.
Naj bo npr. n - k.a deljivo z b, torej n =%k.a + 1.b . 0d tod vidimo, da
je zaradi pogoja 1) tudi n € P. Dokazali smo, da so vsa naravna 3tevila n
vetja od gb+1 iz P. MnoZica N - P je torej konina.

Bojan Mohar in

Franei Foratnerid

ZANIMIVO, A NEDOKAZANO

Vzemi poljubno naravno ztevilo m. Ce je &tevilo sodo, ga deli
z 2. Ce je liho, mu priredi Stevilo 3m + 1 ., Ce se drZis tega
pravila, prided po kon&nem gtevilu korakov vedno do 1. Poskusi!

Na primer: Izberemo si m = 7 . Ker je liho, mu priredimo

3m + 1 = 22 , to &tevilo delimo z 2, dobimo liho Stevilo 11 in
mu priredimo 34. Nato 17, priredimo 52, dvakrat delimo z 2 in
pridemo do 13, priredimo 3.13 + 1.2 40, tr;krat delimo z 2, do-
bimo 5, priredimo 3.5 + 1 = 16, to pa je 27 in Ze s stirimi de-
1jenji z 2 res pridemo do 1.

Danijel Bezek
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SLIKOVNA KRIZANKA

RAREBUS
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PREMISLI IN RESI

Ma zastavlijeno nalogo iz Preseka VI/2 smo prejeli B84 reiitev.
28 reSevalcev je napravilo kak3no napako, 32 pa jih je pozabi-
lo na prvi del naloge. Najvec napak ste naredili pri uporabi
oklepajev. Tako je ostalo Te 24 popolnoma pravilnih reditev.

Ce ste se drZali samo sedtevanja in od3tevanja, je reditev nic
koliko in tudi dobiti jih ni posebno teiko. Zato objavlijamo re
S5itev Uro3a Erjavca, ufenca osnovne 5o0le JoZeta Mihevca iz
Idrije, ki je delal tudi z mnoZenjem, deljenjem in sestavlja-
njem.

12 : 3 +4-5.6+7+8+9 =2

4 -3+ 2 -1=:2

54« 3.2+ § =2

6.5 + 4 - 32,1 = 2

T+6 % 54 3241 =

87 - 65+ 4 -3~ =

98 - 76 - 5.4 + 3 - 2 -1 =2

Nalogo so pravilno re3ili: Jakob&i& Andrej, ST5 Novo mesto; Dolin3ek Maj-
da, 0.3. Stane Zagar, Kranj; Burgar BoZtjan, Kranj; Kozir Simona, Ljublja-
na; Bertoncelj Alenka, o.5. Predernove brigade, Zelezniki; Sturm Milena,
gim. Kranj; Kersnik Janko, gim. Jesenice; Kofol Eda, gim. Koper; Kloboves
Bojan, o0.%. Peter KavEié&, Skofja Loka; Sinkovec Andreja, o.5. Spomenik NOB,
Cerkno; Turkovi& Janko, gim. Koper; Cokan TomaZ, gim. Ljubljana BeZigrad;
Tatjana Cokan, o.3. Prule, Ljubljana; Zorko TomaZ, o.5. Rihard Jakopi€t,
Ljubljana; Samuda Lidija, gim. Ljubljana Vi&; Medica Boris, o.3. Rihard Ja
kopi€, Ljubljana; Kofevar Heda, gim. l|vana Cankarja, Ljubljana; Urh BoZi-
dar, o0.5. Lucijan Seljak, Kranj; Celarc Tomislav, gim. Ljubljana BeZigrad;
Kogoviek Simona, o.5. lvana Cankarja, Vrhnika; Jerala Franc, Kranj; Stru-
belj Jana, Novo mesto; Rupnik Erik, Ljubljana; Cerar Bernarda, Lasko.

IzZrebani so bili: Erjavec Uro3, o0.5. JoZeta Mihevca, Idrija;
Kogov3ek Simona, o0.5. Ivana Cankarja, Vrhnika in Samuda Lidija,
gim. Ljubljana Vig.
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Za nagrado prejmejo knjigo Fizika, leksikon Cankarjeve zaloZbe.

ReSitev naslednje naloge pricakujemo do 30. VI, 1979,

Ljubomir Kostreve

Na sliki je prikazan naért poti po parku.

Kakor vemo (glej Presek VI/1), se lahko sprehodimo po vseh po-
teh, ne da bi katerokoli prehodili dvakrat in tako obidemo ves
park. Ce pa dopuscamo veCkratni sprehod po isti poti, poskusi-
mo ugotoviti, kako se moramo sprehajati po parku, da ga v celg
ti obidemo in pri tem €im manjkrat spremenimo smer hoje.

po Samu Loydu Vliadimir Batagelj




NALOGE

NALOGE BRALCEV

Reditve nalog iz arhiva so nam poslali Andrej JakobZi€ iz Nove
ga mesta, Etbin Tavar iz Dutovelj, Romana Lazanski iz Zalca,
Nata%a Centa z Roba in Marjan 3antl iz Rem3nika.

Maja Ha3imovié s Koroske Bele pa nam je poslala tole sliko in
vprasanje:

Koliko trikotnikov najde3 na tej sliki spodaj? Jaz sem jih 80.
Mogoce jih bos ti 5e vel! Poskusil Veliko srece!

Maja Hadimovid
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PET NALOG

1. Razlika kvadratov merskih Stevil stranic paralelograma je
enaka kz. kot med diagonalama je 120°. Izracunaj (brez trigono
metrije) ploi¢ino paralelograma!

2. Stranici pravokotnika sta v razmerju 1:vV% (k je naravno Ste
vilo). Iz dveh nasprotnih si 0g1i3¢ narisemo normali na diago-
nalo. V kakSnem razmerju delita normali diagonalo?

3. NajdaljSa od diagonal pravilnega konveksnega n-kotnika je
enaka D, najkrajsa d. Izralunaj ploiéino tega n-kotnika, ce je
Stevilo »n sodo!

4. Vsota kvadratov treh zaporednih Tihih 3tevil, zmanjsana za
11, je deljiva s 24. DokaZi!

5. DokaZi, da je 31107 + 10731 deljivo z 42 !

Dragoljub MiloZevid

Zbral, uredil in prevedel Peter Petek

NALOGA

Na sliki vidi§ naris in tlo- _ 1’
ris oglatega telesa. Da bi si
mogel telo dovolj jasno pred-
staviti, narisi 3e njegov
preéni ris. Koliko razlig-
nih teles je moZnih?

Narisi jih!
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Odgovor: €e se ne omejimo samo na konveksna telesa, je 3tevilo
vseh moZnih teles kar precej veliko. Avtorju je uspelo najti
134 razliénih teles, pa ni povsem preprian, da je izérpal vse
moZinosti. Trdi pa&, da jih je vsaj 134. Nekatere dvojice (tro-
jice) predstavlijajo sicer skladna tefesa, a so v razliénih le-
gah nasproti projekcijskima ravninama.

Stanislav Horvat
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RESITVE NALOG

BISTROVIDEC - HISNA STEVILKA / Presek VI/2 - reSitev
Skopa resitev te naloge je bila objavljena Ze v P VI/3, str.
191. Ker je naloga zanimiva, se pomudimo pri njej Se malo.

Oznac¢imo z n hisno Stevilko in s k Stevilo his v ulici. Potem
je odgovor naslednji:

"

- €e je hisna Stevilka dvomestna, je =n 35 in kK = 49;
- ¢e je hisna Stevilka trimestna, je =»n = 204 1in h = 288.

Kako se izognemo preboru vseh moZnosti?

Naj s(k) pomeni vsoto prvih k naravnih 3Stevil. Po besedilu
naloge mora veljati:

14+ 2+ 34+ ...4 (n-1) = (n+1) + (n+2) + ... +
+ (h=1) + &

oziroma
S5(n-1) = s(n) - s(n)

ali, ker je 5(n) = S(n-1) + n , tudi:
2.8(n) - n = 5(h)

UpoStevamo 35e, da je 5(k) = k.(k+1)/2 , pa dobimo naslednjo
celodtevilsko (Diofantsko) enacbo:

2.n2 = h.(h+1) nskh € N
Pri reSevanju te enalbe nastopita dva primera:

a) » je 1ih; tedaj iz oblike leve strani enalbe in tujosti 3te
vil & in h+1 izhaja, da sta ti dve Stevili oblike:
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, p je 1ih
242

b) n je sod; 3tevili n in a+1 sta v tem primeru oblike:

h+1 = p2 » p je 1ih
Oba primera lahko spet zdruZzimo v prirejeno enacbo:

pL-k 1 = 2.g* s+ p je 1ih p.qg E N
Vsaki reditvi osnovne enacbe ustreza natanino dolofena reditev
prirejene enaébe; in obratno! Kako dobimo iz re3itve (p,q)
reSitev (n,h) ? Stevilo 2 je doloceno s tem ali gre za primer
a) (p%2+ 1 =2.42) ali za primer b) (p2 - 1 = 2.42) ; v obeh
primerih pa je n = p.q
Poglejmo, do katerega p moramo poiskati vse reSitve prirejene
enactbe, da bomo lahko iz njih dobili vse reditve osnovne enac-
be, ki nas zanimajo!
Za vetje p in g velja p
kost za n pa dobimo

1

V2.gZ £ 1 = q./Z . Vstavimo to v ena

VZ.n

/Y2  oziroma p .. = -

= Aol
"max © Pmax

V na3em primeru je Piias = 999 in zato Posi * 37 . Ker nas

zanimajo samo lihi p, je torej potrebno pogledati vsega 19
razliénih vrednosti:

p p? (p241)/2=q%2  (p2-1)/2=q}
1 1 Vs~ 0«
3 9 1 4+
5 25 13 12
7 49 25 « 24
9 81 41 40
" 121 61 60
13 169 85 84
15 225 113 112
17 289 145 144«
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19
/4]
23
25
27
29
31
33
35
37

1
1
1

361
441
529
625
729
841
961
089
225
369

181
221
265
313
365
421
481
545
613
685

180
220
264
312
364
420
480
544
612
684

Reiitve prirejene enatbe dobimo povsod tam, kjer je Stevilo v
tretjem ali Eetrtem stolpcu res popolni kvadrat. Iz tabele pre
beremo naslednje resSitve:

BHowhN = o &

p

e B R P e

1

1

q n h
0 0 0
1 1 1
2 6 8
5 35 49
2 204 288

Tretja in Cetrta reditev sta iskani redSitvi.

Kot zanimivost naj omenim, da lahko vse re3itve osnovne in pri
rejene enacbe v narevnih Stevilih dobimo kot &lene zaporedij:

Pp =1 s g,

p+1 = P ¥ 9 0 Pray

Hk=

= 2
Pr-9x * Par = 2:95% » hopay

0

= Qe v A

Preverite in dopolnite tabelo do %k = 10 !

Fik 2
= P+

Viadimir Batageld

RESITVE NALOG
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PISMA BRALCEV

KROPEC ROMANA iz Rogadke Slatine nam je ob poslani reditvi za-
pisala: Ob novem letu Zelim veem, ki urejate Presek, veliko us
pehov. Pohvaliti moram Presek. Vsakdo lahko najde v njem, kar
ga zanima. Ceprav sem letos v Eetrtem razredu gimnaszije, bom
narodevala Presek 3e naprej, ukvarjala se bom z nalogami tako
kot sedaj. Sprejmite prisrdne pozdrave.

Romana, zelo smo veseli, da mislis ostati nad zvesti bralec tu
di kot Student. Zelimo ti uspedSno maturo in odloéitev za na-
daljnji Studij. Tore] racunamo s tvojim prijateljstvom in pri-
cakujemo 5e kdaj tvojo posto.

JANA STRUKELJ iz Novega mesta nam je tudi poslala lepe pozdra-
ve in zaZelela veliko uspehov. K reditvi naloge je pripisala:
Ogladam se vam prvid, deprav sem Ze Stiri leta narodena na re-
vijo. Presek mi je vded, ker so v njem naloge za vee starostne
stopnje. Morda jih je malo manj za srednjeBolce, a upam, da bo
ste tudi to popravili. Upam tudi, da bo v naslednjem Preseku
kriZanka, ki je v 2. Ztevilki ni bilo. Lahke bi bili tudi dve,
saj je veliko takih, ki jih radi redujemo.

Hvala, Jana, za poslano re3itev in za iskrene besede. Oglasi
se nam 3e kdaj in Zelimo ti Se dosti prijetnih trenutkov v dru
Zbi s Presekom.
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NADA LAVRIH iz Zagorja o/S je zapisala takole: Dragi Presek!
Ogiadam se ti prvid. Tvej narcoénik sem komaj drugo leto, ker
prej sploh nisem vedela za to revijo. Vsake nove Ftevilke se
zelo razveselim in tako sem se tudi danadnje. Ta revija mi je
zelo vEed zaradi njenih Zaljivih in prijetnih nalog. Kljub te-
mu pa miglim, da bi bilo lahko Ze ve& nalog sa nas osnovnofol-
ce. VpraZujem se, zakaj dobimo to revijo tako posnc, &eprav je
v njej zapisano: Reditve podljite do 15.1.1879. Kako, Ze sem
jo pa prejela 12.1. ? Ceprav je prepcsno, ti podiljam reditve.

Tako je, Nada, "korajza" velja. ReSitev je prispela pravocasno,
ker vedno racunamo tudi z morebitnimi zamudami pri odpo3ilja-
nju. Hvala ti. Zelimo ti pogum pri reSevanju nalog. Kar nisi
mogla letos resiti, bos gotovo resila ez kaksno leto.

ALEKSANDER REJC iz Gaberja, ki obiskuje 8. razred osnovne 3ole
v Tolminu, piSe: Na revijo sem naroden Ze od 6. razreda dalje.
0d szadetka mi pri redevanju sploh ni 8lo, &deprav sem v matema-
tiki imel vedno oceeno prav dobro. Zdaj mi gre vedno bolje! Ta-
ko sem re3il tudi nalogo iz letoBnje druge &tevilke. Presek
sem dobil Zele danes, 13. januarja 1879.

Ugotovil si, Aleksander, da je trening dobrodo3el tudi v mate-
matiki. Vztrajati je treba, da se ti odpre okno v svet matema-
tike in da se nauZije$ njene lepote. Pos1ji nam vsako re3eno
nalogo in ne samo pod rubriko Premisli in redi. Srecno!

ROMAN MAZI iz Ljubljane, sedmo3olec na osnovni 3011 Riharda Ja
kopifa Jje napisal: Vafo rezvijo narofam Ze druge leto. Zanjo
sem se navdufil pri matematidnem kro3ku. Zelo mi je vded in mi
pomaga pri udenju. Korisina je predvsem za tekmovanja, saj je v
njej mnoge nalog, ki so podobne onim & tekmovanj. Lahko pa bi

imela ved nalog za osnovnodolee.

——
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Hvala ti, Roman, za tvoje misli. Ugotovitev o pomanjkanju na-
log za osnovno3olce je Ze tako pogosta, da nam je hudo, ker 3e
nismo mogli ustre&i nad3im najmlajsim bralcem. Takih nalog nam

resniéno primanjkuje. Vas krozek je videti delaven in morda bi
rasli tudi pri vas kaksno zakladnico nalog, primernih za Pre-

sek, kot je to storila nasa bralka 01ja. Roman, srecno na tek-
movanjih za Vegova priznanja! Pidi nam 3e kdaj!

ERIK RUPNIK iz Ljubljane pide: Kot edini tovrstni Zasopis v
Sloveniji mora imeti zelo pisano vsebino, da bt ugajal najdir-
demu krogu bralecev. To nalogo Presek po mogjem iapolnjuje, &e
sodimo po ptemih braleev. Tudi mojemu okusu za adaj uetreza.
OpaZam, da je sestavljen 1z &lankov in nalog, ki skudajo biti
&im manj radunski. To mi ugaja tn e takim konceptom se popolng
ma strinjam. Sam se najraje ukvarjam s kratkimi in duhovitimi:
nalogami, ki dajejo mieliti belj logidno in katerih veZitve so
po nﬁvadi zelo enoetavne — pa je ravno zaradi te enocetavnosti
reditev tedja. Take so na primer naloge starih egipdanskih,
gr8kih in drugih matematikov, ki 8o se ohranile kot enkratne,
in uganke.

Glede nalog imam predlog, 8 katerim bi poZivili delo kroZkov,
ki se veaj na szunaj malo kade. Natisnili bi posebne naloge,
pri katerih bi morala eodelovati skupina ljudi in katertih redi
tev bi imela tudi praktiden pomen. Na primer, opozorili bi na
chbseg oneesnaZevanja okolja, kot so etorili &lanti kroZka iz Zu-
Zemberka. Tako bt dobili krofki konkreitne naloge, ki bi jih
skupno refevali in bi sZasoma pridobile tekmovalni snadaj. Naj
boljBe reditve bi objavili in po moZnosti tudi nagradili. Kar
v ostalem zadeva vsebino Preseka, pogredam predstavitve veli-
kih matematikov, fizikov in gstronomov - kakdne drobne zgodbi-
ee ali anekdote <z njthovega Iivljenja. Obseg revije se mi zdt
ravno pravden, zato pa bi lahko izhajala bolj pogosto.
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Prav posebej se moramo zahvaliti za tako izérpne misli v posla-
nem pismu. Hvala za pozdrave in obljubljamo, da bomo o vseh
reéeh razmi3ljali na na%ih sejah in veseli bomo vsake nove ide-
je. Hvala Erik!

OLJA KRPOVIE iz Ljubljane obiskuje osnovno 3%o0lo Prule in nam
je pisala takole: Spodtovano urednidtvo! Na Presek sem narode-
na Ze tri leta. List mi je zelo vded. Je priviadne aunanjosti,
primernega formata in zanimive, pisane vsebine. Edinc, kar me
moti, je pomanjkanje nalog za osnovno Solo, predveem za 5. in
6. razred. Prav zato sem se odlodila in pobrskala po listkih =
matematidnimi nalogami, ki si jih eama Zazmislim ali pa mi jih
zastavljajo stardi in sorodniki. Upam, da se bo katero dalo
uporabiti. Bila bi zelo vesela, saj bi tako prispevala kamen-

dek v mozaik, ki se imenuje Presek.

Zanima me, kaj je 2z moZnostmi za Ftudij matematike, koliko &a-
sa traja Jolanje, na katerih Zolah, za kakSen poklie se pri
tem usposcbi¥... Ze vnaprej najlepda hvala za odgovor. Vse naj
lep3e Zelim urednidtvu in sami reviji Presek! Naj le ostane

tak, kakr3en je!! Lepe poazdrave od zveste bralke Olje.

Draga Olja, hvala predvsem za poslane naloge, ki bodo gotovo
izpolnile Zelje naSih najmlaj3ih bralcev. Upamo, da ima$ doma
S5e bogato zakladnico "kamenékov" za na3 Presek. Glede nadalj-
nega Studija se bo3 verjetno najhitreje pogovorila s svojo uéi
teljico matematike. Hvala za lepe Zelje. Tudi mi vsi ti Zelimo
uspeha na poti skozi matematiko.

MILENA STURM iz Kranja se nam je predstavila kot gimnazijka I.
letnika in pravi: Presek sem narodevala Ze v osnovni 8oli in mi
Jje zelo vded. Podiljam vam reditve Premisli in rvedi. V Zelji,
da vam bo to v vapodbudo, vam 8e vnaprej Zelim veliko delovnih
uspehov. Tovari&ki pozdrav. 3
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Hvala, Milena, da si nam v pismu razodela Ze svojo dolgoletno
naklonjenost. Zelimo ti uspehov pri Studiju in naj Presek osta
ne tudi vnaprej tvoj prijatelj.

IRENA GRABRIJAN je poslala naslednje pismo iz Crnomlja: Dragi

Presek! OglaZam se ti prvi&. Kljub temu, da sem Sele drugo le-
to vaZa narodnica, mi Presek zelo ugaja. Zelo rada berem rubri
ko Pisma braleev in tudi druga poglavja ne spregledam. Valo re
vijo bom Ze vnaprej =z veseljem narodala in prebirala ter refe-
vala naloge. Podiljam vam redeno nalogo, ki ste jo zastavili v
rubriki Premisli in redt.

Hvala za izraZeno zvestobo, draga Irena. Tudi mi ti obljublja-
mo ostati zvesti, radi bomo prisluhnili svejim bralcem in sku-
paj z njimi urejali nad Presek. Pozdravljena!

BRANKA KUZNIK, ucenka osmega razreda o.5. v Trebnjem, se nam
je oglasila prvi€ in pravi: Presek skrbno prebirvam Ze tretje
leto. Vedino nalog, ki jih objavite, ne znam rediti, ker so
pa& namenjene srednjedolcem. Zelim, da bi v Preseku, ki je vse
kakor tudi revija osnovnodolecev, objavil? ved nalog, ki bi bi-
le za nas primerne. Zelim tudi, da bi v rubriki Premisli in re
&7 zaqetavili redevaleem ved nalog. Ce je mogode, prosim, da bi
rok sa dostavo reditev podaljdali vsaj za nekaj dni, saj dobim
Presek #ele, ko je Ze preposno za podiljanje reditev. Sicer pa
mi je Presek zelo v&ed in vam Zelim &e mnogo uspehov pri ureja
nju te bogate revije.

Branka, tvoje odkritosréne misli so nam v veselje. Razmidljali
bomo o Stevilu nalog pri Premisli in re3i in gotovo moramo rok
za dostavo resitev podaljsati. Sicer pa ne bodi v skrbeh, ker
smo upoStevali tudi poznejde reSitve prav zaradi poStnih zamud.
Branka, oglasi se Se kaj. Srecno!

Matilda Lenardid

240



FIZIKA

PREPROSTA FIZIKA LETENJA

Najbrz se kdaj pa kdaj kdo od 3tevilnih potnikov na Tetalu
vprasa, kako to, da letalo sploh leti. Katera sila drZi letalo
v zraku? Ucbeniki fizike govorijo o sili, ki deluje na letal-
ska krila in uravnovesi teZo letala, navadno v zvezi z Berno-
ullijevo enadbo (okvir 1).

Iz enacbe, ki velja le pribliino pri neprevelikih hitrostih,

sledi, da je tlak na kraju z vecjo hitrostjo manjsi, na kraju
z manjso hitrostjo pa vecji. Letalsko krilo ima tak3no obliko,
da je hitrost delov zraka na zgornji strani krila veija kot na

Okvir 1

Bernoullijeva enacba:

1 1
703 + gz 4+ py =5 vl + gz + P

sledi iz izreka o kinetiéni in potencialni energiji, €e ga uporabj
mo za del tekofine. Enafba pravi, da je skupna gostota energije in
dela konstantna. (1/2)pv? je gostota kinetiéne energije - p je go-
stota in v hitrost - pgz je gostota potencialne energije - g je te
Zni pospe3ek in z vi%ina nad izbrano niéelno vodoravno ravnino.
Tlak p je '"negativna gostota dovedenega dela tlaka'. (-pAV je dove
deno delo, ko premaknemo del tekoine s prostornino AV na kraju,
kjer je tlak p.) Enalba se nana3a na totki 1 in 2 na izbrani tokoy
nici ali na dva preéna preseka cevi. (V drugem primeru je treba u-
poStevati povpreéno hitrost in povpreZni tlak po preseku.) Velja
za tok nestisljive tekofine, &e notranje sile ne opravijo nobene
ga dela. Nekoliko povr3nc receno preneha veljati Bernoullijeva e-
nacba pri majhnih hitrostih, ko postane odlo€ilno notranje trenje,
in pri velikih hitrostih, recimo nekako pri polovici hitrosti zvo-
ka, ko ne moremo ve zanemariti stisljivosti zraka.
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spodnji. Zato je tlak na zgornji strani manjsi kot na spodnji.
Razlika tlakov da rezultanto, ki deluje navpiéno navzgor. To
je preéna sila ali dinamidni vagon; predna sila, ker deluje
preéno na smer gibanja, in dinamidni vzgon, da ga loéimo od
stati¢nega vzgona iz Arhimedovega zakona ("tekofina deluje na
mirujoée potopljeno telo s silo, ki ima smer navpicno navzgor
in velikost teZe izpodrinjene tekoéine").

Prectno silo je mogoce pojasniti preprosteje in prepricljiveje
kot s pribliZno Bernoullijevo enacbo. Namesto te enacbe upora-
bimo Zarek o gibalni kelidini (okvir 2).

Naj leti letalo s konstantno hitrostjo v, V vodoravni smeri.
Ker je hitrost konstantna, je rezultanta vseh zunanjih sil, ki
delujejo na letalo, enaka nig€. V vodoravni smeri deluje "potis
na" sila motorjev in v nasprotni smeri enako velik upor (okvir
ja 3 in 4). Navpicéno navzdol deluje teZa letala Mg in navpicno
navzgor enako velika preéna sila. (Statiéni vzgon, ki je vet
kot tisotkrat manj3i kot teZza, zanemarimo.)

Preéno silo pojasnimo najbolje, €e si mislimo, da smo v letalu
(S1. 1a). Opazujemo del zraka (to je nad sistem). Zrak pred le
talom ima v navpiéni smeri komponento hitrosti nié. Zrak za Tle
talom pa ima komponento hitrosti v, navpiéno navzdol. Po izre-
ku o gibalni koli¢ini mora delovati letalsko krilo na zrak s
silo r2 navpiéno navzdol:

miruje D D . { b )
fo.

S1. 1: Mastanek precne sile v opazovalnem sistemu, v katerem miruje letalo
(a), in v opazovalnem sistemu, ki miruje glede na Zemljo (b).
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Okvir 2

lzrek o gibalni koli&ini:

F.E =nmy - muy

pravi, da je skupni sunek vseh zunanjih sil, ki delujejo na sistem,
enak spremembi gibalne koli€ine. m je masa sistema, vy hitrost po
prenehanju konstantne sile 7, ki deluje &as ¢, in v; hitrost, pre-
den je zaCela sila delovati. lzrek o gibalni koli€ini izpeljemo iz
drugega Newtonovega zakona in vel ja splo3no.

Okvir 3

Sila motorja. Opazujmo iz letala, ki leti s konstantno hitrostjo.
Na3 sistem je del zraka z maso m;, ki ga zajame motor, in del go-
riva z maso my. Na zaletku ima zrak hitrost v,, gorivo pa miruje.
Potem, ko gorivo zgori v zraku, zapustijo vroCi izpusni plini z
maso my+mz s hitrostjo v, ¥obo motorja. Iz izreka o gibalni koli-
gini sledi za silo F3 , s katero deluje motor na zrak in gorivo
v smeri nazaj:

F:,? . b= (ml + mZ:'UD - mu,
Po zakonu o vzajemnem uinku je nasprotna (''reakcijska'') sila vro

&ih izpudnih plinov na motor, to je ''potisna' sila motorja v sme-
ri naprej

Fp = (my/t) (L’o - ?)_r) + (mz/t)vo

my/t je masa goriva, ki ga porabi motor na sekundo, in my/t masa
zraka, ki ga motor zajame na sekundo. Vecinoma smemo zanemariti
drugi €len. Enacba

Fp = (m/t) (v, - v,) (2)
je po obliki enaka enabi (1) za pregno silo.

Motor DC-9 rabi na sekundo okoli 0,4 kg goriva in zajame na sekun
do okoli 150 kg zraka ter izpihava vro€e pline s hitrostjo 500m/s.
Za "potisno' silo motorja dobimo z enatbo (2)

Fp = 150 kgs™1(500 - 170) m/s = 5.10% N

Masa goriva prispeva le (ma/t)vgy = 0,b kgs~1.500 m/s = 200 N ,
kar je proti 5.10% N zares zanemar!jivo. Seveda pa iz Sobe motor-
ja ne bi iztekali vro€i plini s hitrostjo, vetjo od v,, e v mo-
tor ju ne bi zgorevalo gorivo.

Skupaj imata po nasem raunu oba motorja DC-9 "potisno' silo

2F; = 10° N. V resnici je ta sila nekoliko ve&ja: 1,3.105 N. Naj-
brz je bilo napak, da smo vzeli v, za hitrost zraka, ki ga zajame
motor. Tolik3no hitrost ima zrak daleg od letala. Tik pred motor-
jem pa ima zrak glede na letalo manj3o hitrost in je zato sila mo
tor ja veéja od izraunane.

Za razliko od ''reakci jskega' letala nosi raketa s sabo gorivo in
oksidacijsko snov in ne zajema zraka iz okolice. Zato je potisna
sila raketnega motor ja

Fp = [(my + m)/t]v,
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Okvir b

Upor: Tlak v zastojni tocki, v kateri tekoCina pred oviro miruje,
je po Bernoullijevi enagbi

p2 = p1 + (1/2)pv

vy je hitrost tekofine v nemotenem toku glede na oviro {vseeno je,
ali miruje tekofina in se gibl je ovira ali pa miruje ovira in se
giblje tekoina). Na sprednji strani ovire je tlak veZji kot na
zadnji strani. Rezultanta je sila, s katero deluje tekoZina na o-
viro v smeri relativne hitrosti. Tako je upor pribliZno sorazmeren
z gostoto kinetiéne energije (IIZ]QU? . Odvisen je Se od oblike
telesa in je sorazmeren z njegovim &elnim presekom. Ta ugotovitev
je vezana na veljavnost Bernoullijeve ena&be (glej okvir 1).

precna sila

IE 5
upor » potisna-
sila
S1. 2: Zunanje sile na letalo, ki motorjev
enakomerno leti v vodoravni
smeri. teza
. P .
v,
X upor
o)) PO RS
% =)
S1. 3: Upor zaradi zastojnega tlaka = o [
zastojna \ g
tocka

tokovnice :

s1. 4: Letalsko krilo kot naprava, ki da zraku komponento hitrosti v smeri
navpi&no navzdol. Oblika (a) povzroEi zaradi nenadnih sprememb nasta
nek vrtincev, oblika (b) sicer ne povzroZi vrtincev, a ni dovolj
trdna. Oblika (c) je dovolj trdna, a ima precejZen upor. Krilo (d)
je trdno in ima majhen upor. Oblika (a) zadostuje za otroike zmaje,
oblika (b) pa za zmaje, s katerimi se zmajarji spuSajo s hribov.
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Fiot =mv, - 0

m je masa zraka, na katerega deluje letalsko krilo. Po zakonu
o vzajemnem u€inku (3. Newtonovem zakonu: "Ce deluje prvo telo
na drugo telo z dano silo, deluje drugo telo na prvo z nasprot
no enako silo") deluje zrak na krilo z nasprotno enako silo.
Sila zraka na krilo

P, = (m/t)v, (1)

deluje navpicno navzgor.

Tako smo prec¢no silo pojasnili prepricéljivo in preprosto. Raz-
laga ni omejena na majhne hitrosti. Njena 3ibka toéka pa je v
tem, da zrak, ki ga zajame letalsko krilo, nima ostre meje in
vsi njegovi deli nimajo enako velike komponente hitrosti navpi-
¢no navzdol. Zato je teiko dobiti podatek za maso zraka, ki ga
zajame krilo vsako sekundo. Za grobo oceno pa nismo v zadregi.

m+m

miruje -

Sl. 5: Nastanek ''potisne'' sile v opazovalnem sistemu, v katerem miruje le-
talo (a), in v opazovalnem sistemu, ki miruje glede na Zemljo (b).
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Vzemimo, da krilo pri vodoravnem letu letala preusmeri tok zraka za kot «
proti vodoravnici. Medtem ko pritefe zrak na krilo z vodoravno hitrostjo
v, odtefe zrak s krila za kot ¢ odklonjen navzdol, tako da je komponenta
hitrostl zraka navpicno navzdol vy, {tangens in sinus sta enaka lo&no mer-
jenemu kotu, Ze je kot zelo majhen; pri pribliZnem ra&unu smemo vzeti, da
je vodoravna komponenta hitrosti zraka Ze naprej v.). Krilo ni povsoed enako
nagnjeno proti vodoravnici, tako da je kot 4 povprecni nagib krila in

Vy = Up povprefna navpitna komponenta hitrosti zraka. Nagib meri navadno
okoli io_ Pri nas uporabljajo najve¢ potniska letala DC-9, ki pogosto leti-
jo s hitrostjo* 600km/h ali 170m/s. Za ta primer dobimo za povpreéno navpi-
€no komponento hitrosti zraka

Vy = UpP =170 ms~1.hn/180 = 12 m/s

Pregna sila (1) uravnovesi teZo letala Mg, ki je pri DC-9 z maso okoli 50

ton okoli 5.10° N. |z enatbe Mg = (m/t)v, lahko izrafunamo maso zraka, ki
ga zajame krilo na sekundo:

mit = Mgfvg = 5.10% N/12 ms™! = 4,2,10% ka/s

Kot reeno, je najvefja pomanjkljivost nasega raéuna v tem, da zrak, ki ga
zajame krilo, nima ostre meje in nima enake navpic¢ne komponente hitrosti.
Zato smo dobili samo oceno, ki jo je treba sprejeti s kanfkom nezaupanja.

Za zabavo pa rafunajmo e naprej. V viZini* 8,5 km, v kateri DC-9 pogosto
letajo, je gostota zraka samo 3e pribliZno 0,4 kg/rn3 nasproti 1,2 kg/m3 pri

tleh. Maso zraka, ki ga zajame krile, izrazimo z gostoto g in s prostornino
kvadra:

m/t = pxya/t = pvyyz

z/t = v, je hitrost letala, y pribliZno ustreza razponu kril in z je ocena

za visino plasti zraka, ki ga zajame krilo. DC-9 ima razpon kril nekaj ve
kot 28 m, tako da sledi za viZino plasti

a = (m/t)/pvgy = 4,2.10%kgs™1/0,bkgm=3.170ms™1.28m = 22m

Ta ocena je Se bolj sporna kot prej3nja, a po velikostni stopnji ji najbrz
smemo zaupati. Hitro potnisko letalo v viSino okoli 10 km preusmeri plast
zraka, ki sega kakih deset metrov pod letalo in pribliZno toliko nad letalo,

Prepricali smo se, da je krilo naprava, ki dd zraku komponento
hitrosti navpicno navzdol. Zaradi tega je upor krila ve&ji,
kot bi bil, €e krilo pri enaki hitrosti v, ne bi dalo zraku ng
bene komponente hitrosti navpicno navzdol. (Tedaj pac letalo
ne bi moglo leteti.) "Curek" zraka, ki ga krilo usmeri navzdol,
dobi svojo energijo od motorjev. Ti morajo premagovati povecan
upor in pri tem opravljati dodatno delo.

Precno silo dobimo s podobnim raunom kot "potisno" silo motor

% S tema povpreénima podatkoma raEunajo pri podjetju INEX-ADRIA, katerega

letala letijo ve!inané;na sreénjih prugah TPedjetju INEX-ADRIA se zahvatju- i

jemo za pri;aznost.
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Jjev. Reakcijski motor izpihava curek vroéih plinov v vodoravni
smeri nazaj, krila pa "oddajajo" "curek" zraka s komponento
hitrosti navpicno navzdol. Seveda zaradi notranjega trenja
(viskoznosti) zraka dovolj daleC za letalom in dovolj pod njim
ni mogoie zaznati ne vodoravnega curka ne navpiénega "curka".

Tudi Zletaleki vijak izkoriica precno silo. Vijak z vodoravno
osjo zajema zrak in ga potiska v smeri nazaj. Nasprotna sila
tega "curka" je "potisna" sila motorja. Helikopter izkoriica
preéno silo na vijak z navpicéno osjo. Vijak zajema zrak in ga
potiska navpiéno navzdol. Nasprotna sila tega "curka" uravnove
si teio helikopterja.

Medtem ko smo tu obravnavali le vodoravni let letala s konstanp
tno hitrostjo, bi bilo zanimivo premisliti, kaj vse se dogaja
ob vzletu ali pristanku in ob zavijanju. Zanimivo bi bilo tudi
premisliti, kako je z ravnovesjem navorov. Precna sila prijem-
1je na krilu in na krilu na repu, "potisna" sila v motorjih, u
upor na povrSini letala, za teZo pa si lahko mislimo, da prije
mlje v tezi3Cu Tetala. Po povr3ini porazdeljeni sili bi bilo

treba pribliZno nadomestiti s silama z danim prijemaliiéem: za
upor v teZisCu celnega preseka letala, za preéno silo pa v te-

7i8¢ih tlorisa krila in krila na repu. Ker mora biti navor vseh
sil glede na teZisce letala enak ni¢, bi Tahko po tej poti ok-
virno pojasnili namestitev kril in motorjev.

Tukaj nam je §lo samo za fizikalne osnove. Zato smo se lahko
zadovoljili z izrekom o gibalni koli¢ini. Naértovalci letal pa
morajo upostevati vrsto drugih stvari, med njimi tudi porazde-
litev tlaka po povr3ini letala. V prvem pribliZzku si pri tem
pomagajo z Bernoullijevo enaibo, podrobnej3e podatke pa dobijo
z merjenji na modelih v vetrovniku.

Janez Strnad

LITERATURA:

K. Weltner, Der aerodynamische Aufirieb in didaktischer und physikalischer
Sicht, Naturwissencshaft im Unterricht, Physik-Chemie 26 (1978) 65.
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MAVRICA

Spomladi in poleti lahko mnogokrat po nevihti opazujemo prele-
pe mavricne loke, ki se boéijo na nebu nad pokrajino, obsijano
od sonca. Mavrico si lahko "naredimo" tudi sami, ko ob sonénem
vremenu zalivamo vrt ali peremo avtomobil. Celo takrat, ko vr-
Zemo v vodo teZak kamen in voda brizgne visoko v zrak in se
razpr§i, jo zagledamo. Obicajno nas mavrica prevzame, radi ob-
cudujemo njene lepe, Ciste barve. Med preprostimi 1judmi so na
stale &tevilne vraZe, ki &éloveku napovedujejo sreéne dogodke,

¢e na doloéenem kraju zagleda mavrico. Oglejmo si pojav podrob
neje!

Mavrico vidimo takrat, ko je v zraku mnogo vodnih kapljic, na
katerih se siplje sonéna svetloba, ki prihaja opazovalcu izza
hrbta (S1. 1). Pod kotom okoli 42° glede na vodoravnico vidi

=== ——=x= — = Ea== =
—— ‘ svetla stran
v
e | 'E sek. mavrica
- — I S e
3 | 8
8 e t 3 temni trak
g e | £ L3
> n .
n — e . T— 1 prim. mavrica
g e = : £ A=
0 / N pduéalni loki
e o N 4
E l 7‘ svetla stran
@ N VAV SR 2 4N
M- F WA
PR s P/ .
= s = e E _ll 130°
. ] 138°
: DEZ
|
v |
v |
|
50° |
|

/;/;-I\l;’r"
e

b OPAZOVALEC

Slika 1.: Sonna svetloba se na deZnih kapljicah siplje. Svetloba, ki pride
v oko opazovalca iz primarnega loka mavrice, se odkloni za pri-
bli%no 1382 od prvotne smeri. Za sekundarni lok meri ta kot okoli
1300. Kota 1382 in 130° imenujemo mavri&na kota.
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opazovalec primarni mavridni lok z izrazitimi barvami, ki si
od spodaj navzgor sledijo takole: vijoliéna, modra, zelena, ru
mena, oranZna in rdea. Nad primarnim lokom, pod kotom okoli
50° se vidi nekoliko §ibkejsi, 8ir8i sekundarni mavridni lok.
Pozorni opazovalec ugotovi, da je zaporedje barv v tem loku
obratno kot v primarnem. Del neba med Tokoma je temnejsi, ime-
nujemo ga temni trak. Ob ugodnih okoli3&inah se na spodnjem ro
bu primarnega mavriénega loka pokaZe 3e nekaj ozkih in 3ibkih
komaj opaznih dodatnih Llokov.

Nastanek mavricnih lokov si bomo razlozili z odbojnim in lom-
nim zakonom za svetlobo.

Ponovimo oba zakona. Slika 2 kaZe curek svetlobe, ki vpada na mejo med
zrakom in vodo. Del svetlobe se na tej meji odbije, del pa vstopi v vodo.
Odbojni zakon pravi, da je odbojni kot enak vpadnemu in da leZi odbiti Za-
rek v ravnini, ki jo dolofata vpadni Zarek in vpadna pravokotnica. Delez
odbite svetlobe se vefa z vefanjem vpadnega kota. Curek svetlobe, ki preha-
ja v vodo, na meji spremeni smer. V narisanem primeru, ko gre svetloba iz
zraka v vodo, je lomni kot manj3i od vpadnega. Tudi pri prehodu iz vode v
zrak se svetloba lomi; takrat je lomni kot ve€ji od vpadnega. Zvezo med
vpadnim in lomnim kotom za dani par sredstev povemo z lomnim zakonom. Raz-
mer je med sinusom vpadnega kota in sinusom lomnega kota je konstantno za
izbrani par snovi in je enako razmerju med hitrostma svetlobe v teh snoveh.
Pri natan&nem opazovanju vidimo, da je lomljeni curek na notranjem robu o-
barvan rdee in na zunanjem modro. To je zato, ker je lomni koli&nik vode
za vsako barvo svetlobe drugafen. Najmofneje se lomi vijoligasta, najmanj
pa rdeta svetloba. 5e lepZe vidimo to, e pade ozek curek bele son&ne svet-
lobe na stekleno prizmo (sl. 3). Na zaslonu, postavljenem za prizmo, vidimo
obarvan trak, v katerem si barve sledijo v zaporedju, ki ga Ze poznamo iz
opisa mavrice. Ta obarvani trak imenujemo spekter sonéne svetlobe. Poskus
nam kaZe, da sonéna svetloba ni enobarvna, ampak da vsebuje vse mogofe spek
tralne barve. Pojav, da se svetloba zaradi loma razcepi v svoje sestavine,
imenu jemo rasklon ali disperszija.

Vzemimo, da na kapljico vpada enobarvna rumena svetloba z va-
lovno dolZino okoli 5600 R. Slika 4 kaZe, kaj se zgodi s svet-
lobo, ki jo prestreZe kapljica.Del svetlobe se odbije na po-
vriju kapljice, del pa vstopi v kapljicoin se znotraj veckrat
odbije. Pri vsakokratnem vpadu na mejo med vodo in zrakom pre-
ide del svetlobe v zrak. Zanimala nas bo svetloba, ki preide v
zrak po enem, dveh, treh ali veEih zaporednih odbojih znotraj
kapljice. 5tevilo notranjih odbojev bomo imenovali red izsto-
pajocega curka. Poglejmo Zarek, ki po enkratnem odboju v notra-
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njosti zapusti kapljico. Kot, za katerega se odkloni Zarek gle-
de na vpadni Zarek - imenovali ga bomo sipalni kot - je odvi-
sen od vpadnega parametra, to je od pravokotne razdalje med
zarkom in vzporednim Zarkom skozi sredi3ce kapljice. Ce je raz-
dalja, to je vpadni parameter, enaka ni¢, je sipalni kot enak
1800; zarek potuje skozi srediice kapljice in se odbije nazaj
proti Soncu. Ko vpadni parameter raste, se sipalni kot najprej
zmanj3uje, nato pa zacne spet naradcati. Okoli Zarka, ki se
odkloni za okoli 138°, je kot skoraj neodvisen od parametra.
Vsa svetloba, ki vpada na kapljico z vpadnimi parametri v oko-
lici Zarka z najmanjsim odklonom, zapusti kapljico v isti sme-
ri. Zato je v tej smeri svetloba zgoscena - povecana je gosto-
ta svetlobnega toka. Zarku z minimalnim odklonom pravimo mav-
ridni Zarek, ustreznemu kotu pa mavridni kot. Ce bi opazovalec
zrl v nebo pod kotom okoli 42° glede na vodoravnico, bi vpada-

vpadni zarek
odbiti zarek spekter vidne
n svetiobe
o0 Bpo
ZRAK
VODA
.
40°38"
lomljeni zarek
vpadna
pravokotnica
STEKLENA PRIZMA
ZASLON

Slika 2.: Odboj in lom svetlobe na
meji med zrakom in vodo
sta osnovna vzroka za na-

stanek mavrice. Lomni kot je dolo-

ten z vpadnim kotom in lastnostmi
snovi, v katero vstopa svetloba.

Snov z ve€jim lomnim kolitnikom

moéneje lomi svetlobo. Lomni ko-

lignik snovi je za vsako barvo sve-
tlobe nekoliko drugacen.
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Slika 3.: Soncna svetloba, ki jo
imenu jemo tudi bela svet-
loba, se pri prehodu sko-

zi stekleno prizmo dvakrat lomi

(pri vstopu in izstopu). Na zaslonu

se pojavi njen spekter, ki dokazu-

je, da je son&na svetloba sestavlje
na.



la v njegovo oko ravno ta zgoicena svetloba. Del neba, od koder
bi prihajala, bi se mu zdel svetlejsi. Videli pa smo, da sonéna
svetloba vsebuje vse spektralne barve, za katere je obcéutljivo
¢love3ko oko. Pri vsakem lomu na meji kapljice se svetloba raz-
kloni. Posledica tega je, da pripada vsaki barvi nekoliko dru-
gafen mavriéni kot. Za rdeco svetlobo meri ta kot 13?,60. za
modro pa 139,4%. Med tema vrednostima so mavriéni koti za osta-
le barve songnega spektra. K jasnosti mavrinih barv pripomore
tudi odbojnost vode; ki je tudi odvisna od barve in vpadnega
kota. Primarna mavrica je na vrhu (na zunanji strani) rdeca.
Sipalni kot za rde&o svetlobo je 137,6%; ostalih barv pa v rde

zarek k=1
prim. mavrica

prepusceni
zarek

zarki visjih
redov

VODNA KAPLJICA

zarek

Slika 4.: Svetloba, ki jo vodna kapljica prestreZe, se na meji zrak-voda

odbija in lomi. Narisane so mogofe poti svetlobnih Zarkov. Vpadni
parameter vsakega Zarka doloZa kot, pod katerim kapljica siplje
svetlobo. Mavrico tvorijo tisti Zarki, ki se sipljejo proti opa-
zovalcu. Ta je na tleh med Soncem in kapljicami.
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¢em podro¢ju loka skoraj ni. Notranji lok primarne mavrice je
modro obarvan. Od tam prihaja v oko svetloba, ki se siplje pod
kotom 139,40. Poleg modre vsebuje tudi majhne primesi ostalih
barv. Med rdec¢im in modrim delom mavricnega loka se pojavijo
e ostale barve, vsaka pod svojim mavriénim kotom. Vidimo bar-
vo, ki je v izbrani smeri najmocnej3a.

Tudi sekundarna mavrica nastane na podoben nac¢in, le da je pri
njej mavri&ni Zarek pri najveZjem sipalnem kotu, ki meri okoli
130°. Svetloba, ki oblikuje sekundarno mavrico, se v kapljicah
dvakrat zaporedno odbije. Mavrica je zato manj svetla in tudi
nekoliko 3ir3a od primarne. Na svetlem ozadju jo teije opazi-

primarni
mavricni
zarek

temni trak

sekundarni
mavricni
zarek

sipalni kot —=—

~;

O s
vpadni parameter —— polmer kaplje

0

S1. 5.a.: Na grafu vidimo odvisnost sipalnega kota od vpadnega parametra za
Zarke reda k=1 in k=2. Minimum na gornji krivulji ustreza mavri&-
nemu kotu primarne mavrice, maksimum na spodnji krivulji pa mav-

riénemu kotu sekundarne mavrice. Cisto slu€ajno - igra narave - je pri teh

mavri€nih kotih jakost sipane svetlobe za vsako barve, vsebovano v sonéni
svetlobi, nekoliko drugaéna, kar pravzaprav omogofi, da te barve izstopajo
iz ozadja. Ta razlic¢nost sipanja za vsako barvo je tudi vzrok, da je mavri-
ca na modri strani nekoliko svetlejZa.
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mo, ker moti svetloba, ki se odbija na povr3ju kapelj. Med mav
ricama, to je med kotoma 138° in 130°, ni sipane svetlobe

(S1. 5). Zato je nebo med mavricama temnejSe od okoliskega ne-
ba.

Svetloba se v notranjosti kapljic lahko tudi veckrat odbije.

To vodi do nastanka mavric viSjega reda (K = 3,4,5,...), ki so
tudi posejane po nebu. €e bi te mavrice ne bile presibke zara-
di Stevilnih notranjih odbojev, bi se opazovalcu nudila po ne-

S1. 5.b.: Nastanek primarne mavrice. Najmanj3i odklon od smeri vpadle svet
lobe doZivi Zarek, narisan z drugo barvo. V okolici mavri€nega Zarka je go
stota svetlobnega toka, ki izstopa iz kapljice, najvetja.
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51. 5,c.: Svetloba, ki se v kapljici dvakrat zaporedoma odbi je, povzroci
nastanek sekundarne mavrice. Gostota svetlobnega toka, izhajajotega iz kap-
ljice, je zdaj najvefja v okolici Zarka, ki se najbolj odkloni od prvotne
smeri.
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S1. 5.&.: Del vpadle svetlobe se v kapljici trikrat zapored odbije, kar vo-
di do nastanka mavrice tretjega reda (k = 3).



vihti €udovita slika. Videl bi pisan razpored mavriénih Tokov,
celo takrat, ko bi gledal proti Soncu. Slika 6 kaZe razpored
mavric za prvih nekaj redov. Za mavrice vi3jih redov so tudi
vpadni koti mavriénih Zarkov ve&ji, zato se na kapljicah svet-
loba Ze pri vpadu moéneje odbija kot pri primarni in sekundar-
ni mavrici. Kljub temu bi nekatere od teh mavric lahko opazova-
11 v naravi, ¢e ne bi motila odbita svetloba in svetlost neba

v ozadju.

Z uporabo lomnega in odbojnega zakona svetlobe smo razloZili
nastanek mavrice. Toda mnogo vpraSanj je ostalo 35e odprtih.
Prav ni¢ nismo povedali o dodatnih mavricah pod primarnim lo-
kom, pa tudi o tem ne, zakaj so ti dodatni loki bolje vidni na
vrhu mavrice kot spodaj in zakaj potem, ko deZ pojenjuje, po-
staja mavrica Sibkejsa, dokler se ne stopi z ozadjem. Odgovor

R

—3 ¢ M,
= %

- L
10
= 12 é -
|

Slika 6.: Ce je Sonce na horizontu, bi opazovalec videl tak3Zen razpored
mavric (do k=12). V resnici vidimo na nebu le mavrice prvega in
drugega reda, mavric viSjih redov pa ne, ker so presSibke. Za Son-

ce visje na nebu se razpored mavric zavrti v smeri vrtenja urinega kazalca.

Razdal ja med opazovalcem in kapljicami ni pomembna, meri lahko nekaj m do

nekaj km. Mavrice vi%jih redov lahko opazujemo v poskusu, ki je v €lanku
opisan.
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na ta vprasanja moramo poiskati s pomoéjo drugih teorij o na-
ravi svetlobe, geometrijska optika tu ne da odgovora.

Zdaj, ko smo izvedeli toliko novega o mavrici, bi radi tudi
kaj preverili. S preprosto napravo a z velikim potrpljenjem
lahko v dobro zatemnjenem prostoru opazujemo mavrico prvih
dveh in tudi visjih redov,tja do trinajstegaali 5e celo vec,
na eni sami vodni kapljici. Potrebujemo diaprojektor in karto-
nasto Skatlo. V Skatlo zavrtamo ozko luknjico, ki jo osvetlimo
s prejektorjem, da dobimo ozek curek svetlobe. V curek postavi
mo kapljico vode, ki se je nabrala na koncu povoskane Zice. Z
zaslonko zastavimo curek svetlobe, da je osvetljena le polovi-
ca kapljice. Z nekaj truda in iznajdljivosti se lahko z dodatno
zaslonko znebimo motece odbite svetlobe. Mavrice, ki izhajajo
iz kapljice, spoznamo po blei¢ecih barvah na kapljici.3e bolje
bomo opazovali, ¢e uporabimo pri opazovanju daljnogled. Poskus
lepSe uspe z vecjimi kapljicami, s polmerom 1 mm ali veé. Opa-
zovanje mavric lahko ponovimo tudi s kapljami drugih kapljevin,
na primer s kapljo sladkornega sirupa, ki ima veé¢ji lomni koli
¢nik kot voda. Mavriéni koti, ki jih izmerimo v tem primeru,
so nekoliko drugacni od tistih, ki jih dobimo z vodnimi kaplja
mi. Ko iz kapljice sirupa izpareva voda, se povecuje lomni ko-
liénik sirupa, zato se spreminja razpored mavric.

Mavrice nekaj prvih redov Tahko opazujemo tudi na bolj pre-
prost nac¢in. Skozi ozko reZo pravokotne oblike z moénim sveti-
lom posvetimo na vodni curek, ki pocasi izteka iz vodovodne
pipe. ReZa naj bo vzporedna s curkom. S prostim oesom z razda
1je okoli 1 m lahko opazujemo mavrice, €e je prostor zatemnjen.

Zelimo vam veliko zabave in uspehov pri poskusih. Veseli bomo,
Ce nam boste pisali o svojih uspehih. Ucéitelja lahko prosite,
da vodni curek ali kapljo osvetli s svetlobo iz laserja. Ta
svetloba je seveda enobarvna. Tudi "mavrice" bodo enobarvne,
pri vsaki pa boste lahko opazovali dodatne loke. Mogoée si jih
boste posku3ali sami razloziti.

Fedor TomaZid




NOVE KNJIGE

LEKSIKON CANKARJEVE ZALOZBE FIZIKA, priredil in strokovno uredil Janez Str-
nad, Cankarjeva zaloZba in Drudtvo matematikov, fizikov in astronomov, 1979.
265 str. Cena 120.-din (96.-din).

Leksikon Cankarjeve zaloZbe FIZIKA
vsebuje bogato zalogo fizikalnih
pojmov predvsem iz srednje3olske
fizike, pa tudi iz razliénih podro
Cij sodobne fizike, kot npr. fizi-
ke atomov, atomskih jeder in del-
cev, ki presegajo srednjeSolski ok
vir. Kot je reteno v predgovoru,
so pojmi razloZeni le na kratko,
prikazane pa so tudi zveze med so-
rodnimi pojmi. Pri tem se sku3a ay
tor skrbno izogniti polresnicam in
moZnostim, da bi razlaga bralce ka
korkoli zavedla. Ceprav pokriva le
ksikon zelo obSirno podrofje fizi-
ke, ne more nadomestiti uébenika,
saj je v fiziki razumevanje poja-
vov in zakonov pomembnej3e od defj
nicij. Pal pa bo leksikon v veliko
pomof vsem tistim, ki bi si radi
le osveZili spomin na kak pozablje
ni pojem, ali pa bi se radi o njem
le okvirno pou€ili. Prav gotovo se
bodo leksikona zelo razveselili
vsi srednjedolci, ki se bodo v us-

mer jenem izobraZevanju bol] samo-
stojno lotevali fizikalnih proble- 4
mov, pa jim bo leksikon lahko slu--
Zi1 tudi kot nekak3en vodi& po fi-
o - y
CANKARJEVE ZAIC/ZBE
vo pritegnilo k branju tudi osnov-
nosolce. Vsem mladim fizikom pa bo il
leksikon koristil tudi pri reZeva- |Z| O

nju nalog iz fizike, saj je v njem
zbranih precej enatb.

ziki. Razumljiv nafin pisanja in
veliko nazornih slik bo prav goto-

Metka Luzar



