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UVODNIK

Dragi bralci!

Na zacetku novega Solskega leta, ki je hkrati tudi zacetek no-
vega letnika Preseka, vsem prav lep pozdrav.

Uredniski odbor je Ze velikokrat premleval, kako izpolniti va-
Se Zelje, da bi dobili vecje 3tevilo Presekov na leto. Dvakrat
smo to redili tako, da smo natisnili 5. Stevilko z zaokroZeno
tematiko v polnem obsegu, zato pa smo morali skrciti obseg ene
od ostalih §tirih 3tevilk, da smo re§ili finanéno plat tako po
vetanega obsega letnika. Taka re3itev ni bila povsem poviec ni
ti vam niti nam! Eno dobro stran pa je le imela: domislili smo
se, da bi poskusili nadaljevati izdajanje vsebinsko enotnih
tekstov, ki bi jih zdruZzili v zbirko Presekova knjiZnica .

V VI. Tetniku Preseka Zzelimo izdati 4 Stevilke obifajnega Pre-
seka v polnem obsegu in eno Stevilko z vsebino, ki spada v
Presekovo knjiZnico . Da bi uresniéili ta program, smo morali
poseci malo globlje tudi v vas Zep, dragi bralci. Letno naroc-
nino smo morali rahlo zviSati in bo tako za skupinska narocila
na 3olah po 32 dinarjev, individualni naroéniki lahko dobijo
letnik Preseka za 40 dinarjav, cena posamezne Stevilke pa je
10 dinarjev.

Kot obicajno smo poslali prvo Stevilko Preseka vsem lanskim

naroénikom. Aktive matematikov in fizikov na osnovnih in sred-
njih 30lah in posameznike prosimo, da nam z naro€ilnico, ki je
natisnjena na strani 36 , sporoc¢ijo, koliko izvodov Preseka

narocajo. Tako vam bomo lahko v najkrajSem c¢asu poslali e do-
datne izvode, ¢e se je letos dvignilo na va8i 5011 Stevilo na-
roénikov Preseka.

Zvonko Trontelj




ASTRONOMIJA

PESCENA ZRNCA V ARHIMEDOVEM VESOLJU

Danes cenimo radij vesolja na kakih deset milijard svetlobnih
let ali 1025m. Pravi pojem o velikosti vesolja izvira pravza-
prav Sele iz dvajsetih let naSega stoleija. Prej so imeli veso
1je za mnogo manjse. Ze od nekdaj pa je nudilo vesolje obilo
mozZnosti za racunanje z velikimi Stevili. Tukaj nas ne bo zani
mala velikost vesolja ali razvoj pogledov na vesolje, napravili
bomo le nekaj zabavnih racunov z velikimi dtevili.

Med prvimi, ki so poskusili doloéiti velikost vesoljskih teles
in njihovo oddaljenost in tako dobiti predstavo o velikosti ve
solja, so bili grdki astronomi. Med njimi velja omeniti Erato-
stena, ki je Zivel v tretjem stoletju pred nasim Stetjem. Z
njegovimi podatki si je pomagal njegov sodobnik Arhimed. Razda
1jo do krogle zvezd stalnic je ocenil na 1016 mali pribliZno
na enu svetlobno leto. BliZinje zvezde so zares oddaljene vec
svetlobnih let (najbliZja - Proksima v ozvezdju Kentavra - 4,3
svetlobnega leta), a Arhimedov podatek za velikost vesolja je
bil mnogo premajhen.

V nekem delu se je Arhimed namenil izraunati, s koliksnim 3te
vilom pedéenih zrnc bi popolnoma napolnili vesolje. Za radij
zrnca je vzel stotinko milimetra in se vprasal, koliko takih
zrnc bi $lo v kroglo zvezd stalnic brez vmesnih prostorov. Pro
stornina krogle je sorazmerna s kubom radija, zato je 3tevilo

pescenih zrnc

16 5 63

(10'® m/107® my? = 10

Uporabimo Arhimedov podatek za nekaj bolj sodobnih raéunov.



Vzemimo, da je gostota peska 3 g/cm3. Ker je prostornina zrnca
440107 m)3/3 priblizno 4.107'% m3, je njegova masa

3.10% kgn 3.4.107"% kg ali priblizno 10°'! kg. Masa pescenih
zrnc v krogli zvezd stalnic bi bila tedaj 1053.107'" kg =

= 105 kg. Vzemimo, da bi vesolje s to maso sestavljal sam vo-
dik. V 1 kilogramu vodika je 6.10%% atomov. V vesolju bi bilo
tedaj 6.1028.10%% = 6.107% a1 priblizno 107% atomov vodika.
Danainji astronomi cenijo, da ustreza masi vesolja okoli 1080
vodikovih atomov. Racun z Arhimedovim podatkom da ¢isto spre-
jemljiv rezultat. Zares je bilo Arhimedovo vesolje mnogo pre-
majhno, a pri racunanju najvecjega wmoZnega Stevila pescenih
zrnc smo ga v mislih izpolnili z gosto snovjo. Zato izracunana
masa ni dalef od danaSnje ocene, ki uposteva, da je povprecna
gostota snovi v vesolju zelo majhna.

Arhimed je racunal najveije moZno Stevilo peScenih zrnc v ve-
solju kot vajo v racunanju z velikimi Stevili. Stari Grki, ki
Se niso poznali desetiSkega Stevilskega sestava, so namre ime
1i tezave pri racunanju z velikimi Stevili. Do miriade, po na-
Se do deset tisoé ali 104, je 810 brez teZav in tudi do miria-
de miriad, po nase  sto milijonov ali 10 , se ni zatikalo.
Naprej pa je stel, kakor je kdo vedel in znal. Arhimed si je
izmis1il svoj Stevilski sestav, v katerem je Stevila podajal

s tremi podatki, po nase

QMZL(P = 1) + (p - 1)M2]

To preberemo kot a enot »r-tega reda p-te periode. Pri tem oz-
nacuje ¥ miriado, ¥ = 104. Premer krogle zvezd stalnic v sta-
dijih je sto miriad enot drugcga reda prve periode, torej a =
- 1008 = 10%, » = 2 inp = 1 atli 10%.10%(2°1) - 10", ker je
stadij nekaj manj kot dvesto metrov, je premer krogle zvezd
stalnic pribliZno 2.1016 m. Najveije mogofe Stevilo pei3cenih
zrnc v vesolju je tisoC miriad enot osmega reda prve periode,
torej a - 1000M = 107, » = 8 in p = 1 a1t 107.10%(B~1) _ 1¢b3,

Priznati moramo, da je dana3nje pisanje velikih 3tevil z dese-
tiénimi eksponenti mnogo preprostejse.

Janez Strnad




KAKO DALEC JE DO OBZORJA ?

Koli€ine, ki so povezane z iskano razdaljo do obzorja, so nari
sane na sliki, kjer pomenijo posamezne E&rke:
AB = AD = » zemeljski polmer = 6,4.106 m (zaradi enostavno-
sti vzamemo, da lezi tofka D na morski gladini);
BC = v vidino opazovalca ali podlage in opazovalca nad mor-
sko gladino (opazovaléevo oko je v tocki C);

CD = = iskano razdaljo.

Najbrz ni treba pripomniti, da je slika moéno pretirana. AB je
na njej le kakih petkrat vecja od BC. V resnici je AB obicajno
od tiso¢ do milijonkrat vecdja od BC (tisof v primeru da je BC
visina visokega hriba, milijon v primeru, da se opazovalec
razgleduje z morskega brega).

Tangenta in polmer v toéki D sta seveda pravokotna. Velja to-
rej Pitagorov izrek:

2 2 2

€D*: = AC™ =~ AD ali % = (p+v)" - 1
te to razstavimo, dobimo
2% = (maver) (Fro-5) = (2n4u)p

Ker je v« »r, ga smemo iz vsote v oklepaju izpustiti in dobimo
z- = 2mv ali z = VZrv (1)

Vzemimo, da si 1,8 m visok opazo-
valec moéi stopala v obreZni mor-
ski vodi. Iz (1) sledi za iskano
razdaljo do obzorja
z = ¥2.6,4.105.7,8 = /36.64.107 =
= 6.8.102 m = 5 km.

Druga naloga! Kako dalecé na morju
(e je seveda vidljivost dobra)
vidijo svetlobni pramen, ki ga po
§ilja 20 m visok svetilnik? Tudi

tej zasukani nalogi je formula



3 a] 2 da
= adno glava = S 3 da d 0 0 dne g
gledom opren B e ¥ ob posebno d 3 eme

are ba
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KRIZANKA - (Pavel Gregorc) 32, 86; Trigonometrié&ne funkcije (Pavel Gregorc)
96, 175; Geometrijski liki (Pavel Gregorc) 160, 211,

BISTROVIDEC - Cudna tehtnica (Egon ZakrajZek) 42, 178; Tiger v kletki (Mar-
jan Hribar) VI11/2, 200; Labirint (Du3an Repovi) 176, 201; Ali je mogode
(TomaZ Pisanski) 201.

BOLJ ZA 3ALO KOT ZARES - Ali Ze veste? (Peter Petek) 8; Pol odvzame3 - osta
ne ti vse (Marija Munda) 10; Tromestna 3tevila (Karel Baic) 25; (Roman Roj-
ko) 48; Modrost zahoda (Ana Hafner) 115; Rebusi (Pavel Gregorc) 12b; Resnig
na iz Zole (5.8.) 165.
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1977/78 (Pavle Zajc) 166; Osemnajsto zvezno tekmovanje srednjeSolcev v ma-
tematiki (Aleksander Malni&) 167; Zvezno tekmovanje mladih fizikov (Andrej
Likar) 172; Devetnajsta matematiéna olimpiada (Gorazd Cveti&) 198.

RESITVE NALOG - ReZitve ugank iz Eetrte 3tevilke (Pavel Gregorc) 45; Peici,
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47;: Bistrovidec - P 4/4 (Franci Oblak) 104; Bistrovidec - P L4/3 (Danijel
Bezek) 104; O ostrokotnih trikotnikih (Andrej Legat) 177; Pojasnilo (Marjan
Hribar) 182.

PISMA BRALCEV - (Matilda LenarZiZ) 26; (Peter Petek, Pavle Zajc, Matilda
Lenari&) 100; (Matilda Lenar&i&) 162; (Matilda LenarZiZ) 202.

NOVICE - ZANIMIVOSTI - Presekova znafka (Franci Oblak) 3b4; Pleml jeva spomin
ska soba (Ciril Velkovrh) 34 1v/1; Vazne jSe evropske abecede (Stanislav
Zorka) 17h; Ekskurzije na Gorenjsko (Ciril Welkovrh) 1V/3.

NOVE KNJIGE - (Ciril Velkovrh) 76, VI/2, ViI/2; (Ciril Velkovrh) 173;
(Andrej Cadez) I1V/4.

NASLOVNE STRANI - 1. Balistika, sl. 2, Pregled ''sodobnih'" sredstev za voj-
skovanje, kot ga prikazuje neka enciklopedija 1752 (Tomo Pisanski); 2. Enaj-
sta Zola iz fizike, sl. 19, Ledene svefe ob vhodu v ZelZke jame (lvan Ku-
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Ciril Velkovrh




FIZIKA

NEVTRINDO

0d Casa do Casa preberemo med casopisnimi novicami, da so fi-
ziki odkrili nov osnovni delee. To pomeni, da se je pred raz-
iskovalce postavilo novo vpraSanje o zgradbi snovi. Ponavadi
vzpodbudi odkritje nove raziskave. Navada je tudi, da se take
raziskave koncajo z novimi vpraSanji.

Tudi nevirino je eden od osnovnih delcev. Fiziki so ga spozna-
11 Ze pred casom, pa Se vedno postavlija za sedaj neresljiva
vpradanja. Za razliko od delcev, ki jih odkrivajo v sedanjem
casu in nastajajo le pri trkih delcev z velikimi energijami,
se rodi nevtrino pri mnogih pojavih v atomskem svetu, ki so
postali naSa vsakdanjost. Veliko se govori in pise o jedrskih
reaktorjih in o radioaktivnih izotopih. Debela plast betona in
kovine varuje okolico reaktorja pred nevtroni, ki nastajajo
pri razcepu uranovih jeder,in pred sevanjem gama, ki ga odda-
jajo radioaktivni preostanki uranovih jeder. Reaktor pa je tu-
di mocéan izvir nevtrinov, ki brez ovir zapu3éajo sredico reak-
torja, predirajo Zemljo in se izgube v vesolju. Tudi s Sonca
nas neprestano obliva tok nevtrinov. Nobene sledi ne pu3cajo v
snovi, skozi katero potujejo, zato tudi Zivlijenju niso nevarni.

Kako so se raziskovalci prepric¢ali o obstoju nevtrina, e se
ta sploh ne meni za snov in v njej ne zapuica sledi?

Na misel o obstoju nevtrina je napeljalo raziskovalce opazova-
nje razpada beta. Pri razpadu beta oddajajo atomska jedra elek-
trone ali pozitrone. Razpad z oddajo elektrona imenujemo raz-
pad g~ (beta minue), razpad z oddajo pozitrona pa razpad s+



(beta plus). Pri razpadu g se jedro atoma spremeni v jedro
atoma sosednjega elementa v periodnem sistemu, ki ima atomsko
§tevilo za eno vecéje. Oznadimo jedro z atomskim Stevilom Z in
z masnim Stevilom A simbolié&no kot J(Z,A). Spremembo pri raz-
padu g~ zapidemo tedaj takole:

J(Z,A) » J(Z+1,A) + e

Zapis oznaiuje, da je v preostalem jedru enako Stevilo delcev,
vendar se je za eno povecalo 3Stevilo protonov. Pomeni, da se
je za eno zmanj3alo 3tevilo nevtronov. Predstavljajmo si, da
se je pri spremembi eden od nevtronov spremenil v proton. Sim-
boliéno bomo zapisali spremembo pri razpadu g~ takole:

nsp+e”

Po tej shemi tudi prosti nevtroni razpadajo v protone in elek-
trone. Razpolovni &as je okoli 12 minut.

Pri razpadu B+ se jedro atoma spremeni v jedro atoma elementa,
ki ima atomsko 3tevilo za eno manjSe. Simboliéno bomo zapisali:

J(Z,A) + d(Z-1,A) + et

Predstavlijamo si lahko, da se je pri razpadu eden od protonov
spremenil v nevtron:

=5
p+n+e

Protoni (vodikova jedra), ki niso vezani z nevtroni v jedru,
ne razpadajo.

S tem pa 3e nismo povedali vsega. Pri vsakem novo odkritem po-
javu preverjamo veljavnost prejénjih spoznanj. Taka spoznanja
so med drugim, da se pri telesih, ki so loena od okolice, oh-
rani skupni elektriéni naboj; da se energija teles, ki so lo-
¢ena od okolice, ne spreminja; da se gibalna kolic¢ina teles,
ki so locena od okolice, ne spreminja. Kaj po teh spoznanjih
pricakujemo od delcev, ki so vkljuéeni v razpad beta?

Pri obeh spremembah se mora ohraniti skupni elektriéni naboj.
Pri razpadu g  ugotovimo tole: nevtron nima naboja, proton ima
pozitivni osnovni naboj, elektron ima negativni osnovni naboj.



Skupni naboj po spremembi je res enak naboju pred spremembo,
to je nié. Tudi pri razpadu gt se skupni naboj ne spremeni.

Notranja energija atomskega jedra po razpadu je manjsa od no-
tranje energije jedra pred razpadom. Na racun te razlike se je
rodil elektron, ki ima tudi kinetiéno energijo. Ker so vsa
istovrstna atomska jedra popolnoma enaka, prav tako pa so po-
polnoma enaki vsi elektroni, pricakujemo, da bodo imeli vsi
elektroni enako kinetiéno energijo.

Vzemimo, da jedro pred razpadom miruje. Njegova gibalna koli-
¢ina je tedaj nic. Ker se gibalna kolic¢ina pri razpadu ne spre-
meni, se morata elektron in preostalo jedro gibati v nasprot-
nih smereh. Prav tako se gibata drsalca, ki na ledu sprva mi-
rujeta, nato pa se odrineta drug od drugega.

S1. 1a kaZe pricakovano in izmerjeno kinetiéno energijo izse-
vanih elektronov. Vecina elektronov ima manjso energijo od pri-
cakovane. Pri opazovanju sledi jeder in elektronov so ugotovi-
1i, da le pri neznatnem Stevilu razpadov odletita delca v pri-
cakovanih nasprotnih smereh (S1. 1b).

Ali tu preneha veljavnost zakonov ali pa na3e spoznanje ni po-
polno? V veri v dotlej vselej veljavne zakone je Wolfgang
Pauli leta 1930 predpostavil, da se pri razpadu poleg elektro-
na ali pozitrona rodi Se neodkriti delec brez naboja in najbrz
brez lastne mase. Imenoval ga je nevtrino. Ta delec odnese
manjkajoéo kinetiéno energijo in manjkajofo gibalno koligino.

Sele v letu 1953 sta z zelo zahtevnimi eksperimenti ameriika
fizika C. Cowan in F. Reines dokazala obstoj nevtrina. Z na-
daljnimi raziskavami so odkrilj, da nevtrino, ki se rodi pri
razpadu 8 , ni enak nevtrinu, ki se rodi pri razpadu g, Prvi
delec so imenovali ant'nevtrino, drugega pa nevtrino. S1. 2
ponazarja, da se delca razlikujeta po smislu svojih vrtilnih
kolicin glede na smer gibanja. Pravimo, da ima antinevtrino
desnosuéno (pozitivno), nevtrino pa levosu&no (negativno) vi-
jacénost. Z vsemi temi spoznanji lahko zapiSemo spremembi pri
razpadu beta pravilno takole:
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1. elektronov
§t, elektronov,

&t.

AL_—.- - e

W, enerdija W, energija

J(Z A)

) &

J(Z+1.A) J(Z+1.4) /
@ - @
- i

S1. 1: Razlike med pri€akovanji in dejstvi so napotile W. Paulija, da je
predpostavil obstoj nevtrina.

S1. 2: Nevtrino in antinevtrino se razlikujeta po vija&nosti. Pravimo, da
Ima antinevtrino pozitivro, nevtrino pa negativno vija&nost.

smer gdibanja smer gdibanja

nevtrino antinevtrino



n+p+e +3v din pan+e 4y

e s simbolom v oznacimo nevtrino, s simbolom v pa antinevtri-
no.

Da bomo spoznali, kako teZzko je odkriti nevtrino, omenimo pos-
kus, s katerim so hoteli doloc¢iti tok nevtrinov, ki nastajajo
pri jedrskih reakcijah v sredici Sonca.

V sredici Sonca se v nizu jedrskih reakcij po $tiri jedra vo-
dika spajajo v jedra helija. Iz teh reakcij dobiva Sonce ener-
gijo, ki jo seva v vesolje. Pri reakcijah nastajajo tudi nev-
trini. Velika vecina nevtrinov uide iz Soneve sredice, saj se
v povpreéju le vsak stotisoci ustavi v Soncu. Po racunih naj
bi prebadalo kvadratni meter Zemljinega povr$ja okoli 100 mi-
Tijadd soncevih nevtrinov v sekundi. Natanéna doloéitev tega
toka naj bi pomagala podrobneje oceniti razmere v Soncu. Slika
3 kaZze, kaksen je bil poskus. Posodo tetrakloretilena s pro-
stornino 450m3 so postavili v zapuséen rudnik okoli kilometer
in pol pod zemljo. Tako globoko ne prodrejo niti kozmiéni Zar-
ki niti delci, ki nastanejo pri trkih kozmiénih zarkov z mole-
kulami in atomi v atmosferi in na povr3ju. Edino nevtrini pro-
dirajo v to globino.

Pri trkih nevtrinov z dovolj veliko energijo se lahko jedro
klora z masnim &tevilom 37 - 0137*spremeni v jedro argona z
masnim Stevilom 37 - A37, ki je radioaktivno. Reakcijo zapise-
mo takole:

A37 =

Cl37 + e

+ u >

Verjetnost, da se reakcija zgodi, je zelo majhna. Cetudi je v
posodi okoli 2.103°% jeder C137, preteie med dvema reakcija v
povpreéju okoli 50 ur.

Eksperiment je trajal nekaj mesecev. Nato so nastali argon ze-
lo skrbno izlo&ili iz tetrakloretilena. Argon je Zlahtni plin
in ne more ostati vezan na mestu klora. Zapusti molekulo te-
trakloretilena, ostane pa ujet v tekociini. Tekoéino so zato
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3: Odkrivanje sonénih nevtrinov. Do soda s tetrakloretilenom 1500 m
pod povrijem Zemlje prodirajo le nevtrini.



skrbno prepihovali s helijem. Heliju so nato dodali 3e neaktiv-
ni argon in mefanico ohladili do temperature 77 K. Pri tej
temperaturi je argon trden in se je izlo€il iz plinastega he-
lija na stene posode. S Stevci so nato merili sevanje, ki na-
stane pri radioaktivnem razpadu nastalega argona A-37. Jedro
argona A-37 namreé prej ali slej ujame enega od atomskih elek-
tronov in se spremeni v jedro klora.* Elektronska Tupina okoli
nastalega jedra klora je pri tem v vzbujenem stanju in oddaja
rentgenske Zarke, ki jih zaznamo s Stevci.

Pri tem velikem poskusu je nastalo vsega nekaj deset atomov
argona, precej manj, kot so pricakovali. Ali pomeni to, da je
tok Soncevih nevtrinov precej manjsi od pricakovanega ali da
so raziskovalci pri eksperimentu kaj spregledali? Majhnega to-
ka nevtrinov ni mogoce razloZiti na osnovi nadih sedanjih
predstav o dogajanjih v sredici Sonca. Da bi razresdili ta
vpraSanja, bo najbrZz treba 3e veliko dela.

Poskuse z nevtrini je mogofe delati tudi pri velikih pospele-
valnikih, kjer dobimo curke z zelo velikimi energijami. S1. 4
kaze pospeievalnik v laboraturiju NAL v ZDA. V pospedevalniku
pospesijo protone do hitrosti, ki je enaka 999 tisocéink svet-
lobne hitrosti. Curek protonov vpada na debelo kovinsko plo-
§¢o, v kateri nastane ob trkih protonov z jedri veliko 3tevi-
To zelo kratkoZivih delcev pionov in kaonov, ki potujejo na-
prej po nekaj 100 m dolgi cevi in Ze med potjo razpadajo, pri
c¢emer nastajajo tudi novi nevtrini. Konec cevi zapira okoli
kilometer debela plast zemlje, ki naj ustavi vse razen nevtri-
nov. Curek nevtrinov na koncu udarja v tarco, ponavadi v teko-
¢i vodik. Raziskovalci fotografirajo sledi delcev, ki nastane-
jo pri reakcijah in jih kasneje razélenjujejo (S1. 5). Spozna-
11 so, da so reakcije vse pogostejse, Cim vecjo energijo imajo
nevtrini.
Kako si razlagamo, da snov tako malo moti gibanje nevtrina?
Oblika snovi in pojavi v snovi so odvisni od osnovnih grad-
nikov in od njihove medsebojne povezave. Gradniki vesolja so

*;Edi to je razpad, pri katerem se rodi nevtrino, podobno kot pri razpadu
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mehuréna
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S1. 4: Skica pospefevalnikov in drugih naprav, ki jih imajo v ustanovi NAL
v ZDA. Linearni pospelevalnik in pomeZni kroZni pospeSevalnik rabi-
ta za to, da pospesita protone do 0,945 svetlobne hitrosti za vstop

v glavni pospeSevalni obro€, ki jih pospedi naprej do 0.999 svet-
lobne hitrosti. g
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galaksije in zvezde - povezu-
je jih tednostna ali gravita-
eijeska sila. Vso raznoliko
snov okoli nas in v vesolju
sestavljajo atomi, ki jih po-
vezujejo elektridne sile.
Elektriéne sile povezujejo tu
di elektrone in jedra znotraj
atoma. Jedro sestavljajo pro-
toni in nevtroni, ki jih pove
Zuje modna jedrska sila. Mod-
na 8ila povzroca tudi nasta-
nek razliénih kratkoZivih del
cev pri trkih protonov in ney
tronov z velikimi energijami.

Nobena izmed naStetih sil ne
deluje na nevtrino. Je pa 3e
§ibka sila. Ta je mnogokrat
slabSa od elektricéne in moéne,
deluje pa med vsemi delci z
nevtrinom vred. Ker je presla
bz, ne povezuje delcev v stal
ne tvorbe, ampak povzroia le
medsebojne

: S5ledi delcev, ki so nastali

ob reakciji nevtrina s proto
nom v mehuréni celici. Nev-
trino je priletel s spodnje
leve strani slike in na svo-
ji poti ni pustil sledi. Pri
reakciji so nastali proton,
pozitivni pion in negativni
mion. Sledi delcev so ukriv-
ljene, ker je v celici mag-
netno polje.

Sila Razmerje med silo in moéno silo pri razdalji
10715 m med delcema*
= — = p-n n-v
ey ey PP ndn p-v
Moéna 0 0 1 1 0
Elektriéna 0 10-2 10-2 0 0
Sibka 10°13)| 10713 | 10"13] 10713 (1013
Gravitacijska 0 10-41 [ 10-38]10-38 0

* MoZna in Sibka sila sta sili kratkega dosega in ju delci pri razdaljah,
ki so veéje od 1071% m, ne &utijo. Elektri€na in gravitacijska sila delu-
jeta med delci pri poljubno veliki razdalji.
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spremembe. Tabela nam kaZe primerjavo medsebojnih sil med ne-
katerimi delci pri razmiku, ki je tolikSen, da cutijo delci
vse nastete sile. Vidimo, da je elektricna sila med delci z
nabojem stokrat manjSa od moéne sile in da je 5ibka sila deset
bilijonkrat slab%a od moéne. Gravitacijska sila pa je v pri-
merjavi s prejsnjimi zanemarljiva. €im moénejsa je sila, tem
vecja je verjetnost za reakcije med delci. Vidimo, da spremem-
be v snovi v prvi vrsti uravnavata moéna in elektriéna sila.
Razumemo, zakaj nevtrini nemoteno potujejo skozi snov, saj
uravnava njihovo gibanje le §ibka sila.

Po prispevku Norme Mankod

priredil Marjan Hribar




OPAZOVALNI SISTEMI

Ko govorimo o legi, hitrosti ali pospedkikh kakega telesa, mora-
mo povedati, na kaj se te koligine nanasajo. NajlaZe to opra-
vimo tako, da si zgradimo nepremiini pravokotni koordinatni
sistem in glede nanj opredelimo omenjene koli€ine. Pravokotni
koordinatni sistem v prostoru tvorijo tri med seboj pravokotne
usmerjene premice, ki se v neki skupni tolki sekajo. SeCi3cu
pravimo koordinatno tzhodidde, premicam pa os<z. Lego telesa
podamo tako, da povemo pravokotne razdalje telesa od ravnin,
ki jih tvorijo koordinatne osi. Postavimo pravokotni koordina-
tni sistem v sobi! Koordinatno izhodisce si izberemo v enem od
spodnjih oglov, robovi sobe pa ponazarjajo koordinatne osi.
Lego telesa v sobi lahko potem povemo tako, da sporodimo nje-
govo oddaljenost od tal in od dveh sten, ki se stikata v iz-
branem oglu.

Poleg koordinatnega sistema moramo imeti S5e uro za merjenje
Zasa. Tako opremljeni pravimo, da smo opaszovalei V opasovalnem
stietemu. Opazovalnih sistemov je poljubno mnogo, saj se razli-
¢ni opazovalci v svojih opazovalnih sistemih lahko med seboj
gibljejo na poljubno mnogo razliénih nacinov.

Dva opazovalca, ki se gibljeta drug proti drugemu, vidita isti
fizikalni pojav v svojih opazovalnih sistemih razliéno. Potnik
v enakomerno drvefem vlaku vidi, da se hide premikajo glede na
njegov koordinatni sistem, ki je pripet na vagon. Avto, ki vo-
zi vzporedno z enako hitrostjo kot vlak, pa zanj miruje. Dru-
gate opazuje te pojave prometnik, ki stoji ob progi. Zanj se
vlak in avto premikata v isto smer z enako hitrostjo, hise pa
so pri miru.

Opazovani sistem prometnika je pri ljudeh splodno v rabi. Saj
je razumljivo, pravimo, da hise mirujejo, vlak pa se giblje,
ne pa obratno. Toda ta "razumljivost" je posledica globoke na-
vade, ki se je ne zavedamo vegé. Tudi ko smo rekli: "enakomerno
drveci vlak" in "avto, ki vozi vzporedno s tirom...", smo se



postavili v opazovalni sistem, kjer povr3je Zemlje miruje.

Povezava med istimi koli¢inami v razliénih opazovalnih siste-
mih je odvisna od medsebojnega gibanja opazovalcev. Spet vze-
mimo za primer opazovalna sistema potnika v vlaku in prometni-
ka, ki opazujeta hitrost avtomobila. Vzemimo, da vozi vlak s
hitrostjo 100 km/h glede na prometnika. Medsebojna hitrost
obeh opazovalcev je torej 100 km/h. Prometnik izmeri hitrost
avtomobila, ki vozi vzporedno z vliakom in dobi rezultat

120 km/h. Zanj je avto za 20 km/h hitrejsi od vliaka, se pravi,
v eni uri bi prisel avto 20 km dlje kot vlak, ¢e merimo ¢as od
trenutka, ko sta oba na istem mestu. Kolik3no hitrost avta iz-
meri tedaj potnik v vlaku? Le-ta vidi, da se je po eni uri
voZnje avto oddaljil od njega za 20 km, torej ima hitrost

20 km/h. Hitrost avta v opazovanem sistemu potnika je torej
enaka razliki med hitrostma avta in vlaka, kot ju izmeri pro-
metnik. Bolj splodno ugotovimo, da je hitrost v prvem opazo-
valnem sistemu enaka razliki med hitrostjo v drugem opazoval-
nem sistemu in medsebojno hitrostjo sistemov. Do podobnih za-
k1juékov pridemo tudi za druge kolic¢ine, ki jih merimo v raz-
1iénih sistemih.

Pri opisovanju gibanja si vedno izberemo tak opazovalni sistem,
v katerem je opis najpreprostejsi. Izbor sistema je torej od~
visen od pojava, ki ga opazujemo in od nacina opazovanja.

Oglejmo si opazovalna sistema, ki sta v rabi pri opisovanju
Jjedrskih reakeij. Prvi sistem je laboratorijski opazovalni si-
stem. Koordinatni kriZz je pritrjen v prostoru, kjer delamo po-
skuse, se pravi nekje v laboratoriju. S curkom pospeSenih del-
cev obstreljujemo tarcéo, ki v tem sistemu miruje. Reakcijske
produkte, delce, ki nastanejo ob tem obstreljevanju, zaznavamo
z detektorji, ki jih namestimo okrog tarée. Eksperimentalci
torej najbolj preprosto pokaZejo rezultate svojih merjenj v
laboratorijskem opazovalnem sistemu.

Drugo stalisce imajo tisti fiziki, ki sku3ajo teoretiéno poja-
sniti eksperimentalne rezultate. Ti imajo raje teZ<&&ni opazo-
valni sistem. V tem sistemu miruje teZi3&e projektila in taré-
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nega jedra. Zato se gibljeta v tem sistemu projektil in taréno
jedro drugo proti drugemu.

Zakaj je teZiséni sistem bolj prikladen od laboratorijskega,
¢e kaj racunamo? Tudi v mikrosvetu atomskih jeder in osnovnih
delcev velja zakon o ohranitvi gibalne koli&ine. To pomeni, da
tudi teziife delcev, ki nastanejo pri trku, sovpada s teZiiScem
projektila in tarce. Namesto podatkov o legi vsakega delca
(laboratorijski sistem) shajamo tukaj le s podatki o medseboj-
nih legah delcev.

Za primer si oglejmo trk enakih trdih proZnih krogel. Raduni,
ki jih bomo naredili, bodo zelo preprosti. Kljub temu bomo vi-
deli, da bo opis trka v tezZi3énem opazovalnem sistemu prepro-
stejsi kot v laboratorijskem.

Najprei si oglejmo, kako opifemo srediséni trk dveh takih kro-
gel v laboratorijskem opazovalnem sistemu. Sprva taréna krogla
miruje, projektil pa drvi proti njej s hitrostjo vg (S1. 1).
Po trku ima projektil hitrost vi, tarca pa hitrost vz. Ker med
trkom na krogli ne delujejo zunanje sile, ostane konstantna
skupna gibalna kolic¢ina krogel.* To zapiSemo z enacbo

mvy + MUy = mvg (1)

Iz enacbe izracunamo hitrost vz in uvidimo, da sta spremembi
hitrosti krogel pri trku nasprotno enaki: taréa se pospesdi,
projektil pa zavre:

Vy = Vg = V] = -(1)1 - U{J} * % (2)

Ker je trk krogel idealno proZen, ostane nespremenjena skupna
kinetidna energija krogel:

mvi/2 + mv§/2 = mv§/2 (3)
0d tod dobimo za hitrost krogel po trku 3e eno enalbo

v3 + v§ = vj (4)

* Gibalno koliZino imenujemo produkt iz mase in hitrosti telesa: G = mv.
** Sprememba hitrosti tarée je vy - 0 = vy, sprememba hitrosti projektila
pa je vy - vp
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Iz enacbe (2) izraunamo v;, izraz kvadriramo:
vi = v§ - 2vqvy + vV
in vstavimo v enacbo (4), pa dobimo:
v = vguy (5)
To preprosto kvadratno enac¢bo lahko na obeh straneh krajsamo
z vy, saj vemo, da hitrost tarcne krogle po trku ni enaka nic.

Dobimo torej:
Vs = Py tﬁ)

Hitrost tarce po trku je enaka zacetni hitrosti projektila;

hitrost projektila po trku mora biti torej nic. 0 tem se lahko
prepricas tudi, €e v enacbo (2) ali (3) vstavi3 za v, rezultat
iz enacbe (5). Hitrosti tarce in projektila se torej zamenjata.

Kako opiSemo trk v teZi3c¢nem sistemu? Na S1. 1 vidimo razmere
v laboratorijskem sistemu. TeZise krogel se giblje v isto
smer kot projektil vendar s poloviéno hitrostjo. TeZisce je
namre¢ v poljubnem trenutku v razpoloviicu daljice, ki veie
sredisc¢i krogel. TeZziScni opazovalec se vozi na teZiscu. Ker
je medsebojna hitrost teZzisinega in laboratorijskega opazoval-
ca vy/2, je hitrost projektila v teZiiCnem sistemu po prejs-
njem enaka vy - vy/2 = vg/2, hitrost tarce pa 0 - vy/2 = -vy/2
Krogli se gibljeta s hitrostjo vy/2 v nasprotnih smereh. Skup-
na gibalna kolicina je torej 0. Tudi po trku morata imeti
krogli po velikosti enaki hitrosti, saj ostane gibalna kolici-
na nespremenjena. Ker se ne spremeni kineticéna energija, mora-
ta biti hitrosti po trku enaki hitrostma pred trkom (zapisi
enacbo za kinetiéno energijo in se o tem prepricaj). Krogli
pri trku le zamenjata hitrosti (S1. 2b). To je isti zakljucek,
kot pri opazovanju v laboratorijskem sistemu, do njega pa smo
prigli bolj preprosto.

Za konec si oglejmo enakomerno se vrtedi opazovalni sistem. V
tem sistemu ne bomo opazovali jedrskih reakcij ali trkov -
slutimo, da bi si brez potrebe nakopali teZave. Sistem pa je
zelo pripraven za opazovanje kroZnega gibanja. Oglejmo si ena-
komerno kroZenje kamna, privezanega na vrvici. Opazovalec naj
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projektil tarca

Slika 1: Enaki proZni krogli pred trkom, kot ju vidi opazovalec v labora-
torijskem opazovalnem sistemu. TeZi3&e krogel je oznafeno s T.

Na teZisCu sedi teZi3&ni opazovalec.
Yo Yo - Yo
2 2 2
0 o
T T
Slika 2b: Krogli v teZi€nem si-

Slika 2a: Krogli pred trkom, ki ju
vid? opzzova!ec v teiii stemu po trku.
£€nem sistemu. Laborato-
rijski opazovalec se pe-
1je na taréni krogli.

(:::?fff)

sedi na osi vrtenja in se vrti tako, da zanj kamen ves cas mi-
ruje. V tem primeru je opazovalec v vrtecem se opazovalnem si-
stemu.

Ta sistem pa je bistveno drugacen od opazovalnih sistemov, ki
smo jih omenili prej. V prejinjih opazovalnih sistemih se je
telo gibalo enakomerno in premo ali pa je mirovalo, e je bila
vsota sil drugih teles na to telo enaka nic. V vrteCem se opa-
zovalnem sistemu pa izmeri opazovalec silo, s katero je napeta
vrvica, ko vlece kamen. Kamen miruje kljub temu, da ni drugih
sil. V prej opisanih sistemih bi se zaZel gibati enakomerno
pospesSeno v smeri pritezajofe vrvice. €e bi vrvica popustila,
bi se zacel kamen v vrtecem se opazovalnem sistemu zamotano
pospeseno gibati, kljub temu, da je prepuscen sam sebi in nanj
ne deluje nobeno telo.
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Slika 3a: Kamen v vrtefem se opa- Slika 3b: Kamen s slike 3a, ki ga
zovalnem sistemu miruje. vidi inercialni opazova-
Nanj delujeta dve sili, lec. Kamen kroZi okrog
katerih vsota je enaka osi s hitrostjo v_, za
ni€: sila vrvice F_ in kroZenje pa poskrBi sila
centrifugalna sistemska vrvice F . Na osi Je na-
sila F . risan opazovalec v vrte-
% gem se opazovalnem siste-

mu.

Opazovalne sisteme, kjer se telesa gibljejo pospedeno kljub
temu, da nanje ne delujejo druga telesa, imenujemo pospefene
ali neinercialne sisteme.

Vajeni nepospesenih (inercialnih) sistemov, imamo v pospesenem
sistemu obéutek, da delujejo na nas in na druga telesa sile,
ne najdemo pa povzrocitelja. Takim silam pravimo sistemske si-
le. Sistemski sili v vrtecem se opazovalnem sistemu pravimo
centrifugalna sila (glej sliko 3a).

Zelo znan primer pospesenega opazovalnega sistema je tudi si-
stem potnika v zavirajofem vozilu. Lahko refemo, da so varno-
stni pasovi zato, da kljubujejo sistemski sili, ki nas skusa
pospediti v sprednji del vozila.

Strogo vzeto opazovalni sistem potnika v enakomerno vozecem
vlaku ni inercialen, ker vagon ves ¢as premetava zaradi neide-
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alne proge. Tudi sistem opazovalca ob progi ni strogo inercia-
len - pripet je na povrije Zemlje, ki se vrti okrog svoje osi.
Sistemske sile v teh opazovalnih sistemih pa so tako majhne,
da jih veZinoma lahko zanemarimo. 35e posebej velja to za sile
zaradi vrtenja Zemlje.

Poglejmo Se, kako razlaga kroZenje opazovalec v nepospeSenem

opazovalnem sistemu, v katerem se kamen giblje po kroZnici. Na
kamen mora ves &as delovati zunanja sila. C€e bi ta sila popu-
stila, bi se zacel kamen gibati premo. Silo oskrbi vrvica, na
katero je privezan kamen. Opazovalec v inercialnem sistemu to-
rej ni€¢ ne ve o centrifugalni sili - zanj te sile ni (glej
sliko 3b).

Kako pa vidi opazovalec v nepospedienem opazovalnem sistemu za-
virajoce vozilo in stvari v njem? Sku3aj sam najti odgovor!

Andrej Likar

NALOGE Z MAGIZNIM KVADRATOM

Stevilski magidni kvadrat reda n je razpredelnica z »n vrstica-
mi in n stolpci, v kateri so Stevila od 1 do »? posajena tako,
da je vsota Stevil iz vsakega posameznega stolpca, vrstice in

obeh diagonal enaka. Tej vsoti reéemo magidna konstanta.

Zelo zanimivi so magiéni kvadrati, ki imajo 3e dodatno last-
nost: vsota poljubnih dveh Stevil, ki lezita simetriéno glede

na sredino kvadrata, je konstantna. Temu kvadratu reéemo regu-
larni magiéni kvadrat.

Sedaj pa poskusi odgovoriti na tale vpraSanja:
1) Kak3na je splo3na formula za izralun magi&ne konstante, e poznamo red
magicnega kvadrata?

2) Kak3na je vsota simetriCno leZe&ih 3tevil v regularnem magi&nem kvadra-
tu?

3) Magi¢ni kvadrat lihega reda ima v sredini polje. Katero 3tevilo mora bi-
ti v njem?

Roman Rojko
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MATEMATIKA

NEKAJ O GRAFIH IN NJIHOVI UPORABI

V ugankarskih kotiékih Casopisov in revij najdemo nekatere ti-
picne vrste nalog in problemov. V tem sestavku si bomo ogleda-
1i dokaj pogost tip takih naiog in pokazali, kako jih resujemo
z grafi, ki jih obravnava posebna veja matematike - feorija
grafov.

ZaCetki teorije grafov segajo v 18. stoletje. Staro mesto
Kénigsberg (znano tudi po tem, da tam poZivajo posmrtni ostan-
ki velikega filozofa Kanta) je krasilo sedem mostov, ki so po-

vezovali bregove reke Pregel z otockom sredi nje (S1. 1).

Si.1

Me3cane Kénigsberga je lep Cas vznemirjalo naslednje vprasanje:
Ali se je mogoie sprehoditi preko mostov tako, da gred ez vsa-
kega samo enkrat? Poskusi!

Za problem je zvedel tudi najvecji matematik tistega Easa -
Leonhard Euler (1707 - 1783). Problem si je poenostavil tako,
da je bregove in otocek ozna&il s kroZci in jih povezal s &rta-
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Kénigsberg - danes Kaliningrad

Leonhard Euler je bil rojen 15. aprila 1707 v Bazlu v Svici.
Bil je uenec in prijatelj Bernoullijev. Velik del svojega Ziy
ljenja (1727-1741, 1766-1783) je preZivel v Rusiji na Petro-
grajski (danes Leningrad) akademiji, ki jo je takrat ustanovi-
la carica Katarina I . Tam je tudi umrl 18. septembra 1783.
Obdobje 1741-1766 pa je na povabilo Friedricha II prebil na
berlinski akademiji znanosti. Euler je eden najvecjih matemati
kov vseh casov. Posegel je na vsa podroija matematike in jo o-
bogatil s pomembnimi spoznanji. Stejemo ga med oéete variacij-
skega racuna, teorije diferencialnih enacéb, teorije Stevil in
topologije. Pri dokazovanju je zacel dajati prednost algebri
pred geometrijo. Ukvarjal se je tudi s fiziko, mehaniko, bali-
stiko in astronomijo. Leta 1735 je zaradi preve vnetega opazo
vanja Sonca pri sestavljanju sistema za doloCanje Casa oslepel
na desno oko. Popolnoma slep je postal leta 1766, kar pa ni
bistveno vplivalo na njegovo ustvarjalnost. Imel je izreden
spomin. CloveStvu je zapustil nekaj knjig, vec kot B00 Elankov
(nekateri so precej dolgi) in kup neobjavlijenih del. Uvedel je
oznake e za osnovo naravnih logaritmov, ¢ za kvadtatni koren
iz minus ena in f£f( ) za funkcije.
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mi, ki predstavljajo mostove (S1. 2). Taki shemi pravimo graf.
5e nekaj grafov je prikazanih na slikah (S1. 3) in (S1. 5).

Kakor vidimo, je graf sestavljen iz mnoZice kroZcev ali todk
grafa, ki so med seboj paroma povezani z mnoZico &rt ali pove-
zav. Namesto besed toika (grafa) in povezava pogosto uporablja
mo tudi besedi veoszel in weja. TocCki, ki ju povezava veZe, ime-
nujemo krajid&i povezave. Da ima povezava p krajisci « in »,
bomo capisali p(u;v).

SL.3

Primer: Graf na sliki 3 je dolo€en z mnoZiico toik 7 = {z, y,

z, w} in mnoZico povezav P = {a(xsx), blzsy), elysz), d(z3w),
e(wsy), flwsy)l. NajbrZ je med povezavami pritegnila va3o po-
zornost povezava a(xir), ki ima za obe krajis¢i isto tofko =.
Takim povezavam pravimo zanke.

Stevilo povezav, ki imajo za krajisce tocko ¢, imenujemo krat-
nost tocke £ in jo oznaCimo k(¢). Zanke uposStevamo pri doloca-
nju kratnosti dvakrat. Takc velja za graf na sliki 3:

klz) = k(w) =3 , &(y) =4 in k(z) = 2

Postavimo se v neko tocko grafa. S tem, da se po povezavi, ki
ima tocko, v kateri se trenutno nahajamo, za krajisce, pomak-
nemo v drugo krajisce, lahko "potujemo" po grafu od tocke do
tofke. Zaporedje povezav, ki jih pri tem prehodimo, imenujemo
pet po grafu.

Za graf na sliki 3 sta zaporedji povezav:
Py =a, by, e, d, e, e, f

26



Pzzc

poti; zaporedje

P3=b,a,2
pa ni (zakaj?).

Vsaka pot ima svo] =zadetek in svo]j konee. Pot Py ima zacetek

v tocki = in konmec v tocki y, kar zapisemo Pi(z,y). Za zacetek
poti P, pa lahko izberemo katerokoli od kraji3¢ povezave c¢. Za
to, da bo pot po grafu natanéno dolocena, moramo v sploSnem
poleg zaporedja prehojenih povezav podati 3e njen zacetek.

Ce obstaja pot iz tocke u (zacetek) v tofko » (konec), pravimo,
da je tocka v dosegljiva iz tofke u. Kadar so vse tocke grafa
med seboj dosegljive, bomo rekli, da je graf povezan.

Graf na sliki 3 je povezan; e pa "zbrisemo" povezavo b, dobi-
mo nepovezan graf, saj tocka = ni vel dosegljiva iz drugih
tock grafa.

Sedaj vemo o grafih Ze toliko, da lahko sledimo reditvi naloge
o konigsberskih mostovih, ki jo posploSimo na grafe takole:

Ali obstaja po danem grafu pot, ki vsebuje vsako povezavo na-
tanko enkrat?

Taki poti pravimo Eulerjeva pot. Re§itev zastavljene naloge
daje naslednji izrek:

V grafu obstaja Eulerjeva pot natanko takrat, ko je povezan
in ima najvec dve tocki lihe kratnosti.

te obstajata dve 1ihi tocki (vedno obstaja sodo Stevilo 1li-
hih tock), je ena zacetek, druga pa konec Eulerjeve poti.
Ce pa so vse tocke sode, je Eulerjeva pot sklenjena ali
eitkel - njen zaCetek in konec sovpadata; za zaCetek poti Ta
hko izberemo poljubno tocko.

Utemeljimo najprej trditev: Ce v danem grafu obstaja Eulerjeva
pot, potem sta v grafu najveé dve 1ihi toéki. Mislimo si, da
je graf narisan s kredo. Vzemimo v roke gobo in sledimo Euler-
jevi poti po grafu. Prehojeno pot za seboj brisimo. Ko preho-

27



dimo celotno pot, bodo vse povezave grafa zbrisane - vse toke
bodo imele kratnost 0, torej bodo sode. 0&itno pri vsakem
prehodu skozi tocko zbrisSemo dve povezavi - tisto, po kateri
smo v tocko prisli, in tisto, po kateri smo tocko zapustili.
Potemtakem pri prehodu skozi njo ostane soda tocka soda, liha
pa liha. Le na zacetku in koncu poti lahko spremenimo parnost
tocke, kajti le v teh dveh primerih zbrisSemo v dani tolki eno
samo povezavo. Ker morajo biti na koncu vse tocke sode, imamo
zato lahko spocietka kvecjemu dve 1ihi tocki.

Naj sedaj graf zadosCa pugojem izreka. Kako dobimo Eulerjevo
pot? Ce v grafu obstajata 1ihi tocki, zaénemo v eni izmed nji-
ju in potujemo po grafu. Ker lahko v vsaki sodi tocki pot na-
daljujemo, se bomo prej ali slej ustavili v drugi 1ihi tocki.
V Se ne prehojenem delu grafa so sedaj vse tocke sode. To ve-
1ja tudi v primeru, ko Ze spoCetka ni v grafu nobene 1ihe toc-
ke. V obeh primerih izberemo poljubno toiko, ki je krajisce 3e
neprehojene povezave in zacnemo potovanje. Ker so vse tocke
sode, bomo potovanje koncali v zacetni toéki - dobljena pot

je cikel. To ponavljamo, dokler ne pokrijemo s cikli ves graf.
Zaradi povezanosti grafa lahko cikle (in pot) zdruZzimo v en
sam cikel (pot). Osnovna zamisel zdruZevanja je prikazana na
sliki 4:

2. cikel
1. cikel
———

ZDRUZIMO

pot pot

Sl.4
S podobnim razmisljanjem je Euler naredil konec brezglavemu
iskanju. Svoja dognanja je objavil v razpravi: Solutio proble-
matis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii Academiae
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Petropolitanae VIII, 1736 (1741), p. 128-140. Naloga o kdnigs-
berskih mostovih ni resljiva, saj ima prirejeni graf Stiri 1i-
he tocke.

Tovrstne naloge srecamo v ugankarskih kotiékih pogosto pod na-
slovom "narisi z eno potezo". Take naloge nam ne bodo veé de-
lale tezav. Kaj pa, ¢e sta v grafu veé kot dve 1ihi tocki? V
najmanj koliko potezah lahko naridemo tak graf? Odgovor daje
izrek:

Povezani graf z 2m 1ihimi tokami lahko pokrijemo (= vsaka
povezava vstopa v neko pot) z m lo€enimi (= vsaka povezava
vstopa v najvec eno pot) potmi.

Sedaj nam ne bo vec teZzko re3iti naslednjih nekaj nalog:

Naloge:

1. Nari3i graf, doloen z mnoZico tof€k T = {x.y.z.u.v} in mno-
Zico povezav P = {a(zsy), blysv), elviz). duiz), eluiv),
Flusy)s glviv) .

2. Nari3i povezan graf na petih tockah, ki imajo vse krat-
nost 2.

3. Kratnosti petih tofk so zaporedoma 1, 2, 3, 4 in 5. Narisi
graf!

4. V vsakem grafu je sodo mnogo l1ihih tock. DokaZi!

5. Vsakega izmed grafov na sliki 5 nariSi s €im manj potezami
(poteza = neprekinjena érta), pri Eemer narises vsako érto

le enkrat:
Sl. 5a SL.5b Sl. 5¢ v Sl 5d
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Med nalogami je tudi Plemljeva uganka (S1. 5b). Anekdoto o
njej si lahko poiscete v enem od preteklih letnikov Preseka.
Pravilni n-kotnik z vsemi diagonalami je pravzaprav graf
nad n tockami (oglis¢i). Ce je n liho Stevilo, ga lahko po
Eulerjevem izreku narisemo v eni potezi. To zna tudi prog-
ram, ki je "narisal" primer tega mnogokotnika za n = 31

(Glej sliko na naslovni strani). Poskusi sam narisati v eni po-
tezi pravilni sedemkotnik z vsemi diagonalami!

RESITVE

{

30

Kako nariSemo graf? Naj-
prej nariSemo za vsako toé-
ko po en krogec in ga ozna-
¢imo z njeno oznako. Nato
tocke poveZemo s povezava-
mi in graf je narisan. V

HO

naSem primeru dobimo

Seveda je slika grafa od-
visna od zacetne razpore-
ditve tofk. Posebnost na-
Sega grafa je tocka =, ki

n'i kr‘ajlgt‘.e nobene poveza- 3. ‘Tak graf ne obstaja’ ker

ve. je 3tevilo 1ihih to&k v
grafu vedno sodo (glej na-
logo 4).

4. Vsaka povezava ima dve kra-
jisci. Torej je Stevilo
vseh krajisc povezav sodo.
Stevilo vseh krajisc¢ pa
dobimo tudi, e se3tejemo
kratnosti vseh tock. Ker
je vsota soda, mora biti
tudi Stevilo 1ihih &lenov
v tej vsoti sodo.



5. a. dve 1ihi tocki - ena
poteza
b. 8 1ihih tock - 4 poteze
c. dve 1ihi tofki - ena
poteza

d. same sode toike - ena
sklenjena poteza

6. Kakor primeri iz prejinje
naloge, ima tudi ta naloga
vet razliénih reditev. Ena
izmed njih je tale:

Po ¢lanku <
Danijela Bezka

priredil

Viadimir Batagelj

SREDISCE KROZNICE

Tokrat boste morali znati ve3ce rokovati z geometrijskim pri-
borom; da pa bo naloga $e zahtevnejSa, vam bomo dovolili upo-
rabljati samo Sestilo. Naloga se glasi takole:

Samo s Zestilom poid&i sredidde dane kroiZnice!

Dudan Repovd
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TEKMOVANJA-NALOGE

SOLSKA TEKMOVANJA IZ MATEMATIKE ZA SREDNJESOLCE

Solska tekmovanja iz matematike je letos izvedlo 30 gimnazij
in srednjetehniskih 30l v Sloveniji.

Zaradi velike razdirjenosti revije Presek smo letos kar v njem
objavili razpis za vsa tekmovanja, s Cimer smo si po eni stra-
ni prihranili nekaj dela, po drugi pa obvestili Sirok krog
bralcev o tekmovanjih. Na Zalost so nekatere Sole razpis spre-
gledale ali pa nanj pozabile in smo jih morali v zadnjem tre-
nutku spomniti na prijavo. Lahko pa z veseljem ugotovimo, da
so se letos prijavile nekatere 3o0le, ki doslej niso sodelovale
in ker sporofajo, da so ustanovile tudi matematiéne kroike,
upamo, da bomo tudi iz njihovih vrst kmalu dobili dobre tekmo-
valce.

Predtekmovanje je bilo 11. marca na vseh Solah istocasno. Za
posamezne razrede so bile naloge za vse 3o0le iste. Izbrala in
razposlaia jih je tekmovalna komisija, ki deluje v okviru
DruStva matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije in Ze
vrsto let skrbi za popularizacijo matematike in fizike.

Iz poro€il o predtekmovanju, ki so ga poslale 3ole, je razvid-
no, da je tekmovalo ¢ez 1000 dijakov in od teh jih je nad 200
reiilo veé kot poloviro naleg. Tekmovalna komisija je med nji-
mi izbrala 131 dijakov, ki so se 8. aprila pomerili na repub-
liskem tekmovanju v Mariboru.

NALOGE-TEKMOVANJA
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Naloge s predtekmovanja

. Pri katerem 3tevilu

. razred

. Na pameten nafin izratunaj vrednost izraza

(W4hh4s . 888885 . LuhUL2 + LL4A3B) / LhhlhyZ

. Vsota dolZin katet pravokotrega trikotnika je d, visSina na hipotenuzo

pa je enaka v. Dologi plos€ino trikotnika!

. Na nekem pikniku se je sestalo pet StiriClanskih druZin. Vsak udeleZe-

nec se je rokoval z vsemi razen s €lani svoje druZzine. Koliko rokovanj
je bilo?

. DokaZi, da za vsako dvojico naravnih 3tevil a in b vel]ja neenakost

vla,b) + D(a,b) - (a+b) 20

pri Cemer je vla,b) najmanj3i skupni veEkratnik, D(a,b) pa najveiji
skupni delitelj Stevil a in b! Kdaj velja enakost?

. razred

. Pri katerih logaritemskihosnovah = je za poljuben par Stevil a,b > 0 :

2log, ((a+b)/2) = log a + log b

. Podan je krog K in daljica 4B, ki se dotika kroga v dani tocki T. Kon-

struiraj krogu X ofrtani trapez, ki ima za osnovnico daljico 4B! |zradu-
naj plo3€ino trapeza, €e sta dani dolZini u = AT in v = TB !
lzracunaj natanéno vrednost izraza

1 + V3+/B + /7-/h0 -/6+/20 |

lzraCunaj prostornino kvadra, €e so znane dolZine dy,d; in d3 diagonal
mejnih ploskev !

. razred

sta naslednji enatbi hkrati redljivi

a
cosx + sinc = a
=40

cos2x + sin2e = a

. DokaZi, da vsota korenov enaébe

met - m2x? -2+ miz ez -m=0

ni manj%a od 2, €e je m pozitivno realno Stevilo !

Krogu s polmerom r=1 vértamo pravilni n-kotnik in pravilni 2n-kotnik.
DokaZi, da velja naslednja zveza med plo3€ino P, pravilnega n-kotnika in
plo3Cino Py, pravilnega 2n-kotnika

P2n=Pn.f2'//1+n"1_-@;-'1/_n?

. DoloZi parameter g tako, da bo neenakost |(z2-z+a)/(zZ+az+1)| < 5 veljala

za vsak realni = !
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4. razred

1. Trije prijatelji, ki se piSejo Mesar, KovaZ in Pear imajo tele pokli-
ce: mesar, kovaC in pecar, seveda ne nujno v istem vrstnem redu. 0 njih
smo slisali naslednje tri izjave:

(a) tovariZ Kova& ni pelar
(b) tovari3 Mesar ni kovac
(c) tovari% Mesar ni petar

vendar je le ena med njimi resni€na. Ugotovi poklic Kovata, Mesarja in
Pecar ja!

2. Funkcije T,,, n=0,1,2,... so definirane z zvezo
E%(m) = cos (na)

kjer je x=cosu. DokaZi a) da za vsako naravno itevilo n>0 velja:
Th+1L?) + I%_ltx} = 22Ty (z) in b) da je za n=0,1,2,... T,(x) polinom
stopnje n !

3. Dolo€i mnoZico totk v ravnini, ki predstavljajo temena druZine parabol
y*+2ay-ar+a = 0, kjer je a poljubno realno 3tevilo !

L. Za realno funkcijo f{x), ki je povsod definirana naj velja: £(0) # 0 in

flety) + flz-y) = flz)fly)
za vsak par z,y. Dokazi a) da je flz) soda funkcija in b) ée je za
neki hER F(h)=0, je flz) periodi&na funkcija s periodo Lj !

Edvard Kramar

Clani aktiva matematikov, fizikoy KOMISIJI ZA TISK pri DMFA SRS

Sole Ljubljana, Jadranska c. 19, pp 227

NAROCAMD

‘ izvodov lista za mlade matematike, fizike in astronome PRE S E K -
Vi, !etnik, za 3olsko leto 1978/79 po din 32.- (posamezna naroéila kbo.-din)
Naro€nino bomo nakazall skupaj ali v . . obrokih najkasneje do . - T

Narocamo Se . . . kom. Presekovih znaék, . . . kom. srebrnih In . . kom.
bronastih Plemljevih zraZk; skupaj . . . kom. znaEk po enotni ceni lo.-din.

NaroCamo Se . . . izvodov priroZnikov za srednje Sole S.Uriig&, Stirimestni
logaritmi in druge tabele, 1978, 28.-din (maloprodajna cena je 35.-din).

VpraSalnik za knjige Sigma - smo - nismo - bomo - poslali.

Priimek in ime (tiskano) Podpis
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XXII. REPUBLISKO TEKMOVANJE 1Z MATEMATIKE ZA SREDNJESOLCE

Tekmovanje je bilo 8. aprila 1978 v Mariboru v prostorih Viso-
ke ekonomsko komercialne Sole. Udelezilo se ga je 131 tekmoval
cev iz 22 srednjih 3501. Med njimi je bilo Te 18% deklet. Tret-
Jina tekmovalcev je prisla v Maribor Ze v petek. Prespali so v
Domu ucencev srednjih 50l. V soboto, na dan tekmovanja, so pri
511 5e ostali. Podprti z malico so se zbrali v veliki dvorani
k otvoritveni slovesnosti. Dobrodo$lico jim je izrekel predsed
nik mariborske podruZnice Drudtva matematikov, fizikov in
astronomov SRS Joso Vukman. Leo Gusel je pozdravil tekmovalce,
njihove mentorje in tekmovalno komisijo v imenu delovne skup-
nosti VEK3a. Predsednik tekmovalne komisije JoZe Vrabec je
tekmovalce seznanil s pravili tekmovanja in jim zaZzelel veliko
uspeha pri resSevanju nalog. Tekmovalci so reSevali naslednje

naloge:
1. razred

1. lzberemo poljubnih & zaporednih
naravnih Stevil, vecjih od 3.
DokaZi, da sta med njimi najve&
dve prastevili!

27 V ravnini je dana totka 3, kroZ-

nica s sredisCem S ter taki toc-

ki 4 in B, da premica skozi 4 in

B seka kroZnico, vendar ne gre

skozi tocko 5. Samo s Sestilom

konstruiraj presei3¢i kroZnice

s premico skozi 4 in B.

3. DokaZi, da je vsak trapez, vér-
tan krogu, enakokrak!

¥, cev, dolgo vsaj 18 m, Zelimo
razzagati na kose. Prodati je mo
goce le kose dolZine
5m po 400 din
7m po 800din
1iIm po 1300 din
13m po 1600 din
Cev razZzagamo tako, da je izkupi
tek najvecji. Dokazi, da noben
kos ne bo dolg 5 m!

2. razred

1. V trikotniku naj stranica a ne bo Naslovna stran Biltena, ki so ga

dalja od 1, stranica b ne dalj%a fzdali poZrtvovalni organizator-
od 2 in stranica ¢ ne daiJ%a od 3. ji tekmovanja v Mariboru.
Koliksna je najveija moZ-
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na plostina takega trikotnika?

. Diagonali konveksnega Cetverckotnika razdelita Cetverokotnik na Stiri

trikotnike. Znane so plo3Cine treh od teh Stirih trikotnikov. lzracunaj
plos€ino etverokotnika!

. Pri katerih vrednostih = iz zaprtega intervala od 1/4 do 1 se vrednosti

funkci j
) =22 in glz) = B2z + 17)/48

najvet razlikujeta?

. Na nekem otolju je med vsakima otokoma bodisi letalska bodisi ladijska

zveza, DokaZi, da je mogofe obiti vse otoke s prevoznimi sredstvi ene
vrste!

. razred

. Kocki vértamo in ofrtamo pravilni oktaeder (ogli3ca kocke so sredisca

mejnih ploskev ofrtanega oktaedra, ogli3¢a vértanega oktaedra so sredi-
5Ca mejnih ploskev kocke). V kolikSnem razmerju sta prostornini oktae-
drov?

. Naj bodo p,q in ¢ realna Stevila in naj velja p® + g% = 1. lzratunaj

tglz/2) , Ze je
p.sin(z) + g.cos(z) = ¢

Za katere ¢ je naloga resljival

. Za poljubno realno 3tevilo a resi enaébo

223 + (g-2)z?- (a-2)z + a =10

KolikSen mora biti a, da bo eden od korenov enatbe enak vsoti drugih
dveh korenov?

. Fanti& senahajav "izposojenem'" E€olnu na sredi okroglega ribnika, ko

opazi, da ga na bregu ribnika Eaka jezni lastnik Eolna. Fanti& more ve-
slati s hitrostjo 2 km/h in tefi po suhem s hitrostjo 12 km/h, medtem
ko lastnik Eolna pretefe le osem kilometrov v eni uri. DokaZzi, da fantit
lahko privesla do brega in uide lastniku, &e le prav izbere pot pri ve-
slanju!

. razred

. Privzemimo, da imata funkciji flz) = ar? + bo + ¢ in gle) = pr? +qu+ »

skupno niZlo u. Ugotovi, kdaj ima kvocient f(xz)/g(x) limito, ko gre x
proti u, in izrazi to limito s koeficienti a, b, e, p. q in » !

2. Naj bosta v zaporedju aj, az, a3, --- 1 @y, --- €lena @) in g; pozitiv-
na in naj za vsak indeks n, velji od 2 velja a, = a,-; + a,-,. DokaZi ,
da noben E£len tega zaporedja ni enak vsoti osmih zaporednih €lenov tega
zapored ja!

3. Ugotovi, pri katerih realnih Stevilih g ima enatba
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23 -@+1=10

same realne korene!

. V trikotniku z oglis€i Ty, T,, Ty naj bo T, razpolovisCe stranice T\T,.

Dalje naj bo I's razpoloviice daljice 7,73, Tg naj bo razpoloviice dalji-
ce TyT, itd. Za vsak indeks n, ve€ji od 3, naj bo torej T, razpoloviile
daljice T =5l (to je noZidfe teZifEnice trikotnika T AR R 2

oglisca Iﬁ-l)- Zaporedje totk T, konvergira k neki to€ki T (tega ni tre-



ba dokazovati). Pri danih totkah Ty, T3, T3 konstruiraj tocko T !

Po dveh urah in pol napornega razmisljanja so tekmovalci od3li
na kosilo, po kosilu pa na izlet v okolico Maribora. Ogledali
so si tudi elektrarni Mariborski otok in Falo. Dvajsetélanska
komisija je medtem pregledala in ocenila izdelke tekmovalcev.
0b 17. uri je komisija na majhni svecanosti razdelila diplome,
nagrade in pohvale. Vsi pohvaljeni in nagrajeni tekmovalci so
dobili diplome in po eno knjigo iz zbirke Sigma. K denarnim
nagradam, ki jih podeljuje DMFA SRS sta pridruZili nagrade 3e
Zalozba Obzorja Maribor in tovarna Zlatorog Maribor. Tekmoval-
ci pa so se razvrstili takole:

1. RAZRED:

|. nagrada: CERNE Darko, COKAN TomaZ in BOZIC Brane (vsi l.gimn. Ljubljana);

I1. nagrada: BANIC Marko in ANZIC Borut (oba gimn. V. JaneZi&, Ljubljana),
TURK Goran, (gimn. Koper), KALUZA Matjaz (gimn. M. Zidanska, Mb);

I11. nagrada: CINC Roman (gimn. Murska Sobota);

Pohvala: AMBROZIC Milan (gimn. Nova Gorica), MAJCEN Marjan (gimn. Ravne na
Korofkem), SPELIC Miran (gimn. I. Cankar Ljubljana), STEFANIC
Srecko (gImn. KDE&Vje};

2. RAZRED:

|. nagrada: ROMIH Maks (I. gimn. Ljubljana);

111.nagrada: HVALA Bojan (gimn. Idrija);

Pohvala: PADEZNIK Jana (gimn. M. Zidan3ka Maribor), ZUPAN Janez in BAHOVEC
Igor (gimn. Ljubljana-Sentvid), RESNIK Samc (I. gimn. Maribor),
MATOH Leon (gimn. Novo mesto), LOVSIN Bo3tjan (gimn. Koper),
CESTNIK Bojan (1. gimn. Ljubljana);

3. RAZRED:

| 1.nagrada: BREGAR Tone (I. gimn. Ljubljana), JUVAN Rado (gimn. Trbovlje);

111. nagrada: LOVRECIC Marko (gimn. Koper);

Pohvala: GOMILSEK Kazimir (gimn. M. ZidanZka Maribor), PETROVEIC Janko
(elektroteh. 3ola Ljubljana), 3KAPIN Meta (!. gimn. Ljubljana),
0BAD Nada (gimn. Koper), KOVIE Jurij (gimn. V. JaneZi& Ljublja-
na), ZORKO Igor in TAKAC lztok (oba |. gimn. Maribor);

L, RAZRED:

Il. nagrada: GRUDEN Darjo (gimn. N. Gorica), RUSJAN Edmond (I.gimn. Ljub.);

I11. nagrada: BRADESKO Toncka (1. gimn. Ljubljana);

Pohvala: FLORJANIC Miha in MUDRI Zdravko (oba gimn. M. Zidan3ka Maribor),
DEMSAR Franci in MLAKAR PrimoZ (oba |. girn. Ljubljana);

Tekmovalna komisija je izbrala za zvezno tekmovanje naslednje

tekmovalce: €erne Darko, Cokan Tomaz, BoZzi¢ Brane, Romih Maks,

Bregar Tone, Juvan Rado, Gruden Darjo, Rusjan Edmond in Flor-

jani€ Miha.
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Dijaki med reSevanjem

Podel jevanje zasluzenih nagrad

Podjetji Konstruktor Maribor in Swaty Maribor ter Kreditna
banka Maribor so z naroé¢ilom oglasov v biltenu, ki smo ga iz-

dali ob tekmovanju, omogocili

pogostitev tekmovalcev in izlet.

Tabelarni pregled udeleZbe in uspeha tekmovalcev po Solah:

Sola
1. Gimn. Bre¥ice
2. Gimn. Celje
3. Gimn. Idrija
L. Gimn. Koper
5. 1. gimn. Lj.
6. Gimn. |. Cankar Lj.
7. Gimn. V. JaneZi€ Lj.
8. VIl. gimn. Lj.
9. Gimn. M. Zidanska Mb.

10. Gimn. Trbovl je

11. Gimn. M. Scbota

12. Gimn. Novo mesto
13. Gimn. Nova Gorica
14. Gimn. Piran

15. Gimn. Ravne na Kor.
16. Gimn. Skofja Loka
17. Gimn. Jesenice

18. Gimn. Stigna

19. Gimn. Sentvid Lj.
20. Elektrotehniéna Lj.
21. 1. gimn. Maribor
22. Gimn. Kolevje

Skupaj
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NEKAJ NALOG ZA OGREVANJE

ucence 6., 7. in 8. razreda

Preveri, ali so za dani enacbi reditve pravilne!

a) 24,08 , ;— 0,04.(z + 0,9) = 241,2 22 z = 0,1
3 xz -3 _z+ 9 .3
b) g Sl . : za @ = 5
.

Poljubnemu pravokotnemu trikotniku vértaj kvadrat tako, da
eno oglisce kvadrata leZi v vrhu pravega kota trikotnika.

Kaj se zgodi s kolic¢nikom, e deljenec Stirikrat povecamo,
deljitelj pa zmanjSamo za njegovo petino?

Kolika je plo3¢ina pravokotnika, ki ima diagonalo dolgo
20 cm in velikost kota med diagonalami je 30°7

Svetilka z Zarnico stane 110 din. Svetilka je za 100 din
drazja od Zarnice. Koliko stane svetilka?

Za koliko procentov se spremeni plosc¢ina pravokotnika, ce
stranici povecCamo za 50% ?

Biciklist je v eni uri in 12 minut prevozil 2/7 razdalje
iz kraja 4 v kraj 5. V kolik3nem Easu je pri enaki hitrosti
prevozil polovico poti?

Sirina pravokotnika, ki ima obseg 156 m, je 5/8 njegove dol
Zine. Kolika je ploi€ina pravokotnika?

Kocki povecamo rob za njegovo polovico.
a) Kolikokrat se je povecala prostornina kocke?
b) Za koliko se je povecala povr3ina kocke?

Dva vlaka vozita v nasprotni smeri vsak po svojem tiru.

Prvi vlak vozi s hitrostjo 72 km/h, drugi 90 km/h. Potniki
v drugem viaku so opazili, da je prvi vlak prevozil mimo v

3 sekundah. Koliko je dolg prvi vlak?
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ucence 7. in 8. razreda

Kako izracunamo plos€ino pravokotnika, €e je dana diagona-
la d in kot med njima 45°% (60°) 2

Dve premici p in g se sekata pod kotom 60°.

a) natrtaj kroZnici k; in k, tako, da se dotikata premic
in dotikata med seboj.

b) Izraéunaj plo3€ino trapeza T1T2T3T4 , ki ima za krake
odseke danih premic-tangent.

Dan je ulomek %3111%

Za katero Stevilo moramo povecati Stevec in zmanjdati ime-
novalec, da dobimo 1 ?

Krogu s polmerom » = 2 cm oértaj enakokraki trapez. Veli-
kost kota ob daljsi osnovnici je 60°. Nato izracunaj obseg
in ploséino tega trapeza.

1z kroga s polmerom » = 6 cm izreZemo 1ik, ki ga sestavlja
ta enakokraki trikotnik 48C s kotom 3} ¢ = 302 in krozni
odsek, ki ima tetivo 48 za osnovnico trikotnika. Izracunaj
ploscino sestavljenega lika.

ucence 8. razreda
Resi enacbo: 100 : (((7=z + 24) : 5) .4 + 36) =1

Iz enakostraniénega valja s polmerom » = 1 dm izsekamo po-
konéno tristraniéno prizmo, ki ima za osnovno plcskev ena-
kokraki trikotnik 43¢ s kotom ob osnovnici 75°. IzraZunaj
prostornino prizme.

Iz kroga s polmerom » = (1 + V/3) izreZemo mreZo pravilne
stiristraniéne enakorobne piramide. Izracunaj prostornino.

Iz kocke z robom a izsekamo kvadratno piramido, ki ima vrh
v srediséu zgornjega roba. Kolika je povr3ina piramide in
kolika je vsota vseh robov?

Toéka E je srediSCe stranice AB kvadrata ABCp. Doloci v
kaksnem razmerju dolzin DE deli diagonala AC.

“Pavle Zaje



RESITVE NALOG

NALOGE IZ ARHIVA - resitve iz PV/4 str. 206

1. Stevila v prvem stolpcu do

bimo tako, da seStejemo e- il &9 2%
nakolezni Stevili v drugem 28 19 9
in tretjem stolpcu. Stevi- 27 17 10
la v prvi vrstici pa so 28 17 1"
vsota enakoleinih Stevil v 29 18 11
vseh ostalih vrsticah tabe 28 18 11

le. Zato ima izpolnjena ta
bela obliko:

2. Za trak potrebujemo dvakrat po 20 cm, dvakrat po 10 cm,
Stirikrat po 5 cm in Se 40 cm za pentljo. Torej potrebujemo
120 cm dolg trak.

3. Visok bi bil 1,5 m.

4. Prostornine podobnih teles so v enakem razmerju, kot kubi
njihovih vidin. e privzamemo, da sta imela velikan in pri-
tlikavec enako gostoto, je bil velikan 343-krat teZji od
pritlikavca.

5. Ce ura odbije 6 udarcev v 9. Takrat je imela 36 rac.
5 sekundah, odbije 12 udar Preizkus:
cev v 11 sekundah. reditev « i 38
6. Npr. 1 = 148/296 + 35/70. SEERECAE 2 80
se pol eies B
7. Npr. 10 = 9 + 99/99, o Eetrt w.a 9
8. Npr. 100 = 111 - 11. Se ena e
Skupaj 100
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Jedis
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a b

d e
Lika c) se ne da narisati z eno potezo.
Stevila 5, 10, 15, ..., 100 dajo po eno ni€lo ... 20 nicel
Stevila 25, 50, 75 in 100 dajo 3e po eno nigélo... 4 niéle
Skupaj: 24 nicel
V §tevilu 1 X 2 X 3 X ... X 99 X 100 je na zadnjih 24 me-

stih povsod nicla.

Denimo, da na zacetku prenesemo n €rnih kroglic iz prvega
zaboja v drugi. Potem iz drugega zaboja vzamemo »n kroglic,
r belih in g &rnih in jih vrnemo v prvi zaboj. p + g = n.
V prvem zaboju imamo 100 - n + ¢ = 100 - p €rnih in p be-
lih kroglic. V drugem zaboju imamo pa 100 - p belih in

n - g = p €rnih kroglic. V prvem zaboju imamo na koncu rav
no toliko belih, kot je v drugem zaboju €rnih kroglic.

te od vsote ploscin trikotnikov PyPEy, PyPP3, s
P A TF, odstejemo ploscino trikotnika P PPy, dobimo ravno

plos¢ino S n-kotnika, ki je stalna in neodvisna od poloZa-
ja totke P. V prvih » trikotnikih so koti pri P vsi enaki

a = w/n, v trikotniku P _PP, pa je kot pri P ravno gp-a. Ce

plos¢ine trikotnikov izrazimo s sinusi kotov pri 2, dobimo
za plo3€ino 5 izraz:

§ = P\P.PP,.sing + ... + P _,P.PP .sina - PnP-PP1-51n{11'u}.
Ker je sin(n-a) = sina, lahko 5 delimo s sing in na desni

strani dobimo ravno nas$ izraz. Vrednost izraza je stalna,
saj je enaka s/sin(x/n).






14.
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Iz slike 6 je razvidno, da je ploig€ina sestavljena iz §ti-
rih kosov: trije pravokotni trikotniki s plod&inami po
ab/2 in enakostraniéni trikotnik s plo3éino <2/3/4. Ker je
e? = g2 + p2, je ploiéina P lika enaka:

P = 3ab/2 + (a2 + B2)/3/4 = 163,18 cm?

Obseg lika je 0 = 3(a + b) = 51 cm.

Polmer vértanega kroga dobimo tako, da izraunamo polmer
vértanega kroga enakostraniénega trikotnika xIM. Potrebuje
mo torej dolZino stranice tega trikotnika. Racunali bomo
dolZino stranice LM. Ker sta trikotnika CEL in AFM sklad-
na, je dovelj, da opazujemo le enega. Ker sta kota pcd in
BDE komplementarna in meri kot ACE 600, meri kot CEL ravno
30%. Trikotnik CEL je polovica enakostranicénega trikotni-
ka. Ker poznamo dolZino stranice CE, lahko izralunamo:

TL = 2av3/3, EL = MF =a¥3/3. Tako dobimo: ML = MF + FC +

+ CL = b + av3. Na risbi smo upoitevali, da je g dolZina
krajse stranice, zato a in b v obrazcu za ML ne nastopata
simetriéno. Polmer vértanega kroga je:

» = MIV3/6 = (bY3 + 3a)/6 = 5,96 cm

Polmer oértanega kroga pa je enak polmeru oértanega kroga
trikotnika DEF. Izracunali bomo dolZino stranice DE. Pra-
vokotni trikotnik DPE je polovica enakostraniénega trikot-
nika s stranico pB. Zato je DP = a/2 in PB = av/3/2. 1z
pravokotnega trikotnika 0PE doloCimo DE s Pitagorovim izre
kom:

DE =/ DBZ + PEZ =/ (a/2)2 + (b + a/3/2)2 =/a? + b2 + ab/3
Polmer ofrtanega kroga je:

B = (DE)V3/3 = (a2 + b2)/3 + ab/V3 = 9,54 cm

TomaZ Pisanski




BISTROVIDEC

REZANJE

Pred Casom je Presek objavil
tole nalogo:

RazreZi narisani lik na dva
plodc¢insko enaka dela! (Slika
1) Glej Presek IV/1, str. 35
in str. 61!

Objavlijena je bila resitev,
ki jo prikazuje slika 2. Brez
tezav se prepricéamo, da je re
zanje na sliki 3 tudi reditev
naloge. Lika na sliki 3 sta
celoskladna in je potemtakemse
veda ploscina enaka. Se veg,
eno polovico lahke premaknemo
po ravnini tako, da pokrije
drugo. Ce zavrtimo 1ik B oko-
19 tocke 7 za pravi kot (90°)
v nasprotni smeri urinega ka-
zalca, pokrije 1ik 4.

IZdaj pa poskusite resiti nalo
go za like na slikah 4 - 11.
Vsakega od njih razdelite na
dva povrSinsko enaka dela. Po
moZnosti naj bosta skladna.

Ce pa znate razdeliti na sklad
na dela tako, da lahko eno po

§1. 1

§1. 2
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EPYEX

lovico zavrtimo v drugo, dolo
cite 3e tocko, okoli katere
9 10 morate polovico Tika zavrteti
in kot, za katerega jo morate
11zavrteti, da pokrije drugo po
lovico.

TomaZ Pitaanski

LABIRINT - resitev iz P/3, str. 176

Iskana pot je na sliki:

(Seveda to ni edina refitev!) Bralec je gotovo opazil, da je
zvijaca ravno v tem, da se paznik enkrat vrne v sveje sobo.
To ni proti pravilom, saj naloga zahteva le to, da vsakega
Jetnika (!) obisce natanko enkrat.

Dufan Repovs
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MATEMATICNO
RAZVEDRILO

PRAVOKOTNI TRIKOTNIK NA VRTU TETE AMALIJE

Polonca in Tomaz se igrata na vrtu tete Amalije. Tla so lepo
tlakovana z velikimi kvadratnimi kamnitimi ploicami. Polonca
teka za macko, TomaZ pa je zabil v presledke med ploicami tri
kolicke, na sl1iki 1 so oznaéeni z 4, 5, C.

" 1] 3 3
Polonca", poklice Tomaz, sl 1

"glej,med kolickoma 4 in B
so tri plosce, med 4 in C pa Cl
§tiri. Kaj misl1i3, koliko sta ‘\\
vsaksebi kolicka B in ¢; za N
koliko dolZin plo3ce?" \\

Polonca pusti macko in pri- \\
de k TomaZu. "Ja, kako naj \
vem, ko po bi bilo treba me-

riti postrani in ne kar

vzdolZ stranic ploié. Menda

vendar ne mislis, da bom iz- sl 2

drla plo3¢o in 3la z njo me-
rit med tvoje kolicke?!"

"Ne, seveda ne," se je zas-

mejal TomaZz in zabil e tri

kolicke med plosée - slika 2
jih kaZe, oznaceni so s ¢rka- I
mi §, D, N: +Ampak glej, tri-.-
kotnik Dsc je prav gotovo e-

nakokrak. Priznag?"

"No, seveda", potrdi Polonca,
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"saj sta stranici 05 in 5C diagonali dveh enakih pravokotnikov
in zato enaki."

"Prav," nadaljuje TomaZ, "potem sta pa trikotnika psw in cswy

skladna."

“In pravokotna", ga dopolni Polonca, "oba imata pravi kot pri
H.II

"V redu," je zadovoljen Tomaz, "zdaj mi moras pa 3e verjeti,
da leZe kolicki B, 5, ¥ vsi na eni premicil!"

Polonca za trenutek pomisli, nato ree: "Drzi, kar poglej ko-
ta, ki ju tvori premica p skozi tocko S, vzporedna premici
DAB, z daljicama BS in sy."

"In ¢e je tako," povzame TomaZz, "sta trikotnika BND in BNC
skladna, saj se ujemata v pravem kotu pri ¥, stranico By imata

skupno, stranici ¢nv in DN sta enaki ..."

"Zato sta enaki tudi stranici B¢ in BD," zdeklamira Polonca,
"kar pomeni, da sta kolicéka B in ¢ za pet dolZzin plo3ce vsak-
sebi."

Epilog. TomaZ in Polonca sta pokazala kar precej znanja geome-
trije, da sta ugotovila razdaljo med kolickoma; pri tem pa je
treba priznati, da nista uporabila znamenitega izreka starogri-
kega modreca

Peter Fetek

MIHEC JE PRISEL danes zopet prepozno v Solo. Takole se je opra
vicéeval: "Veste, Sica, nisem mogel priti prej. Zunaj je grozna
poledica. Ko stopi$ en korak naprej, ti zdrsne za dva koraka
nazaj." Tovaridica je ostrmela: "Mihec, potem pa je pravi Cu-
deZ, da si zdaj tu!"

Dragi bralci, ali je Mihec lahko prisel v 3olo brez Zudeza,
pri tej hudi poledici?

(*nwop t3oud 13t uL [edow af 8s LiLudqo 3| ‘oyye] :40A0bpg)

Marija Munda
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PREMISLI IN RESI

Na zastav!jeno nalogo iz PRESEKA V/3 smo prejeli 65 odgovorov.

Oglejmo si reSitev, ki jo je poslala Vida Rus: '"Pravilni odgovori na izpi-
tu so: da, ne, da, da, ne(1). Ta vrstni red ustreza vsem opisanim pogojem.
K1juEna zanka je prav v drugem odgovoru. Ce bi predpostavili, da je drugi
odgovor da, potem bi imeli tri moZnosti:

ne, da, ne, da, da (2)

da, da, ne, da, ne (3)

ne, da, da, ne, da (4)

Ti odgovori zadostijo prav tako vsem pogojem razen enemu. Ne zagotavljajo
nam pravilne odgovore na vseh pet vpra3anj, ker imamo moZnost izbire.

Nekdo od re3evalcev je pripomnil, da odgovore bere3 od leve proti desni ali
obratno, od zgoraj navzdol ali obratno, odvisno pa&, v kateri drzavi Zivis.
Oglejme si po vrsti gornje odgovore v obratnem redu: ne, da, da, ne, da (1);
da, da, ne, da, ne (2); ne, da, ne, da, da (3) in da, ne, da, da, ne (4),
ki postane sedaj pravilni odgovor. Zanimivo, kajne!

Med odgovori je bilo 9 nepravilnih. Trinajst reSevalcev je poslalo poleg
pravilnega odgovora 3e enega s trdilnim odgovorom da na drugo vprasanje in
pripomnilo, da imamo paf dve moZnosti.

Pravilno so resili:

Mar jeta Adami&, o.3. PreZihov Voranc, Ljubljana; Breda Bezjak, gimnazija
Milo3a Zidan3%a, Maribor; Janka Bodlaj, gimnazija Kranj; Rado Bumbar, o.3.
Staneta Zagarja, Kranj; Mirjam Cvelbar, o0.3. JoZe Potr&, Ljubljana; Marin-
ka Dragonja, Ljubljana; Breda Drinovc, gimnazija Kranj; Andreja Habjan,
Suhadole, Komenda; Gorazd Habjan, gimnazija, Ljubljana; Neli Habjan, o.5.
Ziri; Janez Horvat, gimnazija,Kranj; Renato Horvat, o.3. Mirana Jarca,
Ljubljana; Janez Hosterih, gimnazija M. Zidanska, Maribor; Stojan lhanec,
TSE5, Trbovlje; Andrej JakobZi&, ST5, Novo mesto; Mojca JanZekovi&, gimna-
zija Novo mesto; Matjaz Kavéi&, VIIl. gimnazija, Ljubljana; Dejan Kercié,
o0.5. PreZihov Voranc, Maribor; Marko Kikelj, gimnazija, Tolmin; Tanja
Kocjan, o.5. Angel Besednjak, Maribor; Terezija Kolenc, gimnazija Trbovl je;
Karmen Kompara, gimnazija Ajdov3&ina; Romana Kropec, Rogaska Slatina; Mar-
ko Lampe, Velenje; AndraZ Legat, gimnazija, Kranj; Tanja Lesni&ar, gimnazi-
ja, Velenje; Slavko Margot, voja3ka gimnazija, Ljubljana; Andreja Meliva,
0.5. Slovenske Konjice; Greta Mermelj, o.3. Slovenske Konjice; LuEka MIi-
nar, gimnazija, Trbovlje; Barbara Motnikar, o.5. Fr. Albreht, Kamnik; Po-
lona Novak, |. gimnazija, Ljubljana; Marija OraZem, gimnazija, Kolevje; Gor
dana Plazini&, gimnazija Sentvid, Ljubljana; lgor Poberaj, gimnazija Polja-
ne, Ljubljana; Vida Rus, gimnazija, Kofevje; Irena Sifrar, o.5. Franc Le3-
nik = Vuk, Slivnica pri Mariboru; Marija Solar, Sp. Dobrava, Kropa; Igor
Sorli, Stara Vas, Ziri; Janez TomaZi&, Petrovie; MatjaZz TurnZek, T3 Celje;
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Bojan Videti&, gimnazija, Crnomelj; Majda Zupanc, T3 Celje.

lzZrebani so bili: AndraZz Legat, gimnazija, Kranj; Matjaz Kav&ic, VIl. gim-
nazija, Ljubljana; Terezija Kolenc, gimnazija, Trbovlje.

Za nagrado prejmejo knjigo: JoZe Grasselli: Osnove teorije Stevil iz zbir-
ke SIGMA.

Reditev na tole Sahovsko nalogo, ki pa ne zahteva znanja Zaha (str. 50),
pricakujemo do 10. oktobra 1978.

JoZe Dover

CRNA KROZNICA*

Na obicajni Sahovski deski poskusi na&rtati kroZnico s Cimvei-
jim polmerom, tako da tvoja kroZnica ne seka niti enega belega
poljal!l

Dudan Repovd

# Karikaturo k €lanku je prispeval BoZo Kos

52



PISMA BRALCEV

Vera Stancar iz Zagorja ob Savi nam je napisala dolgo pismo
poleg poslane reditve in je med drugim poudarila:

Strinjam se z nekaterimi bralei, ki bi Zeleli letno ved &ie-
vilk Preseka. Presek je zelo zanimiva in raszgibana revija, za-

to se potrudite, da bo takfen tudi ostal.

Veri in vsem hralcem bi radi povedali naslednje: Na3e delo ob
urejanju Preseka nam bo zelo olajsano, kadar bedo bralci podi-
1jali posto, v kateri bodo resitve nalog na posebnem listu in
prispevek za Pisma bralcev na posebnem; lahko pa je vse v isti
ovojnici. Vera, glede razgibanosti revije se pa moramo trudi-
ti vsi. Ali nam lahko po3ljes kakSen prispevek? Hvala!

Marica Hrovat iz Smarij pri JelSah pravi:

Lepo pozdravljeni! Najérej vam Zelim veliko uspeha pri ureja-
nju nafega lista. Z revijo si krajdam prenekatero uro. Posebno
vied mi je rubrika Premi.eli in redi. Tudi jaz si Zelim, da bi
Presek izhajal pogosteje, vendar vem, da ne morete vse naen-
krat stresti iz rokava. Vada szvesta bralka Marica.

Hvala ti za lepe misli in za razumevanje, da se ob vsem priza-
devanju do sedaj ni dalo priti do pogostejsega izhajanja Pre-
seka. Potrudili se bomo, da bo v bodoCe vedno izhajalo 5 Ste-
vilk na leto. Marica, pridno re3uj naloge in nam pi3i Se kdaj!
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Irena Lamovec iz Ljubljane tudi hvali kot mnogi drugi Presek,
pravi pa:

V letodnjih 3tevilkah sem navdufena predvsem nad slikami iz
narave, ki jih lahko najdemo na zadetku in na koncu revije.
Neverjetno, kakdna duda je zmoina ustvarjati narava!

Zadovoljni smo, da smo te razveselili tudi s takimi okraski v
Preseku. Hvala ti za lepe Zelje in za poslano reditev.

Andreji Habjan iz Komende bi radi samo odgovorili na njeno za-
upno pism:. Ved Andreja, ¢e kdo Tjubi umetnost, postane umet-
nik in €e imas rada m&tﬁmtiko, lahko postanes matematik. Vso
srefo ti zelimo na tej potil

Mojca Janzekovi€ iz Novega mesta pravi, da jo kot mnoge druge
bralce moti, da Presek ne izhaja tako pogosto, kot bi si Zele-
la, je pa zato tako bogate vsebine.

Hvala Mojca za lepe Zelje in za odkritje bogastva v vsebini
Preseka. Tudi mi ti Zelimo uspehov pri pridobivanju znanja.




VERA LOVRENCIC iz Kopra pise:

Obiskujem tretji letnik gimnazije. Na Presek sem narodéena e
ftiri leta. Poudariti moram, da je Fresek vedno bolj&i, tako
po pestrosti, kakor po zanimivostih iz podrodja matematike,

fiaike in astronomije.

Taka ugotovitev nam bo gotovo v vzpodbudo pri delu, ker si
prav v tem prizadevamo, kar si ti Vera ugotovila. Pri releva-
nju nalog ti Zelimo uspehov in zadovoljstva!

ALBINA HAMER iz Celja nam je napisala takole:

Lepo poadravlijenit! FPiSem vam prvid, Zeprav sem na Presek naro-
dena Ze Stiri leta, od osmega razreda osnovne Jole. Sedaj sem
na pedagodki gimnasziji v Celju. Vafa revija mi je zelo vded.
Ceprav v zadetku §e nisem tako z zanimanjem sledila vsebint,
pa zdaj, ko ogledujem stare Preseke, ugotagvljam, da se je v
marsidem spremenil. Boljdi je! Lep pozdrav!

Albina, hvala ti tudi za tri poslane naloge, zlasti pa, da si
upostevala naSe sporocilo in nam poslala kopije in da si pazi-
la na primernc obliko, ki nam zelo pomaga za hitrejSe pregle-
dovanje. Ko pregledujes Preseke iz prejsnjih let, nam lahko
sporofid kaksno svojo konkretno ugotovitev. Pi3i nam 3e kdaj!

IRENA SAVSEK iz Trbovelj nam je poslala pismo:

Spodtovani! Kot udenka 7. rasreda z zanimanjem prebiram in re-
3ujem naloge iz Preseka. Najbolj sta mi v3ed matematika in fi-
atka, seveda pa ne gre presreti tudi aetronomije. Hvala vam za

tako dobro revijo. Zelim vam &e veliko uspehov pri urejanju.

Draga Irena, upamo, da bo§ tudi v bodoce nasla veselje ob Pre-
seku. Hvala tudi tebi za lepo obliko pisma, zlasti pa za iskre
ne misli.

55



Jasni Mihevc iz Logatca, Maji Arh ob Bohinjskem jezeru, Kna-
5;1j Majdi iz Pivke, Jolandi Osolin iz Kamnika, Damjani Pavli-
nec iz Ljubljane, Damjanu Blatniku iz SoStanja, Mihaeli Zupan
iz Sevnice in Uro3u Habifu iz Lit{je se zahvaljujemo za prijaz
ne besede ob poslanih nalogah, katere so zavzeto reSevali. Le

tako naprej, mi pa bomo posku3ali ustreci vadim Zeljam.

Sonja DolZan iz Litije nam je poslala naloge. Hvala Sonja.
Pravii, da si prvo leto narofena na Presek in upamo, da bo$

sCasoma prisla do podobnega spoznanja kot na3 bralec Matjaz iz
Celja.

Obljubljamo vam, da se bomo potrudili ustreci vadi zelji in Ze
1ji vseh ostalih Sesto3olcev.

Matilda Lenardid

-
RESITVE NALOG
NEKAJ NALOG ZA OGREVANJE
R
resitve s str. 51 Se
3. 5-krat
TRy |
4. p= i1 c ™ -JA
5. 105 din
6. Pomagaj si s skico!
Za 125 %
6. b/2
7y 2 Uwd 6 AN g
b
8. p =1440 m?
a a2
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RESITVE NALOG

0 TRIKOTNIKU IN TOCKI - reSitev naloge iz druge 3tevilke 1977/78

|. Prepri€ajmo se najprej, da pri ostrokotnem trikotniku sredi%ée o&rtane-
ga kroga leZi znotraj trikotnika. To je enakovredno trditwi: Ee pri nekem
trikotniku AABC leZi sredi3Ce S ofrtanega kroga na robu ali zunaj AABC,
potem je A4BC pravokoten ali topokoten. DokaZimo to trditev in v ta namen
vzemimo AABC, pri katerem je 5 na njegovem robu ali zunaj njega. Tedaj ve-
1ja za eno od stranic, npr. za A5, da
nasprotno oglisZe (¢) in sredisée S

nista na istem bregu nosilke (S1. 1).

Za srediSéni kot §, ki pripada obod-

nemu kotu y = ¥, sledi od tod:

§ 2R, Potem je vy = &/2 2 R, kar

pomeni, da je trikotnik AABC pravoko- si.1
ten ali topokoten. Tako smo dokazali

naSo trditev - s tem pa tudi trditev

iz prvega stavka.

Il. Vzemimo zdaj pol juben ostrokoten
trikotnik A4ABC v dani ravnini T;

sredisSce trikotniku ocrtanega kroga
oznafimo z §, njegov polmer pa z ».

V ravnini 1 izberimo poljubno tolko

T (na S1. 2 je T slu€ajno znotraj

ABC) in dokaZimo, da ne morejo biti
razdal je AT, BT, CT vse tri manj3e

od r. Dokazati moramo, da je najvel-

ja od teh treh razdalj vecja ali enaka r.

Recimo, da je AT najveija od razdalj AT, BT, CT, torej BT = AT in CT < AT.
(S tem privzetkom ne bo naSe dokazovanje nig manj splo3no, saj bi potekalo
povsem enako, e bi bila najve&ja razdalja BT ali CT .) Ker je BT £ AT,
mora daljica AT sekati simetralo stranice AB; ker je CT = AT, seka daljica
AT 5e simetralo stranice AC; pri tem je moZno, da sama tocka 7 leZi na eni
ali drugi simetrali.

Naj bo p premica skozi tocki 4 in 5. Ker je AABC ostrokoten, je S znotraj
AABC, zato premica p seka stranico BC in tako sta oglisS€i B,C na nasprot-
nih bregovih premice p. Glede na to imamo naslednje tri moZnosti za lego
totke T z ozirom na premico p: lahko je T € p, lahko je T na istem bregu
premice p kakor B (S1. 2), ali pa je 7 na istem bregu premice p kakor C.

Naj bo najprej T € p. Ker daljica AT seka simetrali_stranic AB in AC, mora
tedaj S leZati na AT. Od tod sledi, da je r» = 48 & AT; enakost r = AT imamo
le v primeru, €e smo izbrali T = 3.
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Obravnavi drugih dveh moZnosti sta si €isto podobni, zato vzemimo le prvo
od obeh: T je na istem bregu premice p kakor ogli3fe B. V tem primeru ozna-
Eimo s T' presefiife daljice AT s simetralo stranice AC (pri tem je lahko
tudi T* = 7). Ker je T" € AT, je 7" spet na istem bregu premice p kakor
ogliie B. Ker je razpoloviice E

stranice AC na istem bregu p ka-

kor C, sta tedaj tofki E in 1"

na nasprotnih bregovih premice p. 8l 2 C

Zato sta kota YASE in ¥AST' sup-
lementarna. Trikotnik AASE ima
pravi kot pri E, zato je ¥ASE
oster, s tem pa JE ¥AST' top. V
trikotniku A4ST’ je torej 34ST’
najvecji kot, zato Je 45 < AT" in
s tem r = 45 < AT’ £ AT, se pravi
r < AT.

Pri obravnavi razliénih moZnosti
smo tako ugotovili, da je bodisi

r = AT bodisi celo » < AT; to po-
meni, da je vedno r £ AT. Najveija
od razdaij AT, BT, CT je torej
vefja ali enaka r in s tem je na-
Z2a trditev dokazana.

I1l1. Nasa trditev obvelja tudi,
te namesto ostrokotnega vzamemo
pravokoten trikotnik A4BC. Ce je
pri C pravi kot, je srediie S5
trikotniku ofrtanega kroga ravno
razpolovisce stranice AB; njegov
polmer je tako AB/2. Ni teZfko dokazati: za poli_bno totko T v ravnini tri-
kotnika AABC ne more biti hkrati AT < AB/2 in BT < AB/2.

Ce je trikotnik AABC topokoten, pa zan] na3a trditev ne velja vec. Tedaj
namreé lahko v ravnini trikotnika najdemo tak3no totko T, ki je od vsakega
izmed ogli%€ 4, B, C oddaljena za manj kot r (= polmer o&rtanega kroga) .
Ce je topi kot pri ¢, naj bo T npr. razpoloviie stranice AB. Ker_ imata
trikotnika A4ST in ABST prava kota pri T, je AT < 4S5 = » in BT < BS = » .
Ker sta tofki C in S na nasprotnih bregovih nosilke stranice 4B, ima tri-
kotnik ACST top kot pri T in zato je CT < (5 =

IV. Naj bo AABC poljuben ostrokoten ali pravokoten trikotnik v dani ravnini
I in naj bo T pol jubna totka v prostoru. Tudi v tem primeru ne morejo biti
razdal je AT, BT, CT vse tri manj3e od polmera r trikotniku ocrtanega kroga.
e T ni v ravnini 1, se o tem greprn&amo takole. Naj bo ¥ noZisce pravokot-
nice iz totke T na ravnino II. Ker je N € N, Ze vemo, da razdalje AN, BN, CN
niso vse tri manjSe od r. Ker_pa imajo trikotniki AANT, ABNT, ACNT prave
kote pri N, je AN < AT, BN < BT in CN < CT. Zato tudi razdalje AT, BT, CT
ne morejo biti vse tri manj3e od r.

Janez Rakovec
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RESITEV NALOGE "SREDISCE KROZNICE" s str. 31

Konstrukeija: Dano kroZnico oznacimo s X.

1. Izberimo na k¥ poljubno toko X in v njej narisimo poljubno
veliko kroZnico k¥*, ki pa naj bo vseeno tako majhna, da 3e
seka X v dveh razliénih tockah ¥* in ¥*. (Slika 1)

2. NariSimo v to€ki ¥* kroZnico L° polmera Y*x. Enako veliko
kroZnice L* nariSimo tudi v tocki ¥». KroZnici L* in L* se
sekata v dveh razliénih tockah, v ¥ in Z. (Slika 2)

3. V tocki 2 nariSimo kroZnico M s polmerom Zx. KroZnica M se-
ka kroZnico k* v to&kah p* in p» . (Slika 3)

4. V tocki p* nariSimo kroZnico ¥* s polmerom D*X. Enako veli-
ko kroZnico N> naridimo v toki p*. KroZnici ¥° in N* se
sekata v dveh totkah ¥ in 5. 5 je iskano srediidfe kroinice
K. (Slika 4)

Dokaz, da je S res srediS¢e kroZnice X: (Slika 5)

Denimo, da to ni res, torej da je razdalja 0s, kjer je 0 pravo
sredisée kroZnice k¥, od ni¢ razliéna. Zaradi simetrije v kon-
strukciji so tocke ¥, Z, § in 0 kolinearne. Iz konstrukcije
sledi, da sta trikotnika Xp*s in ¥p°Z podobna, ker sta enako-
kraka in imata skupni kot o« v 0gli3€u x. Odtod dobimo zaradi
podobnosti razmerje XS:¥D* = ¥D*:XZ ali X§ = (xp*)2:x2. lz e-
nakega razlega sta podobna tudi trikotnika ¥y2*0 in X¥Y*Z in
spet velja razmerje ¥0:Xy* = Xy*:XZ. Odtod dobimo

X0 = (xy*)2:x2. Iz konstrukcije se spomnimo, da je xy* = xDp°,
zato je X5 = X0 in tako je 05 = 0, kar smo Zeleli dokazati.

Dufan Repovd

RESITVE NALOG
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NALOGE Z MAGICNIM KVADRATOM - odgovori s str. 23

1)

2)

3)
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Oznac¢imo s k magicno konstanto. Vse vrstice imajo vsote ena
ke k. SeStejmo te vsote in dobimo

nk

kar je ravno vsota vseh Stevil iz magiénega kvadrata. To
vsoto izracdunamo e drugace. Vemo Ze, da je

(% + V)n/2

formula za vsoto prvih »n naravnih Stevil. Magiéni kvadrat
pa vsebuje prvih n? naravnih Stevil, zato je vsota vseh teh
Stevil enaka:

(n2 + 1)n2/2
To je seveda enakc nk, iz dobljene enacbe izracunamo k:
k= (n%2 + 1)n/2
Vse vsote parov simetricno leZzeCih 5tevil so enake samo v
primeru, ko jih zapidemo takole:
1 +n2, 2+ (n?2 - 1), 3+ (n2 - 2),..., (n2 = 1) + 2, n2 +1
od tod Ze kar preberemo vsoto:
n2+1
Sredinsko polje leZi samemu sebi simetriéno, torej mora bi-
ti vsota
8 + 8
enaka katerikoli vsoti iz naloge 2, torej »n? + 1. Kratek
racun da:
g = (n2 + 1)/2

Roman Rojko

RESITVE NALOG




LIST ZA MLADE
MATEMATIKE

() mzike

itBaIA BMra mmE

LIST ZA MLADE
MATEMATIKE

Presek — list za mlade matematike, fizike in astro-
nome. V lanskem Solskem letu je izSel Ze peti let-
nik s Stirimi rednimi Stevilkami in peto izredno,
ki 3teje tudi kot druga knjiga v Presekovi knjiZni-
et - . V to zbirko 3tejeta tudi bro3uri o prof.

J. Plemlju in zbirka vaj Tekmujmo za Vegova priz-—

nanja.

Ciril Velkovrh

LIST ZA MLADE
MATEMATIKE
O O FIZIKE
ASTRONOME

1IEAIA BMEA sEE

LIST ZA MLADE
MATEMATIKE
OO riame
ASTRONOME

ORI DMFA EwS

ASTRONOMSHEA
OPAZOVANJIA

T Wists

JOSIP PLEMELY

b sobeiomird s
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9 NOVE KNJIGE

Vsako leto se najboljsi sred-
njesolci, mladi matematiki iz
mnogih drZav zberejo na mate-
matiéni olimpijadi. Lani je
bilo to pomembno tekmovanje
Ze drugié v Jugoslaviji. 0b
tej priliki je DMFA SR Srbije
izdalo to delo, v katerem so
zbrane in redene vse naloge
iz vseh dosedanjih olimpijad.
Vsako leto tekmovalci re3uje-
jo po 6 nalog. Ker je bila
lanska olimpijada Ze 19. po
vrsti, je tako v knjigi 114
zanimivih nalog, ki bodo pra-
va poslastica za nekatere med
vami. V uvodnem delu je prika
zana kratka zgodovina teh tek
movanj in uvrstitve nadih tek
movalcev. 3tevilo driav, ki
po3iljajo svoje tekmovalce na
matematicno olimpijado, se po
tasi a vztrajno veca. Na prvi
olimpijadi so tekmovali pred-
stavniki sedmih drZav, lani v
Beogradu pa je svoje tekmoval
ce poslalo Ze 21 drZav. Za ko
nec pa Se tale podatek: Jugo-
slavija po3ilja svojo ekipo
na to mednarodno tekmovanje

M. A3ié, M. BoZié, Lj. Cukic,
V. Jankovié, Z. Kadelburg, V.
Mig¢ié, L. Milin, J. Vukmiro-
vié, Dj. Vukomanovié: Medju-
narodne Matematicke Olimpija-
de; Materijali za mlade mate-
maticare, sv. 11. DMFA SR Sr-
bije, Beograd, 1977. 134.str.

XX IMO

BEOGRAD 1977

vsako leto od 1963. naprej.
Vet pa bo bralec zvedel v
knjigi sami.

TomaZ Pisanski




