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Presek objavlja poljudne in strokovne članke iz matematike,
fizike, astronomije in računalništva. Poleg člankov objavlja Pri-
kaze novih knjig s teh področij in poročila z osnovnošolskih in
srednješolskih tekmovanj v matematiki in fiziki. Prispevki naj
bodo zanimivi in razumljivi širšemu krogu bralcev, učencem viš-
jih razredov osnovnih šol in srednješolcem.

Članek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev) in sedež
institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo ošte-
vilčene, morajo imeti dovolj izčrpen opis, da jih lahko večinoma
razumemo ločeno od besedila. Slike v elektronski obliki morajo
biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps . . . ), velikosti vsaj 8 cm pri
ločljivosti 300 dpi. V primeru slabše kakovosti se slika primerno
pomanjša ali ne objavi. Avtorji člankov, ki želijo objaviti slike
iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (co-
pyright). Zaželena velikost črk je vsaj 12 pt, razmak med vrsti-
cami pa vsaj 18 pt. Prispevke pošljite odgovornemu uredniku
na naslov uredništva Fakulteta za matematiko in fiziko, Presek,
Jadranska 19, 1000 Ljubljana ali na naslov elektronske pošte
zalozba@fmf.uni-lj.si.

Vsak članek se praviloma pošlje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost članka za objavo. Če je prispevek
sprejet v objavo in če je besedilo napisano z računalnikom, po-
tem uredništvo prosi avtorja za izvorne datoteke. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih različic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajšalo uredniški postopek.

Avtor se z oddajo članka strinja tudi z njegovo kasnejšo ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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Kolikodecimalk
številaπ poznate?

Število π , s katerim oz-
načimo razmerje med ob-
segom in premerom kro-
ga, je iracionalno število,
zato ima njegov decimal-
ni zapis neskončno števi-
lo decimalk brez ponav-
ljajočega vzorca. Iz zgo-
dovinskih virov je mogo-
če razbrati različne pre-

proste približke, ki so jih uporabljale starodavne ci-
vilizacije, starogrški matematik Arhimed pa je prvi
opisal sistematično geometrijsko metodo za oceno
števila π . V 18. stoletju se je leta 1789 v zgodo-
vino rekorderjev vpisal tudi matematik slovenskega
rodu Jurij Vega z lastnim izračunom 140 decimalk.
Kljub napaki, zaradi katerih je bilo pravilnih le 126
decimalk, je Vegov rekord zdržal skoraj 50 let.

Danes je eden izmed najučinkovitejših algoritmov
za izračun decimalk števila Pi algoritem bratov
Chudnovsky, objavljen leta 1988. Algoritem temelji
na iterativni metodi Gaussa in Legendrea, ki upora-
blja neenakost med aritmetično in geometrijsko sre-
dino, in na prilagojeni Ramanujanovi formuli

1

π
“ 12

8
ÿ

k“0

p´1qkp6kq!p545140134k` 13591409q
p3kq!pk!q3p640320q3k`3{2 .

Zadnji objavljeni rezultat skupine StorageReview iz
28. junija 2024 navaja 202.112.290.000.000 izraču-
nanih decimalk z izračunom, ki je trajal 103 dni.
Čeprav poznavanje večjega števila decimalnih števk
števila π nima neposredne praktične vrednosti, je is-
kanje novih decimalk pomembno za testiranje raču-
nalniških zmogljivosti in razvoj novih matematičnih
metod in algoritmov. Število π ostaja simbol ma-
tematične natančnosti in raziskovalnega duha člove-
štva.

Več informacij na naslovu:
http://www.numberworld.org/y-cruncher/

news/2024.html#2024_6_28

ˆ ˆ ˆ



S  : Polarni sij nad Ljubljano

10. maja lani je bil nad Slovenijo viden zelo svetel polarni oziroma severni sij. Tako je bil svetel, da ga je bilo mogoče občudovati

tudi nad svetlobno zelo onesnaženo slovensko prestolnico. Taki dogodki so v srednjih zemljepisnih širinah redki, ne glede na to, da

je lani in letos višek cikla aktivnosti Sonca. Morda se vam zdijo barve na fotografiji nekoliko nenaravne. To najbrž velja predvsem za

tiste, ki ste pojav opazovali. Fotoaparat in oko delujeta precej drugače pri zaznavi barv, kar močno velja v območju rdeče svetlobe,

še posebej, če je ta relativno šibka. Občutljivost čipa fotoaparata je v rdečem zelo velika, poleg tega pa je bil čas osvetlitve 8 sekund,

zato je lahko svetlobno tipalo zaznalo več svetlobe kot oko. Fotografija je tudi bila posneta z modificiranim fotoaparatom, iz

katerega smo odstranili ultravijolǐcni in infrardeči filter, ki preprečuje dostop svetlobe iz tega spektralnega območja na tipalo. Tako

predelan fotoaparat zaznava še UV–svetlobo do približno 230 nm in infrardečo svetlobo do 1500 nm. Procesor fotoaparata mora

zato razširjeno zaznavo stisniti v barvo paleto vidne svetlobe, zato lahko pride do velikih odstopanj v barvi. Fotografija: Andrej

Guštin
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Čas za astronomska opazovanja

A G̌,   

Leta 2009 je bilo Mednarodno leto astronomije in
takrat je na pobudo Zorka Vičarja uspela akcija
»Teleskop za vsako šolo«. Ministrstvo za šolstvo in
šport RS je financiralo ali sofinanciralo teleskope in
drugo astronomsko opremo v višini nekaj več kot
500 evrov na šolo, če se prav spomnim. Pravzaprav
je bila akcija več kot uspešna, saj se je za astro-
nomsko opremo odločilo več kot 80 odstotkov vseh
slovenskih šol. Nekatere šole so, v glavnem tiste,
kjer so že obstajale astronomske aktivnosti od krož-
kov do izbirnega predmeta, še same primaknile do-
daten denar za boljše teleskope in stojala. V tem
primeru je bilo tistih 500 evrov Ministrstva kot za-
gonsko sredstvo. Lahko bi rekli, da se je za ceno
enega računalnika šolstvu odprl pogled v vesolje. Z
nabavo je bilo usklajeno tudi mesijansko izobraže-
vanje učiteljic in učiteljev za uporabo teleskopov, za
kar pa je kasneje zmanjkalo denarja in najbrž tudi
zagona. Kakšni so bili učinki tega čudovitega uspeha
kolega Vičarja in skupine zanesenjakov, ki je pod
taktirko Andreje Gomboc izpeljala Mednarodno leto
astronomije? V preteklih 15 letih sem veliko sodelo-
val s šolami po vsej Sloveniji in izvedel sem številne
astronomske delavnice ter izobraževanja. Ponekod
so teleskope iz leta 2009 uporabljali, večinoma pa
so nabirali prah, pogosto tudi v samo enkrat odprtih
originalnih škatlah. Ti niso bili niti prašni. Težave
šolske opazovalne astronomije so večplastne. Kom-
plicirano, naporno in čas jemajoče je organizirati ve-
černa in nočna astronomska opazovanja. V okolici
šole še nekako gre, za kaj resnejšega pa se je treba
odpeljati v kak temen kraj in potem postanejo za-
deve res zapletene. Astronomija se pretežno dogaja
zunaj šolskega urnika in se ne pokorava terminom
za krožke, prostim popoldnevom itd. Tu je še na-
gajivo vreme. Poleg tega bi morala biti astronomska
opazovanja vsebinsko organizirana kot pouk in ne
samo nekajsekundno kukanje skozi cev.

SLIKA 1.

Foto: Andrej Guštin
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Morda pa je največja ovira uporabe teleskopov v
šolah »strah« pred opremo. Učitelj/učiteljica mora
biti pri tem suveren/a in si ne more privoščiti, da bi
eno uro postavljal/a teleskop pred nestrpnimi učenci
in učenkami, ki bi se med tem zabavali po svoje,
najbrž s prstnimi vajami na zaslonih pametnih te-
lefonov. To je tako, kot bi potrebovali vso šolsko
uro, da bi zagnali računalnik za projekcijo izobra-
ževalnega filma ali se vso uro pred razredom uba-
dali s postavitvijo fizikalnega poskusa, ki na koncu
niti ne bi uspel. Seveda se to kdaj zgodi, vendar v
šoli vedno obstaja rešitev, ki je pod milim nebom
ni. Rešitve? Izobraževanja učiteljev in učiteljic na
področju praktične astronomije. Pa ne samo tistih,
ki vedno pridejo na izobraževanja in jih že sedaj ni
prav nič »strah«. Spodbujanje ljubezni do te čudo-
vite dejavnosti med pedagoškimi delavci, saj je pe-
dagoška strast tista, ki žene šolstvo. Tudi marsi-
kateri teleskop se je od leta 2009 »postaral« ali je
samo preskromen, zato je morda čas za posodobi-
tev. Danes so cene primernih teleskopov, na primer
Dobsonov, nizke. In še kaj. Ne mislite, da je Slove-
nija izjema. Pred nekaj leti je bila Mednarodna astro-
nomska olimpijada na Madžarskem in organizatorji
so nakupili za cel kontejner solidnih teleskopov na
dobrih stojalih. Po olimpijadi so madžarski astro-
nomi hoteli teleskope razdeliti med šole, da bi dvi-
gnili standarde astronomije po državi. Da bi šola do-
bila tak teleskop, je bilo potrebno le to, da bi se eden
od učiteljev s šole udeležil zastonjskega izobraževa-
nja. Ali uganete, koliko učiteljev z vse Madžarske se
je javilo? Eden.

ˆ ˆ ˆ

www.presek.si

www.fmf.uni-lj.si/sl/zalozba/

Križne vsote

Naloga reševalca je, da izpolni bele kvadratke s
števkami od 1 do 9 tako, da bo vsota števk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka številu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
začetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse števke v posamezni vrstici (stolpcu)
različne.

17 14

13

4

14

8

̌ ̌ 

1714

13

85

4

14

923

8

71

ˆ ˆ ˆ



     

P 52 (2024/2025) 46

Razpolovitev prisekane piramide

M R

V prispevku bomo obravnavali nalogo, kako

razdeliti poljubno prisekano piramido z ravnino,

vzporedno z njenima osnovnima ploskvama, na

prostorninsko enaka dela.

Prisekana piramida nastane iz dane prave pirami-
de, če tej odrežemo manjšo piramido z ravnino, ki
je vzporedna z osnovno ploskvijo te piramide. Prise-
kana piramida ima dve osnovni ploskvi, ki imata plo-
ščini S1 in S2. Pri tem bomo privzeli, da je S1 ą S2.
Osnovni ploskvi sta si podobna večkotnika. Njuna
medsebojna razdalja je višina v .

Izpeljimo obrazec za prostornino V prisekane pi-
ramide. V ta namen vpeljemo višino z omenjene od-
rezane piramide, ki ima prostornino V2. Prvotna pi-
ramida ima prostornino V1 in višino v ` z. Očitno
je

V “ V1´V2 “ pv ` zqS1

3
´ zS2

3
“ vS1

3
` zpS1 ´ S2q

3
.

Iz zadnjega izraza moramo izločiti z. Uporabimo
znano pravilo, ki pove, da sta ploščini S1 in S2 obeh
osnovnih ploskev v istem razmerju kot kvadrata od-
daljenosti njunih ravnin nosilk od vrha P začetne pi-
ramide:

S1

S2
“ pv ` zq2

z2
.

Iz tega razmerja takoj dobimo

z “ v
?
S2?

S1 ´
?
S2
. (1)

Zato je

V “ vS1

3
` v

?
S2?

S1 ´
?
S2

¨ S1 ´ S2

3
.

Po poenostavitvi, v kateri uporabimo enakost

S1 ´ S2 “ p
a

S1 ´
a

S2qp
a

S1 `
a

S2q,

SLIKA 1.

K razpolovitvi prisekane piramide.

imamo

V “ v

3
pS1 `

a

S1S2 ` S2q. (2)

Prisekano piramido presekajmo z ravnino, ki je
vzporedna njenima osnovnima ploskvama. Presek
izvedimo na višini h nad večjo osnovno ploskvijo.
Dobimo dve prisekani piramidi (slika 1). Pri katerem
h imata enaki prostornini? Ploščina preseka naj bo
S. Nastavimo enačbo, v kateri dvakrat upoštevamo
(2):

h

3
pS1 `

a

S1S ` Sq “ v ´ h
3

pS `
a

SS2 ` S2q. (3)

V njej sta neznanki S in h. Iz razmerja

S1

S
“ pz ` vq2

pz ` v ´ hq2
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najdemo po kratkem računu, v katerem uporabimo
(1), izraza

h “ vp
?
S1 ´

?
Sq?

S1 ´
?
S2

in

v ´ h “ vp
?
S ´

?
S2q?

S1 ´
?
S2

.

Vstavimo v nastavljeno enačbo (3), okrajšamo in do-
bimo:

p
a

S1 ´
?
SqpS1 `

a

S1S ` Sq “
“ p

?
S ´

a

S2qpS `
a

S2S ` S2q.

Zmnožimo in poenostavimo:

2S
?
S “ S1

a

S1 ` S2

a

S2.

Ploščina S presečnega lika, ki deli prisekano pira-
mido na prostorninsko enaka dela, je

S “ 3

d

ˆ

S1
?
S1 ` S2

?
S2

2

˙2

(4)

in leži na višini

h “ vp
?
S1 ´

?
Sq?

S1 ´
?
S2

(5)

nad večjo osnovno ploskvijo prisekane piramide.
Rezultat lahko uporabimo tudi za običajno pira-

mido, ki ima ploščino osnovne ploskve O in višino
v . Tedaj vzamemo S1 “ O in S2 “ 0. Brez težav
izračunamo:

S “ O
3
?

2

2
, h “

ˆ

1 ´
3
?

4

2

˙

v.

Prav tako lahko dobljeni rezultat uporabimo za
prisekani stožec. Denimo, da imata njegovi osnovni
ploskvi polmera r1 in r2, višina stožca pa naj bo v .
Tedaj v (4) postavimo S1 “ πr 2

1 in S2 “ πr 2
2 . Krog,

ki prostorninsko razpolavlja tak stožec, ima polmer

r “ 3

d

r 3
1 ` r 3

2

2
(6)

in je na višini

h “ r1 ´ r
r1 ´ r2

v

nad osnovno ploskvijo stožca.

Opazimo, da imata na desni strani v (4) in (6) po-
dobni obliki, če ju prepišemo v

S “
˜

S
3{2
1 ` S3{2

2

2

¸2{3

, r “
ˆ

r 3
1 ` r 3

2

2

˙1{3

.

Pri tem veljata relaciji S2 ă S ă S1 in r2 ă r ă r1.
To pomeni, da sta S in r neke vrste sredini S1 in S2

oziroma r1 in r2. Desni strani v (4) in (6) sta oblike

Mppa,bq “
ˆ

ap ` bp
2

˙1{p

, (7)

kjer sta a in b pozitivni števili, p ‰ 0 pa realno šte-
vilo. Izkaže se, da (7) leži med a in b, torej je neke vr-
ste sredina števil a in b, pogosto ji pravijo potenčna
sredina stopnje p. Posplošiti se jo da na več pozitiv-
nih števil:

Mppa1, a2, . . . , anq “
ˆ

a
p
1 ` ap2 ` . . .` apn

n

˙1{p

.

Za p “ 1 dobimo iz (7) aritmetično, za p “ ´1
harmonično, za p “ 2 kvadratično, za p “ 3{2 pol-
kubično in za p “ 3 kubično sredino števil a in
b. Za p “ 3{2, a “ S1, b “ S2 dobimo iz (7) S, za
p “ 3, a “ r1, b “ r2 pa r .

Kako pa je s prepovedanim primerom p “ 0? Iz-
kaže se, da stremi Mppa,bq proti geometrijski sre-
dini števil a in b, to je proti

?
ab, ko p gre proti 0.

Naloga. Prisekana piramida ima za osnovni ploskvi
kvadrata s stranicama a in b. Kolikšna je stranica
kvadrata, ki je vzporeden z osnovnima ploskvama in
to piramido deli na prostorninsko enaka dela?

Literatura

[1] B. von Pape, Makro-Mathematik, Jenseits von Al-
gebra und Analysis: Algorithmen, Books on De-
mand, Norderstedt 2016.

ˆ ˆ ˆ
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Zaporedja po švicarsko

H T̌

Med 16. in 21. februarjem letošnjega leta je v švi-

carskem alpskem mestecu Les Diablerets potekal

mednarodni EDMO kamp, ki pripravlja tekmovalke

na Evropsko dekliško matematično olimpijado, ki

bo letos potekala v Prištini na Kosovu od 11. do

17. aprila. Poleg ekip iz Bolgarije, Francije, Italije,

Nemčije, Španije ter Švice so se priprav udeležile

tudi slovenske matematičarke Tifani Bergel (Gim-

nazija Jesenice), Tadeja Bone (Srednja šola Veno

Pilon Ajdovščina), Sara Ferreira (Gimnazija Škofja

Loka), Ekaterina Chizhova, Particia Király ter Anja

Završki (vse Gimnazija Bežigrad). Spremljevalec

ekipe ter predavatelj je bil Hugo Trebše.

Vsak dan sta bili na sporedu dve triurni matema-
tični predavanji, ki so jih praviloma sestavili sprem-
ljevalci ekip. Poleg olimpijskih tem so imele tekmo-
valke privilegij poslušati predavanji dveh prejemni-
kov Fieldsove medalje: prof. Maryne Viazovske ter
prof. Stanislava Smirnova. Profesorica Viazovska je
s tekmovalkami delila misli o svojih najljubših ma-
tematičnih filmih ter komentirala njihovo matema-
tično vsebino, prof. Smirnov pa je predstavil osnovne
rezultate o tlakovanjih ravnine.

Kot spremljevalec slovenske ekipe sem pripravil
predavanje o zaporedjih. Poudarek je na reševanju
nalog z elementarnimi, a ne preprostimi, metodami
– znanje limit tako ni potrebno. Naloge praviloma z
rekurzivno zvezo definirajo neko zaporedje, nato pa
od tekmovalca zahtevajo, da pokaže neko lastnost
definiranega zaporedja. Obravnavane naloge so
zbrane iz različnih tekmovanj in jih na tem mestu

SLIKA 1.

Ekipa v snegu.

ponujam v reševanje tudi bralkam in bralcem Pre-
seka. V pomoč naj jim bodo naslednji nasveti:

• Definiraj pomožno zaporedje.

• Ugani kakšno lastnost zaporedja.

• Opazuj ekstremne elemente (če obstajajo).

V mislih imejte tudi dejstvo, da so celoštevilska
zaporedja dosti krotkejša od zaporedij racionalnih
ali realnih števil. Eden izmed razlogov za to je, da so
razlike med zaporednimi členi precej velike; zapo-
redna člena sta namreč bodisi enaka, bodisi se raz-
likujeta za vsaj 1, kar očitno ne velja za zaporedja
racionalnih ali realnih števil.
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SLIKA 2.

Med predavanjem prof. Smirnova.

1. Naloge

1.1 Naloga (APMO 1995)

Določi vse nize realnih števil ta1, . . . , a2025u, za ka-
tere velja

2 ¨
a

an ´n` 1 ě an`1 ´n` 1

za vse 1 ď n ď 2024 ter 2 ¨
?
a2025 ´ 2024 ě a1 ` 1.

Rešitev

Zaradi definiranosti korenov sklepamo, da so vsi ele-
menti niza pozitivna realna števila.

Prisotnost faktorja 2 ter kvadratnega korena v iz-
razu spominja na neenakost med aritmetično in ge-
ometrijsko sredino v primeru dveh spremenljivk. Za
vse 1 ď n ď 2024 velja

pan ´n` 1q ` p1q ě

ě 2
b

pan ´n` 1q ¨ 1 ě an`1 ´n` 1

ùñ an ě an`1 ´ 1.

Prav tako velja

pa2025 ´ 2024q ` p1q ě 2
a

a2025 ´ 2024 ě a1 ` 1.

Sledi

a1 ě a2 ´ 1 ě . . . ě a2025 ´ 2024 ě a1.

Sledi, da so vse neenakosti pravzaprav enakosti

a1 “ a2 ´ 1 “ a3 ´ 2 “ . . . “ a2025 ´ 2024.

Z lahkoto preverimo, da niz ta1, . . . , a2025u, kjer za
vse 1 ď n ď 2025 velja

an “ a1 `n´ 1

izpolni pogoj naloge natanko tedaj, ko je a1 “ 1, kar
poda edino rešitev.

1.2 Naloga (Nemška državna olimpijada 2025)

Definirajmo zaporedje tanu8
n“1, kjer je a1 “ 1 ter za

vse indekse n P N velja

an`1 “ 1

2
¨
ˆ

3an `
b

5a2
n ` 20

˙

.

Pokaži, da so vsi členi zaporedja naravna števila.
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Rešitev

Pogoj je ekvivalenten enakosti

p2an`1 ´ 3anq2 “ 5a2
n ` 20

oziroma

a2
n`1 ´ 3an`1an ` a2

n ´ 5 “ 0.

Sledi, da je an`1 ničla polinoma

X2 ´ 3anX ` a2
n ´ 5.

Podobno lahko sklepamo za an´1, saj velja enakost

p2an ´ 3an´1q2 “ 5a2
n´1 ` 20,

katero na enak način pretvorimo v

a2
n ´ 3anan´1 ` a2

n´1 ´ 5 “ 0.

Sledi, da sta an`1 ter an´1 obe ničli polinoma

X2 ´ 3anX ` a2
n ´ 5.

Po Vietovih formulah sledi, da je ´3an “ ´an`1 ´
an´1. Če sta an´1 ter an celi števili tako sledi, da je
tudi an`1 celo število.

Računsko preverimo, da je a2 “ 4. Induktivno za-
ključimo, da je an`1 celo število za vse n P N. Ker
pa so vsi členi zaporedja pozitivna realna števila (za-
poredje je namreč naraščajoče) tako sledi, da so vsi
členi zaporedja naravna števila.

1.3 Naloga (MMO 2014)

Naj bo a0, a1, . . . strogo naraščajoče zaporedje na-
ravnih števil. Pokaži, da obstaja natanko en n P N,
za katerega velja

an ă a0 ` . . .` an
n

ď an`1.

Rešitev

Neenakost pretvorimo v ekvivalentno obliko

n ¨ an ă
n

ÿ

i“0

ai ď n ¨ an`1.

V iskanju simetrije odštejemo a1 ` . . .` an od vseh
treh členov neenakosti

n ¨ an ´ a1 ´ a2 ´ . . .´ an ă a0 ď
ď n ¨ an`1 ´ a1 ´ a2 ´ . . .´ an.

Definirajmo

bk “ pak ´ ak´1q ` pak ´ ak´2q ` . . .` pak ´ a1q,
kar želeno neenakost pretvori v kompaktnejšo
obliko

bn ă a0 ď bn`1.

Očitno so elementi zaporedja tbku cela števila. Sle-
deči račun pokaže, da je zaporedje tbku strogo nara-
ščajoče

bk “ pk´ 1q ¨ ak ´
k´1
ÿ

i“1

ai

ă k ¨ pak`1 ´ akq ` pk´ 1q ¨ ak ´
k´1
ÿ

i“1

ai

“ k ¨ ak`1 ´
k

ÿ

i“1

ai “ bk`1.

Ker je tbku strogo naraščajoče zaporedje celih števil,
sledi 1 ` bk ď bk`1. Obstoj ter enoličnost n P N, ki
izpolni želeno neenakost

bn ă a0 ď bn`1

je tako na dlani.
Naslednji nalogi prepuščam bralcu v izziv.

1.4 Naloga (Predizbor za MMO 2019)

Naj bo u1, . . . , u2019 niz realnih števil, za katerega
velja

2019
ÿ

i“1

ui “ 0 in
2019
ÿ

i“1

u2
i “ 1.

Pokaži

mintuiu ¨ maxtuiu ď ´1

2019
.

1.5 Naloga (Vsesovjetska olimpijada 1968)

Definiramo zaporedje realnih števil, za katerega ve-
lja a1 “ 1 ter

an`1 “ an ` 1

an
.

Določi celi del a100. Z nekaj znanja analize lahko
določiš tudi celi del a2025.

Opomba: celi del realnega števila x je definiran
kot največje celo število, ki ne presega x.

ˆ ˆ ˆ
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Dvojno nihalo po domače

A L

Dvojno nihalo tvorita dve običajni nihali, pove-

zani, kot bi rekli po električno, zaporedno. Na utež,

ki je z zelo lahko in togo palico pritrjena na strop,

je prav s tako palico pritrjena druga utež, glej sliko

1. Obe palici sta na uteži in strop pritrjeni vrtljivo

brez trenja.

SLIKA 1.

Sestava dvojnega nihala.

Takega nihala ni prav preprosto narediti, a za zdaj
lahko namesto togih palic uporabimo kar vrvico, ki
povezuje obe uteži. Na sliki 2 smo z vrvico povezali
dve matici, ki smo ju prej prevrtali, da smo laže pri-
trdili nanju vrvico. Pri ne prevelikih odmikih od nav-
pične lege, kjer tako nihalo obmiruje, sta vrvici ves
čas napeti, razdalji med utežema ter zgornjo utežjo
in pritrdiščem sta vseskozi enaka. Pozneje, ko bomo
obravnavali nihanje z velikimi odmiki, bomo morali
namesto vrvice privzeti togi palici.

Slutimo, da bo gibanje nihala pri velikih odmikih
zelo zapleteno. Zato se najprej posvetimo nihanju z

zelo majhnimi odmiki. Tudi takrat gibanje ni prav
nič preprosto in skoraj nimamo upanja, da bi se ga
dalo računsko opisati. A ne obupajmo prezgodaj!
Poskusimo najti tako nihanje obeh uteži, kot ga opa-
zimo pri enojnem, to je običajnem nitnem nihalu.
Vemo, da le-to niha harmonično, torej se njegov od-
mik od ravnovesja x0 da opisati s sinusno ali kosi-
nusno funkcijo časa. Ko izberemo funkcijo kosinus,
imamo:

xptq “ x0 cosωt .

Pri začetnem času t “ 0 je nihalo najbolj izmaknjeno
iz ravnovesne lege, ta odmik imenujemo amplituda.
Hitrost nihala je tedaj enaka nič. Pogostost nihanja
meri krožna frekvenca ω, ki je, kot se še spomnimo
iz pouka fizike:

ω “
c

g

l
.

Odmik v navpični smeri je tako majhen, da ga lahko
zanemarimo.

Poskusimo najti harmonično nihanje dvojnega ni-
hala z majhnimi amplitudami. Vsaka od uteži naj
niha harmonično z enako krožno frekvencoω, vsaka
s svojo amplitudo, denimo x01 in x02, torej:

x1ptq “ x01 cosωt ,

x2ptq “ x02 cosωt .

V ravnovesni legi sta vrvici napeti z različnima si-
lama, zgornja s silo F1 “ 2mg, saj mora nositi obe
uteži, za kateri bomo privzeli, da imata enako maso,
spodnja s silo F2 “ mg, saj nosi le spodnjo utež. Pri
majhnih nihanjih bomo privzeli, da sta ti dve sili taki
tudi takrat. Ker imamo obe sili v vrvicah, ni težko na-
pisati Newtonovega zakona za obe uteži. Na zgornjo
utež poleg zgornje vrvice deluje še spodnja. Kompo-
nenta sile na zgornjo utež v vodoravni smeri sta:

Fx1 “ ´F1 sinϑ1 ` F2 sinϑ2



     

P 52 (2024/2025) 412

SLIKA 2.

Dvojno nihalo. Na prevrtanih maticah sta pritrjeni povezovalni

vrvici .

in

Fx2 “ ´F2 sinϑ2 .

Tu sta ϑ1 in ϑ2 kota, ki ju oklepata vrvici z navpič-
nico, glej sliko 3.

Sinusa kotov lahko izazimo z odmiki obeh nihal:

sinϑ1 “ x1

l
,

sinϑ2 “ x2 ´ x1

l
.

Newtonov zakon za gibanje uteži zapišemo takole:

max1 “ Fx1 “ ´2mg
x1

l
`mgx2 ´ x1

l
,

max2 “ Fx2 “ ´mgx2 ´ x1

l
.

Sedaj poskusimo s harmoničnim nastavkom za od-
mika x1 in x2. Pri harmoničnem nihanju je pospešek
uteži sorazmeren z odmikom:

a “ ´ω2x .

SLIKA 3.

Spremenljivke dvojnega nihala.

Zgornji enačbi sta potem:

´ω2x01 cosωt “ ´2g
x01

l
cosωt`

` gx02 ´ x01

l
cosωt ,

´ω2x02 cosωt “ ´gx02 ´ x01

l
cosωt .

Vidimo, da se cosωt pojavi na obeh straneh enačb,
torej je harmonično nihanje dvojnega nihala možno.
Za amplitudi obeh uteži dobimo tile enačbi:

p´ω2 ` 3
g

l
qx01 “ g

l
x02 ,

g

l
x01 “ p´ω2 ` g

l
qx02 .

Enačbama ni mogoče zadostiti pri poljubeni krožni
frekvenci ω, lahko pa pri povsem določeni. Ko iz-
razimo razmerji x01

x02
iz obeh enačb in ju izenačimo,

saj morata biti v obeh enačbah enaki, dobimo tole
enačbo za ω2:

ω4 ´ 4
g

l
ω2 ` 2

g2

l2
“ 0 .

Ta enačba za ω2 ima dve rešitvi:

ω2
I,II “ g

l
p2 ˘

?
2q .



     

P 52 (2024/2025) 4 13

Le pri teh dveh kotnih frekvencah bosta uteži dvoj-
nega nihala nihali harmonično. Imenujemo ju lastni
frekvenci. Iz enačb za amplitudi x01 in x02 dobimo
njuni razmerji pri teh dveh frekvencah

ˆ

x01

x02

˙

I

“ ´p
?

2 ` 1q ,

pri višji frekvenci in
ˆ

x01

x02

˙

II

“ p
?

2 ´ 1q ,

pri nižji.
Na naslednji sliki (slika 4) sta prikazana oba na-

čina harmoničnega nihanja tega nihala. Ko vemo za
ti dve nihanji, lahko vsakršno gibanje dvojnega ni-
hala z majhnimi amplitudami sestavimo iz njiju. Če
je začetna hitrost uteži enaka nič, velja:

x1ptq “ x01,I cosωIt ` x01,II cosωIIt ,

x2ptq “ x02,I cosωIt ` x02,II cosωIIt .

SLIKA 4.

Hitri (I – levo) in počasni način (II – desno) harmonǐcnega niha-

nja dvojnega nihala.

Nihalo niha hkrati z obema lastnima frekvencamaωI

in ωII . Razmerji med x01,I in x02,I in x01,II ter x02,II

morata biti taki, kot smo omenili zgoraj, pri tem pa
amplitudi x01,I in x01,II določimo iz začetnih odmi-
kov uteži od ravnovesne lege.

Do tu se je o dvojnem nihalu dalo kar precej po-
vedati matematično. Sedaj pa se ne bomo več omeje-
vali na majhna nihanja. Pustili bomo, da sta odmika
uteži velika. Vrvici, ki povezujeta uteži in pritrdi-
šče, nista več vedno napeti, ju moramo nadomestiti
z lahkima in togima palicama. To je lažje reči kot
storiti. V nekaterih šolah sicer premorejo tako iz-
vedbo dvojnega nihala, vendar ga doma zelo težko
sami izdelamo. Ker bomo opazovali gibanje uteži
z zelo velikimi odmiki in hitrostmi, moramo nihalo
izvesti tako, da se obe uteži lahko vrtita za polna
kroga okrog pritrdišč in se pri tem ne ovirata. Zato
bomo gibanju uteži sledili z računalnikom. Potrebu-
jemo le Newtonov zakon in sile, ki delujejo na uteži.
Potem bomo z računalnikom izračunavali hitrosti in
legi obeh uteži.

Newtonov zakon za gibanje uteži v x smeri smo
že zapisali:

max1 “ Fx1 “ ´F1 sinϑ1 ` F2 sinϑ2 ,

max2 “ Fx2 “ ´F2 sinϑ2 .

Pri velikih odmikih uteži od ravnovesne lege so sile
povezovalnih palic drugačne, kot smo privzeli pri
majhnih odmikih, kjer sta to pot F1 in F2 neznani
sili, s katerima palici delujeta na uteži. Pri velikih
nihanjih ne moremo zanemariti dvigov uteži v nav-
pični smeri. S slike 3 pridemo hitro do sil, ki delujejo
na uteži v navpični smeri:

may1 “ Fy1 “ ´mg ` F1 cosϑ1 ´ F2 cosϑ2 ,

may2 “ Fy2 “ ´mg ` F2 cosϑ2 .

Funkcije kotov ϑ1 in ϑ2, izražene s koordinatami
uteži, spet razberemo s slike 6:

sinϑ1 “ x1

l
,

sinϑ2 “ x2 ´ x1

l
,
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cosϑ1 “ ´y1

l
,

cosϑ2 “ ´y2 ´y1

l
.

Za računalnik to ne zadošča. Sil F1 in F2 ne po-
znamo. Palici sta lahko bodisi stisnjeni bodisi na-
peti. A kako naj pridemo do njiju? Vse, kar vemo o
teh dveh silah, je to, da sta posledici togih palic, se
pravi, da palici ohranjata svojo dolžino. Prav zaradi
te zadrege so v preteklosti iznašli zelo zvit način,
kako se izogniti neznanima silama palic. Ta način
je znan pod imenom Lagrangeev pristop. Ker tega
pristopa ne poznamo, se moramo iz težave izviti po
svoje.

Rekli smo, da sta palici togi, torej imata ves čas
enako dolžino ne glede na sili, s katerima sta napeti
ali stisnjeni. Takih palic v naravi seveda ni. Palica
se pod vplivom sile nekoliko raztegne ali skrči, ne
zelo, malo pa. S prostimi očmi morda teh sprememb
ne opazimo, saj sile pri našem poskusu niso prav
velike, kljub temu jih ne bomo zanemarili. Privzeli
bomo torej, da za palici velja dobro znani Hookov
zakon:

F “ k∆s .

Tu je F sila, s katero je napeta ali stisnjena palica,
∆s pa njen rastezek (∆s ą 0) ali skrček (∆s ă 0). S
k smo označili koeficient raztezka. Hookov zakon
torej določa sili palic na uteži:

F1 “ k

ˆ

l´
b

x2
1 `y2

1

˙

,

F2 “ k
´

l´
b

px2 ´ x1q2 ` py2 ´y1q2
¯

.

Za koeficient k bomo postavili poljubno, a dovolj ve-
liko vrednost. Pri povsem togih palicah bi bil ta koe-
fecient neskončno velik.

Sedaj imamo vse pripravljeno, da gibanje uteži iz-
računavamo. Kako? Algoritem je prav preprost. Po-
spešek je po definiciji razmerje spremembe hitrosti
v danem času ∆t in tem časom, torej:

aptq “ vpt `∆tq ´ vptq
∆t

.

Ker bomo računali spremenljivke nihala korak po
koraku, vsak korak bo za ∆t kasneje v času, bomo
ustrezno označili tudi spremenljivke, in sicer:

aptq Ñ an ,

vptq Ñ vn ,

vpt `∆tq Ñ vn`1 .

Newtonove zakone za gibanje obeh uteži bomo po-
tem napisali takole

vx1,n`1 “ vx1,n`
` p´f1,n sinϑ1,n ` f2,n sinϑ2,nq∆t ,

vy1,n`1 “ vy1,n`
` p´g ´ f1,n cosϑ1,n ´ f2,n cosϑ2,nq∆t ,

vx2,n`1 “ vx2,n ` p´f1,n sinϑ2,nq∆t ,

vy2,n`1 “ vy2,n ` p´g ` f2,n cosϑ2,nq∆t .

SLIKA 5.

Tira uteži pri dvojnem nihalu. Obe uteži sta na začetku za 120o

dvignjeni iz mirovne lege. Njuna začetna lega je označena s

povezovalnimi palicami.
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SLIKA 6.

Dvojno nihalo, postavljeno v navpǐcno lego, torej na glavo - tiri pri razlǐcnih začetnih pogojih

SLIKA 7.

Dvojno nihalo - tiri pri dveh razlǐcnih, navpǐcno postavljenih nihal pri razlǐcnih začetnih hitrostih zgornje uteži (modro in turkizno)

Zgoraj smo namesto za sil F pisali F “ mf , da se
v enačbah izognemo pogostim ulomkom F

m . Funk-
cije kotov ϑ1,n in ϑ2,n določamo iz enačb že podanih
zgoraj, kjer uporabimo koordinate x1,n, y1,n in prav
tako x2,n, y2,n.

Do koordinat obeh uteži potem pridemo prepro-
sto z

x1,n`1 “ x1,n ` vx1,n`1∆t

in na enak način do preostalih treh koordinat. Mi-
mogrede omenimo, da lahko v zgornjem algoritmu
brez večjih sprememb obravnavamo tudi dvojna ni-
hala s poljubno dolžino med utežema in različnima
masama uteži.

Na sliki 5 smo prikazali tira obeh uteži pri enem
nihaju zgornje uteži. Vidimo, da spodnja utež divje
opleta okrog zgornje.

V računalniškem programu določimo začetne lege
in hitrosti uteži in nadaljujemo korak za korakom do

izbranega končnega časa t, oziroma končnega n `
1. Algoritem je na prvi pogled morda zapleten, a ga
je prav lahko programirati. V našem programu smo
sproti risali tir obeh uteži, točko za točko. Tir je pri
velikih odmikih zelo nepredvidljiv in ga je zabavno
gledati. Zgornja utež se sicer zelo omahujoče giblje
po krožnici, spodnja pa opleta okrog nje. Oglejmo si
nekaj tovrstnih slik.

Na zgornjih slikah so tiri narisani z različnimi bar-
vami, različnim barvam pripadajo različni začetni
pogoji. Na sliki 6 je začetna lega nihala v navpični
legi, ki je za 180˝ zasukana mirovna lega, ali kot pra-
vimo, nihalo postavimo na glavo in narahlo sunemo
zgornjo utež. Začetne hitrosti se od leve proti desni
spreminjajo. Pri posameznih slikah se pri tirih, pri-
kazanih z modro in turkizno, začetni pogoji le malo
razlikujejo. Kljub temu tira kmalu po startu kreneta
vsak svojo pot.

ˆ ˆ ˆ
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Nagradna križanka



ˆ ˆ ˆ

    

Črke iz oštevilčenih polj vpišite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

www.presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 25. april 2025, ko bomo
izžrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
žno nagrado.
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Emisije in kurilna vrednost
ogljikovodikov

S Č

Po direktivah Evropske unije mora promocijski

material za vozila na motor z notranjim zgoreva-

njem vsebovati informacijo o emisijah CO2, prav

tako pa je običajno navedena povprečna poraba

goriva v litrih na sto kilometrov ob tipičnih voznih

razmerah. Oglejmo si, kaj stoji za podatki, ki jih

najdemo v drobnem tisku vsakega oglasa za nov

avtomobil.

Ogljikovodiki so dolge, po navadi razvejane, alifat-
ske verige enot CH2. Če zanemarimo, kaj se dogaja
na krajiščih molekule, je zgorevanje videti takole:

´CH2´ ` 1.5 O2 ÝÝÑ CO2 ` H2O. (1)

Molekulska masa enote CH2 je 14, CO2 pa 44, torej
je razmerje med maso emisij CO2 in maso goriva kar
22
7 « π , ne glede na gorivo. Ker pa se poraba na-

vaja v litrih, ne kilogramih, bo dizel zaradi višje go-
stote (830 ´ 950 kg{m3) imel večjo emisijo na liter
kot bencin (700 ´ 800 kg{m3), kar pa ne pomeni, da
proizvede več ogljikovega dioksida, le da ga gre več v
posodo. Navajanje emisij v promocijskem materialu
pomaga k primerjavi vozil z različnim tipom goriva,
isto bi pa dosegli, če bi navajali porabo goriva v kilo-
gramih na 100 km.

Podobnost med gorivi se ne konča pri emisijah
CO2. Ker večino energije dobimo iz trganja vezi C–C
in C–H na račun močnejših vezi s kisikom, imajo go-
riva zelo podobno kurilno vrednost. Najbližje ide-
alni neskončni verigi rCH2sn je polietilen, katerega
kurilna vrednost znaša 46,3 MJ{kg, iz česar preko
molekulske mase izvemo, da iz avogadrovega števila
enot CH2 dobimo okrog 650 kJ energije. Ogled se-
znama kurilnih vrednosti nam pokaže, da res v isto
območje od 42 MJ{kg do 49 MJ{kg padejo precej ra-
znolika goriva, kot so propan, butan, bencin, dizel,
kerozin, biodizel, parafinski vosek in različne pla-
stike, tudi živalska maščoba in čebelji vosek nista

SLIKA 1.

daleč stran. Malenkost višjo kurilno vrednost imajo
lažji plini – za metan in etan, ki sta glavni sestavini
zemeljskega plina, približek z verigo CH2 ni tako do-
ber.

Skratka, vsak kilogram goriva zgori v približno π
kilogramov ogljikovega dioksida in ne zgrešimo ve-
liko, če za namen hitrih ocen enačimo vsa ogljikova
goriva in jim pripišemo nekje med 40 in 50 MJ{kg.
Razen čistega vodika in nekaterih bolj eksotičnih iz-
jem, je to največ, kot lahko iztisnemo iz kemijskih
vezi.

Literatura

[1] https://eur-lex.europa.eu/

legal-content/SL/TXT/HTML/?uri=CELEX:

01999L0094-20081211

[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Energy_

density (ogled 6. april 2023)

ˆ ˆ ˆ
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16. državno tekmovanje iz
astronomije

V K̌̌

V soboto, 11. januarja, je potekalo 16. državno

tekmovanje iz astronomije. Tekmovanja, ki sta ga

v letošnjem šolskem letu organizirala DMFA Slo-

venije in Zavod Cosmolab, se je na petih lokacijah

v Sloveniji udeležilo skupaj 377 učenk in učencev

predmetne stopnje osnovnih šol ter dijakinj in di-

jakov srednjih šol. Čeprav so bile naloge tudi to-

krat izjemno zahtevne, so nas, sploh najmlajši, po-

novno presenetili s svojim bogatim astronomskim

znanjem. Zaradi tega vsem tekmovalkam in tek-

movalcem iskreno čestitamo za izkazano znanje

in vrhunske uvrstitve na državnem tekmovanju.

Uradni rezultati tekmovanja so objavljeni na sple-

tnih straneh tekmovanj iz astronomije. Slavnostna

podelitev priznanj najboljšim pa bo v nedeljo, 1.

junija 2025, v Ljubljani.

V tokratnem članku predstavljamo izbor nalog,

s katerimi so se na državnem tekmovanju za

osnovne šole spopadli mlade astronomke in astro-

nomi.

1.6 Neznano nebesno telo

Oglej si zvezdno kopico na sliki 1 in odgovori na spo-
dnja vprašanja.

1. Kako imenujemo tak tip zvezdnih kopic?
2. Zvezdna kopica nosi oznako M 45. Kako jo

imenujemo bolj domače?
3. V katerem ozvezdju leži ta zvezdna kopica?
4. Oznaka M 45 se nanaša na katalog nezvezdnih

nebesnih teles, v katerem je skupaj 110 nebesnih te-

SLIKA 1.

Neznano nebesno telo.

les. Kako imenujemo ta katalog?
5. Primerjaj oddaljenost te zvezdne kopice od

Zemlje z oddaljenostjo Andromedine galaksije in z
oddaljenostjo Kuiperjevega pasu. Obkroži pravilno
izbiro.

(i) Zvezdna kopica na fotografiji je od nas BOLJ /
MANJ oddaljena kot Andromedina galaksija.

(ii) Zvezdna kopica na fotografiji je od nas BOLJ /
MANJ oddaljena kot Kuiperjev pas.

6. Približno koliko zvezd sestavlja to zvezdno ko-
pico? Obkroži.

(A) 10.

(B) 1000.

(C) 100 000.

(D) 10 000 000.
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1.7 Karta neba

Oglej si spodnjo karto neba in odgovori na vpraša-
nja.

1. Na fotografiji obkroži tri zvezde, ki tvorijo aste-
rizem Poletni trikotnik, in zraven vsake zvezde na-
piši njeno ime.

2. Na fotografiji poišči 6 ozvezdij in k vsakemu od
njih na karto pripiši njegovo ime.

3. Na fotografiji poišči Severnico in jo označi z
majhnim ˆ.

1.8 Članek o Jupitru

Svetlana je v učiteljičinem kabinetu našla star za-
prašen izvod revije Presek in z zanimanjem prebrala
krajši članek o Jupitru, vendar je na porumenelih li-

stih nekaj besed obledelo. Dopolni besedilo z manj-
kajočimi besedami.

Jupiter je planet v Osončju in po od-
daljenosti od Sonca

planet po vrsti. Jupiter je
velikan. V to skupino planetov sodijo tudi Saturn,

in . Jupitrova masa je več
kot dvakrat večja kot masa vseh drugih planetov sku-
paj.

Jupiter ima danes potrjenih 95 lun, najbrž pa jih je
še veliko več. Približno 50 od njih je zelo majhnih in
imajo manj kot pet kilometrov v premeru. Štirim naj-
večjim Jupitrovim lunam pravimo lune.
Ime so dobile po italijanskem astronomu, ki jih je
prvič opazoval v začetku 17. stoletja.

je največja luna v Osončju, poleg tega

SLIKA 2.
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pa je tudi večja od planeta Merkurja. Vulkani na
luni , ki je najbolj vulkansko aktivno
telo v Osončju, bruhajo oblake rumenega žvepla vse
do 500 kilometrov visoko. Pod zmrznjenim pokro-
vom lune se morda skriva tekoči ocean.
Znanstveniki verjamejo, da bi v tem oceanu lahko ob-
stajalo preprosto življenje. Jupitrova druga največja
luna je od znamenitih štirih lun najbolj
oddaljena od Jupitra.

Jupiter lahko opazujemo tudi brez uporabe tele-
skopa, saj je tretje najsvetlejše nebesno telo na noč-
nem nebu. Samo Luna in planet sta
svetlejša. Če pa se opazovanja Jupitra lotimo s te-
leskopom, lahko ob dobrih pogojih na Jupitrovem
površju občudujemo , ki je gromozan-
ska nevihta v Jupitrovi atmosferi.

1.9 Naloge z vrtljivo zvezno karto

S pomočjo vrtljive zvezdne karte odgovori na vpra-
šanja. Čase določi z natančnostjo ˘20 minut.

1. Kdaj 11. januarja vzide zvezda Sirij?
2. Kdaj se 11. januarja začne astronomska noč?
3. Koliko časa za zvezdo Aldebaran zaide zvezda

Poluks?
4. Zvezda Regul vzhaja, Sonce pa v istem trenutku

zahaja. Kateri dan v letu je to?
5. Katere zvezde tvorijo asterizem Zimski šestko-

tnik?
6. Kolikšna je kotna oddaljenost med Kapelo in

severnim nebesnim polom?
7. Dne 30. decembra 2024 je bil Lunin mlaj. Kdaj

Luna na ta dan vzide?
8. Na katerih zemljepisnih širinah je Vega nadob-

zorniška zvezda?

1.10 Mars v opoziciji

Astronomi merijo oddaljenost Marsa od Zemlje z od-
bojem radijskih valov. To naredijo tako, da pošljejo
radijski signal proti Marsu in izmerijo čas, do pre-
jema od Marsa odbitega signala. Astronomi so tako
meritev izvedli, ko je bil Mars v opoziciji s Soncem.
Čas med pošiljanjem in prejemom odbitega signala
je bil 500 sekund. Zemlja je od Sonca oddaljena 1
astronomsko enoto, ki znaša 150 milijonov kilome-
trov. Radijski signal potuje s hitrostjo 300 000 km{s.

1. Izračunaj oddaljenost Marsa od Zemlje v času
meritve. Odgovor izrazi v kilometrih.

2. Izračunaj oddaljenost Marsa od Sonca v času
meritve. Odgovor izrazi v kilometrih.

3. Čez koliko dni bo Mars ponovno v opoziciji z
Zemljo? Obhodni čas Marsa je 687 dni. Predpostavi,
da Zemlja in Mars okoli Sonca krožita po krožnicah.

1.11 Venera v največji elongaciji

Zvezdana je opazovala Venero v največji zahodni
elongaciji. Izmerila je, da je takrat kotna oddalje-
nost med Venero in Soncem enaka 45 stopinj. V na-
daljevanju predpostavi, da se Zemlja in Venera okoli
Sonca gibljeta po krožnicah.

1. Kako drugače imenujemo Venero v času Zvez-
daninega opazovanja?

2. Izračunaj oddaljenost Venere od Zemlje in od-
govor podaj v astronomskih enotah.

3. Čez koliko časa bo Venera naslednjič v največji
zahodni elongaciji? Obhodni čas Venere okoli Sonca
je 225 dni.

4. Čez koliko časa bo Venera naslednjič v največji
vzhodni elongaciji?

1.12 Analema z vsenebno kamero

Svetlana je v svojem domačem kraju z vsenebno ka-
mero več dni v letu ob lokalnem poldnevu fotografi-
rala Sonce in posnetke združila v eno fotografijo, ki
jo vidiš na sliki 3. Rob fotografije predstavlja mate-
matično obzorje Svetlaninega opazovališča. Svetlana
je svojem posnetku opazila krivuljo zanimive oblike.

1. Kako imenujemo krivuljo z značilno obliko
osmice, ki jo je Svetlana opazila na svojem posne-
tku?

2. Določi zemljepisno širino kraja, v katerem živi
Svetlana. Predpostavi, da je razdalja od roba slike
proti središču slike sorazmerna z višino nad obzor-
jem. Na fotografiji jasno označi meritve, ki jih upo-
števaš pri izračunu.

1.13 Novi koledar

Cesar Gnamun je v deželi Gnamundiji uvedel nov ko-
ledar. V tem koledarju je od vsakih 29 let 7 let pre-
stopnih, preostalih 22 let pa ne. Prestopna leta tra-
jajo 366 dni, ostala pa 365 dni. Oceni, čez koliko let
napaka Gnamunovega koledarja znašala en dan. Pov-
prečna dolžina tropskega leta, ki naj bi se v idealnem
primeru ujemala s povprečno dolžino koledarskega
leta, je 365,24219 dneva.
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SLIKA 3.

Fotografija: Tunç Tezel

SLIKA 4.

Sredina delnega Luninega mrka. Avtor fotografije: Lionel

Majzik.

1.14 Delni Lunin mrk

Fotografija na sliki 4 v negativu prikazuje sredino
delnega Luninega mrka.

1. Na sliko z geometrijskim orodjem načrtaj Zem-
ljino senco.

2. Izračunaj kotni premer Zemljine sence. Podatek
o kotnem premeru Lune mlada astronomka oziroma
mladi astronom gotovo pozna.

3. Kolikšna bi morala biti oddaljenost Lune od
Zemlje, da bi bil kotni premer Lunine ploskvice enak
kotnemu premeru, izračunanem pri nalogi b). Odda-
ljenost Zemlje od Lune v času fotografiranja je bila
približno 380 000 km.

ˆ ˆ ˆ

www.presek.si

www.fmf.uni-lj.si/sl/zalozba/
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Vrnitev k programiranju:
Od Pascala do dvojnega nihala

A̌ M̌

Ko sem pred desetletji prvič sedel za računal-

nik, je bil svet programiranja drugačen. Takrat

smo uporabljali jezike, kot sta Pascal in BASIC, in

programiranje je bilo natančno delo, pri katerem

so morale vse vejice in pike stati na pravih me-

stih. Programi, kot smo jih imenovali – danes bi

jih verjetno označili za aplikacije – so bili orodja,

ki smo jih ustvarili z algoritmi, zapisanimi do za-

dnje podrobnosti. Vsak ukaz je moral biti pravi, ko

smo kode prevedli v izvršljive datoteke, ki so nato

opravljale, karkoli nam je že uspelo sprogramirati.

Če si naredil napako, si moral vse pregledati, po-

praviti in znova prevesti. To je bil počasen proces,

a ne brez svojih nagrad. Potem so prišla Okna in

z njimi grafični vmesniki. In jaz – kot številni iz

moje generacije – sem izgubil stik s tem svetom.

Po mnogih letih nisem več vedel niti kje ali kako

začeti.

Pred kratkim pa me je povleklo nazaj. Razlog?
Članek v Preseku [1], ki opisuje gibanje dvojnega ni-
hala – sistema, ki je na prvi pogled preprost, a hitro
pokaže kaotično naravo fizike. Avtor je omenil, da
simulacija tega pojava zahteva nekaj programerskih
veščin, in to me je spodbudilo, da poskusim. Nisem
pričakoval, da bom v petih minutah ustvaril delujočo
simulacijo, ki bi mi pred tridesetimi leti vzela teden
dni trdega dela. To potovanje je bilo zame odkritje –
in morda bo tudi za vas, ki ste morda starejši bralci
ali pa šele spoznavate, kako daleč je tehnologija na-
predovala.

V osemdesetih letih prejšnjega stoletja (uh, sem
res že tako star?) je programiranje pomenilo pisa-
nje vrstic kode na črnem zaslonu z zelenimi črkami.

Spomnim se, kako sem pisal program za izračun Fi-
bonaccijevih števil. Vsaka zanka, vsak pogoj je mo-
ral biti natančno definiran. Ko si končal, si upora-
bil prevajalnik, ki je tvoj trud spremenil v izvršljivo
datoteko. Če je delovalo, si imel občutek, kot da si
izumil kolo. A če je šlo kaj narobe, si lahko ure is-
kal napako – morda manjkajočo piko ali napačno po-
stavljen oklepaj. Takrat ni bilo interneta, ki bi ti po-
magal, le priročniki, lastna iznajdljivost ali pa smo si
med seboj pomagali prijatelji in sošolci.

Članek v tej reviji me je pritegnil zaradi opisa
dvojnega nihala – dveh palic, povezanih z masami,
ki se gibljejo na videz naključno, a po natančnih fi-
zikalnih zakonih. Avtor je predlagal simulacijo, da
bi bolje razumeli kaos, ki ga opazimo v sistemu. Ker
nisem imel pojma, kje začeti, sem vprašal za pomoč
– in dobil sem jo od umetne inteligence, ki me je vo-
dila korak za korakom. Na voljo je več prosto do-
stopnih klepetulj, sam sem se pogovoril z Grokom
(https://grok.com/). Najprej sem ga vprašal, kako
lahko naredim program (če ničesar nimam) in eden
od predlogov je bil, naj naredim nekaj s končnico
html. Čeprav se pod to končnico načeloma skriva
zgolj datoteka, ki v brskalniku prikaže urejeno be-
sedilo s povezavami, pa omogoča tudi izvajanje pro-
grama – s skriptnim jezikom. Brskalnik, ki torej iz-
vaja program, pa ima že skoraj vsak računalnik. Ker
urejevalnika za html datoteke nimam (npr. Visual
Studio Code), sem jo pripravil kar v najbolj osnov-
nem okenskem besedilnem urejevalniku (Notepad)
in končnico txt na koncu spremenil v html. No, ni-
sem sam pripravil vsebine datoteke, umetna inteli-
genca jo je zame. Ne da bi kakorkoli poznal jezi-
kovna pravila ali ukaze sem se zgolj pogovoril s kle-
petuljo, nekaj preprostih navodil:

»napiši program v html, ki simulira dvojno

nihalo.«
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<canvas id="canvas" width="600" height="400"></canvas>

<script>

// Fizika in risanje nihala

</script>

SLIKA 1.

Osnovna koda za dvojno nihalo.

V nekaj sekundah je bilo pred menoj besedilo, ki
sem ga prekopiral v svojo tekstovno datoteko. Tej
sem le spremenil končnico, jo odprl v brskalniku in
pred menoj je zanihalo dvojno nihalo.

Prvi rezultat je bil preprost: koda, ki je narisala ni-
halo na zaslonu in ga animirala z uporabo fizikalnih
enačb. Razen fizikalnih podrobnosti, je zelo prepro-
sta (glej sliko 1).

V nekaj minutah sem imel delujočo simulacijo. A
želel sem več – drsnike za spreminjanje dolžin palic,
gumb za ponastavitev, drsnik za trenje in začetne
kote. Vsakič, ko sem dodal novo zahtevo, je koda ra-
sla, a ostala razumljiva. Programiral nisem nič, le
v pogovoru povedal, kaj želim. Program je priča-
rala umetna inteligenca. Končna različica (slika 2) je
vključevala vse: večji zaslon, da se nihalo vidi tudi,
ko je navpično, dodal pa sem še gumb za sledenje
gibanja s pikami in drsnik za interval teh pik. Na
ta način enostavno sledim gibanju nihala. Celotna
koda je predolga in v njej se skrivajo podrobnosti,
ki za njeno delovanje niso pomembne, v celoti pa jo
najdete na [2].

Fizika, ki je opisana v prej omenjenem članku, se
tudi skriva nekje v kodi (slika 3), jo pa umetna inte-
ligenca izbrska iz neke knjižnice algoritmov, ki so jo
z leti zgradili programerji po svetu.

Kar me je najbolj presenetilo, je, kako hitro sem
dosegel delujoč program brez predhodnih izkušenj
z modernimi jeziki, kot je JavaScript. Včasih bi moral
razumeti grafične knjižnice, ročno izračunati vsako
točko na zaslonu in optimizirati kodo, da bi delovala
na starih računalnikih. Danes brskalnik opravi ve-
čino dela. Element <canvas> omogoči risanje,
requestAnimationFrame pa gladko animacijo. Fi-
ziko sem prepustil enačbam, ki jih je nekdo drug že
preveril – in delovalo je. Rezultat je viden na sliki 5.

Za starejše bralce, ki ste morda programirali v
BASIC-u ali Pascalu, je to kot čarovnija. Ni vam treba
znati vsega. Potrebujete le idejo in orodje, kot je Vi-
sual Studio Code, ki je brezplačno. Odprete datote-
ko, vtipkate nekaj vrstic, jo shranite kot .html in od-
prete v brskalniku. Brez prevajanja, brez zapletenih
namestitev. Če sem jaz, ki nisem pisal kode od de-
vetdesetih, to zmogel v petih minutah, lahko tudi vi.

<canvas id="canvas" width="600" height="600"></canvas>

<div class="controls">

<input type="range" id="length1" min="50" max="200" value="100">

<button id="reset">Ponastavi</button>

<button id="toggleDots">Vklopi/izklopi pike</button>

</div>

<script>

// Fizika, animacija in sledenje pikam

</script>

SLIKA 2.

Končna koda z dodatnimi funkcijami; prikazani so ključni deli, podrobnosti pa le nakazane. Program je v celoti daljši od 200

vrstic.
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function updatePhysics() {

const num1 = -g * (2 * m1 + m2) + Math.sin(a1);

const num2 = -m2 * g * Math.sin(a1 - 2 * a2);

const num3 = -2 * Math.sin(a1 - a2) * m2 * (a2_v * a2_v * r2 + a1_v * a1_v * r1 *

Math.cos(a1 - a2));

const denom1 = r1 * (2 * m1 + m2 - m2 * Math.cos(2 * a1 - 2 * a2));

let a1_a = (num1 + num2 + num3) / denom1;

const num4 = 2 * Math.sin(a1 - a2) * (a1_v * a1_v * r1 * (m1 + m2) + g * (m1 + m2) *

Math.cos(a1) + a2_v * a2_v * r2 * m2 * Math.cos(a1 - a2));

const denom2 = r2 * (2 * m1 + m2 - m2 * Math.cos(2 * a1 - 2 * a2));

let a2_a = num4 / denom2;

a1_v += a1_a * dt;

a2_v += a2_a * dt;

a1 += a1_v * dt;

a2 += a1_v * dt;

a1_v *= friction;

a2_v *= friction;

}

SLIKA 3.

Del programa, ki s fizikalnimi zakoni računa trenutne lege nihal.

To potovanje me je naučilo, da danes ni več ovir,
ki jih je postavljala tehnologija. Če si lahko zami-
slite nekaj – recimo simulacijo planeta, ki se vrti, ali
igro, ki jo igrate z miško – to lahko ustvarite. Orodja
so tu, brezplačna in preprosta. Vprašate lahko celo
umetno inteligenco, kot sem jo jaz, in dobite odgo-
vor v trenutku. Za starejše, ki smo odraščali z dis-
ketami in ukaznimi vrsticami, je to osvobajajoče. Za
mlajše, ki ste že vajeni digitalnega sveta, je to morda
samoumevno, a še vedno vredno razmisleka.

Vendar moram dodati opozorilo o umetni inteli-
genci, ki mi je pomagala. Prvič, lahko nas naredi pre-
več odvisne. Če se zanašamo nanjo za vsako vrstico
kode, morda nikoli ne razumemo, kaj počnemo. Dru-
gič, še vedno potrebujemo znanje, da preverimo, ali
je koda pravilna – enačbe za nihalo so delovale, a
če bi bile napačne, bi to moral opaziti sam. Tretjič,
umetna inteligenca deluje znotraj tega, kar že ob-
staja. Ne bo izumila povsem novega pristopa, če ga
ne pozna. Zato je pomembno, da ohranimo radove-
dnost in sposobnost razmišljanja zunaj okvirov, ki
jih postavlja tehnologija.

SLIKA 4.

Tudi roke in palico golfista lahko obravnavamo kot dvojno

nihalo.
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SLIKA 5.

Primer nihanja dvojnega nihala, gibanju sledim z risanjem točk,

v katerih se nihalo nahaja v enakomernih intervalih pred tem.

Literatura

[1] A. Likar, Dvojno nihalo po domače, Presek 52, 4,
2025.

[2] https://github.com/ales-mo/dublepend/

blob/main/index.html
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Barvni sudoku
V 8 ˆ 8 kvadratkov moraš vpisati začetna naravna

števila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 ˆ
4) nastopalo vseh osem števil.
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Suša ali oseka?
D L

Predstavljajte si, da se zbudite na obali tropske-

ga otoka, kjer vas pričaka osupljiv prizor: vrsta

lesenih čolnov, ki zjutraj ležijo znotraj popolnoma

suhega zaliva, čeprav je nekaj ur prej voda segala

do njihove palube. Ta vznemirljivi kontrast med

plimo in oseko, ujet na fotografiji z Zanzibarja, pri-

ča o neverjetni moči Lunine in Sončeve gravitacije

ter vplivu geografskih značilnosti na dvigovanje

in upadanje morske gladine. Plimovanje poznamo

tudi iz naših krajev, ko poletni dan prebijemo na

plaži – čemu se to dogaja in zakaj je ponekod na

svetu ta pojav še toliko bolj ekstremen?

Glavni razlog za redno menjavanje plime in oseke
je gravitacijska sila Lune (in v manjši meri Sonca) v
povezavi z vrtenjem Zemlje. Gravitacijska sila de-
luje med vsemi telesi v vesolju in s povečanjem raz-
dalje slabi – mi jo najmočneje občutimo v odnosu

SLIKA 1.
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do Zemlje, saj nam je najbližje. Osrednji mehani-
zem plimovanja si lahko predstavljamo kot razpote-
ganje vodnih mas - na strani Zemlje, ki je Luni bliže,
je gravitacija nekoliko močnejša, na nasprotni strani
pa je nekoliko šibkejša. Navidezno se vodne mase
nekoliko odmaknejo od Zemljinega površja – na eni
strani proti Luni, na drugi pa stran od nje. Povsod
drugje pa voda »odteče« proti izboklinam. Ker se
Zemlja vsak dan vrti okoli svoje osi, se premikamo
skozi območja višje in nižje vodne gladine, ki osta-
jajo usklajena s položajem Lune. Zato približno dva-
krat na dan doživimo maksimum – plimo in dvakrat
na dan minimum – oseko. V Sloveniji, ali širše, v Sre-
dozemskem morju plimovanje običajno ni tako silo-
vito, kot denimo v odprtih oceanih. Razlogov je več:
Sredozemsko morje je razmeroma zaprto, zalivi in
prehodi (npr. Gibraltarska ožina) pa omejijo obseg
premikanja večjih vodnih mas. Prav tako pa še bolj
očitno razliko naredi to, da je v našem delu sveta po-
gosto bolj strma in manj razsežna obala, zato tudi
ob oseki morska gladina ne »pobegne« tako daleč.
Pri nas se tako višina med plimo in oseko večinoma
spremeni le za nekaj deset centimetrov, izjemoma za
meter ali malo več. Če bi bila obala popolnoma po-
ložna, bi upad gladine za en meter lahko pomenila
več sto metrov obale brez vode. Nekaj podobnega se
zgodi na Zanzibarju. Obala tam je plitva in široka,
otok pa leži ob Indijskem oceanu, kjer imajo valovi in
tokovi več prostora za širjenje. Ko nastopi oseka, se
voda umakne stotine metrov od običajne obalne črte
in razkrije dno, posuto z morsko travo, školjkami ter
čolni, ki obležijo na suhem. Čeprav se na prvi pogled
zdi, da to otežuje plovbo, v resnici številni domačini
izkoriščajo to obdobje za čiščenje in popravilo plo-
vil, pobiranje morskih sadežev in celo sprotno spo-
znavanje morskega ekosistema. Plima in oseka ni-
sta le astronomska zanimivost, temveč imata ključno
vlogo pri življenju ob obali. Vplivata na ribištvo, tu-
rizem in celo gradnjo pristanišč ali nasipov. Na eni
strani lahko povzroči preglavice ribičem, ki ob oseki
ostanejo na suhem, na drugi strani pa prinaša prilo-
žnost za dostop do morskega dna, ki je sicer skrito
pod vodo. Kot vidimo na primeru Zanzibarja, je velik
vpliv plimovanja posledica splošne lege otoka, oblike
obale ter včasih tudi koristnega izkoriščanja narave
v lokalnih skupnostih.

ˆ ˆ ˆ

Križne vsote

Naloga reševalca je, da izpolni bele kvadratke s
števkami od 1 do 9 tako, da bo vsota števk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka številu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
začetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse števke v posamezni vrstici (stolpcu)
različne.
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Svetlobna pahljača nad Fakulteto za
matematiko in fiziko

M V̌

Sončna svetloba je nekaj vsakdanjega, vendar

se le redko zgodi, da lahko opazujemo posame-

zne žarke. Po navdihu latinske besede za večerni

mrak crepusculum so naši predniki tovrstni inte-

rakciji svetlobe z atmosfero nadeli ime kreposku-

larni žarki. Zaradi očarljivosti in občutka, da vi-

dimo svetlobo sámo, so jih pogosto vključili v

umetniške upodobitve.

Kreposkularni žarki nastanejo, kadar oblaki delno
zastrejo svetlobo tako, da njeni razpršeni žarki pre-
hajajo le skozi odprte vrzeli. Tam zaradi prisotnosti
vodnih, prašnih in drugih delcev, na katerih se ele-
ktromagnetno valovanje Sonca odbija in sipa, nasta-
nejo svetlobni snopi. Ključno vlogo pri oblikovanju
podobe igra perspektivna iluzija. Čeprav so sončni
žarki v resnici skoraj vzporedni, se nam zdi, da iz-
hajajo iz ene same točke na nebu. Gre za enak prin-
cip, zaradi katerega se železniški tiri na obzorju vi-
zualno stikajo. Vzporedne linije, ki segajo v daljavo,
naše oči in možgani interpretirajo kot konvergentne.
S tem dobimo vtis, da se svetlobni žarki raztezajo
v obliki pahljače. Pri pojavu kreposkularnih žarkov
se torej interakcija svetlobe z atmosfero in optični
»trik« v naših možganih prepleteta v estetski prizor
in na nebu razprostreta čudovito pahljačo. SLIKA 1.

Fotografija je bila posneta v Ljubljani, blizu FMF fakultete.

avtor: Manca Vertačnik
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Oblikovna prenova revije Presek
v letu 2004/05

Pred dvajsetimi leti, z letnikom
2004/2005, je delo odgovorne ure-
dnice revije Presek prevzela Maja
Klavžar. Z njenim začetkom dela
je revija po dobrih 30 letih izhaja-
nja prvič dočakala tudi obsežno li-
kovno prenovo - nekoliko večji for-
mat in več stolpcev, kot ga poznamo
še danes, in zelo sodobno računalni-
ško oblikovanje, s številnimi grafič-
nimi elementi.

Bogata pa ni bila le podoba revije, tudi vsebina je bila zelo
pestra, saj so z rednim pisanjem prispevkov nadaljevali šte-
vilni uveljavljeni avtorji. Za prvo številko so tako članke pri-
spevali Marija Vencelj, Boris Lavrič, Janez Strnad, Sandi Klav-
žar, Vladimir Batagelj, Vilko Domajnko, Marjan Prosen, Andrej
Taranenko, Ciril Dominko in Aleksander Potočnik, posebno no-
vost pa je predstavljal tudi priloženi vložek z nalogami iz ma-
tematičnega tekmovanja Kenguru. Celotno revijo v pdf obliki
najdete danes na spletni strani presek.si, in velja jo preli-
stati, saj je marsikateri članek zanimiv in duhovit še dandanes.
Vabljeni k branju!
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Nekaj iz ponudbe Založbe FMF
V Založbi Fakultete za matematiko in fiziko izdajamo matematično in fizikalno literaturo.
V nadaljevanju vam predstavljamo dve knjigi.

Marta Zabret:

MArTEMATIČNE
PRIGODE

148 strani
format 14 ˆ 20 cm
mehka vezava

12,50 EUR

Carlo Rovelli:

SEDEM KRATKIH LEKCIJ
IZ FIZIKE

76 strani
format 12 ˆ 17 cm
mehka vezava

9,50 EUR

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematična, fizikalna in astronomska dela.

https://www.fmf.uni-lj.si/sl/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjižnici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu (01) 4766
558.

̌

̌
 52/3

Pravilna rešitev nagra-
dne križanke iz tretje
številke Preseka letnika
52 je polkrog. Med pra-
vilnimi rešitvami smo iz-
žrebali naslednje reše-
valce: Jan Pantner iz
Mislinja, Jasna Jakobčič
iz Novega Mesta, Manja
Ferme iz Celja, ki bodo
nagrade prejeli po pošti.

ˆ ˆ ˆ
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Andrej Guštin, Dunja Fabjan, Vid Kavčič, Simon Bukovšek

Zbirka nalog z astronomskih
tekmovanj 2009–2024

Teorija in rešene naloge za srednje šole

Ob 15. obletnici tekmovanj iz astronomije je pri založbi
FMF izšla Zbirka nalog z astronomskih tekmovanj – teo-
rija in rešene naloge za srednje šole.

Poleg več kot 230 rešenih nalog s šolskih, z držav-
nih in izbirnih tekmovanj za srednje šole prinaša zbirka
tudi povzetke teorije, ki bodo v pomoč tekmovalkam in
tekmovalcem pri pripravi na astronomska tekmovanja.
Zbirko bogati več kot 140 skic in fotografij, ki bralkam
in bralcem pomagajo pri razumevanju vsebine.

Zbirka je razdeljena na šest tematskih sklopov: osnove
astronomije, nebesna mehanika, svetloba in sevanje,
zvezde in zvezdni sistemi, kozmologija in optika. Vsak
tematski sklop se začne s povzetkom teoretičnih vse-
bin, vse od temeljnih pa do zahtevnejših konceptov.
Sledi izbor nalog, ki se navezujejo na obravnavano tema-
tiko. Urejene so po težavnosti, hkrati pa je vsaka naloga
opremljena tudi z oznako letnice in ravni tekmovanja.
Poleg tega zbirka zajema tudi sklope koristne matema-
tične zveze, obdelava podatkov in vrtljiva zvezdna
karta.

Zbirka predstavlja prvo tovrstno gradivo pri nas, zato je
nepogrešljiv pripomoček za mlade astronomke in astronome, ki si želijo boljšega razumevanja in bolj
poglobljenega stika z astronomijo. Hkrati pa lahko služi kot odličen pripomoček za pripravo na šolska,
državna in izbirna tekmovanja iz astronomije – tako za dijakinje in dijake kot tudi njihove mentorice
in mentorje. V veliko pomoč pa bo tudi študentkam in študentom, ki se astronomiji posvečajo v okviru
univerzitetnega študija na prvi stopnji.

Poleg omenjene knjige ponujamo tudi druga matematična, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejše
predstavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi naročite:

https://www.fmf.uni-lj.si/sl/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjižnici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu
(01) 4766 558.


