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Trenutni sploSni sistemi za umetno inteligenco,
kot je npr. ChatGPT, se kljub osupljivim odgovorom
na splosna vpraSanja obicajno grdo spotaknejo Ze
ob zelo preprostih matemati¢nih vprasanjih. Znan-
stveniki pa Ze razvijajo nove sisteme, ki se bodo, kot
kaZze, kmalu uspesSno spopadli tudi z najzahtevnej-
$imi matemati¢nimi problemi. Skupini znanstveni-
kov pri podjetju Google DeepMind, ki razvijata sis-
tema AlphaProof in AlphaGeometry, sta preizkusili
ucinkovitost svojih orodij na Sestih nalogah letosSnje
Mednarodne matemati¢ne olimpijade. Sistem Alpha-
Proof trenira sam sebe pri dokazovanju matematic-
nih trditev. Ko prejme opis problema v formalnem
jeziku Lean, ustvari kandidate za reSitev in jih do-
kaze ali ovrze s preizkuSanjem moznih korakov do-
kaza, uspeSne dokaze pa uporabi za bodoce zah-
tevnejSe trditve. Pri tem uporablja algoritem uce-
nja AlphaZero, s katerim so se racunalniki Ze izmoj-
strili pri igrah Sah in go. Za pripravo na olimpijado
so sistem trenirali veC¢ tednov z vnosom milijonov
problemov razlicnih zahtevnosti. AlphaProof je re-
Sil dve letoSnji olimpijski nalogi iz algebre in eno
iz teorije Stevil, tako da je dolocil odgovor in doka-
zal njegovo pravilnost. To je vkljucevalo najzahtev-
nejSo nalogo letosSnje olimpijade, ki jo je sicer reSilo
le 5 tekmovalcev. Nekoliko drugace deluje sistem
AlphaGeometry 2, ki je uspeSno resil letoSnjo geo-
metrijsko nalogo, medtem ko sta obe nalogi iz kom-
binatorike ostali nereSeni. Prevedeno v tekmovalne
tocke, s popolno resitvijo 4 problemov bi umetna in-
teligenca letos osvojila 28 tock od 42 moznih na le-
tos$nji mednarodni matemati¢ni olimpijadi in le za 1
tocko zgreSila zlato medaljo. Zdi se, da ji pri tej hi-
trosti razvoja prihodnje leto zlata medalja ne more
uiti. Po spletni strani https://deepmind.google/
discover/blog/ai-solves-imo-problems-at-
silver-medal-Tlevel/ povzel BK.
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Presek objavlja poljudne in strokovne ¢lanke iz matematike,
fizike, astronomije in racunalni$tva. Poleg ¢lankov objavlja Pri-
kaze novih knjig s teh podro¢ij in porocila z osnovnosolskih in
srednjesolskih tekmovanj v matematiki in fiziki. Prispevki naj
bodo zanimivi in razumljivi SirSemu krogu bralcev, u¢encem vis-
jih razredov osnovnih Sol in srednjesolcem.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (0z. avtorjev) in sedez
institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo oSte-
vil¢ene, morajo imeti dovolj iz¢rpen opis, da jih lahko ve¢inoma
razumemo loceno od besedila. Slike v elektronski obliki morajo
biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps ...), velikosti vsaj 8 cm pri
locljivosti 300 dpi. V primeru slabse kakovosti se slika primerno
pomanjsa ali ne objavi. Avtorji ¢lankov, ki Zelijo objaviti slike
iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (co-
pyright). ZaZelena velikost ¢rk je vsaj 12 pt, razmak med vrsti-
cami pa vsaj 18 pt. Prispevke posljite odgovornemu uredniku
na naslov urednistva Fakulteta za matematiko in fiziko, Presek,
Jadranska 19, 1000 Ljubljana ali na naslov elektronske poste
zalozba@fmf.uni-lj.si.

Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispevek
sprejet v objavo in Ce je besedilo napisano z racunalnikom, po-
tem uredni$tvo prosi avtorja za izvorne datoteke. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih razli¢ic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajSalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejso ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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SLikA NA NAasLovnicl: Fotografija Sonca v beli svetlobi, posneta 13. 8 2024. Blizamo se vi§ku Sonceve aktivnosti, zato je v njegovi
fotosferi veliko peg. V zunanjih plasteh nase zvezde pa so pogosti izbruhi in nekateri med njimi ob¢asno v ozracju priZgejo polarni
sij, ki je viden tudi iz naSih krajev. Tak posnetek naredimo tako, da pred objektiv kateregakoli teleskopa pritrdimo filter iz folije
mylar in na mesto okularja pritrdimo fotoaparat. Ker je svetlobe kljub filtru dovolj, obcutljivost fotoaparata nastavimo na najmanjso
vrednost, v nagem primeru 80 ISO. Cas osvetlitve je med 1/3000 in 1/4000 sekunde. Fotografija: Andrej Gustin
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UVODNIK

/vezdnato nebo in izjemno
olimpijsko poletje 2024

N Z
BoSTJAN KUzMAN, UREDNIK ZA MATEMATIKO

Ko piSem ta uvodnik, se avgust izteka. Olimpij-
ske igre v Parizu so mimo in Perzeidi na no¢nem
nebu niso vec vidni, Solske pocitnice so v zadnjih
izdihljajih. Medtem ko je vecina slovenskih srednje-
Solk in srednjesolcev med poletnimi pocitnicami ma-
tematiko in fiziko povsem odklopila, pa so se jima
nekateri med njimi v tem casu Se bolj posvetili.

V angleskem mestu Bath se je sredi julija z za-
klju¢no slovesnostjo in slavnostno podelitvijo me-
dalj koncala 65. Mednarodna matemati¢na olimpi-
jada. Gre za najstarejSe in najprestiZnejSe medna-
rodno tekmovanje v znanju, na katerem tekmovalci
dva dni zapored resujejo po 3 naloge iz tradicional-
nih podrocij matematike (teorija Stevil, geometrija,
kombinatorika, algebra, ...). Udelezba na takSnem

tekmovanju je nepozabno dozivetje, ki udeleZence
zaznamuje za vse Zivljenje. Olimpijada v Zdruze-
nem kraljestvu je bila odlicno organizirana, zazna-
movali pa so jo tudi odli¢ni vabljeni predavatelji,
med njimi trije Fieldsovi nagrajenci Terence Tao,
Timothy Gowers in Maryna Viazovska, avtor priljub-
ljenih YouTube matemati¢nih videov Grant Sander-
son (3bluelbrown), avtor poljudnoznanstvenih
knjig Simon Singh (Knjiga Sifer, Zadnji Fermatov iz-
rek, ...) ter Thang Luong (Google Deep Mind), eden
od avtorjev Al programa AlphaGeometry za reSeva-
nje geometrijskih problemov.

Nekoliko drugacno, bolj orientalsko kulturo, so
srecali mladi ¢lani slovenske ekipe za fizikalno olim-
pijado, ko so se letos udeleZili Evropske fizikalne

SLIKA 1.

Slovenska ekipa na 65. Mednarodni matemati¢ni olimpijadi. Nace Hranjec (SC Ravne na Koroskem) je osvojil srebrno medaljo,
Luka Urbanc (Gimnazija Bezigrad) pa bronasto. Olimpijade so se udeleZili e Ziga Ostir (Gimnazija BeZigrad), Nives Go3njak (S5C
Velenje, Gimnazija) in Patricia Kiraly (Gimnazija Bezigrad), ki so prejeli pohvale, ter Matic Pogorelec (Il. gimnazija Maribor). Ekipo

sta spremljala dr. Gregor Dolinar in Luka Horjak.
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olimpijade v gruzijskem mestu Kutaisi, zaradi po-
liticnih napetosti pa izpustili Mednarodno fizikalno
olimpijado v Iranu. Evropska fizikalna olimpijada
daje velik poudarek problemskim in eksperimental-
nim nalogam. Naloge na tekmovanju izhajajo iz re-
alisti¢nih raziskovalnih situacij in nudijo veliko mo-
Znosti za ustvarjalne reSitve, tekmovanje pa je lo-
¢eno na teoretic¢ni del (5 ur) in eksperimentalni del (5
ur). Tako so tekmovalci v torek reSevali eksperimen-
talno nalogo z dvema kroglicama in piezo kristalom,
v sredo pa reSevali teoreti¢ne naloge, pri katerih je
hokejski pak drsel ob polkrozni steni, Bob in Alica
sta si z relativisticno gibajocih se vesoljskih ladij po-
Siljala darilca, laserska svetloba pa je interferirala v
nic¢ v Fabry-Perotovem interferometru.

MINISTRY OF EDUCATION, &
scrence anp vourn or ¢ el
\gpdet?

o g s
' INTERNATIONAL

SLIKA 2.

Zlato medaljo na Evropski fizikalni olimpijadi je Ze drugo leto
zapored osvojil Peter AndolSek (Gimnazija Bezigrad), srebro
Enej Jauk (Gimnazija Bezigrad), bron pa Aljaz Erman (Gimna-
zija Kranj). Olimpijade sta se udelezila Se Benjamin Gasperin
(Gimnazija Kranj) in Tine Rozen (SC Ravne na Koroskem, Gi-
mnazija), tekmovalce pa sta spremljala dr. Jurij Bajc in Mitja
Zidar.

Sele nekaj let pa se slovenski dijaki udelezujejo
tudi Mednarodne ekonomske olimpijade za srednje-
Solce. Ta je bila letos osma po vrsti in je letos po-
leti potekala v Hong Kongu. Tekmovalci so se na
olimpijadi pomerili v treh preizkuSnjah: individual-
nih tekmovanjih iz ekonomije in iz finan¢ne pisme-
nosti ter skupinskem tekmovanju v pripravi Studije
poslovnega primera

Zadnje od velikih mednarodnih tekmovanj, pri ka-

UVODNIK
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-
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SLIKA 3.

Na 8. Mednarodni ekonomski olimpijadi sta srebrni medalji
osvojila Spela Ga¢nik (Gimnazija BeZigrad) in Benjamin Gagpe-
rin (Gimnazija Kranj), bronasti medalji pa Andraz Plut (Ekonom-
ska Sola Novo mesto) in Borja Ranzinger (Il. gimnazija Maribor).
Olimpijade se je udelezila Se Marusa Gorki¢ (Sr. ekonomska
sola in gimnazija Maribor), tekmovalce pa sta spremljala dr.
Tomaz KoSsir in dr. AleS Toman.

terem sodelujejo slovenski tekmovalci in tekmovalke
pod okriljem DMFA Slovenije, je bila Mednarodna
olimpijada iz astronomije in astrofizike. Tudi ta je
potekala na drugem koncu sveta - v Braziliji, v zna-
menitem mestu Rio de Janeiro. Na tej olimpijadi
se tekmovalci pomerijo v teoreticnem in prakti¢nem
delu. Slednji je sestavljen iz opazovanj z uporabo
osnovnih astronomskih instrumentov, ter analize
podatkov, pri kateri tekmovalci analizirajo priprav-
ljene astronomske podatke. Slovenska, ki je na tem
tekmovanju v preteklosti Ze dosegla nekaj izjemnih
mejnikov, je tokrat meje prestavila v brZkone nepo-
novljive viSave.

Mednarodna tekmovanja tega nivoja izrazito pre-
segajo zahtevnost in obseg srednjesSolskega kuriku-
la, zato dajejo mladim navduSenkam in navduSen-
cem odlicno motivacijo, da se najprej ob samostoj-
nem delu in podpori Solskih mentorjev, kasneje pa
na skupnih pripravah v manjsih skupinah o sodelo-
vanju bivsih tekmovalcev in strokovnih sodelavcev z
razlicnih fakultet zares poglobijo v nove znanstvene
izzive. V Sloveniji imamo ocitno neverjetno sreco,
saj imamo kar nekaj neverjetnih talentov. Pa ne le
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SLIKA 4.

Na 17. mednarodni olimpijadi iz astronomije in astrofizike sta zlato medaljo osvojila Peter Andolek in Zan Arsov, srebrno
Ales Rus (vsi Gimnazija Bezigrad) in Ziga Vuéajnk (I. gimnazija v Celju), pohvalo je prejela Patricia Kirdly (Gimnazija BeZigrad).

Tekmovalce sta spremljala Vid Kavcic in Dunja Fabjan.

talentov, z nadarjenimi mladimi na podroc¢jih ma-
tematike, fizike in astronomije v slovenskih Solah
kljub kadrovski krizi Se vedno delajo nekateri kvali-
tetni profesorji in profesorice, v prostem c¢asu zunaj
Sol pa izjemni entuziasti, bivsi tekmovalci, Studentje
in pedagogi s fakultet z ustreznim strokovnim zna-
njem.

V urednistvu revije Presek vsem tekmovalcem in
tekmovalkam, njihovim mentorjem in mentoricam
ter strokovnim sodelavcem tekmovalnih ekip pri
DMFA Slovenije iskreno cestitamo za letoSnje izjem-
ne uspehe. Cudovito je, da lahko v novi letnik revije
Presek vstopimo s tako lepo popotnico. DaljSe pri-
spevke o olimpijadah in olimpijskih nalogah bomo
objavili Se v naslednjih Stevilkah in upamo, da jih
boste bralci z veseljem prebrali in morda pokazali
Se svojim sorodnikom in sosedom, skupaj z drugimi
zanimivimi prispevki, ki jih pripravljamo v letoSnji
sezoni. Ze vnaprej pa se zahvaljujemo tudi vsem
bralcem in bralkam za vaso podporo nasi reviji in
upamo, da lahko nanjo racunamo tudi letos!

SLIKA 5.

Peter AndolSek je na MOAA Se drugo leto zapored osvojil ab-
solutno prvo mesto, dodatno pa Se nagrado za najboljsi teore-
ticni del tekmovanja. Postal je tudi prvi tekmovalec v zgodovini
MOAA, ki je osvojil 4 zlate medalje.

X X X
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MATEMATIKA

ReSevanje kubicnih enachb

N2
DAviD GAJSER

- Enacbam oblike
ax® +bx’>+cx+d=0,

Kjer so a, b, c in d realna Stevila ter a # 0, pravimo
kubic¢ne enacbe. V tem prispevku bomo resili ne-
kaj primerov takih enacb in se seznanili s formulo
za izracun reSitve ter njeno uporabo. Preprost pri-
mer kubiCne enacbe (a = 1, b = c =0,d = -2)
je

x3-2=0.

_ Hitro opazimo, da je edina realna resSitev te enacbe
v/2. Malo kompleksnejsa kubi¢na enacba je

= 64x3 —48x%+12x—1=0. 1)

Najprej opazimo, da nobeno celo Stevilo ne more biti
reSitev te enacbe. Za vsako celo Stevilo x je namrec
Stevilo 64x3 — 48x2 + 12x — 1 liho, saj je za ena
manj$e od vsote sodih Stevil 64x3, —48x2 in 12x, to-
rej ni enako 0, ki je sodo Stevilo. Dijaki zaklju¢nih le-
tnikov gimnazij bi znali naSteti vse mozne kandidate
za racionalne reSitve, mi pa na tem mestu uganimo,
da je ena reSitev %. To pomeni, da mora biti 4x — 1
faktor izraza 64x3 — 48x? + 12x — 1 in zakljucni le-
tniki gimnazij bi znali poiskati preostale faktorje (mi
pa uganimo) 64x3 —48x2+12x—1 = (4x—1)3. Sledi,
da je i edina reSitev enacbe 1. Nadaljujmo z enacbo

= 64x3 —48x%+12x+1=0, ()

ki je zelo podobna prejsnji. Ali nam lahko to dejstvo
kako pomaga pri reSevanju? Opazimo 64x3 —48x2 +
12x +1 = (4x — 1)3 + 2, torej je nasa enacba ekviva-
lentna enacbi (4x — 1) = —2, od koder sledi, da je

3
4x — 1 = /=2 = —v/2, torej je x = 1_4‘5 edina re-
alna reSitev enacbe 2. Nadaljujmo s Se zahtevnejSo

enacbo
= x3+3x+2=0. (3)

Tokrat je resitev precej tezko uganiti: v/ —1 + /2 —
/1 + /2. Bralca vabimo, da resitev preveri tako, da
jo vstavi v enacbo in da razmisli, zakaj enacba nima
drugih realnih reSitev. Slednje je moc storiti tako, da
dokaZemo, da je funkcija f(x) = x3+3x +2 narasca-
joca. To lahko storimo, recimo, s pomocjo odvoda
ali z analizo preoblikovanega izraza x3 4+ 3x + 2 =
x(x?% + 3) + 2, kjer lo¢imo primera x > 0 in x < 0.

6 -4 2 0 2 4 6
24
4
f 6
SLIKA 1.
Graf funkcije f(x) = x3 + 3x + 2. Funkcija f je nara$¢ajoa in
njen graf seka x-0s pri x = v/—1 +/2 — /1 ++/2=—0,6.

ReSitev enacbe 3 smo torej uganili. Morda pa ob-
staja formula, ki bi nam pomagal pri reSevanju? Ide- %

PRESEK 52 (2024/2025) 1

7



MATEMATIKA

%

alno bi bilo, da bi formula delovala za vsako ku-
bi¢no enacbho in se posledi¢no ve¢ ne bi rabili za-
naSati na ugibanje. Kot bomo videli v nadaljevanju,
formula obstaja, a je precej komplicirana Ze za ra-
zumeti, pa tudi za uporabo. Preden pa zagrizemo
vanjo, si oglejmo dva preprostejSa primera sorodnih
enacb in njunih reSitev. Za¢nimo z linearno enacbo

" ax+b=0,

kjer sta a,b € R. Bralec je gotovo v glavi Ze izrazil
reSitev kot x = —g, ki velja, ¢e je a # 0. Linearna
enacba ima torej zelo preprosto formulo za izracun
reSitve. Nadaljujmo s kvadratno enacbho

" ax?+bx+c=0,

kjer so a,b,c € Rin a # 0. Pri tej enachi bomo
uporabili trik, ki nam bo prav priSel tudi kasneje pri
kubi¢ni enacbi: preoblikovali jo bomo tako, da bo
koeficient kvadratnega ¢lena enak 1, linearni ¢len pa
bo izginil. Najprej enacbo delimo z a. Tako dobimo
x% 4 gx + g = 0. Prva dva Clena na levi strani enacbhe
dopolnimo do popolnega kvadrata, tako da dobimo
x2abx & o (v By By <0 Ce sedaj
uvedemo novo neznanko y = x + % in oznako K =
% — %, vidimo, da smo zacetno kvadratno enacbo
preoblikovali v y? — K = 0, ki ima koeficient pred y?
enak 1, linearni ¢len pa v enacbi ne nastopa. Tako
enacbo je zelo preprosto resSiti. Opazimo, da realna
reSitev obstaja natanko tedaj, ko je K > 0 in da sov
tem primeru vse reSitve y = ++/K. Ko upostevamo

) 2 .
Y =X+ % in K = 4% — %, dobimo slavno formulo

za izracun reSitev kvadratne enacbe

. —b ++b? —4dac
B 2a :

Ta formula se, za razliko od formule za reSitev ku-
bi¢ne enacbe, v srednjih $olah ogromno uporablja.
Uporaba ni pretirano zahtevna.

Podobo kot smo uvedli novo neznanko pri kvadra-
tni enacbi, lahko naredimo za kubi¢no enacbo

s ax®+bx’+cx+d=0,

kjer so a,b,c in d realna Stevila in a # 0. Naj-
prej delimo z a, nato pa prva dva ¢lena dopolnimo
do popolnega kuba. Dobimo x3 + %xz +ox + % =

b b2
(x + 33)° = 32X

novo neznanko y = x + % in poenostavimo, dobimo
enacbo oblike

3
- 2?? + %er% = 0. Ko uvedemo

= ¥3+py+a=0, (4)

kjer sta p in g neki realni Stevili. Zainteresiranega
bralca vabimo, da p in g izrazi z a,b,c in d. Nova
enacba je videti preprosteje kot prvotna, saj na levi
nima kvadratnega clena, koeficient pred y? pa je 1.
Ta trik z novo neznanko je Ze dovolj, da lahko bra-
lec brez ugibanja resi enacbi (1) in (2). 1z reSitev po-
enostavljene enacbe (4) lahko hitro dobimo resitve
splosne kubicne enacbe; le 3% jim moramo odSteti.
Zato se bomo od tod naprej posvetili le reSevanju
enacbe (4). Formula za reSitev take enachbe je

. y=i/—g+\/5+§/—g—\/3,

o a p?
kjer je A = 4 + 57
Pravimo ji Cardanova formula. Ideja izpeljave te for-
mule je sicer preprosta, a za dobro razumevanje iz-
peljave je potrebno zelo dobro poznavanje komple-
ksnih Stevil, zaradi ¢esar se bomo izpeljavi v tem pri-
spevku odrekli. Zal pa tudi pri uporabi Cardanove
formule ne bo §lo povsem brez kompleksnih Stevil
in to dejstvo zelo otezi njeno uporabo. O ¢em go-
vorimo? Ali ni treba le vstaviti ustrezna p in g in
poracunati?
Najprej formulo uporabimo za najteZji primer
enacbe z zacetka sestavka, enacbo (3):

= x34+3x+2=0.

Opazimo, da je koeficient pred x3 enak 1 in da ni
kvadratnega ¢lena, torej lahko uporabimo Cardano-
vo formulo za p = 3 in g = 2. IzraCunamo A = 2,
torej je resitev v/—1 + v/2 + v/—1 — /2. Ni¢ lazjega!
Poglejmo Se kak laZji primer enacbe, recimo

3 _x=0. (5)

=X
Za ta primer sploh ne potrebujemo Cardanove for-
mule, saj je x3 —x = x(x?2 - 1) = x(x — 1)(x +
1), torej so vse reSitve enacbe 0, 1 in —1. Vseeno
poglejmo, kako do istih reSitev pridemo s Cardano-
vo formulo. V naSem primeru je p = —1in g = 0,
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zato je A = L

—5-. Negativno? Kako pa naj A Kore-
nimo, kot zahteva Cardanova formula? Ali na tem
primeru (in podobnih) Cardanova formula odpove?
Odgovor je NE, a se moramo sprijazniti z uporabo
korenov negativnih Stevil. To je zelo cudno, kaj bi
sploh pomenilo v/—17?

Podobna vprasanja so si zastavljali italijanski ma-
tematiki v 15. in 16. stoletju, ko so odkrivali for-
mulo [2]. Takrat je na Univerzi v Bologni aritmetiko
ucil Scipione del Ferro [6], za katerega se je govorilo,
da zna reSevati kubi¢ne enacbe. Kako dobro jih je
znal reSevati, pa ni znano zaradi pomanjkanja virov
iz tistega obdobja. K pomanjkanju je gotovo pripo-
moglo dejstvo, da so takrat matematiki ob¢asno iz-
zvali drug drugega na dvoboje in s tem dokazovali
svoje matematicno znanje. In Ce je neki matematik
poznal metodo za reSevanje kubi¢nih enacbh, ki jih
drugi niso znali reSiti, je imel veliko prednost. To je
bil gotovo pomemben razlog, da del Ferro svoje me-
tode ni Zelel objaviti. Je pa skrivnost tik pred svojo
smrtjo posredoval ucencu Antoniu Fiorju. Slednji je
svoje znanje Zelel izkazati na matematicnem dvo-
boju z Niccolom Fontano Tartaglio [5], ki je prav tako
trdil, da zna reSevati tezke kubi¢ne enacbe. Dvoboj
je trajal 30 dni, v tem casu pa je vsak moral reSiti
kubic¢ne enacbe, ki jih je predlagal (in znal reSiti) na-
sprotnik. Zmagal je Tartaglia. Novica o zmagi se
je hitro razsirila in dosegla tudi takrat Ze uveljavlje-
nega matematika Gerolama Cardana, ki je Tartaglio
preprical, da mu je izdal svojo metodo. Cardano je
formulo za reSitev kubi¢ne enacbe kasneje objavil in
je tako poimenovana po njem. Zgoraj smo videli, da
je Cardano v svoji knjigi moral omeniti tudi korene
negativnih Stevil, saj pri uporabi formule naravno na-
stopijo. Ker takrat teorija kompleksnih Stevil Se ni
obstajala, je delo s takimi Stevili opisal kot >mentalno
mucenje< [1].

Izvedimo sedaj to >mentalno mucenje« za reSitev
enacbe (5) s Cardanovo formulo. Iz A = —% sledi, da

so reSitve oblike x = i/« / —217+§/—« / —21—7. Kvadratni

koren iz —1 oznacimo z i, torej ima i lastnost i% =

—1. Dodatno znamo poenostaviti 43/4/% = 46/3% =

5= Y3 Torej lahko zapisemo

. x:?%—?%. (6)

MATEMATIKA

R.Cooper sculpt

SLIKA 2.
Portret Gerolama Cardana, po katerem je poimenovana formula
za resitev kubic¢ne enacbe (4).

Ceprav je videti, da s formulo dobimo le resitev 0,
pa to ne drzi. Namre¢, s v/i smo oznacili katerokoli
resitev enacbe y3 = i. Slednja ima natanko 3 kom-

pleksne reSitve, ki so y; = ? + %i, Vo = —? + %i
in y3 = —i. Bralec lahko s kubiranjem in upoSteva-
njem i° = —1 sam preveri, da y1, y> in y3 res resijo

enacbo y3 = i. Ker izraz v/i lahko predstavlja kate-
rokoli izmed Stevil yq, y» ali y3, je

ERFI S SR P S P

3 2 6 2 6 3

Ostane Se zadnji korgk, izracun razlike (6) dveh
Stevil iz te mnoZice. Ceprav imamo 3 moZnosti za
zmanjSevanec in 3 za odStevanec, pa vsaka izmed
9 moznosti izbire zmanjSevanca in odStevanca ne da
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TIKA

%

reSitve enacbe (5). Tu moramo upostevati Se dodatek
h Cardanovi formuli, ki smo ga zamolc¢ali, namre¢ da

se izmed vseh parov tretjih korenov u = {/—4 + VA

3

y/—% — /A v resitev enacbe y3 + py +q =
0 seStejejo natanko tisti pari, za katere velja p =
—3uv. VnaSem primeru tako dobimo resitve

(3-8
x2=<—§+\é§i)—<§+\§i)=—l in
x?,z—@i— <—\/§i> =0,

inv =

3 3
ki so res iskane reSitve enacbe (5).

Ceprav uporaba Cardanove formule ni zmeraj naj-
laZja pot do reSitve in se pri nekaterih, tudi nezah-
tevnih kubicnih enacbah, kot je enacba (5), moramo
>mentalno muciti¢, pa jo dejstvo, da lahko z njeno
pomocjo resimo vsako kubi¢no enacbo, naredi zelo
pomembno. Pomembna je tudi zato, ker za njeno
uporabo v primeru A < 0 potrebujemo korene nega-
tivnih Stevil, kar je bila motivacija za uvedbo kom-
pleksnih Stevil. Z definicijo teh Stevil se dijaki sre-
Cajo v srednji Soli, kjer pa se kot razlog za uvedbo
le redko omenja reSevanje kubi¢nih enacb. Veliko
pogosteje se za motivacijo omenja, da kompleksna
Stevila lahko resijo enacbo x2 + 1 = 0, za katero je
oCitno, da nima realnih reSitev. Moje mnenje je, da je
uporaba Cardanove formule vsaj tako dobra motiva-
cija!. Izkaze se namrec, da je pri reSevanju kubicne
enacbe vredno lociti tri primere: A > 0, A = 0 in
A < 0. V prvem primeru je pot do (edine) realne re-
Sitve preprosta, kompleksnih Stevil ne potrebujemo.
Tudi v drugem primeru kompleksnih Stevil ne potre-
bujemo, dobimo pa eno ali dve razli¢ni realni resitvi.
V tretjem primeru, ko je A < 0, pa se kompleksnim
Stevilom ne moremo preprosto izogniti, enacba pa
ima tri razlicne realne resitve.

Za zakljucek bralcu ponujamo Stiri naloge.

3ac—b? .
342 m

1. Izpeljite, da za p in q iz (4) veljap =

IMotivacijo lahko u¢itelj poda tudi le informativno, brez pri-
kaza formule in njene uporabe. Uporaba formule je namrec
glede na trenutni u¢ni nacrt prezahtevna za tipiCnega gimna-
zijca. Vseeno pa se najdejo talenti, kot je bil nas slavni mate-
matik Josip Plemelj, ki formulo poznajo Ze v srednji Soli [3].

2b3—9abc+27a%d
27a3

2. 7 vpeljavo nove neznanke eliminirajte kvadra-
tni ¢len iz enacbe x3 — 3x% + 4x — 2 = 0 in jo
reSite. [reS. x = 1]

3. Poiscite edino realno resitev enacbe x3 — 3x +

4=0.[res. x = /=2 +/3—/2+3]

4. Poiscite vse tri realne resitve enacbe x3 — 2x =
0, najprej s pomocjo ugibanja, nato z uporabo
Cardanove formule. [re$. x € {0,1/2, —v/2}]
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MATEMATIKA

Konstrukcije z oznacenim ravnilom

N\
TADE) STARCIC

- V osnovni Soli se srecamo s klasiCcnimi konstruk-
cijskimi nalogami, pri katerih imamo na voljo Se-
stilo in neoznaceno ravnilo, le-te so popularne vse
od ¢asov Evklida’. V tem sestavku se bomo ukvar-
jali z nekoliko drugacnimi konstrukcijami. Upo-
rabljali bomo zgolj posebno ravnilo, ki ima, za raz-
liko od neoznacenega, dve oznaki na razdalji 1
enote. Recemo mu oznaceno ravnilo (slika 1). Do-

dajmo, da ga je redno uporabljal Ze Arhimed3.

SLIKA1.
Oznaceno ravnilo.

Dodatno je pri konstrukcijah z oznacenim ravni-
lom dovoljeno drsenje oziroma vrtenje roba ravnila
ob fiksni tocki, vse dokler njegovi oznaki ne prista-
neta na dveh vnaprej izbranih objektih. Prav to omo-
goca nove moznosti konstruiranja (slika 2). Grki so
te konstrukcije imenovali neusis, zapisano po grsko
kot vevo(C, kar po slovensko pomeni »mejiti« ali
»vstaviti«.

Lotimo se sedaj treh osnovnih konstrukcij.

Naloga 1

K dani premici p konstruirajte vzporednico skozi da-
no tocko T.
Dovolj je obravnavati primer, ko je to¢ka od premice

2Evklid (365 p.n.§ - okrog 275 p.n.8) je bil starogréki matema-
tik; z znamenito knjigo Elementi je postavil temelje geometrije.

3 Arhimed (okrog 287 p.n.§ - okrog 212 p.n.§) je bil starogrski
matematik, fizik in izumitelj; velja za enega najvecjih matemati-
kov vseh casov.

SLIKA 2.
Namestitev ravnila ob dani to¢ki T in z oznakama na danih
premicah p in q.

oddaljena manj od 1, saj na splosno konstrukcijo
enostavno razdelimo na vec takih podprimerov (slika
3). Idejo za konstrukcijo dobimo v Talesovem? iz-
reku o sorazmerjih, iz katerega sledi, da sta na sliki
4 premici p in g vzporedni natanko tedaj, ko sta tri-
kotnika AABC in ATBD podobna. Torej, pri dani
toc¢ki T in premici p najprej namestimo ravnilo tako,
da ena oznaka sovpade s T, druga oznaka pa je na
premici p in doloca tocko A; velja |[TA| = 1. Potem
na premici skozi A in T oznac¢imo tocko B tako, da je
|AB| = 1. Na enak nacin konstruiramo Se C in D tako,

SLIKA 3.
Konstrukcija vzporednice v primeru oddaljenosti tocke od pre-
miced > 1.

4Tales (okrog 624 p.n.§. - okrog 546 p.n.§) je bil starogrski
matematik in filozof.
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da so B, C, D kolinearne in je |[BC| = |[BD| = 1. S tem
doseZemo podobnost zgoraj omenjenih trikotnikov
in posledi¢no vzporednost p in q.

SLIKA 4,
Konstrukcija v/2.

Sedaj, ko znamo konstruirati vzporednice, bomo
zlahka priredili klasi¢no konstrukcijo delitve daljice
na skladne dele za primer z uporabo oznacenega rav-
nila.

Naloga 2

Za poljubno naravno Stevilo n razdelite dano daljico
na n skladnih delov. Posebej, konstruirajte razpolovi-
SCe daljice.

Naslednja konstrukcija je bolj zvita kot prejsnji
dve; glejte tudi Clanek [2, str. 65].

Naloga 3

Konstruirajte pravokotnico na dano premico.

Pomagali si bomo s Talesovim izrekom o obodnih
kotih in dejstvom, da se viSine trikotnika sekajo v
viSinski tocki.

|

SLIKA 5.
Konstrukcija pravokotnice.

Najprej na dani premici p konstruiramo tri tocke A,
B in C, da je |AB| = |BC| = 1, nato pa zunaj p iz-
beremo Se tocki D in E tako, da je |BD| = |BE| =1
(glejte sliko 5). Daljici AE in CD naj se sekata v tocki
V, nosilki daljic AD in CE v tocki F, preseciSCe no-
silk FV in AC pa oznac¢imo z G. Po Talesovem izreku
sta kota ZADC in ZAEC prava, zato so CD, AE in
posledi¢no FG viSine trikotnika AACF. Torej je FG
pravokotna na p.

Velja naslednji izrek; natancen dokaz najdemo v
literaturi: [1, pogl. 9] in [2, str. 66].

Z oznacenim ravnilom je mogoce izvesti vse kon-
strukcije, ki jih lahko napravimo z neoznacenim
ravnilom in Sestilom.

Oglejmo si sedaj dve konstrukciji, ki v sploSnem s
klasicnim geometrijskim orodjem nista izvedljivi,
kar je Sele v 19. stoletju dokazal Pierre Wantzel®.

Naloga 4

Konstruirajte daljico dolZine +/2. To je slavni staro-
grski problem in je bolj znan pod imenom podvojitev
kocke: Ali je pri dani kocki mogoce konstruirati tudi
kocko z dvakratnim volumnom?

Preprosto konstrukcijo v/2 z oznafenim ravnilom
(slika 6) je poznal Ze NikomedS, ki je bil sploh prvi,

SLIKA 6.
Konstrukcija v/2.

>Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) je bil francoski mate-
matik; reSil je dva znamenita in dolgo ¢asa odprta starogrska
problema.

6Nikomed (280 p.n.§.-210 p.n.8.) je bil starogrski matematik;
znan je po iznajdbi krivulje konhoide.

12
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ki je uporabil to konstrukcijsko tehniko. Na sliki 6 je
v GeoGebri predstavljena njegova konstrukcija. Naj-
prej z Ze osvojenim znanjem konstruiramo enako-
kraki trikotnik AABC, da je |BC| = |AC| = 2|AB| =1,
ter tocko D na nosilki AC, da je |AD| = 1. Cilj je nato
oznaceno ravnilo namestiti tako, da bo ena oznaka
(tocka E) leZala na nosilki daljice AB, druga oznaka
(tocka F) pa bo na nosilki BD; velja Se |[EF| = 1. Dr-
senje ravnila okrog fiksne tocke C simuliramo tako,
da rob ravnila predstavimo z nosilko CE, pri ¢emer
lahko E prosto premikamo po nosilki AB. Povejmo,
da pri tem F ob VkTopu sTedi izriSe eno vejo krivu-
lje, ki se imenuje konhoida; pri koordinatnem izhodi-
Scu (0,0) v C in tocki (1,0) v G ima ta krivulja v kar-
tezi¢nih koordinatah enacbo (v +1)%(x? +?) = y2.
Naj se v tocki G sekata vzporednica daljice AB skozi
C in nosilka BD, s H pa oznac¢imo razpoloviSce
AB. Potem sta podobna para trikotnikov AADB ~
ACDG (z razmerjem stranic 1 : 2) in ACFG

14

AEFB. Sledi |CG| = 2|AB| = 1 in x := |BE| =
‘ETC”FClGI = ﬁ Uporabimo $e Pitagorov’ izrek, malo

preuredimo enacbo in pokazimo x = v/2:

* (ICF| +|FE|)® = |CE? = |HE|]? + |HC|?
— (3|AB| + |BE|)*+
+ (JAC]? — (3|AB|)?)
E+1)*=G+x)’+ 8
0=2x*+x3—4x-2
= (2x +1)(x® - 2).

Naloga 5

Konstruirajte tretjino danega kota.

Tudi ta problem izvira iz Stare Grcije. Na sliki 7
je prikazana Arhimedova konstrukcija, kjer je poleg
oznacenega ravnila uporabljena Se enotska kroZnica
(tj. z radijem 1). Dani kot x = ZBAC je kar izsek
enotske kroZnice, oznaceno ravnilo pa je z robom
ob to¢ki C namesSceno tako, da ena oznaka (tocka D)
lezi na nosilki kraka kota AB, druga oznaka (toCka
E) pa na kroZnici. Opazimo, da sta trikotnika ADAE
in ACEA enakokraka. Odtod boste bralci znali sami

7pitagora (okrog 570 p.n.§-okrog 495 p.n.§) je bil starogrski
matematik, filozof in politik; ustanovil je tudi svojo Solo.

MATEMATIKA

SLIKA 7.
Tretjinjenje kota.

izpeljati y = %(x. Konstrukcijo brez kroznice najdete
v knjigi [1, str. 127].

Za konec poskusite reSiti Se nekaj krajsih nalog.
Pa veliko uspehal!
Naloga 6
Pri dani krozZnici K in tocki T konstruirajte tako tocko
P na X, da bo |TP| = 1. (Ustrezno namestite ravnilo.)

Naloga 7

V GeoGebri izdelajte orodje, ki bo med dani premici
namestilo daljico dolZine 1 tako, da bo Sla nosilka da-
ljice skozi vnaprej izbrano tocko. (Pomagajte si z na-
logo 4 oziroma s krivuljo konhoido.)

Naloga 8

Konstruirajte kvadrat in enakostranicni trikotnik.

Naloga 9

Kako bi konstrukcijo v nalogi 5 simulirali v GeoGebri?
(Ena od oznak ravnila naj potuje po nosilki kraka da-
nega kota ali po kroZnici.)

Literatura
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FIZIKA

Interterenca valov za plovili

N 2
ANDRE) LIKAR

- V zadnji Stevilki Preseka smo obravnavali niha-
nje kvadratne mreze kroglic, povezanih z elasticno

vrvico. Opazovali smo vozle pri stojec¢ih valovih.

Valovno enacbo za mrezo, glej sliko 1,

ilj+1)

S

(i— % 4) (i+145)

(&)

SLIKA 1.
Kvadratna mreza elasti¢no spetih kroglic. Prikazana je izbrana
kroglica i, j in njene najbliZje sosede.

smo napisali takole:

I
F()Atz _ _ _
+ Md [(J’ﬁl}' - Zyz:nj Ly yﬁl,;)

V mrezi ima vsaka kroglica dva indeksa, i, j, da ve-
mo, kje natan¢no je. Casovni korak m smo zapisali
nad indeksa, kjer je sicer obiCajno mesto za ekspo-
nent. Ker ga pri odmikih ne bomo potrebovali, ga za-
radi preglednosti Zrtvujemo za ta namen. V faktorju
F‘)M—Adtz se skrivajo sila Fy, s katero so napete vrvice
med kroglicami, masa M posameznih kroglic, razda-
lja med najbliZjimi kroglicami d in ¢asovni korak At
pri racunanju naslednje lege kroglic v ¢asu mAt, ko

poznamo njihove lege v casih (m—1)At in (m—2)At
torej v dveh prejsnjih korakih.

Pri opazovanju valovnih vozlov smo mrezo vzbu-
jali tako, da smo s harmonicno silo delovali le na
srednjo kroglico. Sedaj bomo vzbujali razlicne kro-
glice v izbranem vrstnem redu, a le z rahlim trkom.
Valovni enacbi zgoraj bomo dodali vzbujevalni ¢len
takole:

" Y= 23’2}_1 —yz”j_z + e + figm-1),jom-1)
Zadnja enacba sledi iz Newtonovega zakona F m =

Mal" | za kroglico (i,j), kjer smo pospeSek a 1zra21h
z odm1k1 v razli¢nih Casih:

m m—1 m—2
g Y =iy i

i At?

Sila F" iV Casu mAt je sedaj vsota sil elasti¢nih vrvic
na kroghco in zunanje sile F;; ; v casu mAt. Dodani
vzbujevalni ¢len f, je tako

F, At?
T

Z mreZo kroglic kar dobro ponazorimo valovanje
na vodni gladini. Le-to je za fizika eno najzahtevnej-
Sih valovanj. Podroben opis terja zapletene valovne
enacbe, Cesar v Preseku ne moremo obravnavati. Vi-
deli pa bomo, da je naSa kvadratna mreza kar pri-
meren >peskovnik¢, kKjer z racunalnikom sestavimo
zanimive igrice, pri katerih se spotoma nauc¢imo Se
nekaj fizike.

Najprej si oglejmo, kako se mreza odzove ne en
sam trk izbrane kroglice. Tak trk ponazarja razmere,
ko v vodo vrZzemo kamen. Od mesta pljuska se Sirijo
koncentricni valovi. Znacilnost teh valov je, da se
daljsi valovi Sirijo nekoliko hitreje kot krajsi. Pogled
na sliki 2 pokaze, da se pri kvadratni mrezi valovi Si-
rijo podobno. V podrobnostih sicer opazimo razlike,
a le-te bomo tu spregledali.

Sedaj si oglejmo, kako se mreZa odziva na zapo-
redne trke. Ti naj ponazarjajo premo voznjo ladje s
konstantno hitrostjo, ki je ve¢ja od hitrosti Sirjenja
valovanja. Pricakujemo znacilen klin valov za ladjo,

lf=
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SLIKA 2.

Odziv mreze na sunek na srednjo kroglico.

kar se res lepo vidi na sliki 3. Na gladini globoke
vode je klin za plovili manj pregleden, ker je hitrost
Sirjenja valov odvisna od valovne dolZine (glej pri-
spevek v Preseku letnik 39 (2011/2012), Stevilka. 1).
Valovanje na mreZi je pa¢ druga¢no od valovanja na
vodni gladini. Bolj je podobno valovanju na gladini
plitve vode, kjer hitrost valovanja ni dosti odvisna od
valovne dolzine. Voda je za nas plitva, ¢e je valovna
dolZina valov za red velikosti (za faktor ~ 10 ) vecja
od njene globine.

Kako pa vidimo valove za naSo ladjo, ki se po mre-
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SLIKA 3.
Odziv mreze na zaporedno vzbujanje kot pri plovilu.

FIZIKA
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SLIKA 4.
Valovi pri voznji ladje v krogu.

7i vozi v krogu? Pricakujemo ojacitev blizu srediSca
kroznice zaradi interference boc¢nih valov. Na sliki 4
se ojacitev res jasno vidi. Ob tem se vprasamo, kako
naj vozi ladja po krozni poti, da bo interferenc¢ni vrh
naizbranem mestu kar se da velik. Ob tem vprasSanju
nam nekaj racunanja ne uide.

ladje

SLIKA 5.
Razmere pri kroznem tiru ladje s spremenljivo hitrostjo - skica
ob izpeljavi

Na sliki 5 je prikazan tir ladje in izbrana tocka A,
kjer naj bo interferencni vrh kar se da velik. Oc¢itno
interferen¢ni vrh ne more nastati v sredi§c¢u krozne
poti, saj bi se v tem primeru morala ladja gibati zelo
hitro, da bi vzbudila bo¢ne valove na celotni kroznici

-
o)}

nadaljevanje
na strani
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FIZIKA
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s strani

skoraj istoc¢asno, da bi pripotovali hkrati do sredisca
kroznice. Zato smo izbrali tocko A nekoliko stran
od srediSc¢a na premici, ki gre skozi srediSce kro-
Zne poti in startno mesto ladje. Da dobimo izra-
zito interferenco bocnih valov, morajo le-ti priti do
izbrane tocke socasno. Trenutno lega ladje podaja
kot @, pot, ki jo mora boc¢ni val prepotovati do iz-
brane tocke, pa je

= v, =+/R2+a?+2aRcos ), 1)

kar hitro razberemo s slike in uporabimo Pitagorov
izrek. Polmer krozne poti smo oznacili z R, oddalje-
nost tocke A od srediS¢a kroznice pa z a. Val bo za
to pot porabil cas:

kjer je c hitrost valovanja. Na sliki vidimo dve bliznji
legi ladje, denimo legi 1 in 2. V legi 1 ladja vzbudi
valovanje, ki potuje k izbrani tocki in jo dosezZe v
casu ty,1. Za pot As od lege 1 do lege 2 potrebuje
ladja ¢as At, ki je

As  RAQ
v

= At =

V legi 2 ladja spet vzbudi valovanje, a val ima odtod
krajSo pot do izbrane tocke, zato jo doseze v kraj-
Sem Casu t, . Razlika Casov t,,; in t,» mora biti
enaka Casu At, ¢e Zelimo socasni prihod obeh valov
do izbrane tocke. Ta pogoj doloca hitrost ladje na
krozni poti:

RA
" ty1 —tyo = At = TCP.

Da pridemo do hitrosti ladje v iz te enacbe moramo
izracunati t,; — ty 2, to pa dobimo iz razlike poti
Yv,1 — ¥v,2, Ki ju opravita vala, saj velja:

Tv1 —Tv,2

"ty —typ =

c
Za kvadrat poti smo zgoraj (enacba (1)) dobili:
= ¥2=R?+a’+2aRcos @,

Izra¢unali bomo razliko kvadratov poti, kar je pre-
prosteje, saj velja

2

= vi =i = (e —Tu2) (e 10 2)

~ 27y (Y1 —¥v2) .

()

SLIKA 6.

Valovi pri voznji ladje v krogu s predpisano hitrostjo. Po polo-
vici poti je ladja tangencialno pospesila, njeni bocni valovi ne
prispevajo vec k interferencnemu maksimumu.

Z v, smo oznacili srednjo vrednost med 7, ; in
7v,2. Razlika kvadratov poti je:

= 1’5,1 (3)
Racun se bo poenostavil za majhne Ag. Spomniti
se moramo adicijskega izreka za funkcijo cos in dej-
stva, da je sinus majhnega kot kar enak kotu (merje-
nem v radianih).

— 15, =2aR(cos @ — cos (@ + A)).

= cos@ —cos (@ + AQ) = cos@ — (COS PCcosAp—
—sin@ sinA@)
~ SinQPAQ.

Pri majhnih Ag lahko namre¢ privzamemo cos Ap ~
1in sinA@ ~ A@. Iz enacb (2) in (3) sledi

= 21y (1l —71y2) = 2aR sin AQ.
Zarazliko Casov t,; in £y 2 smo koncno dobili

Rasin@ A

"ty —typ = c
v

Hitrost ladje se mora spreminjati takole:

~ ¢y/R2+a? +2Racos @
- asin @

=v

Na zacetku poti mora biti hitrost zelo velika, ker sta
poti valov iz 1 in 2 do A skoraj enaki. Start zato

18
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premaknemo nekoliko naprej po kroZnici, prav tako
ladja ne more voziti dovolj hitro pri kotu blizu 1 iz
enakega razloga. Na sliki 6 je prikazano valovanje za

ladjo, ki se giblje na dobljeni nacin.

Po kakSnem tiru pa naj vozi ladja s konstantno
hitrostjo? To pot bomo postavili izhodisce v tocko A,
kjer naj se valovanje zbere. Kot @ je sedaj argument,
od katerega je odvisna razdalja ladje od tocke A. 1z

slike 7 razberemo, da velja

= As? = (AY)? + (rAQ)® .

Iz tega po deljenju obeh strani z (Ar)? in korenjenju

takoj sledi:

rA 2
= As = Ar 1+<(p) .
Ar

Pogoj za socCasnost vzbujenih valov v tocki A je slej

kot prej:
Ar _As
c v’

le da se sedaj hitrost v ne spreminja. Iz tega pogoja

sledi;

2 2

v rA

] 7 — 1 + <Q9> .
c Ar

Konc¢no imamo:

Ar 1
= = = X.

rAQ /%22_1

Relativna sprememba % je sorazmerna S spremem-
bo kota A@p. Zaporedno povecCevanje kota za A@

ﬁij"-\

@

/

START

SLIKA 7.

Razmere pri gibanju ladje s konstantno hitrostjo - skica ob

izpeljavi

FIZIKA

zmanjSuje radij v geometrijskem zaporedju. Naj
omenimo, da je v takem primeru, ko se koti AQp ma-
njcajo proti ni¢, radij » povezan s kotom ¢ takole:

=y =19e %P,

Te zveze pri racunanju sicer ne bomo uporabili. Po-
trebujemo Se zvezo med ¢asom in kotom. Ker velja
As

= At ,
v

dobimo to zvezo, in sicer kot:

A
" Ap = 7t\/v2—c2.

Hitrost ladje v mora biti ve¢ja od hitrosti valova-
nja c.

Sedaj imamo vse povezave, ki omogocijo racuna-
nje tira ladje. Na sliki 8 je prikazano valovanje, ko se
ladja giblje s konstantno hitrostjo po predpisanem
tiru.
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SLIKA 8.
Valovi pri voznji ladje s konstantno hitrostjo po predpisanem
tiru. K interferencnemu vrhu prispevajo vsi bocni valovi ladje,
vrh je zato Se posebej izrazit.

X X X
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ASTRONOMIJA

Pojav SoncCevega haloja

v

Vip Kavcic

- Vsakdo med nami je Ze ni¢ kolikokrat na nebu
opazoval mavrico in se vsaki¢ znova predal ocar-
ljivosti tega cudovitega naravnega pojava. Zato ne
preseneca, da je mavrica v preteklosti navdihovala
razli¢ne kulture in da nanjo naletimo v pravljicah,
mitih in legendah.

A Ceravno mavrica ne izhaja iz kotla zlatnikov v
temnem gozdu in ceravno danasnjemu sleherniku
pomeni vsekaj drugega kot most med Zemljo in
onstranstvom, ostaja zanimanja vreden pojav. Ma-
vrica nastane, ko skozi dezevno oblacje v ozracju
posije Sonce. Opazujemo jo lahko, ce smo s hrb-
tom obrnjeni proti Soncu.

Mavrica pa je samo najprepoznavnejSa pred-
stavnica druzine opti¢nih pojavov, ki jih lahko
opazujemo v nasem ozracju. Nekatere med njimi
lahko opazujemo Se pogosteje. V ¢lanku se bomo
posvetili pojavu SoncCevega haloja. Dotaknili se
bomo Se nekaterih drugih opti¢nih pojavov v ozra-
¢ju, ki pogosto spremljajo pojav Soncevega haloja,
denimo sosonca, tangencialni loki in Soncevi ste-
bri.

1. Soncev halo

Soncev halo je videti kot svetel obro¢ okoli Sonca
(Slika 1). Pojav opazimo, ko visoki prosojni in mr-
zli oblaki (cirusi) zastrejo Sonce. Take oblake se-
stavljajo ledeni kristalcki. Veliki so od nekaj stotink
do nekaj desetink milimetra in imajo obliko pravilne
Seststrane prizme. Pojav nastane zaradi loma Son-
Ceve svetlobe na teh kristalckih.

Med vsemi haloji je najpogostejsi in najizrazitejsi

SLIKA 1.
Soncev halo s polmerom 22° lahko opazimo, ko se visoki oblaki
razprostrejo preko Sonca. Vir fotografije: [2].

halo s polmerom 22 stopinj, ki mu pravimo tudi
mali halo. Ta nastane pri prehodu svetlobe skozi
stranske ploskve kristalckov (Slika 2). Zaradi dva-
kratnega loma svetlobe na povrSini kristalcka (ob
vstopu vanj in izstopu iz njega) se smer potovanja
svetlobe spremeni. Pravimo, da se Zarek svetlobe od-
kloni. Odklon svetlobe opiSemo s kotom med vsto-
pnim in izstopnim Zarkom, ki mu pravimo odklon-
ski kot. V ¢lanku bomo odklonski kot oznacili z 9.

Za prizmo je znacilno, da je odklonski kot naj-
manjsi takrat, ko je prehod zarka skoznjo simetri-
Cen. V tem primeru je lomljeni Zarek v kristalu vzpo-
reden s stranico $estkotnika (Slika 2). Ce kristal za-
vrtimo za nekaj stopinj v eno ali drugo smer glede
na smer zarka z najmanjSim odklonskim kotom, se
smer izstopajoCega Zarka le malo spremeni.

Ko svetloba pada na kristal¢ke, ki so v zraku sicer
usmerjeni naklju¢no, se halo pojavi v smeri, kamor
se lomi najveC svetlobe. Premislimo lahko torej, da
mora biti najmanjsi odklonski kot enak ravno 22°. V
naslednjem razdelku bomo ta rezultat podkrepili Se
z racunsko izpeljavo.

20
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2. lIzracun polmera haloja

Izracunajmo polmer malega Soncevega haloja. Pri
izracunu bomo vzeli, da je lomni koli¢nik ledu za
vidno svetlobo priblizno n = 1,31, in upostevali, da
je lomni koli¢nik zraka enak ng = 1.

Kot smo Ze omenili, mali halo nastane, ko je od-
klonski kot 6 Zarkov svetlobe na kristalckih v obliki
pravilne Seststrane prizme kar najmanjsi. V tem pri-
meru sta vpadni kot pri vstopu v prizmo in lomni
kot pri izstopu iz nje enaka, kar pomeni, da mora
biti Zarek svetlobe v kristalu vzporeden s stranico
Sestkotnika.

Pri izpeljavi si pomagamo s skico na Sliki 3. Na
njej sta z « in S oznacena vpadni in lomni kot pri
prvem lomu. Zaradi Ze prej omenjene simetrije je
lomljeni Zarek vzporeden z osnovno in eno stran-
sko ploskvijo prizme, zato je vpadni kot pri drugem
lomu enak kar 8, lomni kot pa «.

PodaljSajmo dve stranici Sestkotnika, kot je to pri-
kazano na skici. Ker je Sestkotnik pravilen, se ¢rt-
kani premici sekata pod kotom y = 60°. S tem pre-
mislimo, da odklon svetlobe na pravilni Seststrani
prizmi dejansko ni prav ni¢ drugacen od odklona na
pravilni tristrani prizmi.

SLIKA 2.

Soncev halo nastane zaradi zaradi prehoda svetlobe skozi le-
dene kristalcke v obliki pravilne Seststrane prizme, na katerih
se se zaradi dvakratnega loma svetlobe Zarki svetlobe odklo-
nijo za kot 9.

S skice razberemo, da velja § + 8 = y. Pri prvem
(levem) lomu se Zarek odkloni za kot & — S8, pri dru-
gem lomu pa ponovno za kot @ — 8. To pomeni, da
je skupni odklonski kot 6 enak

= =20—-2B=20—Y.

ASTRONOMIJA

Iz znanega podatka o lomnem koli¢niku ledu za
vidno svetlobo lahko s pomocjo s lomnega zakona
izracunamo kot «. Pri tem upoStevamo, da je =
y/2 =30’ in da je lomni koli¢nik zraka ng = 1. Velja

sinx  n
sinf  mno

=n, sin @« = n sin B,
iz Cesar izracunamo « = 40,9°. Od tod hitro dolo-
¢imo Se Stevilcno vrednost odklonskega kota

= §=2x—y~22°.

S tem smo se prepricali, da je polmer krozZca naj-
manjSega in najizrazitejSega haloja res 22°.

3. Sosonce in tangencialni lok

Za nastanek 22-stopinjskega haloja morajo biti le-
deni kristalcki na nebu usmerjeni naklju¢no v vseh
moznih smereh. V vsakem delu haloja morajo na-
mre¢ biti kristalcki usmerjeni tako, da lomijo sve-
tlobo do nasega o¢esa. Ce imajo kristali obliko $est-
kotnih ledenih ploSc¢ic, najraje padajo v legi, v kateri
sta osnovni ploskvi pribliZzno vodoravni - podobno
kot padanje listja. Zaradi tega 22-stopinjski halo ni
enako izrazit v vseh smereh.

Do najprikladnejSega loma pride na ledenih plo-
Sc¢icah na obmocju haloja, ki se nahajajo neposredno
levo oziroma desno od Sonca. Na teh obmocjih ha-
loja nastaneta okrogli lisi, ki sta svetlejSi od preosta-
lih delov haloja (Slika 4). Vsaka od lis je videti kot
manjSe Sonce, zato se je za pojav uveljavilo narav-
nost prikupno ime - sosonce. Pojav imenujemo tudi
parhelij ali pasonce. Bralko in bralca naj v isti sapi
opozorimo, da besede parhelij nikakor ne smemo
zamenjati z na videz sorodno besedo perihelij. Peri-
helij je namrec tocka tira telesa, ki kroZi okoli Sonca,
v kateri je to telo Soncu najblize.

Ce kristal¢ki niso ploscate estkotne oblike, tem-
vec stebriCaste palicice, v ozra¢ju prav tako zasedejo
svoj priljubljeni poloZaj - v tem primeru je simetrij-
ska os kristala pribliZno v vodoravni legi, kar spomi-
nja na padanje travnate bilke. Pri takSni usmerjeno-
sti kristalckov se lomljena svetloba zbira predvsem
v zgornjem oziroma spodnjem delu obroca haloja.
Pojav vidimo v obliki loka, ki se dotika haloja, zato
mu pravimo zgornji oziroma spodnji tangencialni
lok. Oblika tangencialnega loka je odvisna od viSine
Sonca nad obzorjem.
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SLIKA 3.

Prerez znacilnega ledenega kristalcka v obliki pravilne Sest-
strane prizme, ki botruje nastanku haloja. Zaradi simetrije sta
kota ob vstopu in izstopu iz kristala enaka («x), prav tako pa
tudi lomni kot pri lomu na levi stranici in vpadni kot pri lomu
na desni stranici (8). Prizma je pravilna Seststrana, zato je kot
med stranicama, na katerih se zarek lomi, enak y = 60°.

4. Mavricne barve haloja

Pri opazovanju sosonca ne moremo zgreSiti mavric-
nih barv, ki so sicer znacilne tudi za halo, vendar
so pri sosoncu veliko izrazitejSe. Del sosonca, ki je
bliZe Soncu, je rdeckast, medtem ko je od Sonca bolj
oddaljeni del modrikast (Slika 4). Prav tako je rdece
obarvan notranji kolobar haloja, zunanji kolobar pa
modro, zato pojav marsikoga spominja na mavrico.
K temu gre pridati zanimivo dejstvo, da je pojav Son-
Cevega haloja veliko pogostejsi od mavrice.

Razlog za obarvanje je preprost. Kot smo Ze poja-
snili, sta halo in sosonci posledica dvakratnega loma
svetlobe na ledenih kristalih v obliki pravilne Sest-
strane prizme. Ker je lomni koli¢nik odvisen od va-
lovne dolZine svetlobe, tako kot pri obic¢ajni prizmi
pride do pojava razklona svetlobe, kar pomeni, da
se svetloba razlicnih barv odkloni pod rahlo razli¢-
nimi koti.

Ker je lomni koli¢nik za rdeco svetlobo manjsi od

SLIKA 4.

Fotografija Soncevega haloja z madZarskega observatorija Pisz-
késtetd. Levo in desno od Sonca opazimo dve izraziti sosonci.
V sosoncu lahko opazimo mavri¢ne barve; del sosonca, ki je
blize Soncu, je rdeckast, oddaljeni del pa modre barve. Vir
fotografije: osebni arhiv.

lomnega koli¢nika za modro svetlobo, je lomni kot
rdece svetlobe pri prvem lomu ve¢ji od lomnega kota
modre svetlobe. Sledi, da je vpadni kot rdece sve-
tlobe pri drugem lomu manjsi kakor vpadni kot mo-
dre svetlobe, zato je tudi lomni kot rdece svetlobe
ob drugem lomu manjsi kakor lomni kot modre sve-
tlobe. To pomeni, da je odklonski kot za rdeco sve-
tlobo manjsi kot za modro svetlobo, zato je rdece
obarvan predel sosonca bliZe Soncu kot modrikasti.

5. Drugi haloji

Poudarili smo, da je 22-stopinjski halo najizrazitejsi,
kar pa ne pomeni, da ni edini, ki ga lahko opazu-
jemo. Omenimo naj halo s polmerom 46 stopinj,
ki ga imenujemo tudi veliki halo. Ta je Sibkejsi od
22-stopinjskega haloja, zato ga je teZje opaziti. Iz-
jemno redek je 9-stopinjski halo, prav tako so redki
tudi haloji elipti¢nih oblik.

Podobno kot mali halo tudi veliki halo nastane za-
radi loma svetlobe na kristalckih v ozracju, vendar s
pomembno razliko. Medtem ko mali halo nastane pri
prehodu svetlobe skozi dve stranski ploskvi prizme,
veliki halo nastane pri prehodu svetlobe skozi eno
od stranskih ploskev in osnovno ploskvijo kristalcka.
Veliki halo je skoraj nemogoce zasaciti v celoti, saj
se razteza Cez 92° stopinj veliko obmocje na nebesni
sferi - imeti bi morali veliko sreco, da bi naleteli na
primerno redko in enakomerno obla¢no kopreno, ki
bi omogocala vidnost takSnega haloja.
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SLIKA 5.

Fotografija, na kateri je Sonce zasenceno, je bila posneta v bli-
zini raziskovalne postaje na Zemljinem juznem polu. S Sonca
se v navpicni smeri razteza Soncev steber. Sonce in sosonce
povezuje svetel obsoncni obroc. Vir fotografije: [4].

6. Drugi pojavi

Svetloba se na ploskvah ledenih kristalckov ne le
lomi, temve¢ tudi odbija. Omenimo Se dva pojava,
ki nastaneta zaradi odboja svetlobe. Soncev steber
opazimo kot svetel steber v navpi¢nici skozi Sonce.

SLIKA 6.

Pojav 22-stopinjskega haloja lahko opazujemo tudi pri Luni.
Fotografijo je bila posneta na ameriSkem Narodnem observato-
riju Kitt Peak. Vir fotografije: [2].

ASTRONOMIJA

Svetloba se odbija od osnovnih ploskvic plosckov, ki
padajo pribliZzno vodoravno usmerjeni. Pojav opa-
zimo pozimi ob nizkem Soncu. Obson¢ni obroc na-
stane zaradi odboja svetlobe od ploskvic kristalckov,
ki so v taki legi, da se obnaSajo kot pokoncna zr-
calca. Pojav vidimo kot svetlo vodoravno ¢rto na vi-
$ini Sonca nad obzorjem. Cudovita primerka Sonce-
vega stebra in obsoncnega obroca prikazuje Slika 5.

7. Zakljucek

Clanka ne smemo zakljuciti, ne da bi omenili, da se
halo iz enakih razlogov pojavi tudi okoli Lune. Tudi v
mesecini lahko opazimo 22-stopinjski halo, ”soluni”
in Lunin steber. Lunin halo prikazuje Slika 6. Ob
dovolj hladnem vremenu lahko halo opazimo tudi ob
uli¢nih svetilkah.

Sicer pa opisani haloji in spremljajoci pojavi na
nebu nikakor niso izjemno redki. Slehernika bi pre-
senetilo dejstvo, da je pogostost pojavljanja halojev
vecja kot za mavrice. Zlasti pozimi je vsaj nekaj dni
v letu takih, da katerega od omenjenih pojavov opa-
zimo, tako pri Soncu kot tudi pri Luni.
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Foneticni algoritmi 1. del - Soundex

N 2\%
MLADEN BoRrovIE, JANI DUGONIK

- Na podrocjih informacijskega poizvedovanja,
spletnih iskalnikov in obdelave naravnega jezika
imamo pogosto opravka z besedili. Algoritmi, pri-
stopi in orodja, ki se pojavljajo na teh podrocjih,
najveckrat besedilo obdelajo in iz njega izluscijo
pomen z namenom uporabe za spletno iskanje. V
tem primeru se na$ iskalni niz primerja z obsto-
jecimi deli besedil in z izracunom podobnosti se
vrne seznam najbolj ustreznih iskalnih zadetkov.
Slednji so lahko besedila, deli besedil ali pa kar celi
dokumenti. Podobnost med nizi znakov lahko iz-
racunamo na ve¢ nacinov. Uporabimo lahko na
primer razdalje urejanja, med katere spadata Le-
venshteinova [7] in Jaro-Winklerjeva razdalja [9].
Obstaja pa tudi drug nacin primerjave, ki se osre-
dotoca na foneticni zapis oziroma izgovarjavo niza
znakov. V tem primeru govorimo o foneti¢nih al-
goritmih. Ti algoritmi nize znakov preoblikujejo
v posebno obliko, ki predstavlja njihove foneticne
lastnosti.

V tem prispevku bomo predstavili algoritem So-
undex, ki spada med osnovne foneti¢ne algoritme.
Na primerih bomo pokazali delovanje algoritma, ki
zajema predvsem preoblikovanje vhodnega niza v
posebno obliko. Z algoritmi kot je Soundex lahko
ugotavljamo podobnost med nizi znakov, ki imajo
podobno izgovarjavo. Ker obstajajo tudi drugi, na-
prednejsi foneti¢ni algoritmi, jih bomo podrobneje
predstavili v naslednjem delu prispevka.

Foneticni algoritmi so v sploSnem uporabni pri
nalogah, kot so popravljanje pravopisnih napak,
ujemanje imen, razpoznava govora, deduplikacija
podatkov, strojno prevajanje in informacijsko po-
izvedovanje. Najveckrat se uporabljajo z name-
nom izboljSave razumevanja besedila s pomocjo
fonetic¢nih lastnosti, ki resSujejo problem razlicnih
naglasov, razlicnega ¢rkovanja in napak v bese-
dilu.

Foneticni algoritmi

Zacetki foneti¢nih algoritmov segajo v leto 1918, ko
sta Robert C. Russell in Margaret King Odell razvila
in patentirala algoritem Soundex [3]. Algoritem so
uporabljali v popisnem uradu ZDA za pohitritev ob-
delave popisnih podatkov. Pri tem je bil algoritem
Soundex predvsem koristen pri gruCenju priimkov,
ki podobno zvenijo. Skozi leta so nastajale tudi iz-
boljsave algoritma Soundex, ki so se ve¢inoma osre-
dotocale na specifi¢ne lastnosti priimkov v razli¢nih
jezikih. Tako so nastali novi algoritmi, kot so Ameri-
can Soundex [8] (1930, za ameriSke priimke), FONEM
[6] (1981, za francoske priimke) in Daitch-Mokotoff
Soundex [4] (1985, za germanske in slovanske judo-
vske priimke). Foneti¢ni algoritmi se razvijajo Se da-
nes, do zdaj pa je nastalo Ze kar nekaj novih algo-
ritmov. Med te spadajo Metaphone [5] (1990), Ca-
verphone (2004) in BMPM (2008 - Beider-Morse Pho-
netic Matching) [1]. Omenjeni algoritmi se od algo-
ritma Soundex razlikujejo predvsem po nacinu pre-
oblikovanja vhodnega niza. Postopek preoblikova-
nja je najpogosteje prilagojen tako, da uposSteva raz-
licne znacilnosti priimkov v specificnih jezikih. Ker
je takSno preoblikovanje lahko zelo kompleksno, si
za zacetek poglejmo delovanje osnovnega algoritma
Soundex, kjer je postopek preoblikovanja zelo pre-
prost.

Algoritem Soundex

Postopek izracuna rezultata algoritma Soundex je
zelo preprost, saj gre za skupek zaporednih kora-
kov, ki postopoma spremenijo vhodni niz. Rezul-
tat algoritma je nov niz znakov v katerega so vklju-
Cene foneti¢ne lastnosti vhodnega niza. V osnovi gre
za preprosta pravila, ki temeljijo na klasifikaciji ¢rk
abecede v foneti¢ne skupine ¢rk s podobno izgovor-
javo. Na primer c¢rke B, P, V in F se v veC jezikih
izgovorijo podobno in so zato del v iste foneti¢ne
skupine. Delovanje algoritma Soundex grafi¢no po-
nazorimo s sliko 1. Prvi korak algoritma Soundex
je korak KO, kjer se izvede predobdelava vhodnega
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K12 | L SLIKA 1.
Delovanje algoritma
Soundex.

-—————— > Izhodni niz <«

niza. Predobdelava zajema pretvorbo vseh ¢rk v ve-
like tiskane ¢rke. Po potrebi (recimo za slovenski
jezik) lahko v tem koraku izvedemo transliteracijo
Sumnikov. To pomeni, da vsak Sumnik zamenjamo
7z ustreznim si¢nikom (C — C,§ — Sin Z — Z). V na-
slednjem koraku (K1) shranimo prvo ¢rko vhodnega
niza in jo shranimo v izhodni niz. V tem koraku iz
vhodnega niza odstranimo shranjeno prvo ¢rko in
preostale korake izvajamo s preostalimi znaki vho-
dnega niza. Sledi korak K2, v katerem odstranimo
¢rki H in W. V koraku K3 izvedemo zamenjavo vseh
pojavitev ¢rk B, P, F in V s Stevilom 1. Podobno v ko-
raku K4 izvedemo zamenjavo vseh pojavitev ¢rk C,
S, K, G, ], Q, Xin Z s Stevilom 2. Korak K5 zamenja
vse pojavitve ¢rk D in T s Stevilom 3. V koraku K6
zamenjamo vse pojavitve ¢rke L s Stevilom 4. Zatem
v koraku K7 zamenjamo vse pojavitve ¢rk M in N s
Stevilom 5. V koraku K8 izvedemo Se zadnjo zame-
njavo, kjer vse pojavitve ¢rke R zamenjamo s Stevi-
lom 6. V koraku K9 odstranimo podvojena sosednja
Stevila (npr. 1111 — 1). S korakom K10 odstranimo

vse samoglasnike in ¢rko Y. V koraku K11 zdruzimo
shranjeno prvo ¢rko vhodnega niza z nizom, ki smo
ga dobili s koraki K2-K10. Zatem v koraku K12 pre-
verimo dolZino zdruZenega niza in izvedemo omeji-
tev niza ali pa dodamo nicle.

Ce je niz daljsi od §tirih znakov, potem ga ome-
jimo na 4 znake. Ce je niz krajsi od $tirih znakov, po-
tem nizu dodajamo nicle na konec niza tako dolgo,
da dosezemo dolZino 4. V primeru, ko je niz Ze dolg
4 znake, v tem koraku ne storimo ni¢ in vrmemo iz-
hodni niz kot rezultat. V spodnjem zgledu si po-
glejmo delovanje algoritma Soundex nad razli¢nimi
vhodnimi nizi.

Zgled

Imejmo vhodna niza Janez in Jonas. Ce izgovorimo
obe imeni sliSimo podobnost v izgovarjavi. Obe ime-
ni se zacneta s ¢rko J in koncata s si¢nikom. Izve-
dimo algoritem Soundex nad obema nizoma in po-
glejmo kakSen izhodni niz dobimo.
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TABELA 1.

Izvedba algoritma Soundex nad nizoma Janez in Jonas.

Za niz Janez v koraku KO najprej pretvorimo vse
¢rke v velike tiskane ¢rke. V koraku K1 shranimo
prvo ¢rko (J), nad preostalimi ¢rkami v nizu (ANEZ)
pa zacnemo izvajati preostale korake. Niz se v kora-
kih K2 in K3 ne spremeni, v koraku K4 pa se ¢rka Z
pretvori v Stevilo 2. Trenutni niz (ANE2) se ne spre-
meni v korakih K5 in K6. V koraku K7 pride do pre-
tvorbe ¢rke N v Stevilo 5. Trenutni niz (A5E2) se v
korakih K8 in K9 ne spremeni. V koraku K10 se od-
stranijo vsi samoglasniki in trenutni niz se spremeni
v 52. V koraku K11 se doda shranjena prva ¢rka J
na zacetek niza in trenutni niz se spremeni v J52.
V koraku K12 ugotovimo, da je trenutni niz dolg 3
znake, zato na konec niza zacnemo dodajati nicle,
dokler ne doseZemo dolZine 4. Dodamo eno niclo in
koncamo izvajanje algoritma. Rezultat izvedbe algo-
ritma Soundex nad nizom Janez je niz J520. Izvedba
algoritma Soundex nad nizom Jonas poteka na podo-
ben nacin. Spremembe se zgodijo v koraku K4, kjer
se Crka S spremeni v Stevilo 2 in v koraku K7, kjer se
¢rka N spremeni v Stevilo 5. Koraka K11 in K12 sta
enaka kot pri izvedbi algoritma nad nizom Janez. Re-
zultat izvedbe algoritma Soundex nad nizom Jonas

je niz J520. Opazimo, da sta dobljena niza enaka
kar lahko interpretiramo kot, da imata niza Janez in
Jonas podobno izgovorjavo. Na tem mestu lahko do-
bljena niza primerjamo z eno izmed razdalj urejanja
in izracunamo vrednost, ki predstavlja podobnost.
Za primer vzemimo Levenshteinovo razdaljo in izra-
cunajmo vrednost Levenshteinove podobnosti med
nizoma a in b.

lev(a,b)

— 1
al + b W

= SiMmiev(a,b) =1

V enachi 1 je lev(a, b) vrednost Levenshteinove raz-
dalje med nizoma a in b, |a| in |b| pa sta dolZini
nizov a in b. Vrednost Levenshteinove podobno-
sti je med O in 1, pri izracunu pa od 1 odStejemo
vrednost normalizirane Levenshteinove razdalje. Le-
venshteinova razdalja med nizoma J520 (Janez) in
J520 (Jonas) je torej 0O, saj sta identi¢na, vrednost
Levenshteinove podobnosti pa je enaka 1 po izra-
c¢unu:
0

= $iMiey (J520,]520) =1 — ——

=1-0=1 2
444 0=1 )

Poglejmo Se primer izvedbe algoritma Soundex
nad priimkoma Vindis$ in Windisch (slika 3). Tukaj sta
izgovarjavi priimkov identi¢ni ¢eprav priimka upo-
rabljata razlicne crke.

Za niz Vindis v koraku KO pretvorimo vse ¢rke v
velike tiskane ¢rke in izvedemo transliteracijo Su-
mnika S v si¢nik S. Nato v koraku K1 shranimo prvo
¢rko (V), nad preostalimi ¢rkami v nizu (INDIS) pa iz-
vedemo preostale korake. Koraka K2 in K3 ne spre-
menita niza. V koraku K4 se ¢rka S spremeni v Ste-
vilo 2, zatem pa se v koraku K5 ¢rka D spremeni v
Stevilo 3. Dobimo trenutni niz IN312, ki se v koraku
K6 ne spremeni. Korak K7 spremeni ¢rko N v Ste-
vilo 5 in dobimo trenutni niz I15312. Koraka K8 in K9
ne spremenita niza. V koraku K10 se odstranijo vsi
samoglasniki in dobimo trenutni niz 532. V koraku
K11 se na zacetek niza doda shranjena prva ¢rka (V)
in trenutni niz se spremeni v V532. Ker je trenutni
niz zZe dolg 4 znake, se v koraku K12 ne zgodi nic.
Rezultat algoritma Soundex je torej niz V532.

Izvedba algoritma Soundex za niz Windisch po-
teka podobno. V koraku KO se vse ¢rke pretvorijo v
velike tiskane ¢rke, v koraku K1 pa shranimo prvo
¢rko (W). Nad preostankom niza (INDISCH) izvedemo
naslednje korake. V koraku K2 odstranimo ¢rko H,
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TABELA 2.

Izvedba algoritma Soundex nad nizoma

Korak Niz Vii|n|d|i]S§5 W|i|n|d s|clh
KO VIT|IN|/D|TI]|S Wi T |N|D S|C|H
K1 VII|IN|/D|TI]|S Wi I |N|D S|C|H
K2 I N|D|T]|S I | N|D S|C .
K3 I N|D|T]|S I | N|D S|C
K4 I N|[D|T]|2 I | N|D 212
K5 I N[3|T]|2 I | N|3 2 |2
K6 I | N|3|TI|2 I | N|3 212
K7 I|5|3|1]|2 I |53 212
K8 I|513]|1]|2 1|53 212
K9 53|12 11513 2 -:
K10 513 2 513 2
K11 A% 513 2 w 513 2
K12 V532 W532

Vindis in Windisch.

korak K3 pa ne spremeni niza. V koraku K4 se ¢rki
S in C pretvorita v Stevilo 2, v koraku K5 pa se ¢rka
D pretvori v Stevilo 3. Po izvedbi koraka K5 imamo
torej niz IN3122. Korak K6 ne spremeni niza, ko-
rak K7 pa spremeni ¢rko N v Stevilo 5 in dobimo
niz 153122. Korak K8 ne spremeni niza, v koraku
K9 pa se odstranijo vsa podvojena sosednja Stevila.
Niz se tako spremeni v I5312. V koraku K10 odstra-
nimo vse samoglasnike in ostane nam niz 532. V
koraku K11 dodamo shranjeno prvo ¢rko (W) in do-
bimo niz W532. Ker je dobljen niz Ze dolg 4 znake,
se v koraku K12 ne zgodi ni¢. Rezultat algoritma
Soundex je niz W532. Preverimo Se Levenshteinovo
razdaljo in podobnost (enacbha 1) za niza V532 (Vin-
dis) in W532 (Windisch). Levenshteinova razdalja je
enaka 1, saj se niza razlikujeta v enem znaku (V in
W). Levenshteinovo podobnost med omenjenima ni-
zoma izracunamo kot:

SiMiey (V532,W532) =1 — 114" 1-— 3
7
= — = 7
3 0,875 (3)

Rezultat lahko interpretiramo kot, da sta priimka
Vindis in Windisch 87,5 % podobna po izgovarjavi.
Ker je jasno, da sta izgovarjavi obeh priimkov iden-
ti¢ni, vidimo, da ima izvorni algoritem Soundex ne-

kaj pomanjkljivosti. Zaradi razli¢nih izgovarjav ena-
kih ¢rk ali izgovarjav kombinacij razli¢nih ¢rk v tujih
jezikih lahko pride do odstopanj, ki pa niso zaZze-
ljena. Odpravljanje taksnih pomanjkljivosti so moti-
vacija za razvoj novih in izboljSanih foneti¢nih algo-
ritmov.

Zakljucek

V tem prispevku smo predstavili foneti¢ni algoritem
Soundex in njegovo delovanje na primerih. Podrob-
neje smo si pogledali pristope in pravila za pretvor-
bo niza znakov v poseben zapis, ki upoSteva fone-
ticne lastnosti niza. Primer implementacije algorit-
ma Soundex je na voljo na javno dostopnem repozi-
toriju GitHub [2].

Skozi predstavitev algoritma Soundex smo opazili
nekaj pomanjkljivosti, ki jih reSujejo prilagoditve al-
goritma in novejsi algoritmi. Danes poznamo vec
fonetic¢nih algoritmov, ki so specificni za dolocene
jezike. Posledicno so ti algoritmi tudi bistveno bolj
kompleksni, predvsem pa imajo ve¢ pravil za pre-
tvorbo niza znakov v poseben zapis. V naslednjem
delu si bomo podrobneje pogledali enega izmed ta-
kSnih algoritmov. To je algoritem Caverphone 2.0,
ki je se najbolje obnese nad angleSkimi imeni in pri-
imki.
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MaRS 2024 -
Se en sijajen
matematicni
poletni teden

vid
[zAK JENKO

- LetoSnja izvedba matemati¢nega raziskovalnega
srecanja MaRS 2024 je gostovala v CSOD Planinka
med 14. in 20. julijem na Hockem Pohorju. Posadki
devetih Studentov in mentorjev se je pridruZzilo 22
dijakov s celotne Slovenije. Glavnino dogajanja na
MaRSu so kot obicajno krojili projekti — individu-
alne delavnice, kjer vsak od mentorjev skupini do
treh dijakov predstavi izbrano matemati¢no temo in
skupaj z njimi napiSe zaklju¢ni ¢lanek. Nino Cajn-
kar je vodil projekt o popolnih Stevilih, Jan Genc o
centralnem limitnem izreku, Katarina Grilj o razlic-
nih neskonénostih, Izak Jenko pa o naravnih Stevilih,
ki jih je mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov.
Hammingove kode je predstavil JuS Kocutar, s Kir-
choffovim izrekom so se dijaki ukvarjali pri Matiji
Likarju, Tim Milanez je predelal Shorov algoritem,
Kaja Rajter je orisala osnove seStevanja neskon¢nih
vrst, Nejc Zajc pa je vodil posadko in poskrbel, da
je dogajanje na MaRSu potekalo kot po maslu. Pe-
ster urnik so zapolnili Se obiski vecernih predava-
teljev. Dr. Jernej Cin¢ je opisal osnove diskretnih
dinamic¢nih sistemov, dr. Matija Pretnar nam je pri-
blizal kvantno ra¢unalni$tvo, Andreja Ci¢ pa je pred-
stavila modeliranje Zivljenskih zavarovanj. Osrednjo
tridnevno delavnico je letos prevzel dolgoletni zna-
nec MaRSa in nekdanji mentor dr. Nino Basi¢ z Uni-
verze na Primorskem, ki je razlagal o spektralni teo-
riji grafov, natancneje o Hiicklovi teoriji. Poleg mate-
mati¢nih vsebin smo se podali Se na sredin dopol-
danski pohod do Pohorske vzpenjaCe, organizirali
tri druzabne programe in teden sklenili s tradicio-
nalno MaRSovsko pustolovscino in zaklju¢nim MaR-
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SLIKA 1.
Zakljucna predstavitev MaRSovskih projektov

Sovskim piknikom, na katerem so se nam pridru-
7ili Se nekateri bivsi udeleZenci tabora. Vec¢ o vsem
tem dogajanju lahko preberete tudi na spletni strani
mars.dmfa.si.

Devetnajsto razli¢ico tabora MaRS smo izvedli v
sklopu Drustva matematikov fizikov in astronomov
Slovenije (DMFA) in sponzorstvom s strani Zavaro-
valne skupine Sava, Jane Street, Fakultete za mate-
matiko in fiziko Univerze v Ljubljani, Fakultete za
naravoslovje in matematiko Univerze v Mariboru, AF
Labs, 3K IT in Dewesoft.

SLIKA 2.
Cokolada za najbolj$o ekipo na MaRSovski pustoloviéini

RAZVEDRILO

Izziv iz MaRSovske pustolovscine 2024

MaRSovska pustolov$cina je tradicionalno S$aljivo
tekmovanje, ki se ga udeleZenci tabora MaRS lotijo
v skupinah po tri. Poleg orientacijskega dela so za
udeleZence pripravljeni Se dodatni matemati¢ni in
nematematic¢ni izzivi in uganke, s katerimi jih pri-
cakajo mentorji, ki so posejani po trasi. Enega od
izzivov, s katerim je dijake letos presenetil Matija,
bomo delili z vami. Ime ti je Alfred in skupaj s Se
dvema prijateljema Barbaro in Cenetom ste sooceni
z naslednjim problemom. Imejmo sedem Kkart iste
barve, denimo karo, iz standardnega kupcka kart. Te
si v pravilnem vrstnem redu sledijo As, 2, 3, 4, 5, 6,
7. Karte nato Matija obrne (da se njihovih vredno-
sti veC ne vidi) in jih naklju¢no premesa ter postavi v
vrsto. Naloga ekipe je dolociti strategijo, s katero bo-
ste karte uredili v pravilen vrstni red, ¢e so dovoljene
samo naslednje poteze:

1. Alfred obrne poljubni dve karti, ju pogleda in
obrne nazaj,

2. Barbara izbere dve poljubni karti in ju zamenja
(ne da bi ju pogledala),

3. Cene obrne poljubni dve karti, ju pogleda in
obrne nazaj,

4. Alfred izbere dve poljubni karti in ju zamenja
(ne da bi ju pogledal),

5. Barbara obrne poljubni dve karti, ju pogleda in
obrne nazaj,

6. in tako dalje...

Strategijo si ekipa zamisli, preden Alfred naredi
prvo potezo. Ko se izvajajo poteze, med udelezenci
komunikacija ni dovoljena in med izvajanjem potez
tista dva Clana ekipe, ki nista na potezi, gledata
stran. Ko najdes pravilno strategijo, se poskusi do-
misliti Se kakSne, pri tem pa poskusi uporabiti ¢im
manj potez. Predloge za reSitve sprejemamo na na-
slov mars@dmfa.si, najboljSe pa bomo nagradili na
MaRSu 2025.

X X X
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40. matematicna olimpijada

STEVILKA 3,

LETNIK 27 (1999/2000)

vy

- V tokratnem prispevku bomo podoZiveli 40. mate-
mati¢no olimpijado, ki je leta 1999 potekala v Romu-
niji. Njegov avtor je dr. Matjaz Zeljko, tedaj vodja
slovenske ekipe, ki je letos poleti za svoj 20-letni
prispevek k informacijski podpori tekmovanj junija
2024 prejel nagrado Mednarodne zveze matematic-
nih tekmovanj WFNMC, za kar mu v uredniStvu
iskreno ¢estitamo. Kot ¢lan mednarodne tekmovalne

komisije je Slovenijo v Romuniji tedaj predstavljal
sedanji minister za vzgojo in izobraZevanje dr.
Darjo Felda, v slovenski ekipi pa so v ¢asu, ko Se ni
bilo posebnih dekliskih olimpijad, posebej izstopala
dekleta, ki so tisto leto osvojile ve¢ tock od fantov,
najve¢ dijakinja Irena Majcen, ki je leto kasneje osvo-
jila tudi prvo srebrno medaljo za Slovenijo sploh.

[ 158 Novice

40. MEDNARODNA MATEMATICNA OLIMPIADA

Gostiteljica jubilejne 40. matematiéne olimpiade je bila Romunija - dr-
Zava, ki je organizirala prvo matematiéno olimpiado leta 1959 in gostila
mlade olimpijee tudi v letih 1960, 1969 in 1978. V slovenski ekipi so
bili tekmovalei: DuSan Jan iz Gimnazije Tolmin, Jure Kalignik in Matjaz
Urlep iz Solskega centra Celje — Sploéne in strokovne gimnazije Lava, Irena
Majcen in Ajda Skarlovnik iz Gimnazije BeZigrad ter Mojca Miklavec
iz Skolijske klasitne gimnazije Ljubljana, élan mednarodne tekmovalne
komisije Darjo Felda s Fakultete za elektrotehniko ter vodja ekipe Matjaz
Zeljko s Fakultete za matematiko in fiziko

Ekipa je prispela v Bukaresto tl(‘kﬂj dni pred tekmovanjem, zato smo
se lahko posvetili tudi spoznavanju kraljestva zivali (S¢urki). Najbolj
pestro je bilo 16. in 17. julija, ko so se tekmovalci spoprijeli z nalogami,
med katerimi sta bili tudi naslednji dve:

1. Doloéi vse konéne ravninske mnozice S z vsaj tremi tockami, ki
zadoséajo pogoju:

za poljubni tocki A in B iz mnodice S
hkrati tudi os simetrije mnogice S.

' je simetrala daljice AB

2. Doloéi vse take pare (n,p) pozitivnih celil Stevil, da je p prastevilo,
n < 2p in Stevilo (p — 1)" 4 1 deljivo s Stevilom n?

Po napornih tekmovalnih dnevih so si tekmovalei ogledali e nekaj lokal-
nih znamenitosti in se z avtobusi podali na celodnevni izlet na obrobje
Transilvanije, kjer v mestu Bran stoji grad grofa Drakule. Na poti so se
ustavili 8e v mestu Sinai, ki je gostilo matemati¢no olimpiado leta 1960.

Logotip matematiéne olimpiade je obitajo povezan z
matematiko oziroma driavo gostiteljico. Letos se v logotipu Q
skrivajo 8tiri kroznice, ki jih srefamo v zanimivi in precej ‘\’
stari nalogi romunskega izvora.

V ravnini leZijo tri kroznice enakih polmerov, ki se sckajo v eni tocki,
Dokagi, da ostala tri preseciséa po dveh kroZnic tvorijo trikotnik, ka-
terega polmer ofrtane kroZnice je enak polmerom danih treh kroznic.

Ekipa Slovenije je tudi tokrat na olimpiadi uspesno sodelovala, saj sta
Irena Majeen in Matjaz Urlep osvojila bronasti medalji. Poudariti velja,
da je Irena Majcen prva dijakinja iz Slovenije, ki je na MMO prejela
kaksno medaljo.
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RAZVEDRILO

Nekaj iz ponudbe Zalozbe FMF

V ZaloZbe Fakultete za matematiko in fiziko izdajamo matematicno in fizikalno literaturo.
V nadaljevanju vam predstavljamo dve knjigi.

Marla Zabrel

Marta Zabret: Carlo Rovelli:
MArTEMATICNE PRIGODE MArTEMATICNE SEDEM KRATKIH LEKCIJ
e 0 PRIGODE 1Z FIZIKE
148 strani 76 strani

format 12 x 17 cm
mehka vezava

format 14 x 20 cm
mehka vezava

x >
Carlo Rovelli

12,50 EUR b "Ll 9,50 EUR

Poleg omenjene ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela.
https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZnici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu (01) 4766
558.

Yy B
RESITEV

NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 51/6

- Pravilna reSitev na-
gradne krizanke iz Seste
Stevilke Preseka letnika
51 je anekdota. Med
pravilnimi reSitvami
smo izZrebali naslednje
reSevalce: Stanko Gaj-
Sek iz Ljubljane, Karel
Rankel iz Kranja, Jani
Cede iz Petrov¢, ki bodo
nagrade prejeli po posti.
X X X
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Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv nacin za-
stavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej Evropi,
hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tekmovanje
je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. V Sloveniji Drustvo mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za u¢ence od prvega razreda osnovne
Sole do cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniSkih in
strokovnih Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misSljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz neresSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNTI MEDNARODNTI MEDNARODNI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

4

2005-2008 2009-2011 2012-2016

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR

IzSlo je Ze pet knjig Matematicnega kenguruja. Na zalogi so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. PodrobnejSe pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZnici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu
(01) 4766 558.
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