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MATEMATICNI TRENUTEK

DR RN

Poletne pocitnice so idealen ¢as za kak nov trik s
kartami, ki vsebuje SCepec matematike. Naslednjega
smo opazili na YouTube kanalu Numberphile. Iz
kompleta igralnih kart izberimo 10 kart od pikovega
asa do pikove desetice. Posebej na listek napisimo
Se Stevilo 25 in ga shranimo v kuverto. Prostovoljcu
ponudimo, da premeSa ponujenih 10 kart in jih raz-
deli na dva dela po 5. Karte iz prvega dela polozi v
vrsto od najvecje do najmanjSe vrednosti. Preosta-
lih 5 kart pa polozi nekoliko niZje na prejsnje karte
v obratnem vrstnem redu od najmanjSe do najve-
Cje. Tako imamo pred seboj 5 parov kart. Za vsak
par oznacimo razliko med Steviloma na karti z rdeco
karto ustrezne vrednosti, nato seStejmo vrednosti
na rdecih kartah. PresenecCenje: dobili smo Stevilo
z listka v kuverti!

Je rezultat res presenetljiv? Ce razlage trika ne
najdete sami, jo lahko poiScete nekje v reviji. Katero
Stevilo pa bi dobili, ¢e bi 10 kart nadomestili z 2024
listici s Stevili od 1 do 2024, jih naklju¢no razdelili
v dva kupcka, jih z nasprotno ureditvijo razvrstili v
pare in seSteli dobljene razlike?

.
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Presek objavlja poljudne in strokovne ¢lanke iz matematike,
fizike, astronomije in racunalni$tva. Poleg ¢lankov objavlja Pri-
kaze novih knjig s teh podro¢ij in porocila z osnovnosolskih in
srednjesolskih tekmovanj v matematiki in fiziki. Prispevki naj
bodo zanimivi in razumljivi SirSemu krogu bralcev, u¢encem vis-
jih razredov osnovnih Sol in srednjesolcem.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (0z. avtorjev) in sedez
institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo oste-
vil¢ene, morajo imeti dovolj iz¢rpen opis, da jih lahko ve¢inoma
razumemo loceno od besedila. Slike v elektronski obliki morajo
biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps ...), velikosti vsaj 8 cm pri
locljivosti 300 dpi. V primeru slabse kakovosti se slika primerno
pomanjsa ali ne objavi. Avtorji ¢clankov, ki Zelijo objaviti slike
iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (co-
pyright). ZaZelena velikost ¢rk je vsaj 12 pt, razmak med vrsti-
cami pa vsaj 18 pt. Prispevke posljite odgovornemu uredniku
na naslov urednistva Fakulteta za matematiko in fiziko, Presek,
Jadranska 19, 1000 Ljubljana ali na naslov elektronske posSte
zalozba@fmf.uni-lj.si.

Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispevek
sprejet v objavo in Ce je besedilo napisano z racunalnikom, po-
tem uredni$tvo prosi avtorja za izvorne datoteke. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih razlicic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajSalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejSo ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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UVODNIK

Dezela Bistroumov

N \%
BoSTJAN KUZMAN, UREDNIK ZA MATEMATIKO

Tokratni uvodnik piSem poln vtisov dan po pri-
reditvi Bistroumi - slavnostni podelitvi nagrad naj-
boljsim na tekmovanjih iz znanja matematike, fizike
in astronomije, zato mi, bralke in bralci, prosim ne
zamerite, Ce je malo navijaski. V dneh, ko se ves
svet cudi izjemnim uspehom kolesarja Pogacarja in
kosSarkarja Doncica iz majhne Slovenije, sem kot sce-
narist prireditve zbiral in pregledoval lanske novice
o uspehih slovenskih dijakov in dijakinj na medna-
rodnih tekmovanjih iz znanja matematike, fizike in
astronomije v zadnjem letu. Osupnil sem nad never-
jetno bogato bero:

-. bxzlato,

= Na 7. Evropski olimpijadi iz fizike junija 2024 v
Hannovru, Nemcija, sta Alexander Gaydukov in
Peter AndolSek osvojila zlati medalji, Miha Per-
par, Aljaz Erman in Enej Jauk pa pohvale. Ob
tem je Alexander Gaydukov prejel tudi posebno
nagrado za najboljSo reSitev prve teoretiCne na-
loge.

= 64. Mednarodna matemati¢na olimpijada je lani
potekala v mestu Chiba na Japonskem. Od sloven-
ske Sesterice se je najbolje izkazal Matija Skrt z
osvojeno bronasto medaljo, vsi preostali tekmo-
valci, Erik Cervek Roskari¢, Katarina Grilj, Kaja
Rajter, Hugo TrebSe in Lenart Dolinar, pa so

12x stebro,10x bron

na medn. tekmovanjih \:7

vzadnjem letu

SLIKA 1.

Izjemna bera medalj slovenskih tekmovalcev v zadnjem letu dni.

®

5th International
ECONOMICS
DLYMPIAD
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Javni stipendijski, razvojni,
invalidski in preZivninski
sklad Republike Slovenije

matemati¢na olimpijada
ijada iz astronomije in astrofizike

osvojili pohvale.

Na 53. Mednarodni fizikalni olimpijadi v Tokiu so
slovenski dijaki dosegli zgodovinski uspeh, saj so
prav vsi osvojili medalje: Peter AndolSek zlato,
Alexander Gaydukov srebrno, Zan AmbroZic,
Miha Brvar in Samo Krejan pa bronaste medalje.
V Volosu v Gr¢iji so se zbrale ekipe, ki so sode-
lovale na 6. Mednarodni ekonomski olimpijadi.

UVODNIK

Clani slovenskih ekip za mednarodna
tekmovanja v letu 2024 (foto J. Jocif)

Tudi tu so slovenski tekmovalci dosegli izjemen
uspeh: zlato je osvojil Jakob Grmek, srebro Spela
Gacnik, Benjamin Gasperin in Ziga Groff, bron pa
Ziva Cvitkovi¢. Slovenska ekipa je kot najbolje
uvrScéena evropska ekipa zasedla tudi odli¢no 6.
mesto v skupni razvrstitvi vseh ekip in Se boljSe
3. mesto v skupnem seStevku tock iz finan¢ne pi-
smenosti.

17. Srednjeevropske matemati¢ne olimpijade v
mestru Strecno na Slovaskem so se udeleZili di-
jaki, ki se niso uvrstili v ekipo za MMO in Se niso
v zakljutnem letniku srednje $ole. Luka Urbanc
je osvojil srebrno medaljo, Patricia Kiraly, Zara
Barbari¢, Nejc Susnik in Ziga Ostir pa pohvale.
15. Mednarodna astronomska olimpijada je pote-
kala avgusta v mestu Katowice na Poljskem. Zlati
slovenski dijak Peter AndolSek je osvojil absolu-
tno prvo mesto in zmagal tudi v dveh od treh ka-
tegorij, v astronomskih opazovanjih in obdelavi
astronomskih podatkov. Izkazali so se tudi drugi:
Zan Ambrozi¢ in Miha Brvar sta osvojila srebrno,
Zan Arsov bronasto medaljo, Marija JudeZ pa po-
hvalo.

Decembra je v Kolumbiji potekala 20. Mednaro-
dna mladinska naravoslovna olimpijada. Primoz

Castna gostja prireditve Bistroumi 2024 je bila dr. Zala Lenar-
Ci¢, nekdanja tekmovalka, danes pa izjemno uspesna znanstve-
nica na podrocju kvantne fizike (foto J. Jocif)

Markovi¢ je osvojil zlato odli¢je, Andraz CadeZ,
Niko Habinc, Aleksander Jotanovi¢ in Izadora
Kopac so osvojili srebro, Lea Hrvatin pa bron. S %
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UVODNIK

Izjava Petra AndolSka v imenu letoSnjih olimpionikov (foto J.
Jocif)

Umetniska tocka kolektiva Fabla na prireditvi Bistroumi 2024
(foto J. Jocif)

6 medaljami je bila Slovenija tretja najuspeSnejSa
izmed evropskih ekip.

In nazadnje, aprila letos je bila v Gruziji Ze izve-
dena 13. Mednarodna dekliSka matemati¢na olim-
pijada, na kateri je Ekaterina Chizhova osvojila
srebrno, Nives Gosnjak, Patricia Kiraly in Zara
Barbari¢ pa bronaste medalje.

V zadnjem letu dni torej 6 zlatih, 12 srebrnih in 10
bronastih medalj, pa Se absolutni zmagovalec olim-
pijade v astronomiji (in to Ze drugi v 15-letni zgo-
dovini olimpijade)! Zares osupljivo za tako majhno
drzavo, v kateri nam zadnja leta hudo primanjkuje
uciteljev in uciteljic matematike in fizike, toda oci-
tno Se vedno imamo Sole, v katerih se mladi pri Sol-
skih mentorjih in mentoricah lahko naucijo vseh po-
trebnih osnov. Prav tako imamo pesc¢ico entuziastov,
ki kljub skromni podpori drzave izjemno kvalitetno
dodatno delajo s tekmovalci in jih pripravijo na iz-
zive mednarodnih tekmovanj. Med temi so bili v
zadnjih letih gotovo fizika Jure Bajc in Barbara Ro-
vSek, astronomi Andrej Gustin, Dunja Fabjan, An-
dreja Gomboc, matematiki Gregor Dolinar , Ales To-
man, Tomaz KosSir in vrsta Studentov, bivSih tekmo-
valcev, od katerih bi izpostavil Vida Kavcica, Luko
Horjaka in Jakoba Jurija Snoja, vsem ostalim pa se
bi opravicil, ker sem jih izpustil.

Ker smo tik pred volitvami in se blizajo poletne
pocitnice, raje ne bom na glas razmisljal, kaj vse bi

Prireditve Bistroumi 2024 se je udelezilo vec kot 150 prejemni-
kov nagrad in pohval letosnjih tekmovanj (foto J. Jocif)

lahko drzava z razmeroma skromnimi sredstvi Se
ponudila tako tekmovalcem in mentorjem kot tudi
drusStvu DMFA Slovenije, ki vsa ta leta skrbi za tek-
movanja in popularizacijo znanosti. Hvala vsem, ki
podpirate mlade, pa tudi vsem, ki v ¢asu interneta Se
vedno prelistate tudi naso revijo. Ostanite Se naprej
z nami!
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MATEMATIKA

TEREZIJA KRECIC IN PIjA KAPS

Bi znali nadaljevati zaporedje 2,4,8,...? Ce ste
kot odgovor podali geometrijsko zaporedje potenc
Stevila 2, to seveda ni edina reSitev. ReSitev je
tudi zaporedje, kjer se razdalja med sosednjima
¢lenoma povecuje za 2 ( 2,4,8,14,22,32,...); po-
navljajoce se zaporedje 2,4,8,2,4,8,2...; nakljuc¢-
no zaporedje 2,4,8,15,—3,...; in Se bi lahko naSte-
vali - v resnici je reSitev neskoncno.

Res je, da se potence Stevila 2 pogosto pojavljajo
pri Stevilnih problemih, vendar nas lahko vcasih
prehitro sklepanje tudi zavede. Predstavili bomo
dva problema, pri katerih nas nekaj zacetnih cle-
nov hitro napelje na sploSno formulo. Toda v enem
primeru se sklepanje izkazZe za pravilno, v drugem
pa ne, zato moramo biti pri delanju zaklju¢kov po-
zorni, da vedno preverimo, ali nase domneve dr-

Zijo tudi na splosno.

Zatnimo z legendo: V nekem indijskem mestu stoji
velik tempelj. Pod njegovo kupolo je bronasta plo-
S¢a, na kateri stojijo tri diamantne igle. Na eno teh
igel je bilo ob nastanku sveta poloZenih - od najvec-
Jjega na dnu do najmanjSega na vrhu - 64 obrocev
iz Cistega zlata. Brahmani, menihi hindujskega bo-
zanstva Brahme, dan in no¢ neutrudno prestavljajo
obroce z ene igle na drugo po naslednjih dveh pravi-
lih: (1) premakne se lahko po en obro¢ naenkrat
in (2) vecji obro¢ ne sme biti poloZen Cez manj-
Sega. Ko bodo vsi obroci v celoti prestavljeni na tretjo
iglo, bo po starodavnem izrocilu nastopil konec sveta.
Le kdaj se bo to zgodilo?

Problem je zelo znan in ste ga bralci verjetno Ze
srecali ali pa ga celo imate v svoji Skatli z igracami.
To zanimivo matemati¢no sestavljanko je leta 1883
izumil francoski matematik Edouard Lucas in jo po-
imenoval hanajski stolpi'. Obstaja $e ve¢ drugih po-
imenovanj, na primer brahmanski stolpi (po boZan-
stvu iz legende). Ni pa znano, ali si je avtor sam
izmislil legendo ali ga je le navdahnila.

Radi bi izracunali, kdaj bi po legendi nastopil ko-
nec sveta. Recimo, da menihi za vsako potezo po-
trebujejo eno sekundo. Zdaj moramo izracunati Se
Stevilo potez za premik stolpa iz 64 obrocev. Pa zac-
nimo z manjSim Stevilom obrocev, ki ga ozna¢imo z
n, in si oglejmo sliko 2:

Pri n = 3 lahko Ze opazimo vzorec:

1. na srednjo palico premaknemo stolp iz vrhnjih
dveh obrocev (za kar potrebujemo Stevilo po-
tez pri n = 2, torej tri),

1Hanoj je glavno mesto Vitenama, blizu katerega dejansko
obstaja starodavna razvalina nekega budistitnega svetiSca.

%
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MATEMATIKA

% Stevilo

potez
n=1
1
(=) > =)
n=2
3
F—y S_e» ) > & o > S
n=3
a8 > & & _S_co - & _S_co S S 7

Najmanjse Stevilo potez za 1, 2 in 3 ploscice.

2. najvecji obro¢ premaknemo na tretjo palico cCemer je S; = 1. Izrazimo Se eksplicitno formulo:
(ena poteza)

Sh=28,1+1=
3. spet premaknemo stolp iz manjs$ih dveh obro- =2(2Sp 2 +1)+1=22S, »+2+1=
Cev, tokrat na tretjo palico (zopet tri poteze za 22283+ 1) 42+ 1=

n=2
) =238, 342°+2+1=

Skupaj res opravimo 3 + 1 + 3 = 7 potez.

_on-—1 n—2 n-3 , ... 2 _
ZapiSimo Se vzorec z oznakami za splosni n. Naj =275+ 2 +2 o+ 274241

bo S, najmanjse $tevilo potez, potrebnih za premik —on-lon=24 . . 4224241 =

hanojskega stolpa iz n obrocev. Kot prej opazimo, —on_1

da stolp iz n obrocev premaknemo tako, da najprej

vrhnji stolp iz n—1 obrocev premaknemo na srednjo Z dobljeno formulo sedaj izrac¢un, koliko ¢asa se
palico, nato najvecji obro¢ na tretjo, Cezenj pa zopet  premika 64 obrocev (ena sekunda na premik), pre-
stolp iz srednje palice (gl. sliko 3). pustimo bralcu. Za ovrednotenje rezultata dodajmo

Dobimo rekurzivno formulo S, = 25,1 + 1 pri  podatek, da je Zemlja stara pribliZzno 4,5 milijard

: ‘ ‘ | | ‘ } | | ‘ ‘ :
— > — > — > —

Sn = Sn—l + 1 + Sn—l

Najmanjse Stevilo potez za n obrocev.

8 PRESEK 51(2023/2024) 6




let, vesolje pa 13,8 milijard let. Poleg tega ima naSe
Sonce Se priblizno 5 milijarde let Zivljenjske dobe.

Za konec Se opozorilo: kljub lahkemu izracunu
najmanjSega Stevila potez pa samo premikanje pri
veCjem Stevilu obrocev ni enostavno in zahteva vec
koncentracije. Bralcu prepuscamo tudi premislek, na
katero palico je treba postaviti najmanjsi obroc¢, da
bo kon¢ni stolp res stal na tretji palici.

Imejmo kroznico, na katero na poljubnem mestu po-
stavimo tocko. Krog je ostal cel, nerazdeljen. Na
kroznico dodamo Se eno tocko ter jo povezemo s
prejsnjo, kot je prikazano na spodnji sliki 4. Krog
smo s tem razdelili na dva dela oziroma na dve ob-
mocji. Dodamo Se tretjo tocko in ju poveZemo s prej-
Snjima. Tako dobimo krog, ki je razdeljen na Stiri ob-
mocja. Postopno dodajamo tocke in jih povezujemo
z vsemi prejSnjimi. Zanima nas, koliko obmocij naj-
vec lahko dobimo, ko je na kroznici n tock. Ta pro-
blem iskanja Stevila obmocij v odvisnosti od Stevila
toCk na kroznici imenujemo tudi Moserjev problem
delitve kroga. Poglejmo si, kaj se zgodi, ko dodamo
Se Cetrto in peto toc¢ko. Ko dodamo ¢etrto tocko, do-
bimo osem obmocij, ko dodamo peto tocko pa 16
obmocij.

JORRD

16

Stevilo obmodéij pri delitvi kroga z 1, 2, 3, 4 0z. 5 to¢kami na
kroznici.

Iz prvih petih primerov bi lahko sklepali, da je za-
porednje Stevila obmocij, ki jih dobimo, ¢e na kro-
Znico dodajamo tocke in jih poveZemo s prejSnjimi,
enako zaporedju z eksplicitno formulo a, = 2"~
Preverimo dobljeno eksplicitno formulo Se na pri-
meru s Sestimi toCkami. Po formuli bi morali dobiti
32 obmodij, saj je ag = 25 = 32. Ce se malo po-

MATEMATIKA

trudimo in res dodamo Sesto tocko, jo poveZemo z
vsemi preostalimi in preStejemo dobljena obmocja,
kot je prikazano na sliki 5, opazimo, da smo dobili
le 31 obmocij. Ocitno smo iz zacetnih petih clenov
prehitro sklepali na lastnosti zaporedja.

Primer s Sestimi tockami.

Poskusimo sedaj poiskati pravilno eksplicitno for-
mulo, ki bi nam povedala, koliko obmocij dobimo,
ko imamo na kroZnici razporejenih n tock. Na tem
mestu moramo le opozoriti, da razporeditev tock na
kroznici ni popolnoma poljubna. Neustrezna je vsa-
ka razporeditev tock, ki privede do situacije, ko se tri
ali vec kot tri, daljice sekajo v isti tocki. To se zgodi
le v redkem primeru, ko so to¢ke na kroznici raz-
porejene prevec simetri¢no, kar lahko prepre¢imo z
nakljucnim razporejanjem tock na kroznico.

Ker z narasCanjem n-ja cedalje teZje razporejamo
toCke na kroznico in Stejemo obmocja, bomo posku-
sili presSteti kaj drugega, kar nam bo morda poma-
galo pri doloc¢anju Stevila obmocij. Na primerih, ki
smo jih Ze narisali, preStejemo, koliko daljic smo
narisali pri posameznem primeru ter v koliko pre-
vrednosti vpiSemo v tabelo 1.

Morda bi daljice in preseciS¢a znali presSteti tudi v %
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MATEMA

TIKA

%

Stevilo tock | Stevilo daljic | Stevilo preseciS¢ | Stevilo obmodij
1 0 0 1
2 1 0 2
3 3 0 4
4 6 1 8
5 10 5 16
6 15 15 31

Prvih Sest primerov.

sploSnem primeru, ko imamo na krozZnici razporeje-
nih 7 tock. Vsaka daljica dolo¢a natanko en par tock
na kroznici in vsak par tock doloc¢a natanko eno da-
ljico. Iz tega sledi, da je Stevilo daljic enako Stevilu
moznih parov tock, torej (}). S podobnim premisle-
kom lahko pridemo tudi do $tevila presecis¢. Stevilo
n totkami, torej (7).

Razmislimo, kako bi lahko s pomocjo Stevila da-
ljic in presecisSc preSteli vsa obmocja v primeru z n
tockami. Na zacetku je krog sestavljen iz enega ob-
mocja, ko nariSemo prvo daljico, se krog razdeli na
dve novi obmoc¢ji. Vsaka nova daljica, ki jo nariSemo,
razdeli eno staro obmodje na dve novi obmogcji. Ce
nova daljica seka Se kaksno drugo Ze narisano da-
ljico, z vsakim takim presekom seka Se eno dodatno
obmocje, ki ga razdeli na dve novi obmocji. Zatnemo
torej z enim obmocjem in z vsako daljico, ki jo na-
riSemo, dobimo novo obmocje. Prav tako z vsakim
preseciS¢em dobimo novo obmocje. Lahko zaklju-
¢imo, da je skupno Stevilo obmocij enako

1 + $t. daljic + St. preseCiS¢ =

(2

:1+n(n—1) +n(n—1)(n—2)(n—3) _
2 4!
:i( 4 _6n® +23n% —18n + 24)

Namesto pricakovane eksponentne funkcije smo
torej dobili polinom Cetrte stopnje.

Moserjev problem delitve kroga je samo eden od
primerov, ki nas uci, da se pri zaporedjih ne smemo
zanaSati le na lastnosti zacetnih Clenov in iz njih
sklepati na lastnosti celega zaporedja. Pomembno
je, da ne delamo prehitrih zaklju¢kov in se ne zado-
voljimo z opazovanjem lastnosti na vecjem Stevilu
zacetnih ¢lenov. Ce Zelimo z gotovostjo trditi, da za
zaporedje velja neka lastnost, je nujno, da jo doka-
Zemo.

Prispevek je nastal pri predmetu Matematika za
nadarjene za Studente programa Pedagoska mate-
matika na Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze
v Ljubljani.

https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of_
Hano1i

https://www.puzzlemuseum.com/month/
picm07/2007-03_hanoi.htm

C. Petr, Posplositev klasicnega problema hanoj-
skih stolpov, magistrsko delo, 1ZUM, Maribor,
1998. Dostopno na: http://cirilpetr.com/
papers/magisterij.pdf

G. Sanderson, Moser’s circle problem, [ogled
25. 1. 2024] dostopno na https://www.
3bluelbrown.com/lessons/moser-reboot.
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TEKMOVANJA

Celoletne priprave za mednarodna
matematicna tekmovanja v letu

2023/24

N2
LuKA HORJAK

- V letoSnjem Solskem letu se slovenski dijaki in
dijakinje v organizaciji DMFA Slovenije udeleZu-
jejo treh mednarodnih matemati¢nih tekmovanj -
to so Mednarodna matematicna olimpijada (MMO),
dekliska

(EDMO) in Srednjeevropska matematicna olimpi-

Evropska matematicna olimpijada
jada (SMO). Proces za uvrstitev v katerokoli izmed
teh ekip je zelo zahteven in poteka Ze od samega
zacetka Solskega leta. Za uspeSen nastop na takem
tekmovanju namrec¢ ne zado$¢a samo znanje ma-
tematike, ki ga pridobimo v Soli. Naloge na olim-
pijadah so zahtevnejSe, od tekmovalcev zahtevajo
veliko mero iznajdljivosti, poleg tega pa tudi zna-
nje izrekov in strategij, ki niso del u¢nega nacrta
za gimnazije. Vsako leto tako izvajamo celoletne
priprave, ki sluzijo tako dopolnitvi znanja tekmo-
valcev kot tudi grajenju intuicije za reSevanje za-
pletenih problemov.

Tako kot v prejsnjih letih smo priprave tudi letos
v glavnem vodili Studenti, ki smo tudi sami v svojih
srednjesolskih letih sodelovali na zgoraj omenjenih
tekmovanjih. Priprave so veCinoma potekale v Zivo
na Fakulteti za matematiko in fiziko v Ljubljani, za-
interesirani pa so lahko predavanja spremljali tudi
na daljavo preko spleta. Teme 4-urnih predavanj na

osnovni oziroma viSji ravni (oznacene z *) so bile na-
slednje:

= KOMBINATORIKA (13.10.2023): PreStevanja, nacelo
vkljucitev in izkljucitev, Dirichletov princip (Jaka

SLIKA 1.
Med reSevanjem 3. izbirnega testa na Fakulteti za matematiko
in fiziko v Ljubljani.

Vrhovnik), *Teorija grafov (Luka Horjak)

= GEOMETRIJA (27.10.2023): Usmerjeni koti (Kaja
Rajter), *Inverzija (Matija Skrt)

= TEORIJA STEVIL (10.11.2023): Modularna aritme-
tika (Katarina Grilj), *Lema o dvigu eksponenta
(Hugo Trebse)

= INDUKCIJA / GEOMETRIJA (24.11.2023): Indukcija
(Luka Perus), *Projektivna geometrija (Matija Skrt)

= ALGEBRA (8.12.2023): Funkcijske enacbe (Luka
Horjak), *Funkcijske enacbe (Lovro Drofenik)

= GEOMETRIJA (12.1.2024): Potenca tocke na kroz-
nico (Luka Horjak), *Sucni razteg (Matija Skrt)

® ALGEBRA (26.1.2024): Polinomi (Jan Pantner), *Ro-
dovne funkcije (Luka Horjak)

= KOMBINATORIKA (7.2.2024): Kombinatorne igre,
rekurzija in bijekcije (Jaka Vrhovnik), *Uporaba li-
nearne algebre v kombinatoriki (Marko Cmrlec)

= TEORIJA STEVIL (20.3.2024) Diofantske enacbe
(Hugo TrebsSe), *Kvadratni ostanki, Vietovi skoki
(Marko Cmrlec)

PRESEK 51(2023/2024) 6
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%

GEOMETRIJA (3.4.2024): Menelajev, Cevov in Pa-
scalov izrek, homotetija (Lovro Drofenik), *Splosne
strategije reSevanja nalog (Luka Horjak)
KOMBINATORIKA (8.5.2024): Invariante in dvojno
Stetje (Kaja Rajter)

Na pripravah so lahko tako novi tekmovalci spo-
znali vse temeljne koncepte, ki se pogosto pojavljajo
v reSitvah olimpijskih nalog, izkuSeni tekmovalci in
tekmovalke pa so lahko svoje znanje Se poglobili z
zahtevnejSimi temami. Svoje znanje so oboji utrje-
vali Se z reSevanjem domacih nalog, ki so bile prav
tako eden izmed pogojev za uvrstitev v slovensko
ekipo za katero od mednarodnih tekmovanj.

- DvOe S

‘ 3 % Pn (’() S 3“'&\/'1& yaruau.‘f"aul‘ '{l,,n}

' nata

2 kpa =) IS
k=0 Liesnit, Y

Fo 6+o‘(P(_i/l: (h \4)!;”

To wrstiat S - ‘
s \rsticah ék polk) TR s

ReSevanje naloge z Mednarodne matematicne olimpijade z
uporabo dvojnega Stetja.

Ekipe, ki zastopajo Slovenijo na mednarodnih tek-
movanjih, dolo¢amo na podlagi treh izbirnih testov
skupaj z drZzavnim tekmovanjem srednjeSolcev v
znanju matematike za Vegova priznanja. Na izbir-
nih testih je letos sodelovalo 44 dijakov srednjih Sol.
Najvec¢ prijavljenih je dijakov ljubljanskih srednjih
$ol, sledijo pa Maribor, Celje in Skofja Loka. Od tega
je priblizno tretjina deklet, vendar se v zadnjih letih
v ekipi za MMO in SMO uvrscajo pretezno fantje. To
ne velja samo za nas$ izbirni proces - v zadnjih letih
je med tekmovalci na Mednarodni matemati¢ni olim-
pijadi le okoli 10 % deklet, poprej pa je bil ta delez
Se manjSi.

Prav s tem namenom sodelujemo na Evropski de-
kliski matemati¢ni olimpijadi, saj ta k sodelovanju
na tovrstnih tekmovanjih posebej spodbuja dekleta.
LetoSnja EDMO je kot obi¢ajno potekala aprila, zato
smo za uvrstitev v ekipo upoStevali le dva izmed
izbirnih testov, slovenske tekmovalke pa so dose-
gle najboljse rezultate doslej. Ve¢ o tem ste lahko
prebrali v prejsSnji Stevilki Preseka. Med poletnimi
pocitnicami pa bosta potekali Se Mednarodna mate-
matic¢na olimpijada in Srednjeevropska matemati¢cna
olimpijada. V ¢asu pisanja tega prispevka rezultati
3. izbirnega testa in kon¢nega izbora Se niso bili zna-
ni, obe ekipi pa poleti pred potovanjem cakajo Se in-
tenzivne priprave. Posebej naj izpostavim, da bomo
v tednu pred Mednarodno matemati¢no olimpijado v
PortoroZu gostili Svicarsko ekipo, s katero imamo Ze
dolgoletno tradicijo skupnih priprav na tekmovanje.

Za konec si oglejmo Se dve nalogi iz letoSnjega
2. izbirnega testa.

Naj bosta n in k naravni Stevili, pri Ce-
mer velja n > k. Podanih je n kroglic in k Skatel.
Ana in Bor igrata naslednjo igro. Najprej Ana raz-
deli vse kroglice v Skatle, pri cemer nobene ne pusti
prazne. Nato izmeni¢no izbereta neprazno S$katlo in
iz nje odstranita eno kroglico, pri ¢emer zacne Ana.
Ce igralec vzame zadnjo kroglico iz §katle, dobi eno
tocko. Doloc¢i najvecje Stevilo K, za katerega lahko
Ana dobi K tock ne glede na Borove poteze.

Igralcema je skupaj na voljo toliko
tock, kot je Skatlic, torej k. Pri reSevanju naloge mo-
ramo biti pozorni, da je naloga sestavljena iz dveh
delov - doloc¢iti moramo K, za katerega lahko Ana
dobi K tock, poleg tega pa dokazati, da Ana ne more
dobiti K + 1 (ali vec) tock.

Z obravnavo majhnih primerov vidimo, da je smi-
selno loc¢iti dva primera. Naj bo Stevilo kroglic n
sodo. Tedaj lahko z zacetno porazdelitvijo, v ka-

teri je v k — 1 Skatlah po ena kroglica, v zadnji pa

preostale kroglice, Ana dobi [%J tock, in sicer tako,

da na vsaki potezi (dokler lahko) izbere Skatlo z eno
kroglico.

To je tudi iskan maksimum. Vzemimo namre¢ po-
ljubno porazdelitev kroglic v §katle. Ce ima na Bo-
rovi potezi katera izmed Skatel natanko eno kroglico,

12
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Optimalna porazdelitev zan = 6 in k = 4.

Bor izbere to Skatlo, sicer pa izbere poljubno Skatlo z
lihim Stevilom kroglic (ki gotovo obstaja zaradi pred-
postavke, da je n sodo $tevilo). Ce Ana na katerikoli
potezi (razen prvi) dobi tocko, to pomeni, da je v eni
izmed Skatel bila le ena kroglica. To zaradi Borove
strategije pomeni, da Bor svoje kroglice ni vzel iz te
Skatle. To pa pomeni, da jo je vzel iz neke druge Ska-
tle, v kateri je prav tako bila le ena kroglica, in tako

dobil toc¢ko. Ker je dobil tudi zadnjo tocko, je torej
k

dobil vsaj polovico tock. Sledi, da je res K = bJ

Sedaj si oglejmo $e lihe n. Ce je n > 2k — 1, lahko
Ana v vse razen ene Skatle da 2 kroglici. Na vsaki
potezi nato izbere Skatlo, ki vsebuje liho Stevilo kro-
glic. Ker bo Bor na svoji potezi vedno moral izbrati
Skatlo s sodim Stevilom kroglic, ne bo dobil nobene
tocke in je tako K = k (vec kot k tock Ana oc¢itno ne
more dobiti).

Optimalna porazdelitev za n = 9 in k = 4.

Preostane Se mozZnost, ko je n < 2k—1. PokaZimo,
da v tem primeru velja K = "T“ To Ana doseze tako,
da v vsako Skatlo da kvec¢jemu 2 kroglici, in v vsaki
poteziizbere Skatlo z natanko eno kroglico (to lahko
stori, saj vedno obstaja Skatla z lihim Stevilom kro-
glic). Tako na vsaki potezi dobi tocko, teh pa naredi

natanko L. Jasno je, da vec tock ne more dobiti.

o -

Naj bo Q(x) = @2024x?9%* + @2023x2°% +
c- 4+ a1x + ap € Z[x] polinom s celostevilskimi ko-

TEKMOVANJA

eficienti. Za vsako prastevilo p > 2 oznac¢imo

_ b=2 2024 p—2 . .2023
Qp(X) = An024 X7 + Az023% +ot
-2 -2
+al " x+al .
Denimo, da za neskon¢no prastevil p > 2 velja, da

P Qp(x) - Qx)

za vsa cela Stevila x. Doloc¢i najve¢jo moZno vre-
dnost Q(2024).

Predpostavimo, da Q ni nicelni
polinom. Oglejmo si praStevila p, ki ne delijo no-
benega izmed nenicelnih a;. Deljivost lahko v tem
primeru z uporabo malega Fermatovega izreka zapi-
Semo kot

Z (ai—ai’l)xi,

a;#0

p

kjer so a{l multiplikativni inverzi po modulu p. Da
odpravimo inverze, celotno deljivost pomnoZimo z
najmanjs$im skupnim vec¢kratnikom L Stevil a;. Tako
dobimo

> (ai-L—i)xi.

a;#0 3

p

Sedaj oznacimo

> (ai~L—6];>xi.

a;#0 t

P(x) =

To je seveda polinom, ki pa ima po definiciji L celo-
Stevilske koeficiente. Vzemimo poljuben x € Z. Ker
za neskoncno prastevil p velja, da p | P(x), sledi
P(x) = 0. Tako dobimo, da je P kar niCelni poli-
nom. Za vsak a; torej velja a; = 0 ali a; — a% =0
oziroma a; € {—1,0,1}. Vsi taki polinomi zado$c¢ajo
pogojem, saj v tem primeru velja af 2= a; oziroma
Qp(x) = Q(x).

Vrednost Stevila Q(2024) bo tako najvecja, ko bo
veljalo a; = 1 za vsak i. Tako dobimo

2024

) 2025 _
Q(2024) = ). 20241 = 20247 - 1
i=0

2023
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ANDRE] LIKAR

Na poti do velike fizikalne predavalnice so po-
stavili zacasno pregrado - med kolicka so napeli
tanjSo verigo. Nisem si mogel kaj, da je pri hoji
ne bi rahlo udaril ob kolicku in opazoval val, ki
se je Siril vzdolZ verige, se na oddaljenemu koncu
odbil in prihitel nazaj. Valovanje je pac pojav, ki
nas vedno znova prevzame. Ko pa se zavemo, da
so svetloba, vseh vrst drugih elektromagnetnih va-
lov, zvok v zraku in snoveh, seizmicno gibanje ze-
meljske skorje, pojavi na vodni gladini in skrivno-
stno gibanje mikroskopskih delcev snovi tudi va-
lovanja, se zavemo, da valovanje ni le zanimivo,
je v jedru fizike. Pa se poigrajmo z valovanjem
na nizu in v mrezo medsebojno povezanih kroglic.
Poskusi s pravimi kroglicami bi bili prezahtevni,

zato bomo v igro pritegnili racunalnik.

Niz elasti¢no spetih kroglic med nepremicnima stenama.

Enako velike kroglice v mislih povezemo v niz z
elasti¢no vrvico. Razdalja d med sosednjima krogli-
cama naj bo povsod enaka. Niz nekoliko napnemo
glej Sliko 1. TezZa niz nekoliko upogne, a to bomo
zanemarili. Sedaj nekaj kroglic malo zmotimo, izma-
knemo jih navpi¢no iz ravnoteZne lege in pustimo,

da se gibljejo po svoje. Kako se bodo kroglice v nizu
odzvale na to motnjo?

| Yi Yi+1

1Yi-1

I i | T
e ——

—d Oi d

K izpeljavi zakona gibanja kroglic v nizu.

Ce Zelimo ponazoriti gibanje kroglic v nizu z ra-
Cunalnikom, moramo poznati enacbo njihovega gi-
banja. Ta bo seveda sledila iz Newtonovega zakona,
ki pravi, da je pospesSek izbrane kroglice sorazme-
ren vsoti vseh sil, ki nanjo delujejo. Na Sliki 2 je
prikazana izbrana, denimo i-ta kroglica, ter njeni so-
sedi z oznakama i — 1 in i + 1. Edino ti dve sosedi
preko elasti¢ne vrvice delujeta na izbrano kroglico i.
Vsote njunih sil s slike ni tezko dolo¢iti. Enotska vek-
torja (vektorja brez enote in dolZino 1, nakazujeta le
smer) od kroglice i proti sosedama sta:

1
i1 = —d, yi1— )T
LT V@ ¥ (vio - i) (d yie =)

o 1
Gii =
o VA + (Vi1 — i)

Odmike kroglic v navpi¢ni smeri smo oznacili z y;_1,
v; in y;;1, T pa je znak za transpozicijo vrstice v

= (d, Yiv1 — yi)l.

14

PRESEK 51(2023/2024) 6




stolpec. Normirna faktorja:

1
VA + (yie1 = yi)?

in
1
VA% + (yier — i)

poskrbita, da sta €;_; in &;,1 res enotska vektorja.
Poenostavimo ju, saj so odmiki y majhni, njihove
razlike pa Se veliko manjSe in jih zanemarimo, zato
je ta faktor kar enak 4—!. Sili na kroglico i sta torej
preprosto

F’i*l = FO(_]-’ %)T’

Fiy1 =Fo(1, %)T-
S Fo smo oznacili velikost sile, s katero napnemo
krogli¢ni niz. Razdalje med sosednjimi kroglicami
so zaradi njihovih odmikov iz ravnovesne lege sicer
nekoliko vecje kot d, a to tudi zanemarimo. Njuna
vsota je torej enaka:

F—F (0, Vi1 — 26);1' + Vi1 )T

Vsota sil ima od ni¢ razlicno le navpi¢no kompo-
nento, ki ima velikost

_F

d

Ko poznamo silo na kroglico, lahko dolo¢imo njen
pospesek:

F; (Vie1 = 2Yi+ Yig1)-

F; F
a; = ]\/} = Mi(;i(yifl —2¥i+ Yit1)- (1)

Z M smo oznacili maso kroglice.

Gibanju kroglic bomo sledili v zaporednih trenut-
kih t,;, = mAt s ¢asovnim presledkom med njimi At.
Odmik kroglice i v ¢asu t;;; bomo oznacili takole:

yi(tm = mAt) = ylm .

Sposodili smo si mesto, kjer sicer postavimo ekspo-
nent, ker eksponentov pri odmikih ne bomo potrebo-
vali. Za dolocitev pospeska potrebujemo zaporedni

FIZIKA

hitrosti kroglice v casih t;,_1 in t,,_». Hitrost kro-
glice izratunamo iz zaporednih odmikov v sosednjih
Casih. Tako v ¢asu

tm_2 = (m—2)At uporabimo odmika yim’1 in yim’z:

- -2
vm—2:ylm 1_ylm
t At ’

v ¢asu ty_1 = (m — 1)At pa odmika y!™ in y"

v.m—lzylm_ylmil
t At

PospeSek pa je potem:

m—1 m—2
am-l_ Vi —V;
t At

Zapisano z odmiki je pospeSek:

RV L P o Vi @)

Sedaj imamo vse potrebno, da zaporedoma izra-
¢unavamo lege kroglic /" iz njihovih prej$njih dveh
leg in leg sosednjih kroglic. Osnovno Newtonovo

enacbo:
m—1
m—1 _ F;
ai —_ M y

zapiSemo z odmiki y iz enacb (1) in (2) :

=2yt -yt
FoAt? _ _ _
?Wd (yirfll -2y ! +3’1'7111)- 3)

Tako so na desni strani enacbe vse lege znane. Ko iz-
racunamo za vse kroglice lege y/",i =1, 2, ...K, poti-
snemo m za ena dalje in ponovno izracunamo novo
lego ylmH v ¢asu ty.1. Odmikom najpregledneje
sledimo, Ce si vsako naslednjo izracunano lego izri-
sujemo na zaslon, prejSnjo lego pa zbriSemo.

Po mili volji se lahko igramo in opazujemo odmike
kroglic v zaporednih ¢asih, potem ko smo nekatere
nekoliko odmaknili od njihove ravnovesne lege. Vi-
dimo, da se motnja Siri proti obema stenama. Opi-
san racun zelo dobro opiSe valovne pojave na nizu
kroglic, zato lahko mirno rec¢emo, da je enacba (3)
"valovna enacba’. Z manjSanjem razdalje d med kro-
glicami in ustreznim manjSanjem njihove mase M se

—

8

nadaljevanje
na strani
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FIZIKA

s strani

tri ¢asovno zaporedne

Osnovni nacin nihanja kroglic v nizu -

slike.

priblizujemo razmeram, ki jih opaZamo na med ste-
nama napeti struni.

Da je to res, si oglejmo stojece valove, ki so zna-
Cilni za strune. Kroglice bomo izmaknili iz ravnove-
snih leg tako, kot so odmaknjene v amplitudni legi
pri stojeCem valovanju:

mid
y = Asi mT

Tu je L = Kd dolzina niza s kroglicami i = 0, 1, 2...K,
A pa odmik na sredi niza. Pri pritrjenih kroglicah
na obeh koncih, torej pri kroglici i = 0 in kroglici
i = K, je odmik enak ni¢, na sredini pa najvecji. Pra-
vimo, da je tam hrbet stojecega vala. Tudi prejsSnja
dva odmika izberemo tako, torej y; o yi 2 = y?.
Sedaj prepustimo racunalniku, da izracunava lege v
poznejsih ¢asih. Kroglice res nihajo tako, da na nizu
vidimo stojece valovanje, glej Sliko 3. Poskus lahko
ponovimo Se za druge stojece valove z vec¢ hrbti:

. id
y) = AsinN 24

=2,3,4,5..
_L N )37 15 ’

ne le z enim z N = 1. Na Sliki 4 je prikazano stojece
valovanje s tremi hrbti (N = 3) v treh razli¢nih tre-
nutkih. Na zaslonu jasno vidimo, da imajo razli¢ni
stojeci valovi razlicno frekvenco nihanja, veéji ko je
N, z vecjo frekvenco nihajo.

Lastno nihanje niza s tremi hrbti (N = 3) - tri zaporedne slike.

Pri stojec¢ih valovih so na nizu ali na struni po-
sebno lepo vidni "vozli". To so mesta, kjer kroglice
ali delcki strune mirujejo. Se lepSe se vidijo vozli pri
nihajoc¢ih opnah. NaSo valovno enacbo za niz lahko
hitro razsirimo, da bo opisala odmike pri kvadratni
mreZi kroglic, kjer ima vsaka kroglica, ki ni na robu,
Stiri sosede, s katerimi je povezana, glej Sliko 5. Ce
je povezovalna vrvica za vse enaka in enako napeta,
ni treba ponovno izpeljevati valovne enacbe, na enak
nacin kot prej dodamo silo dveh novih kroglic in do-
bimo:

yn= 2yt yin?
FgAtz _
Md [(yl 1,j —23/ +yiril,})+
m—1
(le 1 23’ +yi,j+1)]'

V mrezi dobi sedaj vsaka kroglica dva indeksa, i, j,
da vemo, kje natan¢no je. To je podobno kot oprede-
litev tocke T(x,y) v koordinatnem sistemu, kjer mo-
ramo za njeno lego podati obe koordinati. Racunal-
nik ima to pot nekaj ve¢ dela, da izracuna odmike
yij,1t=12,..,K,j=1,2,..,K, torej za vsako kro-
glico v mreZzi. Stojeci valovi na mreZi so bolj zanimivi

””""”’
N a4

e

o o o o ””I
Al Va4

Mreza elasti¢no spetih kroglic.
i, j in njene najblizje sosede.

Prikazana je izbrana kroglica

18
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od tistih na nizu. Na podoben nacin kot prej lahko
preizkusimo zgornjo enacbo z razlicnimi zacetnimi
odmiki kroglic, ki jih opiSemo takole:
mih mjh
N, )
L Sin N I
Ni,N» =1,2,3,4,5....

ygj = AsinN;

Res vse kroglice nihajo z enako frekvenco Qn, n,, to-
rej takole:

mjh
L

) mih
i =SsinN; i sin N cos(Qn, N, M) .
Ce vstavimo ta izraz za vi,j v valovno enacbo (3),
dobimo po nekoliko daljSem racunu tudi ustrezne
krozne frekvence Qn, n,:

TN
QN N, = ?«/Nf +NZ.
Vpeljali smo & = k ‘]{fdtz. Tako smo prisli do, kot to

imenujemo, "lastnih nihanj" opne, kjer vse kroglice
nihajo z enako kroZno frekvenco.

Sedaj, ko smo seznanjeni z valovno enacbo, lahko
poskusimo naso mrezo vzbuditi drugace, kot smo to
delali zgoraj. Mrezo bomo vzbujali z zunanjo har-
monicno silo, to je silo, ki niha takole:

Fi,j = fi,j COS(Qm)

Vsako kroglico i, j lahko vzbudimo s svojo ampli-
tudo sile f; ;. To silo preprosto dodamo desni strani
valovne enacbe za mreZo. V nadaljevanju tega pri-
spevka bomo poganjali le srednjo kroglico v mreZi:

Fij = f8i=xk/2,j=k/2 COS (Qm)

Tu je 6;; tako imenovani Kroneckerjev simbol, ki je
enak ena za dana i, j, za vse preostale pa je enak nic.
V naSem primeru je § = 1le, ko stai = j = K/2, za
vse druge i, j paje 6 = 0.

FIZIKA

Mreza elasti¢no spetih
kroglic v lastnem ni-
hanju N1 = N» = 3.

Resonance kroglic na mrezi. Na absciso je nanesena krozna fre-
kvenca Q, na ordinato pa amplituda S odmika srednje kroglice

po daljsem ¢asu. Stevilke nad resonancami (za Ni,N»> < 9)
povedo, katera lastna nihanja smo hkrati vzbudili. Ker vzbu-
jamo le srednjo kroglico, sta Ny in N> le lihi Stevili. Pri sodih
je kroglica na sredi v vozlu in takih nihanj ne moremo vzbuditi.
Zelene Crte oznacujejo frekvence Qn, n, z lihimi Ny in N, ki
sledijo iz valovne enacbe.

Zanimalo nas je, kako se kroglice v mrezi odzi-
vajo na tako vzbujanje. Opazovali smo, kolikSna je
amplituda srednje kroglice po daljSem casu, ko vse
kroglice nihajo harmonic¢no s to frekvenco. Na Sliki
7 je prikazana amplituda odziva gnane kroglice na
sredi mreZe v odvisnosti od frekvence Q. Vidimo re-
sonancne vrhove natanc¢no pri frekvencah Qn;, n, sto-
jecih valov na mreZi. Vozelne crte nihajocih kroglic
pri teh frekvencah so prikazane na Sliki 8. Vecina
vozelnih ¢rt ni ravna. Ko namre¢ vzbudimo lastno
nihanje, denimo z N; = 1, N» = 5, vzbudimo tudi
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Vozelne crte pri vzbujeni mrezi. V levem spodnjem kotu posa-
meznih slik so izpisani Ny, N> lastnih nihanj, ki smo jih vzbu-
dili; od leve proti desni zgoraj (11), (13.31), (33) in (15,51), in
spodaj (35,53), (17,71,55), (37,73) in (57,75).

nihanje z N; = 5, N> = 1. Skupno nihanje ukrivi vo-
zelne Crte. Pri vzbuditvi nihanja z Ny =1, N> = 7 pa
vzbudimo poleg tistega z N; = 7, N, = 1 tudi niha-
nje z Ny = N» = 5. Le pri Ny = N> = 3 vzbudimo eno
samo lastno nihanje.

#
.
.
-
-,
b
(]
-
.
.
.

Resonance Chladnijeve ploS¢e ne sovpadajo z resonancami
mreze (zelene Crte).

Vozelne crte pri kovinski plosci.

Ce so krozne frekvence Qy, n, Znane, cemu smo
jih potem iskali z vzbujanjem? To je bila le vaja za
naslednji racunalniSki poskus vzbujanja kovinskih
plos¢. Poskusili smo poiskati vozelne ¢érte pri kovin-
skih ploScah, s katerimi je njega dni zaslovel Ernst
Chladni (1756-1827). Na sredini pritrjene pravoko-
tne kovinske plosce je z drgnjenjem z violinskim lo-
kom po njenem robu vzbujal resonance. Vodoravno
lezeco ploSco je posipal z drobnim suhim peskom,
ki se je nabiral na vozelnih ¢rtah in so bile zato do-
bro vidne. Za kovinsko plosco ne velja nasa valovna
enacba, zanjo ni lahko izracunati resonanc¢nih fre-
kvenc in najti oblike stojecih valov na njej. Mi smo
pri ustrezni enachi, ki je tu ne bomo navajali, po-
iskali resonance, kot smo to opisali zgoraj, glej Sliko
9. Vidimo, da so resonance pri ploSc¢i povsem drugje
kot pri mreZi. Resonancam ustrezne vozelne Crte so
pikazane na Sliko 10.

Na spletu najdete mnogo presenetljivih vozelnih
vzorcev na kovinskih plosc¢ah kvadratne oblike, pa
tudi razli¢nih drugih oblik, ki so jih nasli predvsem
s poskusi. S simulacijo, ki temelji na enostavnih ra-
Ccunih za niz kroglic povezanih z napetimi elastic-
nimi vrvicami, se lahko poigrate tudi na spletu, npr.
https://phet.colorado.edu/en/
simuTations/wave-on-a-string.

20
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BILO JE NEKOC

Veter, voda, jadranje in
malo Tizike

STEVILKA 4, LETNIK |11 (1975/76)

Y

9

Kdo izmed nas Se ni postal ob bregu jezera ali morja in se zazrl za jadrnico, ki se vozi sem in tja,
zdaj skoraj proti vetru, pa spet z vetrom, ali Se kako drugace. Morda smo se Ze kdaj vpras$ali, kako je sploh
mogoce, da se jadrnica giblje v skoraj vseh smereh, veter pa piha ves ¢as v isti smeri? S temi mislimi se za¢ne
¢lanek o fiziki jadranja, objavljen v reviji Presek pred skoraj 50 leti. Od osmih strani ¢lanka tu objavljamo
le eno - radovedni bralec lahko celoten Clanek poiSce v arhivu na spletni strani presek.si. Avtor c¢lanka je
nedavno preminuli slovenski fizik prof. dr. Zvonko Trontelj (1937-2024), izjemni pedagog in znanstvenik na
podrocju jedrske magnetne in kvadrupolne resonance ter magnetizma, pa tudi dolgoletni dejavni clan DMFA
Slovenije. Ohranili ga bomo v najlepSem spominu.

Poglejmo sedaj ."uravnovedeno" jadrnico med enakomerno voZ-
njo. Ponavadi je jadrnica nagnjena; zasukana je okrog vzdoline
0si, ki gre skozi teZisce jadrnice. S1. 4 kaZe presek jadrnice
z ravnino, ki je pravokotna na vzdolino os skozi teZisife. V

tej ravnini naj bodo prijemaliila vseh sil. Za prefno ravnove-
sje jadrnice so pomembne sile ali komponente sil, ki so v rav-
nini preseka. V ravnovesju sta komponenta sile vetra F” s pri-
jemalidéem v 7, (ta komponenta povzro&i tudi uhajanje iz smeri
pri “neuravnoveSeni® jadrnici), in sila vode ] s prijemali-
§Cem v tolki T!' Sila vode F‘; se pojavi med voZnjo pri nagnje-
ni jadrnici na podoben nacin kot precna sila pri gibajoiem se
letalskem krilu.

Iz slike 4 vidimo, da se pri nagnjeni jadrnici premakne te-
ziite izpodrinjene vode. Navor dvojice sil g, in F, uravnovesa
navor dvojice Fu in F';, zato velja:

Py = ch
Ko se spreminja hitrost vetra, se spreminjata sili Fw in Fh‘,
ter lega teZi3ta izpodrinjene vode, pa tudi razdalji 4 in dy.

LIST ZA MLADE
MATEMATIKE

L L FIZIKE
S1. b Preéni presek jadrnice v vo- Sl. 5 PreZni presek jadrnice - H'ID DM
1 inJ:i.in sile, ki leZe v pre- Znji in sile, il leze vvp::- ABT N E
@ni ravnini. TeZi3Ze jadrnice je €ni ravnini. Tezi%ge jadrnice je
pod metacentrom. nad metacentrom. ITDAIRA O™ F & R
180
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ViD Kavcic

V davnih mrac¢nih koronskih casih se je na ne-
kem mednarodnem astronomskem tekmovanju
pojavila nadvse zanimiva in morda tudi nenavadna
naloga, tako imenovana astronomska anekdota.
Naloga temelji na resnicni anekdoti, objavljeni na
spletni strani  https://www.anekdot.ru/id/
1010360/.

V prispevku si bomo ogledali reSitev naloge, ki
pa jo bomo nekoliko obogatili z dodatnimi opom-
bami in komentarji, saj Zelimo predstaviti ¢cim bolj
celosten pogled na zastavljeni problem.

Za vse matematicne duse, ki si bodo morda ven-
darle drznile malce prelistati pricujoci ¢lanek, naj
posebej izpostavim dejstvo, da na tekmovanju
uporaba Zepnega racunala ni bila dovoljena. Zaradi
tega bomo v ¢lanku predstavili poskus resitve, pri
kateri si poskusimo z ustreznimi priblizki olajSati
racunanje »na roko«. Zato seveda opozarjam, da
naloga ne temelji na natancnih izracunih, temvec
na pribliZnih ocenah, ki pa povsem zadostujejo za

resSitev naloge.

Zvecer s sestro stojiva na ulici in ob¢udujeva Si-
rij, najsvetlejSo zvezdo na no¢nem nebu.

Jaz: "Pojdiva bliZje, da jo bova bolje videla."

In sva Sla. Po 30 sekundah se je sestri posvetilo.

Denimo, da sva bila na zemljepisni Sirini +28° in
se je to dogajalo na novo leto ob polnoc¢i. PeSci se
gibljejo s hitrostjo 1 m/s. Oceni spremembo navi-
deznega sija Sirija v anekdoti. Nebesne ekvatorialne

koordinate Sirija so &« = 6"45min § — —17°,

Da reSitev naloge ne bo zgolj prevod suhoparne ura-
dne reSitve naloge, se bomo pri vsakem koraku v re-
Sitvi zaustavili nekoliko dlje in Se kaj zanimivega do-
dali.

Sirij je alfa ozvezdja Veliki pes in z navideznim si-
jem okoli —1,5 velja za najsvetlejSo zvezdo sever-
nega neba. Zvezda je od Sonca oddaljena okoli
2,64 parseka in s tem peti Soncu najbliZji sistem zve-
zd. Sirij je pravzaprav dvozvezdje, kar pomeni, da
ne gre za eno zvezdo, temvec ga sestavljata dve zve-
zdi, ki krozita druga okoli druge. Sirij A je z maso
okoli dveh mas Sonca in polmerom 1,7 SoncCevega
polmera vecja zvezda v sistemu. ManjSa komponen-
ta Sirij B, ki jo je leta 1844 odkril nemski astronom
Friedrich Bessel, pa je bela pritlikavka (posmrtni os-
tanek manj masivne zvezde) z maso priblizno enako
Soncevi in polmerom, primerljivim z Zemljinim. Sirij
B velja za eno najbolj masivnih poznanih belih pritli-
kavk, hkrati pa je zanjo kot tudi za druge bele pritli-
kavke znacilna velikanska gostota, pribliZno
2,4-10% kg m—3, kar je vec kot sto tisockrat toliko
kot gostota osmija, ki velja za najgostejSo snov na
Zemlji.

Poleg dejstev, da je Sirij najsvetlejSa zvezda sever-
nega neba in tudi dvozvezdje, ga odlikuje Se nadvse
zanimiva znacilnost, ki poleg bralcev razlicnih ta-
k8nih in drugacnih spletnih portalov prevzame pred-
vsem opazovalne astronome. Sirij namrec na novega
leta dan ob polno¢i lezi pribliZno na lokalnem ne-
besnem poldnevniku, kar pomeni, da leZi v najvisji
tocki, ki jo lahko doseZe tekom dnevnega in letnega
navideznega krozenja na nebesnem svodu.

In ravno to dejstvo je klju¢no za prvi korak k raz-
reSitvi nase anekdote — v besedilu pod njo namrec
izvemo, da je ¢as opazovanja ravno novo leto ob pol-
noci.

22
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Severnica

Opazovalec

Od tod lahko izratunamo njegovo kotno viSino
nad obzorjem v ¢asu opazovanja. Pri tem si lahko
pomagamo s skico na sliki 1, s pomocjo katere izpe-
ljemo:

h=90°—@ —|6] =90° — 28° — 17° = 45°,

kjer sta @ in 6 zaporedoma geografska Sirina
kraja opazovanja in deklinacija Sirija, podana v na-
logi.

Vendar zakaj neki bi bil Sirij po 30 metrih peSace-
nja v smeri juzno svetlejSi?

Razmislimo o moZnih, ¢eprav nekoliko sprevrZenih,
vzrokih za povecCanje navideznega sija Sirija.

1. Ker se junaka anekdote premikata v horizon-
talni smeri, se ob prehojeni razdalji 30 metrov
Siriju priblizata za 30-cos 45° ~ 21 metrov. Ker
sta se Siriju priblizala, to jasno pomeni, da je ta
za njiju navidezno svetlejsi.

2. Med premikanjem proti Siriju je prislo do mo-
drega premika, ki ustreza hitrosti 1 - cos45° ~
0,7 m/s, kar prav tako nekoliko poveca njegovo
svetlost.

ASTRONOMIJA

Skica od strani prikazuje nebesno sfero, kot jo vidi
opazovalec. Znano je, da je viSina Severnice v da-
nem kraju enaka zemljepisni Sirini kraja. Z modro
je oznacen nebesni ekvator. S tockami S, Z in J smo
zaporedoma oznaceni sever, zenit in jug. S skico si
lahko pomagamo in izrazimo visino Sirija nad ob-
zorjem z geografsko Sirino kraja in deklinacijo. Pri
tem naj opozorimo, da je deklinacija 6 negativna, in
da je na skici oznacena zgolj njena velikost.

3. V casu gibanja junakov v anekdoti proti jugu
se je Sirij pomaknil za nek majhen kot proti
zenitu. Znano je, da ena navti¢na milja, ki meri
1852 metrov, ustreza 1’ na Zemljinem poldnev-
niku. Ker sta se junaka premaknila za razdaljo
30 metrov, lahko od tod izracunamo, da se bo
Sirij navidezno premaknil za kot 30’/1852 ~ 1"
navzgor proti zenitu. Zaradi tega premika se
bo absorpcija svetlobe v atmosferi zmanjsala,
saj bo svetloba prepotovala tanjSo plast atmos-
fere, kar pa pomeni, da se bo svetlost vnovic
povecala.

Poskusimo zdaj oceniti, do kolikSne spremembe v
navideznem siju je prislo pri posameznem od zgoraj
predstavljenih razlogov.

Sirij je ena nam bliZjih zvezd, kar je tudi razlog, da je
tako svetla. Od nas je oddaljen 2,64 parseka (en par-
sek je definiran kot razdalja, na kateri bi videli Ze-
mljo in Sonce pod kotom ene locne sekunde, in meri
priblizno 3,086 - 10'6 m). Za oceno lahko recemo, da
je oddaljen 79 = 2 pc ~ 6 - 1016 metrov.

Izracunamo razliko navideznega sija v tem pri-
meru. Pri tem uporabimo definicijo navideznega sija
oziroma Pogsonovo enacbo. Ta uposteva, da so ob-
jekti z nizjim navideznim sijem svetlejSi kot tisti z
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%

nizjo (na primer, navidezni sij Sonca je pribliZno
—27, navidezni sij polne Lune pa okoli —13). Hkrati
pa je treba poudariti, da je zveza med sijem in go-
stoto svetlobnega toka (dejansko svetlostjo) logari-
temska, pri cemer je upoStevano, da je zvezda z za
5 magnitud nizjim navideznim sijem 100-krat svet-
lejSa. Za lazjo predstavo zveze med svetlostjo in na-
videznim sijem v magnitudah glej sliko 2.

110
‘ Relativna svetlost
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Navidezni sij ["]

Odvisnost relativne svetlosti in navideznega sija v magnitudah.
Graf namiguje na definicijo navideznega sija, ki pravi, da sto-
kratna razlicna svetlost ustreza razliki 5 magnitud. To pa,
glede na to, da je zveza eksponentna, tudi pomeni, da razlika
ene magnitude ustreza 100'/> ~ 2,5-kratni spremembi svetlo-
sti, kar pa je sijajno videti iz grafa. Na primer pri navideznem
siju 1 je relativna svetlost priblizno 40, pri navideznem siju 0
pa 100, kar je ravno za naracunani faktor 2,5-krat toliko.

Kakor koli, pri samem izracunu moramo upoSte-
vati tudi, da je gostota svetlobnega toka obratno so-
razmerna s kvadratom oddaljenosti in pravila za ra-
Cunanje z logaritmi.

j e

Amy = mo—my = —2,5log %’ = —2,5log

J1 L)

2
= —2,5log (:1) = —5log ?
0 0

V enachi so m navidezni sij, j gostota svetlobnega
toka in » oddaljenost Sirija. Indeks O se navezuje
na zacetno vrednost posamezne koli¢ine, indeks 1
pa na konc¢no vrednost. Podobne oznake bomo v
Clanku uporabljali tudi v nadaljnjem. Sedaj razpi-
semo 71 = ¥y — Ar, pri Cemer je Ar = 21 m, kot
smo izracunali pri tocki 1 uvodnega razmisleka. De-
setiSki logaritem prevedemo v naravnega s pomocjo
formule za prehod na novo osnovo, ki jo poznamo
iz konca drugega letnika gimnazijske matematike.

—SIOgV();iM = —5log (1 - ir)
0 0

5 Ar
= “mio" (1 - ro>

Za poenostavitev racuna upoStevamo, da pri majh-
nih x velja fizikalna in ne matemati¢na zveza In(1 +
Xx) ~ x. V naSem konkretnem primeru sledi

5 Ar 5 Ar
mm_mmm<1/m)”mm'm’

Vstavimo Se Stevilske podatke. Ker je In10 ~ 2,5,
lahko izracunamo:

Am1

Seveda opazimo, da je naSa razlika navideznega
sija izjemno, izjemno majhna. Poglejmo, kaj poka-
Zeta preostali dve moZnosti.

Na Dopplerjev pojav oziroma premik naletimo ze v
vsakdanjem zivljenju, ko se sprehajamo po obvoz-
nici in mimo nas Svigajo avtomobili in druga prome-
tna vozila. Namre¢, ko se nam avtomobil priblizuje,
sliSimo drugacen zvok kot potem, ko se od nas od-
daljuje. Z drugimi besedami, ko se nam pribliZuje,
zaznamo zvok z viSjo frekvenco kot v primeru, da
bi avtomobil miroval. Podobno takrat, ko se od nas
oddaljuje, ob¢utimo zvok z niZjo frekvenco. Do ena-
kega ucinka pride, ¢e avtomobil kot oddajnik zvoka
miruje, mi pa se mu pribliZujemo oziroma oddalju-
jemo — vazno je relativno gibanje oddajnika in spre-
jemnika.

Kakor koli, s podobnim pojavom se srecamo tudi v
astronomiji. Ko se nam zvezde ali galaksije priblizu-
jejo, pride do poviSanja frekvence svetlobe, kar po-
meni, da se pomakne proti bolj modremu delu spek-
tra. Pojav imenujemo modri premik. Podobno pride
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pri oddaljevanju zvezd in galaksij do rdecega pre-
mika, saj se frekvenca svetlobe zniZa, s tem pa se
pomakne proti bolj rdecemu delu spektra svetlobe.
Poudarimo naj, da pojava ne gre zamenjati s tako
imenovanim kozmoloskim rde¢im premikom, ki je
posledica raztezanja vesolja in tako povezan s splo-
$no teorijo relativnosti.

Kakor koli, v naSem primeru pride do rahlega mo-
drega premika zaradi priblizevanja Siriju. Enacba
za Dopplerjev premik, Ce izrazimo razmerje spre-
membe frekvence Av s sicersnjo frekvenco v, je:

Av v 0,7

~2- 1079,

v ¢ 3-108

pri ¢cemer je v relativna hitrost peScev glede na
Sirij, torej komponenta hitrosti peScev v smeri Si-
rija, izracunana v uvodu, in ¢ hitrost svetlobe. Ker
je energija fotona po enacbi E = hv, ki ji v sre-
dnji Soli recemo kar Planckov zakon, sorazmerna z
njegovo frekvenco, bo navidezna svetlost Sirija nara-
sla za pravkar izracunani faktor. Izracunajmo torej
ustrezno spremembo navideznega sija.

AMy = Mo —Mmp = —2,510gJ,—0 =2,5 (1 + AJ)
J2 Jo
Aj
_ 2,510g; 5 (1 + J.0>
log, 5 10
kln(1+A,J> mﬂmz-w*g,
Jo Jo

pri cemer smo upoSstevali, da je e ~ 2,5,10g, 510 ~
2,5 in ponovno pribliZzek za linearizacijo naravnega
logaritma pri racunanju z relativno majhnimi vre-
dnostmi.

Kakor koli, ocena zgoraj predpostavlja, da obcut-
ljivost ¢loveSkega ocesa in prepustnost atmosfere ni-
sta odvisni od valovne dolZine svetlobe (kar seveda v
resnici ne drzi), temvec Ker je Sirij bela zvezda, bomo
z obravnavanimi ucinki, ¢e Ze, podcenili spremembo
svetlosti. Za zdaj je vazno le, da je ta ucinek pove-
Canja svetlosti za kar nekaj redov velikosti vecji od
prvega.

Zdaj pa obravnavajmo Se tretji vzrok. Kot smo izra-
¢unali v uvodnem razmisleku k reSitvi, se Sirij navi-
dezno premakne za eno kotno sekundo proti zenitu.

ASTRONOMIJA

UpoStevati moramo spremembo absorpcije. Po-
seZzemo po tako formula zraCne mase (angl.: air-
mass formula). Zra¢na masa je definirana kot koli-
¢ina zraka v atmosferi, skozi katero gledamo, zato je
sorazmerna z debelino atmosfere v smeri opazova-
nega objekta in je tako odvisna predvsem od zenitne
oddaljenosti z (kotne oddaljenosti med zenitom in
opazovanim objektom). Ena zracna masa je defini-
rana za debelino atmosfere v smeri zenita. Za lazjo
predstavo glej sliko 3.

Omenjena formula opisuje absorpcijo svetlobe v
atmosferi in velja za majhna obmocja na nebu. Enac-
bo smemo uporabiti pri zenitnih oddaljenostih z <
70°, Cemur pa je v naSem primeru zadoSceno, saj je
z =90°—h = 90°—45° = 45° < 70°. Enacba se glasi:

Am = 22
Cosz

Izrazimo lahko razliko absorpcije za lego Sirija
pred premikom in po njem. Velja torej

1 1
AT}’L3=1’I’L0—1’1’L3=0,2~( - >,
co0Szy COSZ

kjer je zg = 45°in z = zy — Az, pri Cemer je Az =
1". Ker Zepnega racunala ne smemo uporabljati, se

T] T3

Atmosfera

Zemlja

Opazovalec na Zemlji (O) opazuje nocno nebo, pri tem pa se-
veda gleda skozi atmosfero. V smeri T; je zenit, zato je tam
debelina atmosfere najmanjsa in ustreza eni zracni masi. Ce
pogleda opazovalec v smeri T>, potem njegovo opazovanje
ovira debelejsi sloj atmosfere, ki uCinkuje kot zmanjsanje sve-
tlosti in pordecitvi barve zvezde. Ucinek je Se vedji za smer T3.
Na skici je oznacena zenitna oddaljenost z za zvezdo v smeri
T>. Opomba, da je Zemlja na skici narisana kot ravna ploskev
zaradi preglednosti, zato tega dejstva ne gre povezovati s ta-
k$nimi ali drugacnimi teorijami zarote.

%
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%

znajdemo, in razpiSemo cos z z adicijskim izrekom
za kosinus razlike:

cosz = cos(zg — Az)
= C0SZyCOSAZz + sinzgsinAz.

Sedaj moramo napraviti ustrezne priblizke. Ker je
kot Az zelo majhen, lahko recemo, da je cosAz ~ 1.
S pomocjo zveze sinx ~ x (Kjer je x v radianih), ki
Velja za majhne x, lahko izrac¢unamo sinAz ~ Az =

1
5060180 ~ 306365 ~ O - 1076, Ker pa je hkrati tudi

sinzg — coszy — sin45° — cos45° = Y2 ~ 0,7,

imamo:

1 1
Ams = 0,2 -
ms =0, <0,7 0,7-(1+5-106))

2 (1
7 1+5.-10-6)/°

Zadevo si Se nekoliko poenostavimo, Ce upora-
bimo zvezo p%x ~ 1 — x, ki velja za majhne x. Pora-
¢unamo:

2.5.10°6

2 1
Am3:7'<11+5.1oe)=7

~ 1075,

Ce sintetiziramo; pri prvem vzroku za povi$anje
navidezne svetlosti smo dobili razliko navideznega
sija ~ 10716, pri drugem ~ 10—, pri zadnjem pa
~ 1075, 0d tod zaklju¢imo, da je sprememba vi-
Sine Sirija tista, ki je glavni razlog za spremembo
navideznega sija, ostala dva dejavnika pa sta povsem
zanemarljiva.

Kakor koli Ze, tudi sprememba navideznega sija za
10~ je v praksi povsem zanemarljiva. Tak$nih spre-
memb tudi z najboljSo tehni¢no opremo, ki nam jo
ponuja napredek 21. stoletja, nikakor ne bi mogli
zaznati. No ja, tako oCitno nasa anekdota za zdaj Se
vedno ostaja skrivnostna anekdota.

V resSitvi naloge smo pogosto uporabili priblizke, kar
smo upravicevali s tem, da delamo z relativno majh-

nimi Stevilkami. Vsako od uporabljenih formul si
bomo v tem dodatku pogledali nekoliko podrobneje.

sinx ~ tgx ~ xincosx ~ 1.

Priblizek velja za majhne kote, to je kote, manj-
Se od 10°, pri ¢emer poudarimo, da mora biti x
v priblizku podan v radianih. Zvezi sinx ~ tgx
in cosx ~ 1 lahko geometrijsko ponazorimo na
primeru pravokotnika z relativno majhnim kotom,
kar prikazuje slika 4. Vidimo, da velja |AB| ~

. _JAC] _ JAC]
|BC|, s tem pa sinx = BC] X [aB tgx. Z
i : AB
enakim argumentom dobimo cosx = ﬁ ~ 1.

Ce Zelimo ugotoviti, za koliko se vrednost cos x
razlikuje od 1, lahko poseZemo po znani zvezi
sin® x + cos? x = 1.

Pri manjsih kotih tudi velja, da je |AC| priblizno
enaka kot dolzina kroznega loka kroZznice s pol-
merom AB, ki ga opisuje kot x. Ker je enota radian
definirana kot razmerje med kroZnim lokom in

polmerom kroznice, velja
i ~ _ lACh L

Sinx ~ tgX = x5 ~ [ap = X [rad].
1

T ¥1-x

Ulomek na levi lahko razSirimo z 1 — x dobimo:

- 1-—x _1l-x
I+x (1-x)(1+x) 1-x2

Na tem mestu se zdi, da je dovolj, da pokazemo,
da je x2 ~ 0, saj bomo tako prisli do izraza na de-
sni. Razmislimo, zakaj je tako. Vemo, da je x rela-
tivno majhen (glede na 1), npr. x = 0,001. To po-
meni, da je x? = 0,000001, kar pa resnicno je zelo
malo, torej pribliZno ni¢. Za prej navedeni kon-
kretni x bi bilo 11~ ~ 0,999001 in 1 — x = 0,999
(tocna vrednost), od koder vidimo, da se vrednosti
ujemata na 5 decimalnih mest, kar je zelo solidna
natancnost, sploh za rusko olimpijado.

In(1 +x)~x

Na tem mestu pa se odvodom ne bomo mogli izo-
gniti. Pri vrednostih x ~ a lahko vrednost funk-
cije f(x) priblizamo z

f(x)~ fla) + f(a)(x — a),

pri cemer smo z f’(a) oznacili odvod funkcije v
tocki a. V naSem primeru imamo funkcijo f(x) =
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Pravokotni trikotnik z majhnim ko-
tom x pri B, ki nam pomaga pri obli-

kovanju predstave o tem, zakaj lahko
pri majhnih uporabimo priblizke za
X ! kotne funkcije.

In(x), priblizek pa Zelimo narediti okoli a = 1. Ker
/

vemo, da je odvod naravnega logaritma (In(x)) =
%, lahko po zgornji formuli razpiSemo:

- -1
d a=1n1+x

f(x)=Inx ~Ina +
=0+x-1=x-1

Se enkrat poudarimo, da velja zgornja zveza za
x ~ a. Ker ime spremenljivke ni pomembno, lah-
ko naredimo substitucijo x — x + 1, in tako do-
bimo In(x + 1) ~ x. Ta zveza pa velja pri x ~ 0.

Omeniti gre, da bi lahko vse zgornje priblizke ve-
liko hitreje in bolj tehni¢no obrazlozili s Taylorje-
vim oziroma Maclaurinovim razvojem, v katerem
bi v duhu priblizka upoStevali le prvi ¢len. Vendar je
za samo predstavo o pomenu teh priblizkov veliko
bolje, e se jih lotimo na nekoliko bolj elementaren
nacin, sploh Ce ta obstaja.

1. Oddaljenost od Sirija izracunaj iz letne parala-
kse, r = 380 mas (enota mas pomeni mili locna
sekunda, torej tisocinka lo¢ne sekunde).

2. Izracunaj absolutni sij Sirija. Absolutni sij je
navidezni sij na oddaljenosti 10 parsekov.

3. Koliko bi bilo dolgo leto, ¢e bi Zemlja kroZila
okoli Sirija, njegova navidezna velikost na nebu
pa bi bila enaka resni¢ni navidezni velikosti
Sonca na Zemlji?

4. Kapela, alfa Voznika, je zvezda, ki jo lahko v
prvi polovici decembra okoli polno¢i opazuje-
mo v zenitu. Za zvezdo, ki se v nekem trenutku
nahaja v zenitu, ustreza absorpcija svetlobe za-
radi atmosfere 0,16. Izracunaj, kolikSen je njen
navidezni sij, ko se nahaja na visini 30° nad ob-
zorjem. Privzemi, da je navidezni sij Kapele, ko
je v Zenitu, 0,08.

A

5. Pokazi, da pri x ~ 0 veljajo priblizki
a) (1+x)3~1+3x,
b) g & 1+2x,
0)V1—-x2~1-— %xZ,
d) cosx ~1— 3x2.

6. Kako lahko priblizamo (1 + x)", Ce je x ~ 0?

Air mass (astronomy), Wikipedia, dostopno na:
https://en.wikipedia.org/wiki/Air_mass_
(astronomy), ogled: 24. 2. 2021.

Avsec, F., Prosen, M. (1969). Astronomija. Lju-
bljana: DMFA - zaloZniStvo.

Doppler effect, Wikipedija, dostopno na: https:
//en.wikipedia.org/wiki/Doppler_effect,
ogled: 26. 2. 2021.

Karttunen ... [in drugi]. (2007). Fundamental
astronomy. Berlin; New York: Springer.

Naloge za 11 klas 28. SAO, Solska astrono-
mija v Sankt Petersburgu, dostopno na: http:
//school.astro.spbu.ru/?q=node/622, ogled:
24.2.2021.

Osmij, Wikipedija, dostopno na: https://s]1.
wikipedia.org/wiki/0Osmij, ogled: 24. 2. 2021.

Sirius, Wikipedia, dostopno na: https://en.
wikipedia.org/wiki/Sirius, ogled: 24. 2.
2021.
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Nekaj iz ponudbe Zalozbe FMF

V ZaloZbe Fakultete za matematiko in fiziko izdajamo matematic¢no in fizikalno literaturo.
V nadaljevanju vam predstavljamo dve knjigi.

Carlo Rovelli:

SEDEM KRATKIH LEKCIJ
1Z FIZIKE

Marta Zabret:

MArTEMATICNE
PRIGODE

76 strani
format 12 x 17 cm
mehka vezava

148 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

CarloRovelli

1 2 , 50 EUR 5 IS:I;:'IZMH(I:;RATKIH LEKC]i A .. 9’ 5 0 EUR

Poleg omenjene ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela.
https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZznici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu (01) 4766
558.

RESITEV
NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 51/5

vvvvvv

i Pravilna re$itev nagra-
dne kriZzanke iz Cetrte
Stevilke Preseka letnika
51 je strojni prevod.
Med pravilnimi reSi-
tvami smo izZrebali
naslednje reSevalce: Eva
Solinc iz Ljubljane, Ivan
Lisac iz Kopra, Karel
Rankel iz Kranja, ki
bodo nagrade prejeli po
posti.
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NEZKA MRAMOR KOSTA IN JASNA PREZELJ

@

® 0

LK J
LJ L J

':':::..'.°'. eonarooni DAN
"MATEMATIKE

14. MAREC

Mednarodno matematicno zdruzenje IMU vsako
leto predlaga temo kot rdeco nit za dogodke, ki po
svetu potekajo ob Mednarodnem dnevu matematike
14. marca (znanem tudi kot dan Stevila 7T, saj se v
anglosasSkem zapisu ta datum zapiSe kot 3.14). Leto-
$nja tema je bila Igranje z matematiko (Playing with
math).

Ucence in dijake v Sloveniji smo povabili, da se pri-
druZijo svetovnemu praznovanju dneva matematike
z igro in z igranjem in nam poSljejo svoje prispevke
v obliki skecev, glasbenih in plesnih tock, druzabnih
in racunalniSkih iger z matemati¢no tematiko ali li-

kovne izdelke, ki kakorkoli povezujejo matematiko
in igranje.

Prejeli smo vrsto posnetkov razlicnih dogodkov,
ki so jih po Solah organizirali v ¢ast dnevu matema-
tike in Stevilu 7r. Na OS Ig so ucenci 2. in 6. razreda
izdelali barvno verigo z decimalkami Stevila 7, racu-
nali, risali, pisali pesmi, izdelovali zapestnice o Ste-
vilu 1t in potrdili, da je matematika lahko zabavna in
ustvarjalna (posnetek je na voljo na naslovu https:
//youtu.be/wim-5MhYC5c?feature=shared).
Ucenci vi§jih razredov OS Olge Megli¢ na Ptuju so
se z mentorji Petrom Strelcem, Vido LacCen in Darjo
Sprah odpravili na matemat¢ni potep in nam poslali
matemati¢ne utrinke iz svojega starega mesta. Na
0S Montessori v Mariboru pa so pripravili cel mr-Zur
(posnetek je na https://youtu.be/wlm-5MhYC5c?
feature=shared) s peko (in menda tudi pospravlja-
njem) mnoZice 1-t, izdelovanjem lesenih 7r-jev, bra-
njem pesmi in recitiranjem decimalk Stevila 7t (kar
je tradicionalna zabava na ta dan na marsikateri Soli,
pa tudi pred Fakulteto za matematiko in fiziko in
po svetu). Na OS Prule v Ljubljani pa so se z ma-
tematiko igrali in ustvarjali ucenci kar petih Sol na
Ze tradicionalni skupni matemati¢ni zabavi. Kaj vse
so si izmislili, odigrali, odplesali, odpeli in uganili
ucenke in ucenci OS Prule, Evropske $ole, OS Oskarja
Kovacica, OS Brinje Grosuplje in 08 Leskovec pa si
lahko ogledate v kratkem filmu (na naslovu https:
//www.youtube.com/watch?v=2KE-fAiGKSA).

Na natecaj smo prejeli tudi vrsto domiselnih idej
za druzabne igre. Najbolj nas je navdusSila namizna
igra Vojne verjetnosti Leona Pecavarja s Kmetijske
Sole Grm in biotehniSke gimnazije v Novem mestu.
Leon je inspiracijo za svojo igro nasel v Sahu in manj
znani digitalni igri s kartami iz animirane TV serije
Adventure time. Vabimo vas, da si ogledate navo-
dila za Leonovo in Se nekaj najbolj zabavnih prispe-
lih druzabnih iger na spletni strani DMFA Slovenije
in igre, seveda z nekaj truda za izdelavo delov, tudi
preizkusite (morda celo med uro matematike...).
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SLIKA 3.

Primer kart in postavitev figur na igralno polje v igri Vojne verjetnosti Leona Pecavarja.

Simboli¢ne nagrade za najboljSe izdelke bodo pre-
jeli v prvi (1.-3. razred) in drugi kategoriji (4.-6. raz-
red) uCenci 2. in 6. razreda z mentoricama Manco
Zupanci¢ in Manco Hace z OS Ig za vrhunsko pred-
stavitev Stevila 7T na sto in en nacin. V tretji kate-

SLIKA 4,
Igra na mrezi arhimedskega poliedra.

goriji (7.-9. razred) nagrado prejmejo mladostniki
0S Montessori v Mariboru z Lovrom Poto¢nikom in
mentorico Simono Ulamec in pa uc¢enca Ema Jurjev-
¢i¢ in Benjamin Mahi¢ z mentorico Sonjo Strgar z OS
Antona Martina SlomSka Vrhnika za sliko Boji v ma-
tematic¢ni deZeli. V kategoriji srednjeSolcev nagrade
prejmejo dijakinje Spela Skoda, Sara Arh, Neja An-
Cimer in Ivana Gorenc z mentorico Katjo Ilc s Kme-
tijske Sole Grm in biotehniSke gimnazije za spletno
knjigo z naslovom Matemati¢ne dogodivsc¢ine dru-
Zine Koren in pa Leon PeCavar z mentorico Ursko Mi-
heli¢ za originalno, lepo izdelano druzabo igro Vojne
verjetnosti.

Prav posebno pohvalo in nagrado pa si zasluZijo
ucenci in mentorji OS Prule, Evropske $ole, OS Oskar-
ja Kovacica, OS Brinje Grosuplje in OS Leskovec, ki
so tako kot Ze zadnjih nekaj let tudi letos pripravili
skupen super matematic¢ni Zur.

Vsem ucenkam, ucencem, dijakinjam in dijakom,
mentoricam in mentorjem hvala, da ste se lotili na-
Sega izziva in iskrene Cestitke!

30

PRESEK 51(2023/2024) 6




Nlri (

SLIKA 5.
Boji v matematicni dezeli Eme Jurjevcic in Benjamina Mabhica.

RAZVEDRILO

Razlaga trika
kartami

Y

- Namesto kart s Stevilkami od 1 do 10 si predsta-
vljajmo kar listke s Stevilkami od 1 do 2N. Preme-
Samo jih in razdelimo na dva dela z N listki. En
del listkov polozimo v vrsto od najvec¢jega do naj-
manjSega, drugi del polozimo nanje v obratni smeri.
Tako dobimo N parov listkov. Bistveni element trika
je, da vsak par sestavlja en listi¢ s Stevilom med
N + 1 in 2N in en listi¢ s Stevilom med 1 in N. De-
nimo, da bi bila v k-tem paru na obeh listi¢ih Ste-
vili med 1 in N. Zaradi razvrstitve od najvecjega do

najmanjSega bi bilo v prvi vrsti desno od izbranega
listka Se (N — k) listkov z manj$imi Stevili. Podobno
bi v drugi vrsti nasteli levo od izbranega listka Se
(k — 1) listkov z manjSimi Stevili. Skupaj bi torej do-
bili 2+ (N —k)+(k—1) = N+ 1 Stevil med 1 in
N, kar ni mogoce. Podobno izlo¢imo moznost, da
sta na obeh listkih v paru Stevili, ve¢ji od N. V vsa-
kem paru torej odStevamo neko Stevilo med 1 in N
od Stevila med N + 1 in 2N. Ko razlike seStejemo,
uporabimo vsa mozna Stevila, vrstni red pa v resnici
ni pomemben, zato je konc¢ni rezultat enak

* (N+1)+
=N+N+...

(N+2)+...+42N-1-2—...
+N =N-.

_N=

V triku z 10 kartami je N = 5 in torej vsota razlik
N2 = 25, v triku z 2024 listi¢i pa 10122,

X X X
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv nacin za-
stavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej Evropi,
hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drZav sveta. Tekmovanje
je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. V Sloveniji Drustvo mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za uc¢ence od prvega razreda osnovne
Sole do Cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in
strokovnih Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNTI
MATEMATICNI MATEMATIENI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

2005-2008 2009-2011 2012-2016

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR

IzSlo je Ze pet knjig Matematicnega kenguruja. Na zalogi so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. PodrobnejSe pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZnici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu
(01) 4766 558.



