X%
28
R
Q
X

OO
RRRRRRRL
OO
25
0%
%
OO0
R

X

SRS
SRS
XXX

&
O
5025

2o
OO
RS
900303
OO

NN
RS
RNRRN
XXX
KNS
o0RIIRKERENK,
NN
IR
QRN

oo,
QO

OO
>
25

oS
OO
3RS

SRRRHRRKS

KRR
X5

XN
o0,
>

&

<

» KOCKANJE IN PROMETNA GNECA

N

ocu _ M J _ ’ -» KAKO JE ISAAC NEWTON DOKAZAL

NN
N7 /'
\;:fe_?/ /\§/ 7))

%) ) S\= DRUGI KEPLERJEV ZAKON?
- ZMAGA NA 16. MEDNARODNI
OLIMPIJADI 1Z ASTRONOMIJE
IN ASTROFIZIKE

9"770351"665128




MATEMATICNI TRENUTEK

Predstavljajte si, da se je vaSa najboljSa prijate-
ljica pravkar vrnila z vznemirljivega potovanja v me-
sto Rim. PokaZe vam fotografije Koloseja, zname-
nitega amfiteatra. Med gledanjem fotografij obcudu-
jete stavbo in se sprasujete, kaksSna je videti v resnici,
torej, v treh dimenzijah?

IzkaZe se, da fotografije vsebujejo vec informacij,
kot se zdi na prvi pogled. Ze leta 2009 je skupina
znanstvenikov Univerze v Washingtonu, Univerze
Cornell in Microsoft Research iz ogromne zbirke tu-
risticnih fotografij na spletiS¢u Flickr ustvarila 3D-
modele Koloseja in Se drugih turisticnih znameni-
tosti v Benetkah in Dubrovniku. Danes smo prak-
ticno obdani z orodji, ki znajo zgraditi 3D-modele
iz 2D-fotografij. Podobni algoritmi zameglijo tudi
ozadje zaslona Zoom, kadar nam je neprijetno po-
kazati zmeSnjavo svoje sobe.

Matematika rekonstrukcije slik je bolj enostavna
in hkrati bolj abstraktna, kot bi si morda predstav-
ljali. Za rekonstrukcijo 3D-modela na podlagi foto-
grafskih podatkov morajo raziskovalci reSiti sistem
polinomskih enacb. Nekatere od dobljenih reSitev so
matematicno smiselne, a dajo nerealistiCne rezultate
- kot bi kamera fotografijo obrnila na glavo. Doda-
tni pogoji in omejitve preprecijo, da bi se to zgodilo.
Raziskovalci, ki preiskujejo matematicne strukture
v ozadju rekonstrukcije slik, se ves cas sreCujejo z
nepricakovanimi povezavami med geometrijo in al-
gebro.

Vec informacij v ¢lanku Building Rome in a Dayj, S.
Agarwal in soavtorji, Comm. of the ACM, Vol. 54, No.
10, strani 105-112, oktober 2011.

Izvirno besedilo: Bringing photographs to life, Ma-
thematical moments from the AMS. Prevod in pri-
redba: BoStjan Kuzman. Fotografija: FeaturedPics,
Wikipedia (CC BY-SA 4.0).
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Presek objavlja poljudne in strokovne ¢lanke iz matematike,
fizike, astronomije in racunalni$tva. Poleg ¢lankov objavlja Pri-
kaze novih knjig s teh podro¢ij in porocila z osnovnosolskih in
srednjesolskih tekmovanj v matematiki in fiziki. Prispevki naj
bodo zanimivi in razumljivi SirSemu krogu bralcev, u¢encem vis-
jih razredov osnovnih Sol in srednjesolcem.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (0z. avtorjev) in sedez
institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo oste-
vil¢ene, morajo imeti dovolj iz¢rpen opis, da jih lahko ve¢inoma
razumemo loceno od besedila. Slike v elektronski obliki morajo
biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps ...), velikosti vsaj 8 cm pri
locljivosti 300 dpi. V primeru slabse kakovosti se slika primerno
pomanjsa ali ne objavi. Avtorji ¢lankov, ki Zelijo objaviti slike
iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (co-
pyright). ZaZelena velikost ¢rk je vsaj 12 pt, razmak med vrsti-
cami pa vsaj 18 pt. Prispevke posljite odgovornemu uredniku
na naslov urednistva Fakulteta za matematiko in fiziko, Presek,
Jadranska 19, 1000 Ljubljana ali na naslov elektronske poste
zalozba@fmf.uni-lj.si.

Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispevek
sprejet v objavo in ce je besedilo napisano z racunalnikom, po-
tem uredni$tvo prosi avtorja za izvorne datoteke. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih razli¢ic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajSalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejso ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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matemati¢no olimpijado
(Luka Horjak)
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Stevilne mednarodne astronomske kongrese in praznovanja. Tudi za 16. mednarodno olimpijado iz astronomije in astrofizike se
moramo zahvaliti poljskim astronomkam in astronomom, ki so jo lahko organizirali na rovas okrogle obletnice znamenitega rojaka.
V Varsavi tudi stoji impozantni Kopernikov kip. Foto: Andrej Gustin
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UVODNIK

ANDRE] LIKAR, UREDNIK ZA FIZIKO

Ko se je leta 1874 Max Planck odlocil za Studij fi-
zike, ga je profesor fizike na muenchenski univerzi
posvaril reko¢: »Studij fizike pac¢ ni dobra izbira. Saj
je v fiziki Ze vse raziskano, zapolniti je treba le ne-
kaj vrzeli, ki so Se ostale neobdelane. ReSeval bos
parcialne diferenciualne enacbe in se pri tem dolgo-
Casil«. Planck je vztrajal reko¢, da ga niti ne zanima
odkrivanje novih stvari, pa¢ pa bi rad razumel Ze
znane osnove fizike. Takrat je prevladovalo mnenje,
da je fizika mrtva veda, vse je dognano, ni¢ novega
se ne more pojaviti. Res se je Planck posvetil ter-
modinamiki, priSel do dognanj, ki so bila Ze znana
in se navdusSeval nad idejo entropije, ki pa takrat ni
bila v modi, saj so Stevilni menili, da gre le za mate-
mati¢no zanimivost. A zanimanje za sevanje ¢rnega
telesa ga je pripeljalo do enega najvecjih odkritij v
moderni fiziki, kvantne mehanike, ki je Se danes v
ZariScu raziskav. Ali je klasi¢na, predkvantna fizika
s tem postala nezanimiva? Nikakor ne, na njej teme-
lji velik del tehnolosSkega razvoja prejSnjega in tega
stoletja. V osnovnih in srednjih Solah ter prvih treh
letnikih Studija fizike je klasi¢na fizika, ali kot pra-
vimo fizika 19. stoletja, Se vedno alfa in omega.

S hitrim razvojem racunalniStva je sposobnost ra-
Cunanja »peS«, torej le s papirjem, svincnikom in
glavo, postala le zanimivost, racunalnik je premle-
vanje Stevil opravil neskoncno hitreje in zanesljiveje
kot ¢lovek. Vendar, »racunalnik je stroj, razmisljati
pac¢ ne zna, nikoli ne bo mogel, na primer, prema-
gati dobrega Sahista«, smo se tolazili. A glej no, ra-
cunalniski program »Globoka modrina« v dvoboju
premaga Se tako dobrega Sahista. Konec Sahiranja?
Ne!! Sah s tem ni izgubil nicesar, e vedno ga ljudje
igrajo, ga Studirajo, prirejajo turnirje, saj »vidim v
partiji dveh velikih mojstrov boj dveh znacajev, dveh
volj, dveh temperamentov, dveh zZiv¢nih sistemov,
kot pravi Milan Vidmar. »Ce mojster pozablja, da
se bori z Zivim in zato najrazlicnejSim pogreSkam
dostopnim nasprotnikom, ¢e zanemarja psiholoske
prijeme, ¢e izraCunava, kar se izraCunati ne da, je po
mojem mnenju bedak.« In ta Vidmarjev Sah dveh
mojstrov Se vedno polno zZivi. Oc¢itno se sicer da
zmagati le z golim preracunavanjem, ki pa ga v ome-
jenem casu zmore le ultrahitri racunalnik. A tudi z

navadnim racunalnikom je Sahiranje Se kar zabavno,
Ce ne najdemo zagretega nasprotnika.

»Racunalnik mora$ do pike sprogramirati in po-
tem ti po porogramu zmelje tvoje Stevilke in ti kot
rezultat spet da le Stevilke. Ne recem, da to ni OK, a
je racunalnik kljub vsemu le malo boljsi kalkulator,«
me je ne tako dolgo nazaj izzival prijatelj strojnik.
»Dobro, lahko tudi kaj nariSe, vodi kak stroj, a v bi-
stvu je le orjaski bebec.« Nekaj let pozneje sem ga
povabil v svoj kabinet. »No, saj Se zna$S odvajati kak
izraz? Pa poskusi odvajati po x tole,« in sem mu
pokazal precej zapleteno funkcijo iksa. »Daj no mir,
tegale pa Se ti ne opravis brez napake,« mi je odgovo-
ril. Pa se je motil, saj sem odvod dobil v hipu s pro-
gramom Derive. Torej zna racunalnik ra¢unati sim-
boli¢no. Zna odvajati, integrirati, poiskati limito ka-
kega izraza, reSiti sistem enacb, poenostaviti zaple-
ten izraz, razviti funkcijo v vrsto, v sploSnem reSiti
diferencialno enacbo ... Morda pa matematike sploh
ne rabimo vec ... Ne, ne, rabimo, rabimo, racunalnik
pac ne zna razmisljati ... Je palahko v veliko pomo¢
pri reSevanju zahtevnih matematic¢nih problemov.

In nenadoma so mediji polni Ul Pojavil se je ra-
cunalniski program, ki misli kot clovek in vse ve. Z
njim se da pogovarjati in niti ne ves, da se pogovar-
jas s programom. Umetna inteligenca (UI), s katero
se znanstveniki sicer ukvarjajo Ze desetletja, je ne-
nadoma tu, po mnenju Stevilnih nezmotljiva, na do-
segu prstov. Umetniki se bojijo konkurence, scenari-
sti stavkajo, ker zna racunalnik napisati scenarij za
film, profesorji ne vedo, kdo je napisal seminarsko
nalogo - Student ali Ul, preiskovalci letalskih nesrec
ugotavljajo, da se je Ul borila s pilotom, ga prema-
gala in strmoglavila letalo ... »V prihodnje bo tako
tudi s clovestvom, UI ga bo ugonobila,« sliSimo sva-
rila od vsepovsod. Ce bo pilot ¢lovek, kopilot pa Ul,
se to ne bo zgodilo.

A fizika $e Zivi, prav tako $ah in matematika. Se
vedno radi hodimo pes, ¢eprav imamo konje, kolesa,
motorje, avtomobile, letala, rakete ... In radi se vo-
zimo s kolesi, ceprav imamo motorje ... In radi pla-
vamo in veslamo, ¢eprav imamo motorne colne, ja-
drnice, gliserje, ladje, katamarane ... Radi plezamo
po skalah do vrhov, ¢eprav imamo Zic¢nice in helikop-
terje. Ce Ze ne iz nuje, pa iz ¢istega veselja.

In radi beremo, razmisljamo in kdaj pa kdaj sami
kaj napiSemo za Presek, ¢eprav imamo Ul ...
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SimoN CoPAR

Prometna gneca je voznikom na Zalost Se predo-
bro poznan pojav. Naravoslovno navdihnjeni voz-
nik se med voZnjo v pocasni koloni lahko vprasa,
zakaj do gnece sploh pride in zakaj vcasih kolona
vozil vozi pocasi, ceprav je cesta pred njo prosta.
S kolikSno najvisjo hitrostjo lahko potujemo, ce
smo pri tem odvisni od voznih navad drugih vo-
znikov pred nami? Pri tem ne moremo predposta-
viti, da so vsi vozniki in vsa vozila enaki. Vsako
jutro bomo naleteli na kolono z nekoliko drugacno
hitrostjo, ¢ceprav so dolzina kolone in vremenske
razmere enake. Individualnih lastnosti vozil ne po-
znamo, zato jih obravnavamo kot nakljucne. V ta-
kih primerih raje govorimo o verjetnostnih poraz-
delitvah: poznati Zelimo verjetnost za vsako vre-
dnost opazovane kolicine, ki jih imenujemo tudi

nakljucne spremenljivke.

Oglejmo si za zacetek lazji primer zaporednega
metanja postene kocke, kjer je vseh Sest izidov ena-
ko verjetnih. Ce po ve¢ metih Steje najvecje Ste-
vilo pik, kako se s Stevilom metov spreminja nasSa
verjetnost, da doseZemo Sestico? Po enem metu so
vsa Stevila pik enako verjetna, z veckratnimi meti pa
vendar povecujemo verjetnosti viSjih izidov. Takoj
opazimo, da vrstni red metov ni pomemben, vrZzemo
lahko tudi vse kocke naenkrat.

Poskusimo zdaj na podoben nacin opisati Se pro-
metno gneco v poenostavljeni obliki: voZnjo v koloni
brez prehitevanja. Razlitna vozila in tudi posamezni
vozniki vozijo razlitno hitro. Prvo vozilo v koloni
lahko vozi, kolikor hitro Zeli. Ce je naslednje vozilo
pocasnejsSe ali enako hitro kot tisto pred njim, potem
vozi »po svoje«, Ce je hitrejSe, pa lahko vozi le s hi-

trostjo vozila pred njim. Da ugotovimo hitrost dru-
gega vozila, vzamemo torej manjso izmed dveh hi-
trosti: njegove Zelene hitrosti in hitrosti kolone pred
njim. Kaksna je verjetnost, da zadnje od N vozil na
cesti lahko vozi s hitrostjo x?

Primera kock in vozil sta matemati¢no zelo soro-
dna - v obeh primerih imamo podano verjetnostno
porazdelitev p;(x) koli¢ine x (najvecje Stevilo pik,
hitrost kolone) za en poskus, iS¢emo pa porazdeli-
tev za N poskusov. Pri tem ne gledamo povprecja
vseh poskusov, ampak najvec¢jo vrednost (oziroma
v primeru prometa, najmanjSo). Privzemimo, da Ze
poznamo porazdelitev za N poskusov - recimo ji
pn(x), kocko pa vmes dobro »pretresemo«, da na-
slednji met ni odvisen od prejSnjih. Verjetnost, da je
dosedanjiizid x1, izid zadnjega meta pa x>, je zaradi
neodvisnosti obeh izidov kar produkt verjetnosti za
predhodni in novi izid:

p(x1,x2) = pn(x1)p1(x2).

To je verjetnost le za eno kombinacijo x; in x>, pri
uposStevanju novega poskusa pa je lahko rezultat x
doseZen na razli¢ne nacine. UpoStevati moramo vse
primere, v katerih se rezultat ni spremenil, saj je
novi rezultat slabSi od starega, ali kve¢jemu enak:
X = X1 = X», ter primere, v katerem je novi re-
zultat izboljSava starega: x = x» > x;. Verjetno-
sti za vse mozne pare starega izida in novega po-
skusa lahko izriSemo kot kvadratno tabelo, v kateri
vsi pari vzdolZ »kljuk« (unij dveh stranic kvadrata)
prispevajo k verjetnosti za enega izmed moznih izi-
dov. Glej sliko 1 za primer meta treh kock. Vse te
prispevke moramo seSteti v skupno verjetnost,

Pni1(x) = pn(x) D p1(k) + p1(x) D pn(k). (1)

k=<x k<x

Obravnavajmo zdaj konkreten primer meta kock:
kolik$ne so verjetnosti, da pri metu Sestih kock naj-
veCja doseze x pik? NaSa osnovna porazdelitev je v
tem primeru kar p;(x) = % - enaka za vsa Stevila

%
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%

pik x. Za dve kocki imajo vsi pari verjetnost %, dol-
zine »kljuk« pa so zaporedna liha Stevila 1, 3, 5, 7, 9,
11, torej po(x) = 2’;—51. Dodajmo naslednjo kocko s
pomocjo enacbe 1:

= p3(x) = pa(x) > p1(k) + p1(x) D pa(k)

k<x k<x
C2x -1 i;+y‘§2k—1
36 =6 6% 36

V prvi vsoti k sploh ne nastopa - seStevamo le x ena-
kih ¢lenov. Drugo vsoto razclenimo na razliko dveh
¢lenov & S§21 k — g X3-1 1. Z uporabo formule za

tretji met

o |e o & |& [&

po 2 metih

0.5%

05% 3.2%

po 3 metih

SLIKA 1.

Izracun porazdelitve za 3 mete kocke iz porazdelitve za 2 meta
kocke. SeStevamo po poljih z isto barvo ozadja - po »kljuka-
stih« oblikah. Zaradi zaokrozevanja se verjetnosti ne sestejejo
na vsa decimalna mesta natancno.

vsoto zaporednih naravnih Stevil sledi:

(2x — l)x N
63 63 2
3x2 -3x +1
63

Vsota je ponazorjena tudi na sliki 1, kjer je bolj raz-
viden potek seStevanja. Vec kock vrZzemo, viSja je
verjetnost, da dobimo vsaj eno Sestico, v tem pri-
meru Ze p3(6) =~ 42 %. Za Sestico kot najviSje Stevilo
pik bi sicer isto na lazji nacin lahko izracunali tudi
kot nasprotje izida, da padejo tri kocke z 1-5 pikami:
p3(6) =1-(5/6)3.

Verjetnostne porazdelitve za vecja Stevila metov
lahko dobimo rekurzivno na podoben nacin, vendar
to hitro postane nepregledno. Namesto tega bomo
splosnejsi rezultat dobili s pomoc¢jo drugacnega raz-
misleka. Na sliki 1 opazimo, da lahko vsako kljuko
vidimo tudi kot odStevanje dveh kvadratov. Ker je
vsak novi dogodek neodvisen od prejSnjih, so vnosi
v tabeli kar produkti verjetnosti v stolpcih in vrsti-
cah. To pomeni, da verjetnost, da se zgodi katerikoli
dogodek v izbranem kvadratu te tabele, lahko eno-
stavno izracunamo kot produkt dveh kumulativnih
verjetnosti C(x) = >3_; p(k), ki jim retemo tako,
ker Stejejo akumulirano vsoto verjetnosti vseh izi-
dov do vklju¢no vrednosti x. Verjetnost, da pademo
v spodnji levi kvadrat s stranico x, je torej produkt
verjetnosti Cy_1(x), da predhodni rezultat N — 1 me-
tov kocke pade v spodnjih x vrstic (vse prehodne
kocke imajo med 1 in x pik), in verjetnosti C;(x) =
>x_1p1(k) = x/6, da novi izid pade v prvih x stolp-
cev (na zadnji kocki vrzemo med 1 in x pik). Skupna
verjetnost, da N metov kocke doseZe rezultat x je
potem razlika verjetnosti, da smo v kvadratu veliko-
sti x in verjetnosti, da smo v kvadratu velikosti x —1:

gx(x—l) 3 1

= p3(x) = @(x—l)

= pn(x) = Cno1(x)C1(x) = Cn-1(x = 1)C1(x = 1).

Zgornja zveza je Se vedno rekurzivna, saj zahteva iz-
racun Cy-1(x). Na podoben nacin bi za 3 dogodke
namesto tabele lahko narisali kocko moznih izidov,
»kljuke« pa bi postale razlike dveh razlicno velikih
kock (glej sliko 2). Podobno si za N metov zamislimo
kar N-dimenzionalno tabelo oziroma hiper-
kocko. V vec kot treh dimenzijah si graficno tega ne
moremo vec predstavljati, Se vedno pa velja, da racu-
namo razliko dveh hiperkock, in prostornino kocke
znamo izracunati v poljubnem Stevilu dimenzij.

PRESEK 51(2023/2024) 2




SLIKA 2.

MATEMATIKA

Posplositev »kljuke« na tri dimenzije pomaga pri izracunu verjetnosti za met treh ali vec kock.

S tem razmislekom lahko verjetnost za izid x po N
metih zapiSemo kar kot razliko dveh hiperkock:

« pn(x) = QLN —Cr(x—D)N = (’g)N—("gl)N
(2)

Ce iS¢emo najmanjse Stevilo pik, lahko uporabimo
isti rezultat, e zamenjamo 6 «~ 1,5 < 2 itd.

S tem smo pa dobili kar splosno formulo za izid
igre z N kockami v zakljucCeni obliki, brez dodatnih
vsot. Za bralce, ve§Ce raCunanja s pogojnimi verje-
tnostmi, navedemo Se alternativni nacin izpeljave is-
tega rezultata. Dogodek, ko je najvecje Stevilo pik
na kockah enako x, lahko razumemo kot presek do-
godka K, da imajo vse kocke med 1 in x pik, in do-
godka L, da ima vsaj ena kocka x pik. Po obrazcu
za pogojno verjetnost P(K n L) = P(L|K)P(K), mo-
ramo izracunati le verjetnost dogodka K, ki je enaka
kar P(K) = (x/6)N, ter pogojno verjetnost P(L|K),
da vidimo vsaj eno kocko z x pikami, pri cemer pa
viSje od x niso veC na voljo. To pa je enostavno, saj
je ta dogodek ravno obraten dogodku, da imajo vse
kocke med 1 in x — 1 pik. Ker rezultat Ze poznamo,
izracun prepusScamo bralcu.

Opremljeni z idejo, kako reSevati tovrstne proble-
me, se zdaj vrnimo Se na problematiko voznje v ko-
loni. Vzemimo primer, ko je na cestah p;(A) = 70 %
osebnih avtomobilov, ki vozijo 90 km/h, p;(B) =
20 % tovornjakov, ki vozijo 70 km/h in p1(C) = 10 %
traktorjev, ki vozijo 30 km/h. Tokrat seStevamo po
»kljukah« z desnega zgornjega kota navzdol, ker Ste-
je minimalna, ne maksimalna vrednost (glej sliko 3).

Pri metu kock smo lahko dobili analiti¢no reSitev
za N metov kock s pomocjo racunanja »kljuk« kot
razlik dveh kvadratov in posploSitve na N-dimen-
zionalni problem, zato se bomo tudi pri voZnji v
koloni lotili na enak nacin. NajlaZje dobimo verje-
tnost, da kolona N vozil vozi s hitrostjo avtomobila
- to se zgodi samo, Ce je vseh N vozil avtomobilov:
pn(A) = p1(A)N: to ustreza najmanjSemu kvadratu

drugo vozilo

AN i
20 %) 0.

14 %

#o
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SLIKA 3.
Verjetnosti za pocasno voznjo, ¢e smo drugi voznik v koloni.

2% (14 %

—_
I
X

32 %

2
S
4
o
4
—
2,

1% |2 %

\]
X
19%

10 %|120 %

PRESEK 51(2023/2024) 2




MATEMATIKA

%

verjetnost
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desno zgoraj na sliki 3. Za verjetnost, da vozimo s hi-
trostjo tovornjakov, si lahko izracunamo verjetnost,
da so vsa vozila bodisi avtomobili ali tovornjaki (ver-
jetnost, da je eden izmed njih avto ali tovornjak je
p1(A) + p1(B) = 90 %), ter odStejemo verjetnost, da
so vsi avtomobili, kar za 2 vozili ustreza odStevanju
1 x 1 kvadrata od 2 x 2 kvadrata v tabeli, za N vozil
pa dobimo

= pn(B) = [p1(A) + p1(B)IN — p1(A)N.

Preostanek verjetnosti pripada hitrosti traktorjev:
pn(C) = 1 - [p1(A) + p1(B)IN. Slika 4 prikazuje
odvisnost vseh treh verjetnosti od dolZine kolone N.
Vidimo torej, da brez prehitevanja pri vecji koli-
Cini vozil neizbeZno pride do tega, da hitrost nare-
kujejo najpocasnejsi udelezenci v prometu, in dovolj
je eden, da ustavi celo kolono. Temu ozkemu grlu
se ucinkovito izognemo z avtocestami, ker je zaradi
veC vzporednih pasov vedno na voljo moznost prehi-
tevanja. S tem omogocimo, da vsi udelezenci v pro-
metu lahko doseZejo svojo optimalno hitrost.
Metodi, ki smo ju uporabili, lahko posploSimo na
drugacne porazdelitve. Izracun z vsotami, ki smo ga
uporabili v primeru kocke, zahteva, da so verjetno-
stne porazdelitve take, da je vsote enostavno izvre-
dnotiti. Po drugi strani je nac¢in s pomoc¢jo kumula-
tivnih porazdelitev bolj sploSen. Z racunanjem ver-
jetnosti za vedno vecje kvadrate v verjetnostni tabeli

k
] goﬂ
h
k
| 70
h
km
130—
h
SLIKA 4.
Odvisnost verjetnosti za giba-
nje z razlicnimi hitrostmi od
N Stevila vozil v koloni.

in odStevanjem verjetnosti za kvadrata sosednjih ve-
likosti so lahko verjetnosti za posamezne vrednosti
poljubne. Ta nacin lahko s poznavanjem diferencial-
nega racuna uporabimo tudi za zvezne
porazdelitve.

Racunanje verjetnosti za najvecCji ali najmanjsi
izid pri veckratnih ponovitvah pride v postev tudi pri
Sportu. Raznolikost v uspesSnosti razli¢nih tekmoval-
cev ter raznolikost rezultatov med poskusi
vsakega tekmovalca se da opisati kot verjetnostno
porazdelitev po rezultatih za vsak poskus. Vsakic,
ko nekdo podre rekord, ima naslednji tekmovalec Se
teZjo nalogo. Verjetnost, da je rekord res visok in
tezko premagljiv, se z vsakim poskusom povecuje.
Na koncu opazimo, da se vedno redkeje zgodi, da je
prejSnji rekord premagan. Razlika od naSih kock je
predvsem v tem, da pri kocki vemo, da je Sestica naj-
veCji moZen rezultat, pri Sportu pa nimamo stroge
zgornje meje, in vedno obstaja nenicelna, Ceprav
zelo majhna verjetnost za Se vecji rezultat - sicer
bi potegovanje za rekorde izgubilo smisel.

Pojav »padajocih donosov, pri katerem potrebu-
jemo vedno vec poskusov, da doseZemo dodatne iz-
boljsave, opazimo tudi v ekonomiji, ter v optimiza-
ciji izkoristka strojev in naprav. Obicajno moramo
sprejeti kompromis in sprejeti neoptimalen rezultat,
da ne Zrtvujemo prevec casa ali denarja v nadaljnje
izboljSave.

X X X
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Celoletne priprave na Mednarodno

matematicno olimpijado

NAZ\Z
LUKA HORJAK

- Ze vrsto let Drustvo matematikov, fizikov in as-
tronomov Slovenije organizira Drzavno tekmova-
nje srednjesolcev v znanju matematike za Vegova
priznanja, na katerem se dijaki potegujejo za zlata
priznanja. A to je za najboljSe tekmovalce le vrh le-
dene gore - skozi leta potekajo tudi izbirni procesi
za mednarodna tekmovanja, na katerih se pome-
rijo najboljsi mladi umi s celega sveta. V letoSnjem
Solskem letu bo potekal izbor za Stiri mednarodna

tekmovanja za srednjesolce.

Mednarodna matematicna olimpijada (MMO) je
najstarejSa mednarodna olimpijada iz znanja. Njeni
zacetki segajo v leto 1959, ko je Romunija organi-
zirala tekmovanje za drzave tedanjega vzhodnega
bloka. Od takrat je bila organizirana vsako leto z iz-
jemo 1980. Na letosnji izvedbi je sodelovalo kar 618
tekmovalcev iz 112 drZav, kar je najvec¢ na tovrstnih
olimpijadah. 65. MMO bo prihodnje leto gostilo me-
sto Bath v Veliki Britaniji, potekala pa bo med 11. in
22. julijem. V 6-Clansko ekipo se bodo uvrstili tek-
movalci, ki bodo na treh izbirnih testih in drZavnem
tekmovanju zbrali najvec tock.

Na Srednjeevropski matematic¢ni olimpijadi (SMO)
sodeluje 10 srednjeevropskih drzav. Na tekmovanje
se znova uvrsti 6 tekmovalcev, ki se niso uvrstili na
MMO in niso v zadnjem letniku srednje Sole. S tem je
udeleZba na mednarodnih tekmovanjih omogocena
vecjemu Stevilu dijakov, poleg tega pa sluZi Se kot
dodatna motivacija in priprava na MMO v prihajajo-
Ccem Solskem letu. Prihodnjo izvedbo SMO bo konec
avgusta gostilo mesto Szeged na jugu MadZarske.

SLIKA 1.
Slovenska ekipa na 64. Mednarodni matemati¢ni olimpijadi v
Chibi na Japonskem

Dodatno spodbudo dekletom nudi Evropska dekli-
Ska matematicna olimpijada (EDMO). Olimpijada je
namenjena spodbujanju deklet k udelezbi na mate-
mati¢nih tekmovanjih, kot je MMO, saj tam predsta-
vljajo le okoli 10 % tekmovalcev. Nanjo se uvrstijo
najboljSa Stiri dekleta glede na rezultate prvih dveh
izbirnih testov. LetoSnjo izvedbo smo organizirali v
Sloveniji, prihodnje leto pa bo tekmovalke med 11. in
17. aprilom gostila Gruzija v mestu Tskaltubo.

Zadnje mednarodno tekmovanje v znanju mate-
matike je Romunski matematicni master (RMM), ki
poteka vsako leto v glavnem mestu Romunije, Buka-
reSti. Znano je po zelo zahtevnih nalogah. 15. RMM
bo potekal med 26. februarjem in 2. marcem. Za-
radi zgodnjega termina tekmovanja bosta za izbor
Stiriclanske ekipe Stela 1. izbirni test in dodatne kva-
lifikacije za to tekmovanje.
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TEKMOVANJA

%

Ker naloge na zgoraj naStetih olimpijadah pogosto
zahtevajo znanje, ki presega srednjeSolski u¢ni na-
¢rt, skozi leto organiziramo priprave na tekmovanja.
Te vec¢inoma vodimo Studenti, ki smo se v preteklo-
sti uvrstili na zgoraj nasteta tekmovanja in smo zato
zelo dobro seznanjeni s koncepti, ki so potrebni za
uspeh.

Priprave potekajo v obliki 4-urnih predavanj, s ka-
terimi za¢nemo v oktobru, potekajo pa do konca Sol-
skega leta. Skupaj tako organiziramo med 10 in 15
predavanj. Pri nekaterih organiziramo za tekmoval-
ce, ki so na pripravah v preteklosti, Ze sodelovali Se
viSji nivo. V preteklem Solskem letu smo obravnavali
naslednje teme:

= presStevanja, nacelo vkljucitev in izkljucitev, Diri-
chletov princip

= usmerjeni koti

= modularna aritmetika

= indukcija

= funkcijske enacbe

= potenca tocke na kroZnico

= polinomi

= invariante in dvojno Stetje

= Menelajev, Cevov in pascalov izrek, homotetija

= neenakosti

= diofantske enacbhe

= rekurzija, kombinatorne igre

= zaporedja

Na viSjem nivoju so bile teme naslednje:

= teorija grafov

= izogonalna konjugiranost in simediane
= lema o dvigu eksponenta

= konstrukcije v teoriji Stevil

= napredne metode v funkcijskih enacbah
= inverzija

= rodovne funkcije

Na spletni strani www.dmfa.si/Tekmovanja/-
MaSSA/Priprave.aspx je objavljen seznam leto-
$njih priprav, ki se sproti posodablja. Tam lahko naj-
dete tudi gradiva, rezultate izbirnih testov in druge
informacije o poteku priprav in tekmovanj.

Olimpijske ekipe dolo¢imo z izbirnimi testi. Vsa-
ko leto organiziramo tri teste, za to Solsko leto so
predvideni datumi 16. 12. 2023, 15. 2. 2024 in
11. 5. 2024. Da so ta v izvedbi ¢im bolj podobna sa-
mim mednarodnim tekmovanjem, trajajo kar 4 ure

in pol, pri cemer ima prvi test 5 nalog, preostala dva
pa po 3. Nekaj preteklih izbirnih testov in natanc¢na
merila izbora lahko najdete na zgornji spletni strani.

[ _ SRS

SLIKA 2.
Tekmovalke med pisanjem Evropske dekliSke matematicne
olimpijade v Portorozu

Naloge, ki so pojavljajo na izbirnih testih in med-
narodnih tekmovanjih, se zelo razlikujejo od
Solskih. Pogosto morajo tekmovalci sami odkriti po-
stopek, ki vodi do reSitve. Pri tem so jim v pomoc¢
nekateri izreki, kot je naslednji:

Dirichletov princip: Ce n + 1 predmetov razvr-
stimo v n Skatel, bosta zagotovo v neki Skatli vsaj
dva predmeta.

Dirichletov princip je zelo enostaven koncept. Pre-
senetljivo pa se da aplicirati na zelo zanimive nacine,
s katerimi lahko resimo tudi zahtevne naloge.

Naloga: Naj bo m mnaravno Stevilo in
X < {1,2,3,...,2n} mnoZica, za katero velja |X| =
n+ 1. DokaZi, da obstajata taki razli¢ni Stevili x, y €
X,daveljax | yaliy]|x.

Resitev. Oglejmo si najprej, kaj se zgodi pri majh-
nih vrednostih Stevila n. Take primere je zelo lahko
analizirati, pogosto pa lahko pri tem najdemo kak
vzorec, ki nam pomaga pri reSevanju sploSnih pri-
merov. Pri n = 1 seveda velja X = {1,2}, in ker
velja 1 | 2, je pogoj res izpolnjen. Pravzaprav lahko
opazimo Se vec; Ce velja 1 € X, je pogoj zagotovo
izpolnjen, saj 1 deli vsako naravno Stevilo.

10
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Pri n = 2 velja X < {1,2,3,4}. Denimo, da Ste-
vili x in y iz navodila naloge ne obstajata. Ce velja
3 € X, dobimo tako pogoj 1 ¢ X, saj 1 | 3. Ker pa
2 | 4, je lahko v X le eno izmed teh Stevil. Pravzaprav
smo mnozico {1,2,3,4} razdelili na mnozici {1, 3}
in {2,4}, iz vsake izmed teh pa lahko vzamemo kve-
¢jemu eno Stevilo. To po Dirichletovem principu ni

mogoce. 5
Dobili smo torej idejo za splos$no reSitev. Ce mno-
zico {1,2,3,...,2n} razdelimo na n mnoZzic, pri ce-

mer se v vsaki mnoZici vsa Stevila med seboj delijo,
lahko po Dirichletovem principu najdemo taki Stevili
x in y. Poskusimo poiskati te mnozice. V prvi mno-
Zici naj bo Stevilo 1. Ker 1 deli vsako naravno Stevilo,
dodatnih omejitev nimamo, zato lahko dodamo kar
Stevilo 2. Naslednje Stevilo, ki je deljivo tako z 1 kot
z 2, je 4. Ce nadaljujemo na tak nac¢in, bomo v prvo
mnozico dali natanko potence Stevila 2.

V drugi mnoZici naj bo najmanjSe Stevilo, ki ga Se
nismo uporabili - 3. Podobno kot prej ugotovimo,
da je naslednje Stevilo, ki je deljivo s 3, enako 6, na-
slednje 12 in tako dalje. V drugi mnozici bodo tako
natanko $tevila oblike 3 - 2% za nek k € N.

Ta razmislek lahko posplosimo - Ce je a najmanj-
e §tevilo v mnozici, so vsa ostala oblike a - 2k. V
vsaki mnoZici se tako res vsa Stevila delijo paroma.
Preostane nam torej Se to, da preStejemo, koliko
mnozic smo s tem dobili.

Oglejmo si spet najmanjSa Stevila v vsaki mnoZici.
Ce je katero izmed njih sodo, denimo 2a, je vse-
bovano tudi v mnozici, ki vsebuje Stevilo a. To ni
mogoce, saj smo pri konstrukciji vedno izbirali naj-
manjSa Stevila, ki jih Se nismo razdelili v mnozice.
Vsa najmanjSa Stevila mnozic so torej liha. Ni tezko
videti, da so ta tudi v razli¢cnih mnozZicah. ZapiSemo
lahko torej

= {1,2,...,2n} ={1,2,4,8,...}3,6,12,...2n — 1.

Mnozico smo tako razdelili na n delov (toliko je na-
mre¢ lihih Stevil manjsSih od 2n). Po Dirichletovem
principu mnozica X vsebuje dva elementa x in y iz
istega dela, za katera seveda velja x | y ali v | x.

Ce vas zanima, kako se spopasti s podobnimi na-
logami, ali pa morda celo uvrstitev v katero izmed
olimpijskih ekip, vabljeni, da se nam pridruzite na
celoletnih pripravah!

X X X

RAZVEDRILO

Krizne vsote

Y b

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.

4 13
1
1
14
16
8
12
8
15
NRUNY
RESITEV KRIZNE VSOTE
L 8 o
S € .
)
S € .
9l
8 S L -
L
8 € I
£l v
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Kako je Isaac Newton dokazal
drugi Keplerjev zakon?

NN
ROBERT HAUKO IN SIMON SPACAPAN

- Svoja prva dva zakona o gibanju planetov je Jo-
hannes Kepler postavil leta 1609 na podlagi po-
datkov o gibanju planetov okoli Sonca, pri tem pa
je uporabil podatke, ki jih je nekaj desetletji pred
njim zbral Tycho Brahe. V prvem zakonu pove, da
se planeti gibljejo okrog Sonca po elipsah, Sonce pa
se nahaja v enem od gorisc elipse. Drugi Keplerjev
zakon, imenovan tudi izrek o ploscinski hitrosti, pa

se glasi tako:

Daljica, ki povezuje planet in Sonce, opise enake
ploscine v enakih casih.

T3
Ty

)

T

SLIKA 1.
Plosc¢ina modrega obmocja je sorazmerna s ¢asom potovanja
od A do B.

Na zgornji sliki je Sonce oznaceno s S in se na-
haja v gori§cu elipse, po kateri se giblje planet. Ker
sta ploscini P; in P> enaki, je po Keplerjevem zakonu
Cas, v katerem planet opravi pot od tocke T; do T»,

enak casu, v katerem opravi pot od T3 do T4. Kepler-
jev zakon lahko z drugimi besedami izrazimo tudi
tako:

Cas gibanja planeta od tocke A do tocke B je so-
razmeren s plos¢ino obmocja omejenega z dalji-
cama SA,SB in delom elipse od A do B (v smeri
gibanja).

Planeti se torej gibljejo hitreje, ko so bliZje Soncu
in pocasneje, ko so dlje stran. Kepler zakona, ki
ga je postavil na podlagi podatkov, ni znal dokazati
ali matemati¢no argumentirati — to je storil kaksnih
sedem desetletij kasneje Newton. V tem clanku se
bomo sprehodili po Newtonovih stopinjah ter pred-
stavili korake in matemati¢ne argumente, s katerimi
je utemeljil Keplerjev zakon. Newton je izpeljavo, ki
ji bomo sledili tudi mi, zapisal v knjigi Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, ki velja za enega
najvecjih dosezkov v fiziki in znanosti nasplo$no in
v kateri med drugim tudi izpelje gravitacijski zakon,
s katerim natanc¢no opiSe gibanje planetov v Sonc-
nem sistemu.

Omeniti je treba, da je bila edina Newtonova pred-
postavka, iz katere je izpeljal Keplerjev zakon, da na
telo deluje sila proti nepremicni toc¢ki v prostoru. Pri
tem pa velikost te sile in tirnica, po kateri se giblje
telo, nista znani, in kot bomo videli v nadaljevanju,
tudi nista pomembni. Propositio I. Theorema L., v
katerem je zapisan Keplerjev zakon!, torej velja za
vsakrSno gibanje telesa, na katerega deluje sila proti
nepremicni tocki v prostoru. V izpeljavi bomo tudi
videli, da je vsako taks$no gibanje telesa ravninsko.

Ipropositio I. Theorema I. se pojavi na zacetku drugega po-
glavja prve knjige Principie in se glasi tako: PloScine, ki jih gi-
bajoca telesa opiSejo z radiji, ki jih nariSemo k nepremi¢nemu
sredisScu sile, lezijo v isti nepremicni ravnini, in so sorazmerne s
Casi, v katerih so opisane.

12
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SLIKA 2.

B

Pa pojdimo po Newtonovih stopinjah! Preden se
poglobimo v Newtonovo izpeljavo, bomo navedli tr-
ditev, ki jo Newton uporabi v njej.2

Ce na telo delujeta dve sili, potem telo opravi pot
po diagonali paralelograma v enakem casu, kot
bi opravilo pot po stranicah tega paralelograma,
Ce bi ti dve sili delovali na telo loceno.

Ce telo miruje v tocki A in nanj deluje (za kratek
trenutek) zgolj sila M, se telo giblje premo enako-
merno po daljici AB in v danem ¢asu prispe do tocke
B. Podobno, ¢e na telo deluje zgolj sila N, se telo
giblje premo enakomerno po daljici AC, ter v ena-
kem casu prispe do tocke C. Ko pa na telo delujeta
obe sili hkrati, se telo premo enakomerno giblje po
diagonali AD in v enakem c¢asu prispe do tocke D
(slika 2, levo). Z drugimi besedami, vsota hitrosti v;
in U, je hitrost v (slika 2, desno). Trditev velja tudi
za sile, premike, pospeske itd. in predstavlja osnovo
seStevanja vektorskih kolicin.

Sedaj pa pojdimo k dokazovanju Keplerjevega za-
kona. Naj bo S (nepremicna) to¢ka v prostoru, in
naj sila vselej deluje v smeri proti tej tocki. Telo se
na zacCetku nahaja v tocki A. Casovni interval, v ka-
terem bomo opazovali gibanje telesa, razdelimo na
enake dele in predpostavimo, da v prvem delu casa
telo opravi pot od tocke A do tocke B, ob tem zane-
marimo delovanje sile in upoStevamo zgolj njegovo
premo enakomerno gibanje po daljici AB (slika 3).3
Ko se telo nahaja v tocki B, bi ob odsotnosti vsakr-
$ne sile, nadaljevalo pot po daljici Bc, ki je po dol-
7ini enaka daljici AB (tukaj Newton upoSteva, da so
casovni intervali enako dolgi).

2Trditev je zapisana v Corollarium I, na zacetku Principie,
in se pojavi neposredno po zapisu treh Newtonovih zakonov.
Trditev navajamo skladno z Newtonovo dikcijo.

3Spomnimo se, da (po 1. Newtonovem zakonu) telo, na kate-
rega ne deluje nobena sila, bodisi miruje ali pa se giblje premo
enakomerno.

Razlaga Newtonove trditve.

V1

Vendar v tocki B predpostavimo, da sila deluje z
velikim sunkom in telesu doda konstantno hitrost v
smeri vektorja BS. Ce uporabimo trditev, ki smo jo
navedli zgoraj, in upostevamo inertno hitrost telesa
v smeri vektorja BC ter hitrost v smeri vektorja BS
ugotovimo, da se telo zacne gibati po diagonali pa-
ralelograma BcCV in na koncu drugega ¢asovnega
obdobja prispe do tocke C. Tako smo dobili geome-
trijsko konstrukcijo, za katero velja naslednje:

= Trikotnik BCS leZi v isti ravnini kot trikotnik ABS.

= PloSc¢ina trikotnika BcS je enaka ploScini triko-
tnika ABS.

= PloSc¢ina trikotnika BcS je enaka ploScini triko-
tnika BCS.

Zgornje trditve lahko hitro razmislimo tako: ker da-
ljici Bc in BV lezita v isti ravnini kot trikotnik ABS
sledi, da paralelogram BcCV leZi v isti ravnini kot
trikotnik ABS, in zato tudi BCS lezi v isti ravnini
kot trikotnik ABS (s tem smo dokazali prvo tocko).
Trikotnika BcS in ABS imata isto viSino in osnov-
nici enakih dolZin, torej imata enaki ploscini (to do-
kazuje drugo tocko). Podobno velja, da imata tri-
kotnika BcS in BCS isto viSino, saj je BV vzpore-
dna s cC, in ker imata skupno osnovnico SB, sledi,
da imata enako ploSc¢ino (s tem smo dokazali tretjo
tocko).

Iz treh zgornjih lastnosti sledi dvoje: prvi¢, giba-
nje telesa (v prvih dveh casovnih intervalih) je rav-
ninsko, saj daljici AB in BC leZita v isti ravnini, in
drugi¢, ploscini trikotnikov ABS in BCS sta enaki. S
tem smo torej razmislili, da sta ploS¢ini obmoc¢ij, ki
ju opiSe daljica, ki povezuje pot, po kateri se giblje
telo s tocko S, v prvem in drugem Casovnem inter-
valu enaki.

Opazimo, da so zgornje ugotovitve neodvisne od
dolzine daljice BV in torej veljajo ne glede na to,
kako veliko hitrost v smeri vektorja BS dodamo te-
lesu v tocki B, oziroma so neodvisne od velikosti sile,
ki deluje proti tocki S.
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FIZIKA
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SLIKA 3.
Newtonova geometrijska konstrukcija.

Postopek ponovimo na vseh delih ¢asovnega inter-
vala: v tocki C predpostavimo, da sunek sile deluje
proti tocki S in doda telesu hitrost v smeri vektorja

CS ter ga tako preusmeri iz svoje inertne smeri Cd
v smeri po daljici CD proti tocki D. Tudi tukaj kon-
strukcijo naredimo tako, da je |Cd| = |BC|, in z ana-
lognimi argumenti kot zgoraj pridemo do sklepa, da
je ploscina trikotnika CDS enaka ploscini trikotnika
BCS, ki pa je enaka plosc¢ini trikotnika ABS.

Tako vidimo, da je ploScina obmocja, ki ga opiSe
daljica, ki povezuje pot telesa s tocko S, sorazmerna
s Stevilom trikotnikov, ki jih to obmocje vsebuje. Ker
pa je Stevilo trikotnikov enako Stevilu ¢asovnih de-
lov, sledi, da je ploS¢ina obmocja sorazmerna s ca-
som.

Newton dokonca izpeljavo tako, da Stevilo triko-
tnikov poslje v neskon¢nost, dolZine stranic AB, BC,
CD (in tako naprej) pa proti 0. Gre za pomemben ko-
rak, ki predstavlja osnovo infinitezimalnega racuna
in prehod od diskretne k zvezni sliki. Pri tem ne
navaja podrobnosti (posebej pa ne navaja, kako ve-
liki naj bodo zamiki v smeri tocke S, v odvisnosti
od dolZine casovnega dela), vendar trdi, da poligon-
ska krivulja ABCD (in tako naprej), po kateri se gi-
blje telo, konvergira (limitira) proti ukrivljeni liniji 4,
ko Stevilo trikotnikov posljemo v neskon¢nost in ko
delovanje sile proti tocki S uposStevamo vedno bolj

417 latinskega originala Principie smo »linea curva« prevedli
kot »ukrivljena linija«, kar si lahko razlagamo kot »krivulja«.

SLIKA 4.
Poligonske krivulje konvergirajo proti ukrivljeni liniji.

pogosto v »neskon¢no« majhnih ¢asovnih zamikih.
Kako si lahko predstavljamo priblizevanje poligon-
ske krivulje k ukrivljeni liniji, je prikazano na sliki
4. Rdece in modro sta poligonski krivulji, in ko Ste-
vilo daljic poligonske krivulje posSljemo v neskonc-
nost, le-ta konvergira proti ukrivljeni liniji (zeleno na
sliki 4).

Ker je plos¢ina obmocja med poligonsko krivuljo
in tocko S sorazmerna s Casom, ki ga telo potrebuje
za pot po tej poligonski krivulji, velja enako tudi za
ukrivljeno linijo, proti kateri konvergirajo poligon-
ske krivulje. S tem Newton zakljuci izpeljavo Kepler-
jevega zakona.

V nadaljevanju Newton dokaze, da na vsako telo,
ki se giblje pospeSeno v prostoru in ima konstan-
tno ploscinsko hitrost (glede na izbrano tocko v pro-
storu), deluje sila v smeri proti tej tocki. Drugi Ke-
plerjev zakon torej natanko doloca gibanja teles s
konstantno ploscinsko hitrostjo - to so tista giba-
nja, na katera deluje sila v smeri nepremicne tocke.
Keplerjevi zakoni zasedajo pomembno mesto v fi-
ziki, saj jih je Newton uporabil pri izpeljavi gravi-
tacijskega zakona. Opisani primer pa kaZe na to, da
je pot do pomembnih znanstvenih odkritij obicajno
polna ovinkov, na njih pa spoznanja iz razli¢nih po-
drocij lahko sovpadajo in druga drugo tudi podpi-
rajo.

Avtorja se zahvaljujeta Jani Padeznik GomilSek in
Borutu Zalarju za njune komentarje, popravke in po-
moc¢ pri pisanju ¢lanka.

X X X
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Nove knjige: Windows 3.1
podkrepljen z DOS 6.0

LETNIK 21, STEVILKA 2, 1993

BILO JE NEKOC

Y b

- Mladi bralci in bralke verjetno ne vedo, da so v Pre-
seku pred 30 leti precej redno izhajale tudi kratke
recenzije in opisi novih knjig s podroc¢ja matema-
tike, fizike, astronomije ali racunalniStva, ki so bile
takrat dostopne v trgovinah. In ¢e v ¢asu pametnih
telefonov in zaslonov na dotik morda kljub vsemu
Se vedo, kaj je to racunalniSka miska in operacijski
sistem Windows, skoraj gotovo nimajo pojma, kaj
je MS DOS. Malo starejSi pa se Se nostalgicno spo-
mnimo tipkanja ukazov na ¢rni zaslon in kopiranja
datotek z magnetnih 5,25 ali 3,5-pal¢nih disket, pa
tudi igre Minolovec, ki je v sistemu Windows 3.1 po-
magala razbijati strah pred uporabo oken. Marsikdo
bi jo z veseljem odigral Se danes.

X X X

I\Il ” I/ N

Pt ll

Klavzar S. in Vesel A., WINDOWS 3.1, PODKREPLJEN Z
‘DOS 6.0, Ratkova knjiznica 9, 1993, Druitvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije.

Po dveletnem premoru je iz¥la nova knjiZica iz zbirke Ratkova knjiZnica,
ki jo verjetno 3tevilni poznate kot zbirko, ki zaZetniku pomaga pri prvem
sreéevanju z doloZenim programom. Sandi KlavZar, avtor prve knjige te zbirke
— Mali priroénik operacijskega sistema MS DOS — je k sodelovanju pritegnil
%e Aleksandra Vesela in tako je nastala pri¢ujoa knjiga.

Po besedah avtorjev naj bi bila knjiga namenjena predvsem zaZetnemu
spoznavanju z Okni - MS Windows 3.1, z operacijskim sistemom DOS pa
naj bi se spoznali le bezno. To povsem ne drii, saj zajemajo deli knjige, ki
govorijo o DOSu, precejen (dobrodoZel) del knjige. Ne glede na to, kako
priljubljeno je ‘klikanje z mi¥ko', bo namreZ zaletniku veZkrat laZje, &e bo
dolofena opravila naredil kar z ukazi operacijskega sistema.

Knjiga je razdeljena na 3tiri poglavja. V prvem spoznamo nekaj osnovnih
pojmov o zgradbi osebnega ratunalnika. Glavnino knjiZice sestavljata drugo
in tretje poglavje, ki govorita o okolju Windows in o najpomembnejZih pro-
gramih, ki ga sestavljajo. V Eetrtem poglavju je zajeto najnujnejfe o DOSu,
v dodatku pa so omenjene nekatere najpomembnejSe novosti, ki jih prina3a
nova inatica operacijskega sistema MS DOS, namre¥ 6.0.

V knjiZici je zajeto vse najpomembnejSe o DOSu in Oknih. Mogote
bo kdo pogregal razlago te ali one stvari. Vendar ne pozabimo, kak3en je
osnovni cilj te zbirke: Omogo€iti kar se da enostaven zaletek pri uporabi
novih programov. To pa knjiZica vsekakor omogoZa.

Matija Lokar

| BioJE WEKOE v Revi PaEsek
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ASTRONOMIJA

/maganalb. mednarodniolimpijadi
izastronomije in astrofizike

N\
ViD KavEic

- Med 10. in 20. avgustom 2023 je v Katowicah na

Poljskem potekala mednarodna olimpijada iz

astronomije in astrofizike. Na njej je slovenski tek-
movalec posegel po najviSjem dosezku: Peter An-
dolSek je namrec postal absolutni zmagovalec 16.
mednarodne olimpijade iz astronomije in astrofi-
zike. Ta izjemni uspeh ni le izjemen na podroc¢ju
astronomskih tekmovanj, ampak predstavlja tudi
zgodovinski doseZek za vse olimpijade iz znanja,

na katerih sodeluje Slovenija.

Peter Andolsek absolutni zmagovalec

Poleg tega, da je dosegel absolutno zmago na olim-
pijadi, se je Peter AndolSek, dijak Gimnazije BeZi-
grad, odlicno odrezal tudi v obdelavi podatkov in
astronomskih opazovanjih. Gre za drugi takSen do-
sezek slovenskega tekmovalca v zgodovini olimpijad
iz znanja, saj je ze leta 2017 Aleksej Jurca zmagal na
astronomski olimpijadi na Tajskem.

Na letoSnji olimpijadi so poleg Petra blesteli tudi
drugi Clani slovenske ekipe. Miha Brvar (Gimnazija
BeZigrad) in Zan AmbrozZi¢ (Gimnazija Kranj) sta
osvojila srebrni medalji, Zan Arsov (Gimnazija Be-
zigrad) bronasto medaljo, Marija JudezZ (Srednja ele-
ktro Sola in tehniSka gimnazija Novo mesto) pa je
prejela pohvalo.

Ekipo so pripravljali in vodili Andrej Gustin, Du-
nja Fabjan in Vid Kavcic. Pri izbirnem postopku in
dodatnih pripravah na olimpijado so sodelovali tudi
Andreja Gomboc, Simon Bukovsek, Urban Razpotnik,
Rok Kovaé¢, Jon JudeZ, Ema Mlinar, Jakob Jurij Snoj
in Ajda Erjavec.

V tem clanku predstavljamo nekaj bolj ali manj
zahtevnih in dolgih nalog iz teoreticnega dela tekmo-
vanja, ki so bile letos resnicno c¢udovite in

SLIKA 1.

Astronomska posadka Slovenije s kapitani. Po vrsti z leve: An-
drej Gustin, Vid Kavéi¢, Miha Brvar, Zan Arsov, Peter Andolsek,
Marija Judez, Zan Ambrozi¢ in Dunja Fabjan.

pristno astronomske. Za pregled clanka in graficno
asistenco se zahvaljujem Simonu Bukovsku.

T 1: Neptun v opoziciji

Naloga

Neptun bo 21. septembra 2024 v opoziciji. Izracu-
naj, katerega leta je bil Neptun nazadnje v opoziciji
v Casu spomladanskega enakonocja. Predpostavi, da
sta orbiti Zemlje in Neptuna kroZni. Velika polos
Neptunove orbite je a = 30,070 a.e.

ReSitev

Podatki: a = 30,070 a.e.

S pomocjo tretjega Keplerjevega zakona in poz-
nane velike polosi a orbite izracunamo obhodni ¢as
Neptuna. Pri tem upoStevamo, da veliko polos izra-
zimo v astronomskih enotah, ¢as pa v letih:

= t; = a®? = 164,89 leta.

18
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Ker je Neptun zunanji planet, njegovo sinodsko
periodo t; (v letih) izra¢unamo kot

1r_1 1
tr ty t;’
tr = 1,006102 leta,

kjer smo oznacili ty = 1 leto.

Eklipticna dolzina Neptuna se tako spreminja s hi-
trostjo (360°/163,89)/leto. Zanima nas, koliko let
traja, da se Neptun nahaja v opoziciji in se pri tem
premakne za 180°. Od tod nastavimo

360° .
163,89 1807,
t = @ = 81,95 leta,

iz ¢esar zaklju¢imo, da je bil Neptun nazadnje v opo-
ziciji leta 2024 — 82 = 1942.

T 5: Temna energija

Naloga

Opazovanja kazejo, da se vesolje Siri pospeSeno.
Fluktuacije mikrovalovnega sevanja ozadja podpira-
jo ravno (evklidsko) geometrijo, kjer je skupna go-
stota (tj. vsota gostote snovi in ekvivalentne gostote
vseh oblik energije) enaka tako imenovani kriticni go-
stoti:

3H}
81G’

kjer je Hy vrednost Hubblove konstante danes.
Toda skupna gostota snovi (svetle in temne) je oce-
njenana pmo ~ 2,8 - 10727 kgm=3. To neskladje od-
pravimo, ¢e predpostavimo, da standardni kozmo-
loski model vkljuc¢uje skrivnostno temno energijo s
konstantno energijsko gostoto ¢x.

Doloci vrednost ¢, in izracunaj, pri katerem rde-
cem premiku v preteklosti je bila energijska gostota
snovi enaka gostoti temne energije.

" Pcor =

Resitev

Iz podane formule in vrednostma Hy in G, ki ju naj-
demo v tabelah, lahko izra¢unamo vrednost kriticne
gostote:

" per = 9,202 - 10?7 kg/m>.

ASTRONOMIJA

V modelu ravnega vesolja velja

EA
Z = Pcr,

" Pm,0 +
iz Cesar izrazimo in izra¢unamo

* er = [par — pmpo]c® =5,8-10710 J/m3.

Skalirni faktor je z rde¢im premikom povezan kot

ao
1+z

= a(z) = ,
kjer je ag = 1 skalirni faktor danes. Gostota snovi
Pm Pada s tretjo potenco skalirnega faktorja, zato jo
lahko v povezavi z rde¢im premikom izrazimo kot

" pm(2) = pmo(l + 2)3.

Z uporabo enacbe E = mc? izrazimo energijsko go-
stoto &, Z gostoto snovi:

" em(2) = pm(2)c® = pmo(1 +2)3c.

Iz zgornje enacbe izrazimo iskani rdeci premik in pri
tem upoStevamo zahtevani pogoj &, = &a:

< 1/3
a z=[/\2} ~-1=0,32.
Pm,0C

T 9: Sekundarni mrk

Naloga

Na spodnjih svetlobnih krivuljah so opazovanja pri-
marnih mrkov dveh prekrivalnih dvozvezdij, imeno-
vanih Lolek in Bolek:

Na slikah je t ¢as (v urah) glede na trenutek mi-
nimuma in V navidezni sij v V (vidnem) obmocju (v
magnitudah). Tocke predstavljajo meritve, ¢rta pa
krivuljo, ki se jim najbolje prilega.

Predpostavi, da je mrk v obeh primerih centralen
(i = 90°) in da je trajanje mrka veliko krajse od obho-
dnega casa. Robna zatemnitev je zanemarljiva. Or-
bite imajo majhno ekscentri¢nost. Narisi predvideno
obliko svetlobne krivulje za vsakega od sekundarnih
mrkov. ZapiSi vse enacbe in izracune, ki jih pri tem
uporabis.

PRESEK 51(2023/2024) 2




ASTRONOMIJA

%

11.0 I L I I 11 I .'--;' '-‘:“.

V [mag]
>
L]
x‘.\'\ |

ol ||\

1224

-5.0 -25 0.0 2.5 5.0
t [h]

SLIKA 2.
Opazovana svetlobna krivulja sistema Bolek.
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SLIKA 3.

Opazovana svetlobna krivulja sistema Lolek.

ReSitev

Ker sta mrka v obeh primerih relativno kratka, lahko
predpostavimo, da je kot, ki ga opiSeta v orbiti, med
mrkom zanemarljivo majhen. To pomeni, da je tan-
gentna hitrost relativnega orbitalnega gibanja kon-
stantna.

Sistem Bolek. Ker je minimum vrha oster in je mrk
centralen, lahko sklepamo, da je R; = Rp. Zato bosta
tako primarni kot sekundarni mrk popolna z mini-
malno navideznih sijev zaporedoma #m; in m.,.

Definirajmo m, » kot skupni navidezni sij sistema,

ko ta ni v mrku, in oznacimo z L; in L, izseva zapo-
redoma prve in druge zvezde. ZapiSimo Pogosonov
zakon za oba primera:

_2’510g<L1L+1L2>’

-2,5log (2—2)
1

Ce iz prve enacbe izrazimo razmerje izsevov in ga
vstavimo v drugo, dobimo

= mp =m —2,5log (10("‘1’0’4”“’2) - 1) :

"my—-myp

mpz —mg

Ker sta orbiti skoraj kroZni, sta ¢asovni skali enaki
za oba mrka. Zato je povsem zadovoljivo zgolj pre-
risati krivuljo primarnega mrka, pri ¢emer njegovo
globino skaliramo na |m;  — m3z|. S svetlobne krivu-
lje razberemo ;> in Myin in dobimo razmerje iz-
sevov L»>/L1 = 2 in my = 11,44. Za sekundarni mrk
sistema Bolek izriSemo spodnjo svetlobno krivuljo:

V [mag]
-
—_
[e)]

12.04

12.21

—50 -25 00 25 5.0
t [h]
SLIKA 4.
Predvidena svetlobna krivulja sekundarnega mrka sistema
Bolek.

Sistem Lolek. Za sistem Lolek razmiSljamo po-
dobno, vendar opazimo, da je minimum svetlobne
krivulje raven. Naj bo tfy; ¢as med stikoma I in II in
taar €as med stikoma II in III, med katerim svetlobna
krivulja ostane na svoji najmanjsi vrednosti:

S podane svetlobne krivulje dolo¢imo

tar _ 2(R2 —R1)
tran 2R,
RZ tfat

Sz g

R1  tran
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navidezni sij

tranl  tfat

SLIKA 5.
Shema mrka za sistem Lolek.

V zgornjih enacbah je R; polmer manjSe od zvezd.
Zaradi tega sledi, da obstajata dve reSitvi — lahko bi
Slo za delni mrk ali za popolni mrk.

Najprej predpostavimo, da gre za popolni mrk.
Izmerimo Mmpi, za mrk in skupni navidezni sij, ko
mrka ni, m 2, (podobno kot v sistemu Bolek) in pred-
postavimo mpin = mp. S svetlobne krivulje razbe-
remo vrednosti za M 2 in Mmpin in za razmerje izse-
vov dobimo

- Li = 10040mi-mi2) _ 1 = 4
Ly

ter
R>

== =2
Ry

za razmerje polmerov. Iz tega po Stefanovem za-
konu sledi, da sta efektivni temperaturi obeh zvezd
enaki. To pomeni, da v resnici sploh ni pomembno,
ali zvezda 2 prekrije zvezdo 1 oziroma obratno. V
casu, ko mrka ni, opazujemo dva diska z enako sve-
tlo povrsSino in skupno ploscino TF(R% + R%), medtem
ko lahko med mrkom vidimo le disk s povr$ino TTR3.

Na sliki 6 je oblika sekundarnega mrka sistema
Lolek.

T12: DART

Naloga

Dvojni preizkus preusmeritve asteroida (DART — Do-
uble Asteroid Redirection Test) je bila Nasina misija

ASTRONOMIJA

V [mag]

-50 =25 00 25 5.0
t [h]

SLIKA 6.
Shema mrka za sistem Lolek.

za razvoj metode za planetarno obrambo pred telesi
v Zemljini bliZini. Sonda je zadela Dimorfos, luno
asteroida Didymos, da bi proucila, kako je trk vplival
na njegovo orbito.

(a) Izracunaj pricakovano spremembo obhodnega
Casa (v minutah). Predpostavi, da je bil trk ce-
len (frontalen), centralen in popolnoma nepro-
zen.

Pred tem je Dimorfos krozil okoli Didymosa po
krozni orbiti z obhodnim ¢asom P = 11,92 h.
Masi Dimorfosa in Didymosa sta zaporedoma
m = 43-10kgin M = 5,6-10'! kg. Masa
in hitrost sonde DART glede na Dimorfos v
trenutku trka sta bili mg = 580kg in
vs = 6,1 km s~!. Zanemari gravitacijske vplive
preostalih teles.

(b) V resnici so izmerili, da se je obhodni ¢as Di-
morfosa spremenil za APy = —33min. To je
posledica tega, da je del gibalne koli¢ine odne-
sel izvrZeni material: sonda se je zlepila z aste-
roidom, zaradi trka se je od asteroida odkrusil
material in zletel v vesolje. Izracunaj gibalno
koli¢ino izvrZenega materiala in jo izrazi kot
deleZ gibalne koli¢ine Dimorfosa pred trkom.
Predpostavi, da je bila masa izvrzenega materi-

ala veliko manjSa od mase Dimorfosa.

Izracunaj spremembo hitrosti (v mms™!)
Dimorfosa ob trku, tako da uposStevas ucinek
izvrzenih okruskov.

()

PRESEK 51(2023/2024) 2




ASTRONOMIJA

ReSitey

%

(a) Masa Didymosa je veliko vec¢ja od mase Dimor-
fosa. Zato je lahko polmer a orbite Dimorfosa
dolo¢imo z uporabo tretjega Keplerjevega za-

kona:
, GM _a’
42 p2’
o\ 1/3
a= <G4]\7/{r1; ) = 1,2 km.

Odtod lahko izracunamo tudi hitrost kroZenja
Dimorfosa pred trkom:

= Vg = 27;# =0,176 m/s.

Naj bo v’ hitrost Dimorfosa malo po trku.
Ohranitev gibalne koli¢ine nam da

" Mmvg — MsVs = (M + M)V’
Mmuvg — msv m
v’ = VO MsUs -y — Py
m + ms m

pri ¢emer smo upoStevali, da je masa
vesoljskega plovila veliko manjSa od mase Di-
morfosa.

Nato s pomocjo enacbe vis-viva dolo¢imo veliko
polos a’ orbite po trku:

a a a a’
_ .2 a
vt (2- 7).
Z_a_<v'>2_( _msvs>2
a’ Vo m Vo
1 2Msg Vs
m 7vVo

Velika polos se je tako spremenila za

14

_Aa a —a
a a

2Mg Vg
m vo

Ce se je velika polos spremenila iz a v a +
Aa, potem se je obhodni ¢as spremenil iz P v

P + AP, maso vesoljskega plovila pa lahko za-
nemarimo. Potem je:

i a’ (a+A4a)® a’(1+Aala)’
P2 (P +AP)2  P2(1+ AP/P)2

_@<1+3Aa_2AP)
E a P )

iz Cesar sledi
. AP _32a
P 2a’
Obhodni cas se je tako spremenil za
_ AP _34a_ 3miv
P 2a  m vy
Obhodni ¢as Dimorfosa bi se tako moral zmanj-
Sati za 1,4 % oziroma 10 minut.

(b) Naj bo Ap gibalna koli¢ina odkruSenega mate-
riala. Ohranitev gibalne koli¢ine potem zapi-
Semo kot:

= mvy — MsVs = (M + ms)v’ + Ap,
, _ Mvg — MsVs — Ap

v =
m+ms
m A
~vp - Hsy, 2P
m m

S podobnimi izracuni kot pri delu (a) dobimo

. Aa:_2<%&+ Ap)
a m Vo muvgp
in s tem
. AP :§%:_3<@&+ﬂ)_
P 2 a m vg muvy
Iskani rezultat je tako
. AP AR msvs 00
muvg 3P m Vg
(c) Sprememba hitrosti je enaka
n AU:v/—UOZ—%—Al
m m
Mg APy Mg
m Us 3P vo Us
AP
= S—POUO =—-2,7mm/s
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Sterna trigonometrija
Cas v astronomijl

NALOGE ZA BRALCE

ASTRONOMIJA

N

N
ViD KAvcic

- Bralke in bralci se gotovo spomnijo prispevka
o sferni trigonometriji iz 6. Stevilke prejSnjega le-
tnika revije Presek. V prispevku smo si ogledali
osnovne obrazce sferne trigonometrije in izpeljali
nekaj osnovnih zvez za obravnavo lege nebesnih
teles na nebesni sferi. Poleg tega pa smo omenili
tudi osnovna nacela, na katerih temelji merjenje

casa.

V tokratni Stevilki objavljamo nekaj reSenih vaj iz
sferne trigonometrije in c¢asa, ki so se pojavile na
preteklih izbirnih ter mednarodnih tekmovanjih iz
astronomije in astrofizike. Naloge lahko sluzijo kot
odli¢na priprava na izbirno tekmovanje za olimpij-
sko ekipo za Mednarodno olimpijado iz astronomije
in astrofizike, ki bo avgusta prihodnje leto potekala
v Riu v Braziliji.

Tekmovalkam in tekmovalcem zZelim mnogo mo-
zganskih uzitkov pri trenju astronomskih orehov.

Resene naloge

Bralec lahko v nadaljevanju najde nekaj primerov re-
Senih nalog z izbirnih in mednarodnih tekmovanj iz
astronomije in astrofizike, v naslednjem razdelku pa
ga Caka tudi nekaj dodatnih nereSenih izzivov, s ka-
terimi si lahko popestri prosti ¢as.

Izbirno tekmovanje 2014

Opazujemo dve zvezdi, za kateri vemo, da bosta so-
casno preckali juzni meridian na viSinah h; = 30,0°
in hp, = 40,0° (zgornja kulminacija). KolikSen bo
azimut obeh zvezd, ko bosta zaSli? Katera zvezda

bo zasla prej in kolikSna bo razlika njunih c¢asov-
nih kotov ob zahodu? Opazujemo iz Ljubljane (¢ =
46,0°, A = 14,5°). Vplive atmosfere zanemari.

ReSitev.

Podatki: ¢ =46,0°, A = 14,5°, h; = 30,0°, ho = 40,0°

Zemljepisna Sirina opazovaliSca je vecja od viSine
zvezde, kar pomeni, da se bo preckanje juZnega me-
ridiana (zgornja kulminacija) zgodila med zenitom
in smerjo juga. Deklinacijo zvezd dolo¢imo iz

= §=q@+h-90.

Deklinacija prve zvezde 6, = —14,0°, deklinacija dru-
ge pa 6 = —4,0°. Azimut zahoda obeh zvezd (ko sta
hi = hy = 0°) dolo¢imo iz

sind —sing sinh _ sinéd

" COSA=- ,
cos@ cosh cos @

dobimo A, = 69,7° za prvo zvezdo in A, = 84,3° za
drugo.

Prej bo zaSla prva zvezda. Razlika njunih ¢asov-
nih kotov ob zahodu bo

= AH = arccos(—tg@tgd,) — arccos(—tgptgdy)
= 43 min.

[zbirno tekmovanje 2019

Na letoSnjih pocitnicah smo opazovali notno nebo
iz Wellingtona v Novi Zelandiji (p = —-41°17'20",
A= +174°46"19").

a) Ugotovi, katere zvezde so iz te lokacije nadob-
zornice, podobzornice ter vzhajalke.

b) Dne 30. avgusta 2019 bi radi opazovali zvezdo
Ankaa v ozvezdju Feniks (x = oh26m17s,

%
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0 = —42°18'21"). Izracunaj ¢as kulminacije in
koliko ¢asa bo zvezda nad obzorjem. Kako vi-
soko nad obzorjem bo ob kulminaciji? UpoSte-

vaj S(0M UT, 30.8.) = 22h31m365. (IT 2019)
ReSitev.
Podatki: @ = -—-41°17'20", A = +174°46'19",

x = 0h26m178, § = —42°18'21”, S(O" UT,30.8) =
22h31m3as

a) Ce naredimo skico za nebo na jugu, ugotovimo,
da so podobzornice zvezde, za katere velja

= 90°— || —-6<0, 6>90° - |p|.
Podobzornice so za Wellington vse zvezde z

deklinacijo 6 > 48,71°".

Za nadobzornice mora veljati pogoj

= @p|-06-90°>0, 6 <|@|-90.
Nadobzornice v Wellingtonu so vse zvezde, za
katere je 6 < —48,7".

Vzhajalke v Wellingtonu so vse tiste zvezde, za

katere velja —48,7° < 6 < 48,7".

b) Najprej izraCunamo casovni kot vzhoda/-

zahoda:
= cosHy,=-tgptgd =-0,7988,

iz Cesar dobimo Hy = —9,53 " in H, = 9,53 h.
Zvezda je nad obzorjem

" At=%:18,9h,

366,25
365,25

kjer smo uposStevali y = Cas kulminacije

izraéunamo iz enacbhe
= x=S0MUT,30.8.) + A+ (tx — 12 M)y,

kjer uposStevamo, da je 30. avgusta v Welling-
tonu zima. Dobimo t; = 2,351 Zvezda kul-
minira 29. avgusta ob 2.21. Ob kulminaciji bo
zvezda na viSini

= h=90"+ |p| - |6] = 89".

Astronomsko tekmovanje treh dezel 2022

Leta 2022 je bil poletni solsticij 21. junija. Toda Ze-
mlja bo v afeliju Sele dva tedna kasneje, 4. julija. In-
klinacija Zemljine osi je € = 23,5".

a) Perioda precesije vrtilne osi je 26000 let. Oceni,
v katerem letu bosta ali sta se poletni solsticij
in afelij zgodila na isti dan, 4. julija.

b) Veckrat se omenja, da bo v prihodnosti zvezda

Vega (xy = 18"37m &y = +38°47’) kazala
smer severa. Oceni, ez koliko let se bo to
zgodilo.

Zanemari nutacijo, gibanje perihelija in ostale
ucinke drugega reda.

ReSitev.

Podatki: & = 23,5°, ay = 18h37m §, = +38°47,
S = 66,5°, o = 18" P = 26000 let

V prvem delu naloge nam bo prav prislo racuna-
nje z eklipti¢no dolZino, zato se spomnimo tudi, da
eklipticna dolzina Sonca s ¢asom teCe enakomerno

At
kot L = 35535

cas v dnevih po spomladanskem enakonocju.

- 360°, pri cemer smo s At oznacili

a) Izratunajmo eklipticno dolZzno Sonca ob pole-
tnem solsticiju in v trenutku, ko je Zemlja v
afeliju. Imamo At; = 10 + 30 + 31 + 21 = 92
dni in At; = 10+ 30+ 31 + 30 + 4 = 105 dni,
od koder sledi L, = 90,678° in L, = 103,490°.
Precesija se dogaja glede na ravnino ekliptike
s periodo P = 26000 let, zato se bosta poletni
solsticij in afelij zgodila na isti dan Cez:

AL

= 2g0- P =925 et

=t

b) Oznacimo z V lego Vege in s P lego nebesnega
pola na nebesni sferi. Razmislimo, da so koor-
dinate severnega pola ekliptike E(6 = 66,5°,
o = 18M). Gledamo sferi¢ni trikotnik VPE, ki
je zalazjo predstavo prikazan tudi na sliki 1.

Razmislimo, da v trikotniku velja VP = 90° —
o0y, EP = &, poleg tega pa velja ZVPE = oy —

24
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SLIKA 1.

Sferi¢ni trikotnik Vega (V) — severni nebesni pol (P) — severni
pol ekliptike (E). Zvezde, ki se nahajajo na oranzni kroznici, v
Casu ene periode precesije preckajo severni nebesni pol.

og. DolZino dgy izrazimo s formulo za razda-
ljo med to¢kama na sferi

"= cosdgy = sindy sin g+
cos Oy coS O cos(Xy — Xg),

iz Cesar izracunamo dgy = 28°13’.

Iz sinusnega izreka za sferi¢ni trikotnik VPE

sledi

« sinzPEV = SBVP Gn vpE,
sinVE
cos Oy

sin@ = sin(ay — xg),

sin dEV

iz Cesar dobimo edino smiselno reSitev
0 = 164°38'.

Zemljina navidezna os se mora torej zaradi pre-
cesije zavrteti za kot 0 in ker se ta s ¢asom
spreminja enakomerno, bo Vega v blizini sever-
nega nebesnega pola ¢ez priblizno

— 0 .
~360°

= At P =11900 let.

Naloge bralcu

1. Za sferi¢ni trikotnik s podatki a = 70°, b = 50°,
C = 85°izracunaj dolzino preostale stranice in
velikost preostalih kotov.

ASTRONOMIJA

2. KolikSna je razdalja (po povrsju, v kilometrih)
med Ljubljano (p = 46°, A = 14°32’) in Rio de
Janeirom (p = —-23°, A = —43°13")? V kaksni
smeri (v stopinjah) od severa bi morali odpo-
tovati, da bi iz Ljubljane v Rio de Janeiro Sli po
najkrajsi poti? Polmer Zemlje je Ry = 6400 km.

3. (I0AA 2014) Romunska astronoma Ovidiu Ter-
cu in Alex Dumitriu iz kraja Galati Romania sta
pred kratkim odkrila dve spremenljivi zvezdi.
Galakticne koordinate zvezd so: Galati V1
(L, = 114,37°, by = -11,35°) in Galati V2
(I, = 113,27°, b1 = —16,18°). Oceni kotno raz-
daljo med zvezdama Galati V1 in Galati V2.

4. (I0AA 2015) Letalo leti z Lime (p = —12°2', A =
—77°1") v Dzakarto (p = —7°47’, A = 110°26’),
pri ¢emer za let izbere najkrajSo pot po po-
vrSju. Doloc¢i koordinate najjuznejse tocke, v
kateri se nahaja med letom.

5. (I0AA 2022) Astronomka Keto je ponoci letela
z letalom v zahodni smeri po najkrajsi poti od
Thilisija (prestolnica Gruzije) do Atlante (pre-
stolnica ameriSke zvezne drzave Georgia).
Skozi okno letala je lahko ves ¢as videla zvezdo
Furud v ozvezdju Veliki pes, Ceprav se je zvez-
da na neki tocki poleta navidezno dotaknila na-
tanko juZne tocke obzorja. Izratunaj zemljepi-
sno Sirino @ in dolZino Ag Atlante, kjer je Keto
pristala.

Potovanje je trajalo 11 ur in 25 minut in letalo
je letelo s povprecno hitrostjo 875 km/h. De-
klinacija Furud 6 = —30°4’. Koordinate Thi-
lisija so: @ = 41°43’,A4 = 41°48’. Zanemari
ucinke vrtenja Zemlje, viSino letala, atmosfer-
sko refrakcijo in vetrove.

6. Izracunaj viSino Sonca na meridianu prvega po-
letnega dne za opazovalca na geografski Sirini
42° severno. KolikSna je najvecja viSina Sonca
na prvi zimski dan v istem kraju?

7. Koordinate Arkturja so o = 14P16™0% in § =
18°11’. Dolo¢i zvezdni cas v trenutkih, ko Ark-
tur vzide in zaide v Bostonu (¢ = 42°19’).

8. Polna Luna je 19. junija za opazovalca v kraju s
koordinatami A = 107°35" in @ = 6°49" kulmi-
nirala ob 0P30™s, Kdaj je tistega dne vz$la in
kdaj zaSla?

PRESEK 51(2023/2024) 2
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9.

10.

11.

(Izbirno tekmovanje 2015) Astronomski mrak
se zacne ob Son¢nem zahodu (ko rob zahajajo-
Cega Sonca ravno zaide pod obzorje) in konca,
ko je sredisce Sonca 18° pod obzorjem. Izracu-
naj dolZino astronomskega mraka ob enakono-
¢ju ter na prvi poletni dan. Izracunaj, ob kateri
uri se 14. marca zaklju¢i astronomski mrak.
NasSe opazovaliSce je na koordinatah ¢ = +46°,
A = +14,5°. Zanemari pojave v atmosferi.

(Izbirno tekmovanje 2016) Neki komet, ki ga
opazujemo iz mnaSih krajev (@ = +46°
A =+14,5°) je imel 21. decembra navidezni
sij 5,31, njegovi koordinati sta bili
5 = +34°21'10", o = 16M14™m58s,

a) Na kolikSni razdalji od Zemlje (v astro-
nomskih enotah) je bil takrat, ¢e je bila
njegova absolutna magnituda 38,67

b) Koliksna je bila takrat njegova kotna raz-
dalja od Sonca?

¢) KolikSna je bila takrat hitrost kometa, ce
se giblje po paraboli?

d) Za koliko c¢asa po zacetku astronomske
noci je bil 21. decembra komet Se nad ob-
zorjem? Astronomska noc se zacne, ko je
Sonca —18° pod obzorjem. Predpostavi, da
se kometu v tem cCasu koordinate niso bi-
stveno spremenile.

(Izbirno tekmovanje 2017) Veliki Magellanov
oblak (x; = 5P23m35% §; = —69°45'22") in
Mali Magellanov oblak (x, = 00152m45s,
02 = —72°49'23"") sta nepravilni pritlikavi ga-
laksiji, ki krozita okrog naSe Galaksije. V nada-
ljevanju predpostavite, da razseznost objektov
ni pomembna.

a) Koliko stopinj juZno od Avberja (¢ = 46°)
moramo najmanj iti, da bosta oba Magel-
lanova oblaka vedno nad obzorjem?

b) Koliksna bo iz tistega kraja najvisja visina
nad obzorjem za vsakega izmed njiju in na
katerem obmocju azimutov ju bomo lahko
opazovali?

¢) KolikSno zorno polje bi moral pokriti
objektiv fotoaparata, da bi lahko na po-
snetek ujeli oba Magellanova oblaka? Sen-
zor CCD v fotoaparatu je velik 35 mm X

35 mm. KolikSna mora biti goris¢na raz-
dalja objektiva, ki bil primeren za tako fo-
tografijo?

12. (Izbirno tekmovanje 2018) Dne 24. junija opa-

zujemo zvezdo Vega (x = 18°36'56",
0 = +38°47'1") iz Ljubljane (p = +46°13', A =
+14°27").
a) Kdaj kulminira Vega? KolikSna je njena vi-
Sina ob kulminaciji?
b) Koliksna sta viSina in azimut zvezde, Ce jo
opazujemo ob 23.00?

13. I0AA 2013) Koliko znaSata ¢asovni kot H in

zenitna razdalja z Vege (6 = 38°47’ v kraju
Thessaloniki (A; = 1P32m0s, @; = 40°37') v
trenutku, ko ta kulminira na lokalnem nebe-
snem poldnevniku v Lizboni (A, = —0"36™03,
@2 = +39°43")?

14. Zahtevnejsa naloga (IOAA 2020): Opazovalec

zvezd v Chiayi, Kitajski Taipei (23,5°N, 120,4°E,
GMT+8) je opazil dva meteorja ob 21:00 (po
Casu Kitajskega Taipei) dne 25. septembra
2020. Prvi meteor se je pojavil to¢no na zaho-
dnem obzorju in Svignil do tocke na viSini 15°
natanko nad severnim obzorjem. Drugi meteor
pa se je pojavil na viSini 23,5° in azimutu 210°
in svojo sled koncal na viSini 75° in azimutu
255"

a) KolikSen je lokalni zvezdni cas (LST) v tre-
nutku opazovanja?

b) PoiSc¢i viSino in azimut radianta meteor-
skega roja.

c) PoisSci ekvatorialne koordinate navidezne-
ga radianta.

d) Katero od ozvezdji je najblize radiantu
meteorskega roja? Crux / Dorado / Pavo
/ Tucana / Triangulum Australes

Opombi:

Azimuti so merjeni od severa (0°) proti
vzhodu.

Zvezdni cas na Greenwichu (GST) ob 00:00
UT dne 1. januarja 2020 je 62 40m 308,
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RAZVEDRILO

Nekaj iz ponudbe Zalozbe FMF

V ZaloZbe Fakultete za matematiko in fiziko izdajamo matematicno in fizikalno literaturo.
V nadaljevanju vam predstavljamo dve knjigi.

Marta Zabrel

Marta Zabret: Carlo Rovelli:
MASTEMATICNE PRIGODE MArTEMATICNE SEDEM KRATKIH LEKCI]J
e 0 PRIGODE 1Z FIZIKE
148 strani 76 strani

format 12 X 17 cm
mehka vezava

format 14 x 20 cm
mehka vezava

CarloRovelli

12,50 EUR TR 9,50 EUR

Poleg omenjene ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela.
https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZznici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu (01) 4766
558.

RESITEV
NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 51/1
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- Pravilna reSitev nagra-
dne kriZanke iz prve
Stevilke Preseka letnika
51 je Terana. Med pra-
vilnimi reSitvami smo iz-
Zrebali naslednje reSe-
valce: Neza Rifel iz Ka-
mnika, Vlasta Pospeh Fi-
scher iz Celja in Monika
Minjovic iz Ljubljane, ki
bodo nagrade prejeli po
poSsti.
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GEOGEBRIN

KOTICEK

\\ Rtmusa

Geometrijska konstrukcija
elipse in hiperbole

N2
BoSTjaAN KuzmAN

- StoZnice obicajno definiramo na enega od treh

nacinov: geometrijsko kot presecisce neskon¢nega
dvojnega stoZca z ravnino, algebraicno kot mno-
Zico reSitev sploSne enacbe drugega reda, ali pa
kot mnoZico tock, ki ustrezajo nekemu geometrij-
skemu pogoju. V tokratnem GeoGebrinem koticku
si bomo ogledali, kako lahko s konstrukcijo lokusa,
ki nastane pri gibanju tocke po kroznici, dobimo

tako elipso kot hiperbolo.

Posvetimo se najprej elipsi. Definiramo jo kot
mnoZzico toCk v ravnini, za katere je vsota razdalj
tocke od vnaprej izbranih goriSc¢ Fp, F» enaka izbrani
konstanti, ki jo ozna¢imo z 2a:

= F={T e R%: d(T,F,) + d(T,F>) = 2a}.

Denimo torej, da sta gorisci Fp, F» dani tocki v rav-
nini, vrednost 2a pa predstavlja polmer kroZnice s
sredi§Cem F; (Slika 1). Potem za poljubno to¢ko B na
kroznici simetrala daljice BF> seka premico skozi B
in F; v neki toc¢ki T, ki je torej enako oddaljena od B
in od F». Bralec zdaj zlahka sam razmisli, da je vsota
razdalj tocke T od gorisSc F; in F» enaka 2a, ne glede
na to, kje na kroznici leZi tocka B.

Zdaj je kot na dlani tudi ustrezna konstrukcija v
GeoGebri:

= Na delovni povrsini skrijemo koordinatni sistem.

= [zberemo poljubni tocki F; in F», ki predstavljata
gorisci elipse, in nariSemo premico skozi ti dve
tocki.

= Na premici izberemo poljubno tocko A tako, da ne
leZi med goriSCema, in nariSemo krozZnico s sredi-
§¢em F; skozi tocko A.

= Oznacimo lahko tudi polmer te kroZnice, torej, da-
ljico od F; do A, in jo obarvamo z drugo barvo.

SLIKA 1.
Konstrukcija elipse s pomocjo gibanja tocke B po kroznici s
sredis¢em v enem od gorisc.

Njena dolzina predstavlja vrednost 2a, ki jo lahko
torej spreminjamo s premikanjem tocke A.

= Zdaj izberemo neko drugo tocko B na kroznici.
Premikanje te toCke bo ustvarilo iskano krivuljo.

= NariSemo premico skozi F; in B, ter simetralo da-
ljice skozi F» in B. PreseciSCe teh dveh premic
oznac¢imo s tocko T. Risanje lahko skrajSamo,
tako da nariSemo le tocko T z direktnim ukazom
T=Presecisce(Premica(F_1,B),Simetrala
(F_2,B)).

= Zdaj lahko premikamo toc¢ko B po kroznici in opa-
zujemo gibanje toc¢ke T. Ce vklopimo sled tocke
T in s tocko B opiSemo cel krog, bomo na sliki
prepoznali elipso.

= Ce zelimo narisano sled zbrisati, najprej izklju-
¢imo sled tocke T, nato Se zbriSemo Ze narisano
sled tocke s kombinacijo tipk CTRL+F.

= 7 ukazom Sled(T,B) se celotna sled tocke
vnaprej izriSe kot krivulja. V tem primeru lahko
opazujemo, kako se elipsa spreminja, ¢e premi-
kamo tocki F> in A.
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\

= GeoGebra Paketzaradunalo |/ Risanjegrafov ~ < ‘B
® f : Premica(Fy, Fo) H e :". Q
el = ¢ = 0.078x + 4501
¢ | e A = Totka(f)
oo = (-5.959, 4.124) ®
in ¢ : Kroznica(Fy, A)
Tabela @
= (x+ 12.004)* + (y - 3.65)* = 36.7
B = Totka(c)
o
= (-0.412, 9.131) ®
® g : SimetralaDaljice(F, B)
= y = 0.343x + 9.487
® h : Premica(Fy, B)
= y = 2.115x + 29.038
® T = Presei¥ee(g, h)
= (-11.033, 5.702) s B
ﬁ locl = Sled(T, B) : B o

SLIKA 2.
Konstrukcijsko okno v GeoGebri.

Zdaj se lahko lotimo Se konstrukcije hiperbole. 1z-
kaze se, da zadoSca le ena poteza, s katero spreme-
nimo prejsnjo konstrukcijo: tocko A, ki doloca pol-
mer kroZnice, pomaknemo tako, da leZi med F; in F»
(torej, da eno od goriSc lezi znotraj, drugo pa zunaj
kroZnice). Po definiciji je namrec¢ hiperbola mnoZica
tock v ravnini, za katere je absolutna vrednost raz-
like razdalj tocke od vnaprej izbranih gorisc¢ Fp, F»
....................................... enaka izbrani konstanti 2a:

= E={T eR% |d(T,F,) - d(T,F»)| = 2a}.

Bralci lahko s pomocjo Slike 3 zdaj sami premislijo,
zakaj dolZina daljice F; A predstavlja ravno razliko
razdalj.

X X X

Ce lezi drugo goris¢e zunaj kroznice, s povsem enako kon-

strukcijo dobimo hiperbolo. WM
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Nt e

Virga - suha nevihta

N\
ALES MOHORIC

- V meteorologiji je virga pojav, ko padavine padejo
iz oblaka, vendar izhlapijo ali sublimirajo, preden
doseZejo tla [1]. Virga je vidna zavesa padavin, za
katero se zdi, da visi iz baze oblakov, vendar ne do-
seZe tal. Zaradi znacilne oblike imenujejo oblake, iz
katerih pada virga, tudi meduzni oblaki.

Obicajno virga nima popolnoma navpicne oblike.
Obicajno poteka v zgornjem delu naravnost navpic-
no ali pod kotom, nato pa ima blizu dna kljukasto
obliko, preden izgine. To zavito obliko lahko pov-
zroCi horizontalni veter, ki se spreminja z visino, v
glavnem pa nastane zaradi nac¢ina, kako se upocasni
hitrost spuscanja deznih kapljic ali sneznih kristalov
zaradi izhlapevanja. Izhlapevanje samo po sebi sicer
ne upocasni terminalne hitrosti kapljic, se pa pri iz-
hlapevanju kapljica zmanjSuje. Virga obicajno pada
iz visokih cirusnih oblakov, ob¢asno nastane tudi iz
konvektivnih kumulusnih oblakov, kjer padavine pa-

dejo v bolj suho zracno plast, nastane pa tudi v fen-
skem oblaku - pogosto jo spremljamo pod gorami
ob Karavanskem fenu.

Virga nastane, ko padavine padejo iz visokih obla-
kov v zelo suh zrak z nizko relativno vlaznostjo, ki
je pogosto posledica visokih temperatur pod oblaki
[2]. Ce obla¢na kaplja postane dovolj velika, da je
njena hitrost padanja vecja od hitrosti vzgornika, ka-
plja zapusti oblak in postane deZevna kaplja. Mejna
vrednost premera kaplje v prSenju je priblizno 0,2
mm, tipiCna obla¢na kaplja pa ima premer 2 mm.
DeZevne kaplje takSne velikosti lahko padajo s hi-
trostjo do 6,5 m/s. Ce je zrak med spodnjim ro-
bom oblaka in tlemi zadosti suh, manjSe deZevne
kaplje izhlapijo, Se preden doseZejo tla. Ta pojav je
zelo pogost v puScavah in zmernih podnebjih. Virge
lahko povzrocijo razlitne vremenske ucinke, saj se
dez spreminja iz tekocine v paro in pri tem prejme

SLIKA 1.

Virga pod oblakom, na obzorju je vidno zahodno vecerno nebo. Zavesa dezja na dnu mocno zavije proti zahodu, tal pa ne doseze.

Vir: AleS Mohoric

w

O
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znatno koli¢ino toplote iz zraka zaradi visoke spe-
cificne izparilne toplote vode, zrak pa se posledi¢no
ohladi. Padavine, ki padejo v te zra¢ne mase, ki se
zaradi ohlajanja spuscajo, lahko s¢asoma doseZejo
tla. V nekaterih primerih se lahko ti Zepi hladnejSega
zraka hitro spuscajo, kar ustvarja mokre ali suhe lo-
kalizirane turbulence, ki so lahko zelo nevarne za
letala. Nasprotno pa se npr. ob fenskem vetru lahko
zrak, v katerem izhlapijo padavine na visoki nadmor-
ski viSini, med spuScanjem in adiabatnim stiskanjem
segreje in lahko znatno in hitro poveca temperature
na tleh pod virgo. Ta dokaj redek pojav, toplotni iz-
bruh, po navadi tudi zelo posuSi zrak. Virge imajo
tudi vlogo pri nastajanju nevihtnih celic. To je zato,
ker majhne delce iz enega oblaka odpihne v sosednji
prenasicen zrak in tam delujejo kot nukleacijska je-
dra za naslednji nevihtni oblak.

Virga lahko spremlja luknje v oblakih. Namre¢,
podhlajene vodne kapljice v oblakih nenadoma zmr-
znejo. Tisto, kar zmrzne in izpade, vidimo kot virgo.
Ker pa lahko hkrati pri tem procesu kapljice tudi iz-
hlapijo, vidimo nad izpadajoco virgo luknjo v obla-
ku. Tak primer je prikazan na sliki 2. Poleg tega
lahko virga visoko v ozracju odbija son¢no svetlobo,
kar ustvarja svetle son¢ne stebre in druge atmosfer-
ske opticne pojave.

Kot vse lahke padavine se tudi virga na radarju
pokaze kot odtenki svetlo zelene (dez) ali svetlo mo-
dre (sneg). Medtem ko virgo radar lahko zazna, je

SLIKA 2.

Luknja v oblakih, ki je nastala, ko so ka-
pljice v oblaku padale navzdol in je oblak
ostal brez vode. Vir: H. Raab, licenca CC.

vase o¢i morda ne bodo. Ce ste kdaj gledali radarsko
sliko padavin in videli vodilni rob deZzja ali snega nad
vas$o lokacijo, vendar niste videli deZja ali snega, po-
tem vas je virga Ze obiskala. To je pogosto pozimi,
Se posebej, ko cakamo na zacetek snezne nevihte.

Beseda virga izhaja iz latin§¢ine in pomeni palica,
veja. Virgo opazimo tudi na drugih planetih, kot sta
Venera in Mars [3]. NajlaZje jo opazujemo tik ob
soncnem vzhodu in zahodu. Sonc¢na svetloba osve-
tljuje padavine, za katere se sicer zdi, da zbledijo
v nebo. Na danas$nji naravoslovni fotografiji je vi-
dna taka virga, ki jo poudarjeno kaze izsek na sliki
1 desno in je bila posneta zvecer, tik po son¢nem
zahodu.

Literatura

[1] Virga, dostopno na https://en.wikipedia.
org/wiki/Virga, ogled 23. 10. 2023.

[2] What Is Virga Precipitation?, dostopno na
https://www.thoughtco.com/virga-preci-
pitation-and-dry-thunderstorms-3444323,
ogled 23. 10. 2023.

[3] Virga - Rain or Snow That Doesn’t Reach the
Ground, dostopno na https://sciencenotes.
org/virga-rain-or-snow-that-doesnt-
reach-the-ground/, ogled 23. 10. 2023.
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv nacin za-
stavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej Evropi,
hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drZav sveta. Tekmovanje
je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. V Sloveniji Drustvo mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za uc¢ence od prvega razreda osnovne
Sole do cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in
strokovnih Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNTI
MATEMATICNI MATEMATIENI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

2005-2008 2009-2011 2012-2016

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR

IzSlo je Ze pet knjig Matematicnega kenguruja. Na zalogi so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. PodrobnejSe pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZnici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu
(01) 4766 558.



