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MATEMATICNI TRENUTEK

Nenavadno
Stevilo 6174

/1

#
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- Izberimo si poljubno Stirimestno Stevilo, ki nima
vseh Stevk enakih, na primer 2731. Iz Stevk zace-
tnega Stevila sestavimo novi Stevili: pri prvem Stevke
zapiSemo v narascajocem zaporedju, pri drugem v
padajocem zaporedju. Nato izracunajmo pozitivnho
razliko novih Stevil: 7321 — 1237 = 6084. Z doblje-
nim Stirimestnim Stevilom postopek ponovimo; ce
ima Stevilo manj kot Stiri mesta, dodamo ustrezno
Stevilo vodilnih nicel.

Po nekaj korakih racunanja iz zacetnega Stevila
2731 dobimo nova Stevila: 8640 — 0468 = 8172,
8712 — 1278 = 7434, 7443 — 3447 = 3996, 9963 —
3699 = 6264, 6642 — 2466 = 4176 in 7641 — 1467 =
6174. Tu se zaporedje novih Stevil ustavi, saj pri
vsakem naslednjem koraku uporabimo iste Stevke in
dobimo razliko 7641 — 1467 = 6174.

To na prvi pogled morda ni ni¢ posebnega, toda
izkaZe se, da se vsako Stirimestno Stevilo, ki ima
vsaj dve Stevki razli¢ni, po tem postopku v najvec
sedmih korakih spremeni v Stevilo 6174 (¢e ima za-
Cetno Stevilo vse Stevke enake, se v prvem koraku
spremeni v Stevilo 0). Stevilo 6174 imenujemo Ka-
prekarjeva konstanta, saj je njegovo nenavadno la-
stnost odkril indijski ucitelj in ljubitelj matematike
Dattatreya Ramchandra Kaprekar (1905-1986). Po-
dobno lastnost ima med trimestnimi Stevili Stevilo
495. Ceprav ni znano, da bi imela Kaprekarjeva kon-
stanta kaksSen globlji pomen v matematiki ali fiziki,
nam lahko v matematic¢ni ucilnici sluzi kot zabaven
Carovniski trik, v racunalniski ucilnici pa kot progra-
merski izziv, ko iSCemo podobna Stevila tudi med 5-
ali ve¢mestnimi Stevili. X X X
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UVODNIK

VeC uspehov, manj ujm

N2
ALES MOHORIC, ODGOVORNI UREDNIK

- Pol stoletja izdajanja je za nami, z veseljem in
polni elana gremo novim izzivom naproti. Letos Pre-
sek dobiva novega izdajatelja, svoje moci zdruzujeta
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slove-
nije in Fakulteta za matematiko in fiziko Univerze v
Ljubljani. To se na vsebini seveda ne bo poznalo. Se
vedno se lahko veselite matemati¢cnih bombonckov,
fizikalnih skrivnosti, zanimivosti iz astronomije in
razcveta racunalniStva. Priloge z mnalogami
ne tiskamo ve¢, jih pa najdete na spletni strani
www.dmfa.si/Tekmovanja/, kjer v levem pasu izbe-
rete tekmovanje in nato arhiv nalog.

Minulo poletje je prineslo veliko uspeha in veselja
slovenskim tekmovalcem na mnoZzici mednarodnih
tekmovanj. Naj omenim 16. mednarodno olimpijado
iz astronomije in astrofizike, ki je avgusta potekala
v poljskem mestu Katowice, na kateri je Peter Andol-
Sek postal najboljsi mladi astronom na svetu, pa tudi
drugi Clani ekipe so bili izjemni. Slovenija je osvo-
jila prvo zlato medaljo na 6. Mednarodni ekonomski
olimpijadi. Na tekmovanju v znanju ekonomije, fi-
nancne pismenosti in reSevanju poslovnega primera
jo je osvojil Jakob Grmek. S 53. Mednarodne fizi-
kalne olimpijade se vsi naSi tekmovalci vracajo z me-
daljami. Peter AndolSek je osvojil zlato medaljo, Ze
tretjo za Slovenijo na zadnjih sedmih olimpijadah.
V Chibi na Japonskem se je zakljucila 64. Mednaro-
dna matemati¢na olimpijada in na njej je Matija Skrt
prejel bronasto medaljo.

Letos se bomo z vec¢ prispevki spomnili 150. oblet-
nice rojstva Josipa Plemlja, pomembnega slovenske-
ga matematika, prvega rektorja ljubljanske univerze.
Predvidoma bodo decembra tudi izdani kovanci s
Plemljevo podobo.

Poleg nasStetih uspehov pa je za nami tudi poletje
hudih ujm, poplav in nenavadnega vremena. Upam,
da vas niso hudo prizadele in da ste vsi, ki ste potre-
bovali pomo¢, to hitro dobili. Seveda ljudje ob takih
nenavadnih pojavih marsikaj razmiSljajo in govorijo,
tudi o ¢cloveSkem vplivu na vreme. V tem letniku pri-
Cakujte kakSen prispevek tudi na to temo.

Ker pa je revija namenjena vam, bralcem, nam
sporocite, kaj ste z zanimanjem prebrali, o ¢em bi
radi izvedeli kaj ve¢. Uredniki bomo veseli vaSega
pisma.

SLIKA 1.

Vse slovenske medalje 16. mednarodne olimpijade iz astrono-
mije in astrofizike 2023. Od leve: Marija JudeZ (pohvala), Zan
Ambrozic (srebrna medalja), Peter Andolsek (zlata medalja, 1.
mesto - zmagovalec olimpijade, zmagovalec v opazovalnem
delu, zmagovalec v obdelavi podatkov), Miha Brvar (srebrna
medalja), Zan Arsov (bronasta medalja). Foto: Andrej Gustin

X X X
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MATEMATIKA

O delitvah na enakovredne dele

N\
TADE) STARCIC

- Vsakdo izmed vas je gotovo ze kdaj naletel na
kakSen problem delitve na enakovredne dele,
morda zgolj v obliki kakSne miselne naloge ali kaj
bolj konkretnega. V tem sestavku se bomo do-
taknili nekaterih zanimivih problemov delitev, od
bolj teoretic¢nih, pa do bolj prakti¢nih.

Kdaj sploh sta dva dela enakovredna? To je od-
visno od tega, kaj nas zanima. Enkrat bo to pome-
nilo, da sta dela skladna geometrijska lika, drugic¢
lika enakih ploscin, tretji¢ pa mnozici enakih kardi-
nalnosti.

Zacnimo z zabavnim izzivom.

Problem 1. (Delitev lika na skladne dele) Dane like
Z eno potezo (tj. z neprekinjeno krivuljo) razreZite na
dva skladna lika:

SLIKA 1.
Ravninski liki.

Ali gre tudi z ravnim (tj. premocrtnim) rezom? Je
to mogoce storiti na vec nacinov? Ali lahko katerega
izmed likov razreZete na 3, 4 ali Se ve¢ skladnih likov?

S prvimi tremi liki na sliki 1 zagotovo ne boste
imeli vec¢jih teZav, kratko obravnavo drugih dveh pa
po potrebi najdete v knjigi [1, pogl. 3]. ReSitev name-
noma nismo skicirali, saj bi z njimi lahko marsikoga
prikrajsali za veselje pri reSevanju.

Problem 2. (Delitev likov na ploscinsko enake
dele) Ali lahko poljuben trikotnik z ravnim rezom
razreZemo na dva plosc¢insko enaka dela? Ali lahko

tudi poljubna dva pravokotnika v ravnini hkrati raz-
rezemo na dva ploscinsko enaka dela z enim ravnim
rezom? Ali velja to tudi za like bolj kompliciranih
oblik?

SLIKA 2.
Razpolovitev z enim ravnim rezom.

kotnika s skladnima stranicama in viSinama nanju,
ter sta zato enakih ploSc¢in. ReSitev drugega dela
problema 2 je rez, ki gre skozi srediSc¢i pravokotni-
kov, saj vsaka premica skozi srediS¢e pravokotnika
le-tega razdeli celo na skladna dela; glejte sliko 2.
Odgovor na tretje vpraSanje pa je morda za koga
malce presenetljiv.

Izrek 1. (Obstoj delitve lika na ploscinsko enaka
dela) Poljuben ravninski lik! je z ravnim rezom ve-
dno mogoce razdeliti na dve ploS¢insko enaki polo-
vici. Obstaja vec takih rezov.

Dokaz. Spostopkom, ki mu re¢emo bisekcija, bomo
konstruirali zaporedje vodoravnih rezov R,, ki se
bo pomikalo proti iskanemu rezu. Ideja je vsak na-
slednji rez malo vzporedno premakniti, da se plo-
$¢ini pripadajoc¢ih delov Se bolj priblizata polovici
ploscine lika. Naj rez R, razdeli lik s ploS¢ino p na
dva dela, tisti del na zgornji polravnini naj ima plo-
§¢ino py, ter naj bo 1y, = % — pn. Ce je rp blizu 0,
potem je p, blizu %. Izberimo najprej reza R; in R»
tako, da bo 7] < 0 < ¥». Nadalje denimo, da smo za
neki n > 2 ze izbrali take vzporedne vodoravne reze
Ry,...,Ry, da je 7q,...,7n # 0. Rez Ry, nato izbe-
remo na sredini med rezom R, in njemu najbliZjim

1Ravninski lik je obmo¢je v ravnini, omejeno z enostavno
sklenjeno krivuljo. Kakorkoli ga s premico razreZemo na dva
dela, vedno lahko dolo¢imo plo$c¢ini posameznih delov.

%

PRESEK 51(2023/2024) 1

5



MATEMATIKA

%

Ze izbranim rezom, oznac¢imo ga z R,, (m < n), da
je ¥, nasprotnega predznaka kot ¥, (slika 3). Tako
bo Stevilo 7,41 zagotovo med 7, in 74,, razdalja med
Ry, in R, 11 pa se v primerjavi z razdaljo med R, 1
in Ry, prepolovi. Bralec bo z nekaj osnovnega znanja
o limitah znal utemeljiti, da nas to pripelje k resi-
tvi. Jasno je tudi, da lahko naklon rezov izberemo

poljubno, zato je ustreznih rezov neskoncno. [ |
Ry =16
Rys 14=0,7
R5. sy = 70, %
R3. r3=0,6
R, 1,724
—
SLIKA 3.

Primer Stirih korakov bisekcije lika na dva dela.

Izrek 2. (Izrek dveh palac¢ink) Dva ravninska lika
poljubnih oblik je mogoce z enim ravnim rezom na-
enkrat razrezati na dva ploScinsko enaka dela.

Skica dokaza. Uporabimo prvi del izreka, natanc-
neje reze, ki prvi lik razdelijo na plo$¢insko enaka
dela; na sliki 4 je poseben primer z rezi skozi eno
tocko. ReSitev da spet bisekcija.

Podrobnosti oziroma natancen dokaz najdemo
med drugim v odli¢ni knjigi [3, pogl. 22], kjer so si-
cer na izviren nacin lepo prestavljeni Se Stevilni drugi
matemati¢ni problemi. [ |

SLIKA 4.
Poseben primer izreka dveh palacink za en zelo simetricen lik.

Velja Se sploSnejSi izrek o delitvi treh teles v pro-
storu na enake dele, t. i. izrek o sendvicu: Sendvic je
mogoce z ravnino razrezati na dva dela, ki vsebujeta
prostorninsko enako kruha, salame in sira. Kot vpra-
Sanje ga je leta 1938 zastavil Steinhaus?, s pomocjo
izrekov vije matematike pa dokazal Banach?; glejte
monografijo [2, pogl. 3].

Oglejmo si sedaj delitev mnoZice s Stevno kon¢no
tockami.

Problem 3. (Razdelitev dveh vrst draguljev na dva
enaka dela) Krona vsebuje 6 rubinovih in 4 diaman-
tne dragulje. Ali jo lahko z ravnim rezom vedno pre-
reZemo tako, da bo vsak od dveh delov vseboval ena-
ko Stevilo rubinovih oziroma diamantnih draguljev?
Kaj pa, ce je draguljev vec?

Zacnimo s parom rezov R;, ki krono razrezeta na
dve polovici s po petimi dragulji. Sedaj induktivno
nadaljujemo z zaporedjem R, takih parov rezov, da
je vsak naslednji premaknjen za eno mesto v pozi-
tivni smeri. Na sliki 5 spodaj vidimo primera rezov
Ri, R» in R3.

Jasno je Stevilo rubinovih draguljev na obeh stra-
neh enako natanko tedaj, ko je na obeh straneh ena-
ko tudi diamantnih draguljev. Za vsak rez R;,, ozna-
¢imo Stevilo rubinovih draguljev prve polovice z 7,
Stevilo rubinovih draguljev na drugi polovici je po-
tem 6 — 7, razlika med polovico 3 in ¥, pa je d, =
3 — 7y (slika 5). Opazimo, da se Rg ujema z Ry, le
vlogi polovic se zamenjata, t.j. ¥ = 6 — 7, ter zato
de =3 -1 =1 —3 = —d;. Po drugi strani se na
posameznem koraku Stevilo rubinovih draguljev ne
spremeni bodisi se poveca ali zmanjsa za 1; s tem se
dn ne spremeni ali se spremeni za 1. Ce jed; =0,
je Ry Ze v redu, sicer pa sta zacetni in konc¢ni ¢len
zaporedja d,, razlicnega predznaka, ter lahko spet z
bisekcijo, kot v dokazu izreka 1, pridemo do nekega
vmesnega Clena zaporedja, ki je enak 0. Pripadajoci
rez je seveda reSitev naloge.

Bralcu bo zagotovo uspelo reSitev problema 3 pri-
lagoditi za primer poljubnih dveh sodih Stevil rubi-

2Hugo Steinhaus (1887-1972) je bil poljski matematik; deja-
ven je bil na razli¢nih podrocjih, med drugim je bil med zacetniki
teorije verjetnosti in teorije iger.

3Stefan Banach (1892-1945) je bil poljski matematik; zace-
tnik moderne funkcionalne analize.

PRESEK 51(2023/2024)1
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SLIKA 5.
Primer krone z razrezi Ry, R» in (iskanim) R3, ter tabela vre-
dnosti pripadajocih zaporedij v, in dy.

novih in diamantnih draguljev. V duhu te reSitve bi
bilo mogoce dokazati naslednji izrek.

Izrek 3. (Diskretna verzija izreka dveh palacink)
V ravnini je 27 rdecih in 2m modrih tock v sploSni
legi, tj. nobene tri ne lezijo na isti premici. Potem
obstaja premica, ki ravnino razdeli na dve polravnini
tako, da je na vsaki od polravnin + rdecih in m mo-
drih tock (slika 6).

Z orodji viSje matematike je mogoce dokazati t.
i. diskretno verzijo izreka o sendvicu: Tocke treh

SLIKA 6.
Diskretna verzija izreka dveh palacink.

MATEMATIKA

barv (sodo stevilo tock vsake barve) v prostoru je mo-
goce z ravnino razdeliti na dva dela, ki vsebujeta Ste-
vilcno enako tock vsake od barv. Uporaba tega izreka
omogoca posploSitev problema 3 na krono z dragulji
treh vrst dragih kamnov, ki je v literaturi znana tudi
kot problem ogrlice; ve¢ o tem najdete v Ze omenje-
nem viru [2, pogl. 3].

Za konec je tu nekaj kratkih geometrijskih nalog o
razpolavljanju, ki jih poskusite reSiti sami.

Naloga 1. Dani dve daljici s premico hkrati razdelite
na dva skladna dela. Kaj pa tri daljice?

Naloga 2. Dokazite, da vzporednica stranice danega
trikotnika, ki plosc¢insko razpolovi ta trikotnik, raz-
deli ostali dve stranici v razmerju 1: (1 + +/2).

Naloga 3. Trikotnik z ravnim rezom razdelite na
dva trikotnika z enakima obsegoma. Ali lahko vsak
ravninski lik prerezemo na dve polovici z enakima
obsegoma?

Naloga 4. PoiSc¢ite kaksno ravnino, ki dano tristrano
piramido (lahko poSevno) razdeli na dva prostornin-
sko enaka dela.

Naloga 5. Samo z uporabo Sestila (brez ravnila) raz-
delite dano kroznico na dve polkroznici. Nekoliko
teZje je dano daljico s Sestilom razdeliti na dva skla-
dna dela. Poskusite.

Morda se boste bralci kdaj srecali s kaksnim no-
vim oziroma drugacnim problemom delitve. Tudi v
tem primeru vam utegne pridobljeno znanje ter Sirsi
pogled na tematiko priti zelo prav.

Literatura

[1] M. Gardner, Aha! pa te imam: paradoksi za nape-
njanje mozganov in razvedrilo, DZS, ZOTKS, Lju-
bljana, 1988.

[2] J. MatousSek, Using the Borsuk-Ulam theovem. Lec-
tures on topological methods in combinatorics
and geometry, Springer-Verlag, Berlin, 2003.

[3] J. Tanton, Solve This: Mathematical Activities for
Students and Clubs, Mathematical Association of
America, 2012.
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TEKMOVANJA

Mednarodna matematicna
olimpijada 2023 na Japonskem

N2
LUKA HORJAK

- Med 2. in 13. julijem je v Chibi na Japonskem
potekala 64. Mednarodna matemati¢na olimpijada.
Slovensko ekipo so na tekmovanju zastopali Erik
Cervek Roskari¢ (II. gimnazija Maribor), Lenart Do-
linar (Gimnazija Bezigrad), Katarina Grilj (Srednja
Sola Slovenska Bistrica), Kaja Rajter (II. gimnazija
Maribor), Matija Skrt (Gimnazija Nova Gorica) in
Tekmovalce
sva na olimpijadi spremljala Gregor Dolinar in
Luka Horjak.

Matija Skrt je ponovil svoj lanski doseZek in znova
osvojil bronasto medaljo. Tokrat se z Japonskega
prav vsi nasi tekmovalci vracajo s pohvalo, ki jo prej-
mejo tisti udelezenci, ki v celoti pravilno resijo vsaj
eno izmed Sestih zahtevnih nalog. Slovenija je med
112 sodelujo¢imi drZzavami zasedla 64. mesto. Prvo
mesto je Ze peti¢ zapored osvojila Kitajska - edina
drzava, ki si je letos prisluzila 6 zlatih medalj, sle-
dile pa so ji ZDA, Juzna Koreja in na 4. mestu Se
Romunija, ki je bila najuspesnejSa med evropskimi
drzavami.

Na olimpijadi sta tekmovalce ¢akala dva tekmo-
valna dneva. Vsak dan so imeli 4 ure in pol ¢asa za
reSevanje treh zahtevnih nalog. Te nekaj mesecev
pred tekmovanjem predlagajo drzave, ki ne gostijo
tekmovanja, organizator pa je zadolZen za sestavo
komisije, ki izmed teh izberejo najprimernejSe, s ka-
terimi sestavijo oZji izbor. Letos je 52 drzav skupaj
predlagalo 167 nalog, izmed teh jih je v o0Zji izbor
prislo 30. Izmed teh nekaj dni pred samim tekmo-
vanjem vodje ekip glasujejo za 6 problemov, ki se
nato pojavijo na tekmovanju. O njihovi tezavnosti
prica dejstvo, da je vseh 42 moZnih tock doseglo le
5 izmed 618 tekmovalcev, povprecno Stevilo tock pa
je bilo 17,7. Da si bomo te izzive laZje predstavljali,
si oglejmo dve nalogi s tekmovanja in njuni reSitvi.
Nalogi sta predlagali Kolumbija in Nizozemska.

Hugo TrebSe (Gimnazija Bezigrad).

SLIKA 1.
Slovenska ekipa na 64. Mednarodni matematicni olimpijadi

Naloga 1. Dolo¢i vsa sestavljena naravna Stevila
n > 1, ki imajo naslednjo lastnost: ¢e so dq, do, ...,
dy vsi pozitivni delitelji Stevila n, pri ¢emer je 1 =
dy <dpy <---<dyg =n,potem d; deli di;1 + dji2
zavsak 1 <i<k-2.

Resitev 1. naloge Da razvijemo intuicijo, katera na-
ravna Stevila sploh reSijo nalogo, si oglejmo nekaj
posebnih primerov. Pogosta strategija je vstavljanje
konkretnih vrednosti, na primer n = 12, lahko pa se
tega lotimo sploSneje. Oglejmo si najprej Stevila, ki
imajo zelo malo deliteljev. Ker naloga sprasuje le o
sestavljenih Stevilih, za¢nimo s primerom n = pgq,
kjer sta p in g praStevili.

Ce velja p < q, se lahko hitro prepri¢amo, da so 1,
p, q in pq kar vsi delitelji Stevila n, poleg tega pa so
Se urejeni po velikosti. Tako mora veljati
“"llp+q in plqg+paq.

Prva deljivost oc¢itno vedno velja, pri drugi pa nale-
timo na tezavo, saj mora veljati p | gq. To seveda
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ne velja, saj smo predpostavili, da sta p in g razli¢ni
prastevili.

Majhno Stevilo deliteljev dobimo tudi v primeru
p = q oziroma n = p?, kjer je p prastevilo. Vsi deli-
telji Stevila n so tako kar 1, p in p?. Ni tezko videti,
da je v tem primeru pogoj z deljivostjo izpolnjen,
zato kvadrati prastevil izpolnijo dan pogoj.

Na podlagi primera n = pq se zdi, da imajo iskana
naravna Stevila n najve¢ enega praStevilskega delite-
lja, oziroma, da so to natanko potence prastevil. Ta
sum lahko dodatno potrdimo z dejstvom, da vse po-
tence prastevil res izpolnijo dan pogoj. Ce je n = p'g ,
so namre¢ vsi delitelji kar 1, p, p2, ..., p’. Pogoj je
tako ekvivalenten
- Pi | pi+1 + pi+2
zavse 0 < i< ¥ -2, kar seveda drzi.

Sedaj predpostavimo, da ima n vsaj dva razlicna
prastevilska delitelja. Naj bosta p, q, kjer je p < g,
njegova najmanjSa prastevilska delitelja. Za delitelje
Stevila n torej velja d; = 1, d» = p, za d3 pa imamo
2 moznosti - lahko velja d3 = g, ali pa d3 = p°.

Obravnavajmo najprej primer, ko je d; = g. V tem
primeru mora veljati deljivost

" plqg+dy.

Za primerno izbiro delitelja d4 bi ta deljivost lahko
bila izpolnjena. To nam celo zagotavlja Dirichletov
izrek, ki pravi, da za vsaki tuji si naravni Stevili a in
b obstaja neskon¢no mnogo prastevil oblike ak + b.4
Dovolj je namrec najti praStevilo oblike d4 = kp — q,
ki obstaja po Dirichletovem izreku. Izrek sicer ne za-
gotavlja, da bo pri tem Se vedno izpolnjena urejenost
deliteljev, nam pa pove, da ne bomo prisli do proti-
slovja na elementaren nacin. Z najmanjsSimi delitelji
tako ne bomo prisli prav dalec.

Drugi ekstrem so najvecji delitelji Stevila n. Znano
je, da delitelji naravnih Stevil nastopajo v parih - ce
je d delitelj Stevila n, je to tudi %. S tem predpisom
se najmanjsi delitelji preslikajo v najvecje. Najvecji
delitelji Stevila n so torej n, 2 in %. Sledi, da mora

. - ’ p
veljati

4Pri tem je $tevilo b lahko tudi negativno.

TEKMOVANJA

kar je ekvivalentno

+

n

nin

P -1 genN.
p

Q3

To seveda ni mogoce, saj sta p in g razlicni prasSte-
vili.

Preostane nam $e primer, ko je d3 = p%. V tem
primeru so najmanjsSi delitelji Stevila n po vrsti 1,
p, p2, ..., p! in q. Tudi tu lahko hitro pridemo do
protislovja, in sicer z zaporednimi delitelji p¢~!, p?
in q ali pa %, ﬁ in %. Pogoj tako res izpolnijo
natanko potence prastevil.

Naloga 5. Naj bo n naravno Stevilo. Japonski triko-
tnik je sestavljeniz 1 +2 + - - - + n krogov, ki so raz-
porejeni v obliki enakostrani¢nega trikotnika, tako
da je zavsak i = 1,2,...,n v i-ti vrstici natanko i
krogov in je v vsaki vrstici natanko en krog pobar-
van rdece. NindZeva pot v japonskem trikotniku je
zaporedje n krogov, ki se za¢ne v krogu v najvisji vr-
stici, nato pa se ponavljajoce nadaljuje iz trenutnega
kroga v enega izmed krogov, ki sta neposredno pod
njim, in se konca v najnizji vrstici. V odvisnosti od
n poiSci najvecji k, tako da za vsak japonski triko-
tnik obstaja nindZeva pot, ki vsebuje vsaj k rdecih
krogov.

SLIKA 2.
Primer nindZeve poti za n = 6, ki vsebuje 2 rdeca kroga

Resitev 5. naloge Za zacetek si oglejmo, kaj se zgo-
di za majhne vrednosti Stevila n. Ni tezko videti, da
pri n = 1 vedno dobimo nindZevo pot dolZine 1, pri
n = 2 pa pot dolzine 2. Podobno za n = 3 dobimo
pot dolZine 2.

Nadaljnje konstrukcije lahko poiS¢emo rekurziv-
no. Intuitivno bi Zeleli v zaporednih vrsticah imeti
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rdece kroge ¢im blizje, a ne tako blizu, da bi lahko
nindZeva pot vsebovala oba. Tako lahko za¢nemo
z rde¢im krogom skrajno levo, v vsaki naslednji vr-
stici pa pozicijo rdeCega trikotnika povecamo za 2.
Tako dobimo nekaksne »diagonale, ki jih vidimo na
sliki 3.

SLIKA 3.
Japonski trikotnik, ki nam da mejo k < |log,(n)] + 1

Opazimo, da lahko nindZeva pot vsebuje kvecje-
mu en rde¢ krog z vsake diagonale. Za omejitev Ste-
vila k zadosSca, da preStejemo te diagonale. Ni se
tezko prepricati, da i-ta diagonala vsebuje 2i~! rde-
¢ih krogov (lahko tudi manj, Ce vsebuje rdec¢ krog v
zadnji vrstici). Ce trikotnik vsebuje ¢ diagonal, mora
tako veljati

s n<20 42t gttt

Ta neenakost je prvi¢ izpolnjena pri £ = |log,(n)| +
1. Tako dobimo k < [log,(n)| + 1.

Sedaj moramo dokazati Se, da vsak japonski triko-
tnik vsebuje nindZevo pot z vsaj |[log,(n)| + 1 rde-
C¢imi krogi. Zac¢nimo tako, da v vsak krog v japon-
skem trikotniku zapiSemo Stevilo, in sicer najvecje
mozno Stevilo rdecih krogov, ki so vsebovani v neki
poti od vrha trikotnika do tega kroga. Primer takega
oStevil¢enja lahko vidimo na sliki 4.

Sedaj je dovolj pokazati, da v zadnji vrstici obstaja
krog s $tevilom vsaj |log, (1) | +1. Seveda se je dovolj
omejiti na Stevila n = 2™, saj lahko vsako nindzevo
pot razsirimo do nindzeve poti v ve¢jem trikotniku.

Oglejmo si Stevila v dveh zaporednih vrsticah. Da
dobimo Stevila v novi vrstici, za vsak krog vzamemo
najvedje stevilo v njegovih dveh predhodnikih. Ce je
krog rdec, na koncu Se priStejemo 1. Denimo, da so
v1, V2, ..., V; Stevila v i-ti vrstici, v, pa je najvecje
izmed teh. Sledi, da so Stevila v vrstici i + 1 vec¢ja

ali enaka od vy, v2, ..., Vm-1, Vm, Vm, Vm+ls - - Vi,

SLIKA 4.
OStevilCenje trikotnika

pri Cemer Se nismo upostevali rdecega kroga v vrstici
i+1.

Sedaj pridemo do naslednje pomembne ideje -
opazujemo lahko vsoto Stevil v vrstici. Vec¢ja kot bo
vsota, ve¢ja morajo namrec biti Stevila v tej vrstici.
Po zgornji opazki je vsota Stevil v vrstici i + 1 vecja
ali enaka

" UL+ U+ sV Uy + L

Sedaj zado$ca dokazati, da je v vrstici n = 2! vsota
vecCja ali enaka t - n + 1. Po Dirichletovem principu
bo namrec sledilo, da obstaja krog s Stevilom vsaj
t + 1, kar je ravno nas cilj. To dokazimo z indukcijo.
Baza je seveda izpolnjena, saj je za t = 0 neenakost
trivialno izpolnjena.

Sedaj si oglejmo n = 2t*l, Vsota $tevil v vrstici
% je po indukcijski predpostavki vecja ali enaka t -
2t + 1. V naslednji vrstici se vsota poveca za vsaj
Um + 1, kjer je v,, najvecji element vrstice 2t. Po
Dirichletovem principu pa velja, da je

>t-2t+1
'Um/T>

£,
zato je vsota naslednje vrstice enaka vsaj
= -2 14+ (E+1) + 1.

Opazimo lahko Se, da se najvecji element z vsako
novo vrstico lahko kve¢jemu poveca. Tako je vsota v
zadnji vrstici enaka vsaj

=t 2tp 1428+ D) 4201 =0+ 1) - 20 4

kar smo Zeleli dokazati.

10
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nstrument

NAX\Z
ANDRE) LIKAR

- Glasbo izvajamo z glasbenimi inStrumenti. Na-
¢in vzbujanja zvocnih valov je pri inStrumentih
zelo razlicen. Godala in brenkala uporabljajo na-
pete strune, ki nihajo v zraku. Pri trobilih nihajo
glasbenikove ustnice, pri pihalih pa tenki jezicki.
Pevci ne potrebujejo inStrumenta, inStrument so
kar sami. Zvok tvorita glasilki, tenki opni v grlu
pevca. Preden se zvok razsiri v okolico, se od vira
v instrumentih Se oblikuje. Pri godalih za to skr-
bijo resonanc¢ne Skatle, pri trobilih in pihalih cevi,

pri pevcih pa ustna in nosna votlina.

Glasilke ne nihajo povsem harmonicno, bolj kot ne
se iz njih Sirijo hitro ponavljajoci se poki, ki v ustni
in nosni votlini vzbudijo nihanja z dvakrat, trikrat,
Stirikrat ... vi§jimi frekvencami, kot je frekvenca teh
pokov, ki ji reCemo osnovna frekvenca ali osnovni
ton. Zvok pevca je zato sestavljen iz Stevilnih to-

velika oktava mala oktava

nov, je torej neke vrste zven. Tone pri visjih frekven-
cah od osnovne imenujmo formante in prav jakosti
zvoka teh formantov loc¢ijo dobre pevce od slabih.
Pri vrhunskih opernih pevcih jakost zvoka v danem
formantu lahko moc¢no preglasi zvok orkestra, kar
omogoca, da sliSimo pevca tudi ob glasni spremljavi.

Zanimivo vprasSanje je, kako glasbeniki zadevajo
predpisane tone v skladbi. Pri glasbilih s tipkami je
to vpraSanje odvec¢, saj s pritiskom na tipko dobimo
dan zven, na njegovo osnovno frekvenco ne moremo
vplivati, pravilnost frekvence zagotavlja dobra ugla-
sitev inStrumenta. Pri godalih mora izvajalec posta-
viti prst na doloCeno mesto na struni in pri hitrih
menjavah not navadno nima moznosti kaj prida po-
pravljati frekvence. Pri trobilih mora glasbenik kar
se da natan¢no nastaviti napetost ustnic, da izzove
ustrezen ton. Iz izkuSenj z igranjem kljunaste flavte
sklepam, da trobilcem in pihalcem pomagajo priti do
ustreznega zvena resonance razlicno dolgega ocevja.
Njegovo dolzino spreminjajo z odpiranjem in zapi-
ranjem ventilov, luknjic ali pri pozavni z izvlekom
cevi.

O
. I PN \
7 o o ©° }
\ B —— |
— o
e © c d e f g ah
CDEFG A H 220 Hz (A3)
110 Hz (A2)
dvocrtana oktava
p  enocrtana oktava o © ©
"2 I o O © \
A o O © !
[ fanY o O ~ 1 |
ANV o O [ |
oJ o O T
Cl dl el fl gl al hl 02 d2 e? f2 g2 8.2 h2
440 Hz (A4) 880 Hz (A5)

tricrtana oktava bo .

ho| o o [fobe| o [febo| o [fole] SLIKA1,

Hn — - — "= = | — —| = | — —| — | — —| = Helmholtzov nacin predstavitve ok-
i,’,‘z\ i tav. V zadnji vrstici so v okvirjih zapi-
‘3’ ) - - — ] - - — . ‘ sane note, ki jih na klavirju zaigramo

c? cis/des® d3 disPles® e® 2 fis¥/ges® g  gis?/as® a® ais/hes® h? z isto €rno tipko.
1760 Hz (A6)
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Kako pa je pri petju? Tu resonance ne pomagajo,
za zadetek prave frekvence mora pevec ustrezno na-
peti glasilke, da oddajo zven s pravo osnovno fre-
kvenco. Na prvi pogled se zdi taka naloga povsem
neizvedljiva. Zavedati se moramo, da je v oktavi,
torej frekventnem intervalu z zacetno frekvenco v
in kon¢no 2v, predpisanih kar 12 frekven¢no to¢no
dolo¢enih tonov in da drugi niso dovoljeni. Se veg,
natancno je predpisana tudi frekvenca v, torej zace-
tek oktave. V rabi je veC nacinov, kako predstavimo
oktave in posamezne tone znotraj nje. V glasbenih
Solah uporabljajo Helmholtzov nacin, ki je predstav-
ljen na prvi sliki.

Preprostejsi (znanstveni) nac¢in pa podaja slika 2.
Imenu tona preprosto pripiSemo Stevilko oktave, pri
Cemer je tista s predpisano frekvenco tona A va4 =
440 Hz cCetrta oktava (ton A4), iz tega pa sledijo fre-
kvence tona A drugih oktav (A3 pri 220 Hz, A5 pri
880 Hz ...). Toni oktav se zatnejo z oznako Cn, po-
tem pa sledijo toni Cis, Dn, Dis, En, Eis ... do Hn in
nato spet C(n+1). Razmerje frekvenc med posame-
znimi zaporednimi dovoljenimi toni je vedno 21/12,
torej je frekvenca naslednjega tona 1,0594631 ...
krat vecja od prejSnjega. In ne pozabimo, da dobro
sliSimo kar 8 oktav, torej je v kromaticni tonski le-
stvici predpisanih kar okrog 100 tonov. Na sliki 2
smo predstavili dovoljene tone v intervalu med 100
Hz in 2000 Hz z vodoravnimi ¢rtami izmenjaje z mo-
dro in rde¢o barvo. Imena tonov so v obeh nacinih
predstavitve oktav pac¢ enaka.

Dovoljene frekvence so torej v glasbi natan¢no do-
lo¢ene. Na njih so uglaseni inStrumenti, jasno pa
jih vidimo na klaviaturi inStrumentov s tipkami, kjer
vsaki tipki pripada tak dovoljeni osnovni ton. Igranje
v skupinah seveda terja pristop z dovoljenimi fre-
kvencami, sicer bi se glasba sliSala zelo razglaseno
in za uho neprijetno. Nas niti ne bo zanimalo kaj ve¢
kot to, kar smo povedali. Ce koga zgodovina glas-
benih lestvic bolj zanima, najde na spletu pregleden
Presekov ¢lanek Marije Vencelj z naslovom Glasba in
matematika, 1. in 2. del.

Kako pevci pridejo do zvena s predpisano osnov-
no frekvenco? Pevci imajo pretanjen posluh in vedo,
kdaj je osnovna frekvenca zvena prava. Na misel
nam zato pride princip povratne zanke, ki je splo-
Sno uporaben pri vsakovrstnih merjenjih in regula-
cijah. Pri povratni zanki primerjamo dve koli¢ini -
referencno, torej predpisano, in opazovano (izmer-
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1600—
1500—
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1100———Cistbes6————————————————————
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SLIKA 2.

Kromatic¢na tonska lestvica, ki jo zadnjih 300 let uporabljamo
v zahodni glasbi. Oktave Stejemo od tonov C, poimenovani so
toni Seste oktave.

jeno), ter na osnovi njune razlike spreminjamo opa-
zovano, da se kar se da hitro pribliza referen¢ni. To
v naSem primeru pomeni, da bi pevec poslusal svoj
glas in ga spreminjal toliko ¢asa, da bi se priblizal
predpisanemu. Pa preizkusimo to moznost! V ta na-
men bomo natanc¢no analizirali posneto petje kakega
Znanega pevca. Zame je Luciano Pavarotti dalec naj-
boljSi operni pevec, kar sem jih sliSal, analizirajmo
torej njegovo petje. V operi Andrea Chenier skla-
datelja Umberta Giordana, je Pavarotti pel skupaj z
Montserrat Caballe in Leom Nuccijem ter v sprem-
stvu orkestra angleSke Nacionalne Opere. Posnetek
opere imam na voljo na dveh CD ploscah, torej lahko
po mili volji analiziram digitalni zapis zvo¢nih valov.

Na CD plos¢i najdemo digitalni zapis signala iz
dveh mikrofonov, vzorcenega 44100-krat v sekundi.
Vsak vzorec je predstavljen z dvema baytoma, torej
16 biti. V zapisu sledita baytoma za levi mikrofon
bayta za desni. Podatkovne datoteke so zato zaje-
tne, arija Andree v prvem dejanju opere, na primer,
vsebuje nekaj nad 48 megabaytov. Zapisa na CD plo-
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$¢i moramo pretvoriti v obi¢ajno .wav ali .mp3 dato-
teko, da prenesemo zvoc¢ni zapis v spomin racunal-
nika. V ta namen sem uporabil na spletu dostopen
program (Switch Sound File Converter), sam pa sem
napisal program, ki zapis prevede v obicajni ASCI za-
pis v .dat datoteko. Pred tem sem moral iz zajetnega
.wav zapisa izrezati koScke, ki sem jih analiziral. Za
to sem uporabil na spletu dosegljiv program Auda-
city, s katerim izreZemo, prestavljamo in lepimo dele
glasbenega zapisa iz .wav datoteke. Tudi ko pevca
ne spremlja orkester ali zbor, je zvoc¢ni val videti
presenetljivo zapleten. Na sliki 3 je kot primer pri-
kazan val zacCetka petja brez orkestrske spremljave.
Vidimo, da je val postopoma vse bolj intenziven, vr-
hovi so vse vi§ji, vimes pa se zacnejo pojavljati tudi
vrhovi vi§jih frekvenc. Pavarotti v tem primeru za-
poje, kar je z notami zapisano takole:

P |

o)
7 ‘ T \
\\iY

[ L) ) ) ) Ly 1T 1) ) ) .

Yy v v v v v v
Y

.- 4

|
ol-1i piend‘a- mo-re pre- gar!..Var-

SLIKA 3.

400 ms dolg zvocni val Pavarottijevega vstopa v ariji Colpito
qui mravete ...v 1. dejanju opere, ko sam, brez spremljave
orkestra ali zbora, zacne peti E volli pien d‘amore pregar! ...

Sedaj poglejmo, kako je pevec prilagajal frekvenco
svojega petja. V ariji Andree Colpito qui m‘avete
ovio celo geloso v prvem dejanju opere sem izre-
zal zacetni del verza E volli pien d‘amore pregar!, ko
pevca ne spremlja orkester ali zbor. Ker je Sele zacel
peti, je imel dovolj ¢asa, da bi nastavil napetost svo-
jih glasilk to¢no na Zeleno frekvenco. A na sliki 4 vi-
dimo, da je zacel precej nizje, skoraj cela dva tona in
se potem v kaksSnih 300 ms priblizal pravi frekvenci.
Prehodni ¢as 300 ms je prekratek, da bi poslusalec
zaznal ta glissando, to je zvezno spreminjanje fre-
kvence s ¢asom, ko sliSimo vse vmesne, torej tudi

FIZIKA

prepovedane tone. Poleg tega pa je na zacetku glas
pretih, da bi ga poslusalec dobro sliSal, kar vidimo
v posnetem zvoc¢nem valu na vrhu grafa. Frekvencni
potek kar dobro potrjuje, da je pevec poslusal sa-
mega sebe in postopoma prilagajal glasilke pravemu
osnovnemu tonu. Analiziral sem vec¢ vstopnih tock
in vselej priSel do podobnega grafa. Ko pevec Ze poje
in zvezno preide na precej viSji zven, pa njegov glis-
sando, ¢e smo le dovolj pozorni, dobro sliSimo. V
takem primeru seveda pevec mora med petjem spre-
minjati napetost glasilk in je relativno pocasen pre-
hod neizogiben, morda umetnisko celo zaZelen.

500—

f[1/s] — o

400— il

Cacoww

300— °© , ‘ ‘
200 400 600 tims]

SLIKA 4.

Frekvencni potek osnovnega tona zacetka Pavarottijevega petja

E volli pien ... Na vrhu slike je s ¢rno barvo nakazano nihanje

tlaka ob mikrofonu, kot je zapisano na CD-ju. Tu vidimo, kako

se glasnost zapisanega zvoka spreminja s casom.

Glede na povedano pevec potrebuje kakih 200 ms,
da zadene pravi osnovni ton. Kaj pa, ¢e tega ¢asa pre-
prosto nima? Spomnimo se arije Kraljice noci iz dru-
gega dejanja Mozartove opere Carobna pi$cal. Pri tej
ariji, ki slovi kot ena najteZjih v vsem opernem reper-
toarju, mora pevka vec kot desetkrat na hitro, vsakih
100 ms, zapeti in odpeti razlicne glasove izredno vi-
sokih frekvenc. Ker nima na voljo prav ni¢ ¢asa za

%

PRESEK 51(2023/2024) 1

13



FIZIKA

%

kaksno prilagajanje, mora v kratkem presledku med
dvema glasovoma nastaviti napetost glasilk in zapeti
na ves glas in kar zapoje, pa¢ zapoje. Ker imam na
voljo prenovljen posnetek (iz leta 1963) te opere na
dveh CD ploscah, sem analiziral petje slovite slova-
Ske sopranistke Lucie Popp. Del petja, ki sem ga ana-
liziral, je v notnem zapisu oznacen z rdeco barvo.

e . e .
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SLIKA 5.
Notni zapis dela arije Kraljice no¢i iz Mozartove opere Carobna
piscal. Analiziran je bil del petja, zapisan z rdeco barvo.

Na sliki 6 je prikazan potek njenega petja v delu
arije, kjer poje posamezne glasove nepovezano
(staccato), torej vsak glas lo¢en od drugih. Potek
valovanja kaze dele s petjem, sledijo pa precej tisji
intervali, ki so le odmevi delov s petjem. V ¢asu od-
meva pevka prilagodi svoje glasilke za naslednji glas.
Glasovi se hitro izmenjujejo, v dveh sekundah pevka
odpoje 9 razli¢nih glasov. Iz Casovnega poteka fre-
kvenc vidimo, da nekatere osnovne tone zadene pov-
sem natan¢no, nekaterih pa ne, razlike med zapetim
in napisanim so lahko tudi ¢etrtino tona. Te napake
pa pri poslusanju ne motijo, ker se toni tako hitro
menjavajo in so vedno vimes povsem pravilno zapeti.
Ko pa ta pevka v isti ariji zapoje dalj ¢asa trajajoco
noto, se spet po kaksnih 200 ms pribliza pravemu
tonu z obilico vibrata.

Pri hitrem igranju violine so glasbeniki v podob-
nem Skripcu, Za prilagajanje ni Casa, ¢e pa violinist
igra solo brez orkestra, nima niti tonalne zaslombe
prinjem. Izraelsko-ameriski violinist Itzhak Perlman
je tako hitro skladbo, kjer mestoma zaigra kar 10 not
v sekundi, predstavil na enih svojih CD plos¢ z Ba-
chovimi sonatami in partitami za violino solo. Ana-
liza pokaze, da nekateri toni pri tem niso povsem
natanc¢no zadeti, a je napaka povsod manjsa kot Ce-
trtina predpisanega tona.

Za konec naj povemo, da s to analizo nismo imeli
namena kakorkoli kritizirati omenjenih glasbenikov.
Lahko se le cudimo, kako so z vajo in izrednim glas-
benim posluhom prisli do skoraj popolnega izvaja-
nja. Omenili smo le petje in igranje na violino, a
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SLIKA 6.

Dve sekundi trajajo¢ odlomek iz arije Kraljice noCi iz Mozartove
Carobne piscali. Nekateri osnovni toni niso povsem natanc¢no
zapeti.

ne dvomimo, da nekaj podobnega velja tudi za glas-
benike na drugih inStrumentih. Prav zanimivo bi
bilo prouciti igranje trobilcev, morda tudi pihalcev
in ugotoviti, kako oni pridejo do predpisanih osnov-
nih tonov. O fiziki petja, posebno o zvenu pevcevega
glasu, pa bo bralec vec¢ izvedel v ¢lanku The Acou-
stic of the Singing Voice avtorja Johana Sundberga,
objavljenega v reviji Scientific American marca leta
1977.

Ob strani smo pustili vpraSanje, kako smo prisli
do iskanih osnovnih tonov pri glasovih. Ker so zvoc-
ni valovi praviloma izjemno zapleteni, je metoda s
prestevanjem vrhov v izbranih c¢asovnih intervalih
prepocasna in nezanesljiva. Kot receno, so zveni pri
petju hitro zelo zapleteni in niti ne vemo, ob kate-
rem casu se pojavi kak vrh. S to metodo sem sicer
zacel, a kmalu uvidel, da bom moral analizo avtoma-
tizirati. Tak avtomatski nacin iskanja spektrov, to
je tonov v danem zvenu, ni prav zelo zahteven za
nekoga, ki pozna osnove tako imenovane Fourierove
analize signalov, a o tem morda kdaj drugic.

X X X
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Na Presekovi crpalki

LETNIK 11, STEVILKA 1, 1983/84

BILO JE NEKOC

Y

-> StarejSi bralci in bralke revije Presek se bodo go-
tovo spomnili, da je bila cena goriva v osemdesetih
letih zaradi visoke inflacije in pomanjkanja zelo po-
gosta tema vsakdanjih pogovorov. Zato ni ¢udno,
da je pred skoraj natanko 40 leti Presekova zname-
nita teta Amalija bralcem o tem zastavila tudi spo-
dnjo matemati¢no nalogo. Gotovo jo znajo resiti vsi
starejSi bralci, z dodatnim pojasnilom pa jo bodo
morda ugnali tudi danasnji osnovnosolci (¢e kaksSne-
ga sploh Se imamo med bralci): tedanji 1 jugoslovan-
ski dinar je veljal 100 par (podobno kot danes 1 EUR
velja 100 centov), cena litra goriva pa je bila dolo¢ena
do pare oziroma na dve decimalni mesti natancno.
Pa izvolite poskusiti!

X X X

NA PRESEKOVI CRPALKI

Teta Amalija je ustavila na Presekovi €rpalki, da nato€i gorivo. Cene benci
na ni poznala., Dvakrat je med tofenjem pogledala na Stevec,
narski del cene, par pa ne, saj se je kolesce Stevca prehitro vrtelo. Po-
glejte, kaj je videla in povejte ceno litra bencina na Presekovi Erpalki!

1 ‘ |
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i | 1 | 69 ’]
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Reditve nam po3ljite do 1. 10. 1983.
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ASTRONOMIJA

Teran na Astronomskem
tekmovanju treh dezel 2023

NN
SIMON BukovSEK IN VID KAVCIE

- Med 28. junijem in 1. julijem 2023 je v Zagrebu
potekalo Astronomsko tekmovanje treh dezZel, ki
je pripravljalna tekma astronomskih olimpijskih
ekip HrvasSke, MadzZarske in Slovenije pred Med-
narodno olimpijado iz astronomije in astrofizike
(MOAA).

Izjemen uspeh slovenske ekipe

Uspeh slovenske ekipe je bil letos izjemen. Na tek-
movanju je zmagal Peter AndolSek, drugi je bil Miha
Brvar in oba sta prejela zlati medalji. Tretji je bil
Alexander Gaydukov, Cetrta pa Marija Judez. Oba
sta prejela srebrni medalji. Sedmi je bil Zan Arsov,
najmlajsi ¢lan nase ekipe, ki je prejel bron. Ekipo sta
vodila Vid Kav¢i¢ in Simon Bukovsek.

Ekipa se je na tekmovanje v Zagreb odpravila z
vlakom. Nastanjeni smo bili v Domu RdecCega kriZa
na vzpetini Sljeme nad mestom, dale¢ pro¢ od pre-
gretega asfalta in avtomobilskega rencanja. Medtem
ko so po prihodu tekmovalke in tekmovalci z Zi¢nico
obiskali Zagreb ter si ogledali njegovo staro mestno
jedro, so se mentorji potopili v razpravo o nalogah,
ki so jih pripravili hrvaski kolegi.

Ze prvi vecer so se astronomke in astronomi lahko
spopadli z opazovalnim delom tekmovanja, saj so
bile vremenske razmere naravnost ¢udovite. Na opa-
zovalnem delu, ki Steje eno Cetrtino skupnih tock, so
morali izkazati svoje znanje orientacije po nebu ter
dela z razli¢nimi tipi teleskopov.

Po koncanem opazovalnem delu so se mentorji
posvetili zaklju¢nim razpravam in prevajanju nalog.
Prihodnje jutro je bilo tako vse pripravljeno za teo-
reti¢ni del tekmovanja, ki je trajalo tri polne ure in
je zajemalo polovico vseh moZnih tock. Medtem so
mentorji uredili in prevedli tudi naloge iz obdelave
podatkov astronomskih opazovanj, v katere so tek-
movalci zagrizli popoldne. Tudi ta del tekmovanja je
trajal tri polne ure, Stel pa je cetrtino vseh tock. Po
napornem dnevu so se tekmovalci sprostili v igranju
badmintona in drugih druzabnih iger, mentorje pa je
Cakalo Se popravljanje izdelkov.

Zadnji dan so tekmovalci dobili Se sklepni izziv,
in sicer ekipno tekmovanje, na katerem so morali
dolociti merilo zagrebSkega modela Osoncja. Nato
so organizatorji na zaklju¢ni slovesnosti v zagreb-
Ski Zvjezdarnici podelili medalje, sledila pa je pogo-
stitev z okusnimi picami. Po poslednjem prijetnem
druzenju s hrvasko in madzarsko astronomsko po-
sadko smo se z vlakom odpravili proti Ljubljani, ka-
mor smo prispeli v veCernih urah.

Teran v Dobsonu

K prijateljskemu vzdusju na tekmovanju so prispe-
vale tudi izjemno sveze in izvirne naloge. Med na-
logami na teoreticnem delu je bila prav gotovo naj-
bolj povezovalna naloga o teranu v Dobsonovem te-
leskopu, ki se je je domislil Andrej GuStin, dovrSeno
pa jo je spisal Simon Bukovsek.

Naloga sprasuje po tem, koliko terana moramo na-
liti v Dobsonov teleskop, da lahko z njim varno opa-
zujemo Sonce. Pojasnimo naj, da je Dobsonov te-
leskop Newtonov zrcalni teleskop na alt-azimutalni
montazi (slika 2).

18
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SLIKA 1.
Astronomske divizije Slovenije, HrvaSke in Madzarske na vrhu
observatorija hrvaske Zvjezdarnice.

Ker opazovanje Sonca ni hec, saj lahko hitro pride
do ocesnih poSkodb, moramo paziti, da se reSevanja
naloge lotimo premisljeno, hkrati pa moramo imeti v
mislih tudi, da v tem primeru teran uporabljamo za
znanstvene namene. V ta namen bomo najprej ob-
novili in oplemenitili svoje znanje o svetlobi, oCesu
in optiki.

Podatki in predpostavke

Interakcija svetlobe z otesom je zelo zapletena veja
optike in biologije, teZko je najti konsistentne po-
goje za »varno opazovanje«. V namen te naloge so
bili zbrani podatki iz razli¢nih virov in zaradi varno-
sti namenoma nekoliko znizani. Tudi podatek o ab-
sorpcijskem koeficientu terana je zgolj spodnja oce-
na, saj je primerne podatke tezko pridobiti.

Pogoja za »varno opazovanje« sta:

= nikjer na mreZnici ne sme gostota svetlobnega to-
ka presegati jmr = 10 W/m?,

= skupen svetlobni tok, ki pada v oko, ne sme pre-
segati Poko = 10 mW,

Podatki o teleskopu:

= goriS¢na razdalja objektiva: fop = 1,0 m,

= premer objektiva: Dy, = 20 cm,

» goriS¢na razdalja okularja: fox = 25 mm,

= navidezen premer vidnega polja za okular:
FoVpay. = 52°

ASTRONOMIJA

Podatki o ocesu:

= razdalja med leCo in mreZnico: fyk, = 17 mm,
= v zelo mocni svetlobi ima oko goriS¢no razmerje

f18,5,
Nekaj splosnih podatkov:

= gostota svetlobnega toka Sonca na povrSju Zemlje:
Jjo = 1,0 kW/m?,

= navidezna velikost Sonceve ploskvice je o = 32,

= absorpcijski koeficient terana za soncno svetlobo
jeu=77,5/m.

Predpostavili bomo, da Sonce opazujemo v zenitu.
Zanemarili bomo odboj svetlobe na povrsini med vi-
nom in zrakom ter spremembo goriS¢ne razdalje
objektiva zaradi dodanega vina.

Resitev naloge

Pri reSevanju naloge moramo upostevati dva kriticna
pogoja za »varno opazovanjeg, in sicer kriti¢no go-
stoto svetlobnega toka na mreznici jp, in skupni sve-
tlobni tok Pyxo. Najprej razloZzimo, zakaj sta oba tako
pomembna.

Prvi pogoj lahko ponazorimo na primeru laserja.
Vsem je znano svarilo »ne glej naravnost v laser,
ki pa nikakor ni nedolzno. Ceprav ima laser lahko
relativno majhno moc, je gostota svetlobnega toka
zelo velika in s tem nevarna za mreZnico.

Nasprotno si za ponazoritev drugega pogoja pred-
stavljajmo, da na soncen zimski dan hodimo po belo
zasneZenih hribih. V tem primeru nobena specifi¢na
toc¢ka (z izjemo Sonca) ni nevarno svetla, kljub temu
pa lahko zaradi prevelike skupne moci svetlobe (Se
posebej UV) pride do poSkodb ocesa, na primer vne-
tja rozenice. To oCesno stanje imenujemo snezZna
slepota. Pred poskodbami se lahko zaS¢itimo z upo-
rabo posebnih zasc¢itnih son¢nih ocal.

Pri reSevanju naSe naloge bomo tako morali izra-
Ccunati mejno vrednost vpadle svetlobe v teleskop za
oba pogoja »varnega opazovanja« in upostevati tisto,
ki je manjSa.

Najprej si oglejmo pogoj za najvec¢jo gostoto sve-
tlobnega toka na mrezZnici. Vemo, da je premer Son-
Ceve ploskvice na nebu enak @, = 32’. Povecavo p
teleskopa izracunamo kot

fob

= 40.
fok
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SLIKA 2.
Skica k nalogi.

Navidezna kotna velikost Sonca v vidnem polju oku-
larja je tako enaka og = Qo - p = 21°20". Ker je ta
vrednost manjsSa od navidezne velikost vidnega polja
(FOVnay, = 52° > ), v okularju vidimo celo Sonce.

Poleg tega opazimo, da je izstopna zenica tele-
skopa Dj, vecja od zenice o¢esa Dyko. Velja namrec:

Dob

f oko

8.5 = 5 mm.

® Doko = =2mm, Dj,=

Naj bo j; najvecCja gostota svetlobnega toka, ki pride
skozi teran, ki ustreza prvemu pogoju. Pri izraCunu
svetlobnega toka Pyx, moramo upoStevati zgornjo
ugotovitev Dyke < Diz, saj se na ta racun med oku-
larjem in o¢esom nekaj energije izgubi. Velja

D2, D2
= P - .. ob . oko.
oko = J1 74 7]_)122

Tako izraier%a moc¢ se razporedi po povrSini § =
% (X * foko) - Gostoto svetlobnega toka na mreZnici

tako izrazimo kot

. mD% D2,
Ij _POkO_Jl. 4b.T§
mr = =
S % (0(®foko)2
2 2 2
=i 4-’TDobDokop2 :jl Doko 1)
4Tt Dop [0 PEP? o ®P5

Opazimo, da je gostota svetlobnega toka na mre-
Znici popolnoma neodvisna od teleskopa, skozi ka-
terega gledamo. Se ve¢, za vsak netockasti objekt
je gostota svetlobnega toka na mreznici ob gledanju
skozi kateri koli teleskop manjsSa oziroma kve¢jemu
enaka, kot Ce bi ta objekt gledali s prostim o¢esom.
Manjsa bi bila v primeru, ¢e bi bila izstopna zenica
manjSa od velikosti oCesne zenice. Ta ugotovitev se
zdi nekoliko neintuitivna. Hkrati pa zelo spominja
na dejstvo, da z nobenim opti¢nim pripomockom ne
moremo segreti objekta na viSjo temperaturo, kot jo
ima svetlobni vir.

Zdaj iz enacbe (1) izrazimo j; in izracunamo nje-
govo numericno vrednost. Pri tem smo pozorni na
to, da mora biti kot op izraZzen v radianih. Dobimo

. 2 2
_ “}?%% = 0,626 W/m?.

oko

" J1

Posvetimo se zdaj drugemu pogoju za »varno« opa-
zovanje, to je pogoju z maksimalnim svetlobnim to-
kom. Naj bo j» najvecja gostota svetlobnega toka, ki
sme priti skozi teran, da je zagotovljen drugi pogoj.
Podobno kot prej zapiSemo

. mD? D2
= PokoZJZ'TOb D%;(O,

iz Cesar izrazimo j, in izra¢unamo njegovo nume-
ri¢no vrednost:

4PoxoD?,
D2, D32

oko

" gy = = 1,99 W/m?.

Ce Zelimo zagotoviti »varno« opazovanje, mora sko-
zi teran prehajati najve¢ toliko svetlobe, kot je
manjsa vrednost od j; in jp. IzraCunali smo, da je
J1 < j2, kar pomeni, da je pri opazovanju Sonca s te-
leskopom bolj kriticna gostota svetlobnega toka na
mreZnici kot pa skupen svetlobni tok. Zato za na-
daljnje izratune vzamemo manj$o od teh dveh vre-
dnosti, torej j; = 0,626 W/m?.
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Nekaj odstavkov zgoraj smo ugotovili, da je go-
stota svetlobnega toka na mreZnici neodvisna od te-
leskopa, zdaj pa smo sklenili, da je pri opazovanju
sonca kriticna ravno slednja. Pozoren bralec bi se
ob teh ugotovitvah vprasal, zakaj je kljub temu to-
liko nevarneje opazovati Sonce s teleskopom kot s
prostim ocesom. Odgovor najverjetneje ti¢i v tem,
da se ucinka gostote svetlobnega toka in skupnega
svetlobnega toka seStevata.

Prebili smo se do zadnjega dela naloge. Zaradi ab-
sorpcije svetlobe v plasti terana z debelino x se mora
gostota svetlobnega toka z jp zmanjsati na j;. Pri iz-
racunu x uporabimo absorpcijski zakon:

= j(x) = j1 = joe M,
iz Cesar izrazimo

In(}?)
T

= 9,52 cm.

Ko son¢na svetloba vstopi v teleskop, najprej potuje
do primarnega zrcala, se tam odbije, nato pa svojo
pot nadaljuje do sekundarnega zrcala in proti oku-
larju. Pri tem po teranu napravi dvakrat isto pot.
Zato viSina h terana, ki ga moramo naliti v teleskop,
ustreza ravno polovici opti¢ne poti x svetlobe po te-
ranu:

X
= h===4,76 cm.

2
Preostane nam izracunati le Se prostornino V potreb-
nega terana. Dobimo

D2
- v:%:%hzl,sl.

Zakljucek

Izkaze se, da bi za astronomski eksperiment zado-
stovali dve buteljki domacega kraskega terana. Se-
veda pa najbrz ni treba dodatno poudarjati, da prak-
ticne izvedbe tega poskusa ne svetujemo; domacega
teleskopa bi bilo namre¢ neznansko Skoda.

X X X

RAZVEDRILO

Krizne vsote

Y b

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.
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Kratice

ObD TOD DO TOCKE BREZ VRNITVE

b
ALEKSANDAR JURISIC IN KLEMEN KLANJSCEK

- V vsakdanjem Zivljenju pogosto krajsamo dolga
imena in nazive zaradi hitrejSega sporazumevanja.
Uciteljica bo pogosto na tablo ali novinarka v ¢lan-
ku prvic zapisala neskrajSano ime, nato bo dodala
tudi kratico in jo kasneje uporabljala. V tem be-
sedilu bomo predstavili matemati¢no ozadje kraj-
Sanja, kot se uporablja pri racunalniski varnosti,
s poudarkom na Kriptografiji (npr. ce Zeli novinar
prikriti ime neke osebe, bo praviloma uporabil za-

Cetnici imena in priimka - ne nujno pravih).

Za nas bo krajSanje postopek, pri katerem poljub-
nemu nizu znakov dodelimo neko kratico oz. okraj-
Savo, kratko oznako, npr. zacetnice uporabljenih be-
sed, glej sliki 1 in 2 ter tudi nalogo 2.

Primeri krajsanja

Primer 1. (Oznake) Ko ucence na zacetku Sol-
skega leta razporedimo v razrede, npr. 100
ucencev v 4 razrede A-D (24+23+27+26), je po-
gosto posamezni u¢enec na kratko oznacen npr.
»A-jevec«.

Zgornji primer omogoci kuharici, da v jedilnici hi-
tro poklice del ucencev ali pa vecje skupine razdeli
na manjSe in jih zato lazZje razporedi za deljenje ma-
lice.

Primer 2. (Zacetnice) Ko se v jedilnici Stirje po-
sedejo k eni mizi, ugotovijo, da dogovor o klica-
nju po zacetnicah imena in priimka zanje Zal ne
pride v poStev, glej sliko 2.

V zadnjem primeru vidimo, da je treba biti pri
krajSanju precej previden.

g
- %
\\
(
=
1

F )

. &-‘z(

-

A

<«

SLIKA 1.
Stiskanje, zmesnjava, razprsenost, kot pri stiskanju grozdja ali
jabolk, pri tem pa gredo nekatere stvari tudi med odpadke.

imena krajsanje kratice
Ana Kos AJ
AK
BC
Peter Horvat IK
KK
PH
Ivan Kralj RF
TA
Ajda Krajnc Z0

SLIKA 2.
Trcenja pri zacetnicah.

Primer 3. (Konice - gr. akronimi), in (radijske)
kode. KrajSanje se pogosto uporablja za hitrej-
Se posredovanje informacij.
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Omenili smo Ze novinarje, a tudi policija, vojska
in interventne sluzbe uporabljajo kratice, s katerimi
lahko zelo hitro opi$ejo stanje na terenu. Ce pa Ze-
limo ohraniti posredovane informacije Se tajne, v
kriptografiji pravimo, da gre za uporabo kodnih
knjig. Ceprav tak pristop $tejemo v kriptografiji za
zastarelega, se je sploSno uporabljal v drugi svetovni
vojni (glej npr. nalogo 3) in je v nekaterih primerih Se
vedno aktualen (npr. ko celotne fraze nadomestimo
s kraticami iz kodnih knjig).

Namesto gesel v racunalniskih sistemih hranimo
le njihove »okrajSave«. Zakaj?. Pri shranjevanju po-
datkov pogosto poleg samega podatka hranimo Se
njegovo »okrajSavo«. Zakaj?.

Primer 4. (Serijske Stevilke) Za evidentiranje na-
prav (knjig, ljudi ...) namesto dolgih opisov,
hranimo le pripisano Stevilko vsake naprave
(npr. evidencna, registrska, telefonska, mati¢na,
davcéna, datum).

Poznamo pa tudi druge tehni¢no bolj zapletene
primere uporabe krajSanja, kot so digitalni podpisi,
denar ali zaprisege, tvorjenje nakljuc¢nih Stevil in po-
dobno. Ti primeri pridejo na vrsto v kakSnem nada-
ljevanju.

Vsaka tehnika krajSanja ima svoje prednosti in
slabosti, zato po navadi ni namenjena sploSni upo-
rabi. Besedi krajsanje in kratica nista niti nujno naj-
bolj primerni za vsako tehniko, zato omenimo Se
nekaj moZnosti. Najbolj pogosta je zgoSCevanje in
zgostitev (angl. hash). Za rezultat zgoScevanja pa so
tu Se prstni odtis, izvlecek in povzetek.

Zazelene lastnosti krajsanj

Predstavljamo nekaj zaZelenih lastnosti tehnike
krajSanja, ki so uporabne na splosno:

1. Dolocenost — krajSanje istih izrazov vedno pri-
pelje do iste okrajSave. Enostavna posledica te
lastnosti je, da razli¢ni okrajSavi dveh (nezna-
nih) izrazov pomenita, da morata biti izraza za-
gotovo razli¢na.

2. Ucinkovitost — postopek krajSanja je hiter in
enostaven (vsaj za racunalnike). DaljSe izraze
bomo sicer obic¢ajno krajsali dlje, npr. racuna-
nje vsote Stevk Stevila za potrebe ugotavljanja
njegove deljivosti s 3.

RACUNALNISTVO

3. Enosmernost — iz same okrajsave (brez doda-
tnih informacij) je tezko najti izraz, ki smo ga
krajsali. 1z okrajSave ne moremo sklepati, kako
se glasi neokrajsani izraz. Posledi¢no mora biti
vsak delcek okrajSave odvisen od vseh delov
vhoda ali pa od nobenega (v kriptografiji tej la-
stnosti pravimo zmesSnjava - angl. confusion),
npr. zadnja Stevka vsote Stevk neznanega Ste-
vila.

4. Skoraj brez trcenj — moZnost, da imata dva
razlicna izraza enako okrajSavo, je majhna.
Tako je npr. pri pravih/fizi¢nih prstnih odtisih.
Dodatna zahteva: najti dva razlicna izraza z
isto okrajsavo je teZko. Posledi¢no mora celoten
izraz vplivati na izbrano okrajSavo (v kriptogra-
fiji tej lastnosti pravimo razprsenost - angl. di-
ffusion).

Lastnosti 1 in 2 drZita za vecino krajSanj, Ce pa k
temu dodamo Se lastnosti 3 in 4, potem Smo z eno
nogo Ze vstopili v dezelo (tete) kriptografije. A pre-
den gremo po tej poti, omenimo Se nekaj zanimivih
primerov.

Hranjenje velikih datotek

Najprej smo na telefonu shranjevali samo Stevilke in
Se to kar v SIM-kartici. Ko pa je telefon postal Se fo-
toaparat, predvajalnik glasbe ter celo filmov, lahko
hitro zapolnimo Se tako velik pomnilnik. Ker so za
nas podatki pomembni (po navadi Sele, kadar jih iz-
gubimo), smo se naucili delati varnostne kopije. Ce
pri tem nismo pazljivi, zelo hitro porabimo ves pro-
stor tako na telefonu kot na racunalniku ali v obla¢ni
storitvi in se pri tem ne zavedamo, da hranimo vse
vec kopij z isto vsebino. Pojavi se Se problem razli¢-
nih verzij in kaj hitro se nam lahko zgodi, da s staro
verzijo »povozimo« novejSo datoteko. Pri reSevanju
teh problemov si pomagamo tako, da poleg datotek
hranimo Se njihove zgostitve, preko katerih znamo
ucinkovito (lastnost 2) ugotoviti:
1. zelo verjetno imamo na disku ve¢ kopij iste da-
toteke (lastnost 4),
2. pri prenosu datotek je/ni priSlo do napak (la-
stnosti 1 in 4).

Ker je hitrost prenosa pogosto omejena, je hitrost
primerjanja Se bolj pomembna. V nekem smislu je
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prva zgostitev ime datoteke, naslednji sta njena veli-
kost in datum zadnje spremembe (celo kreiranja ali
dostopa), nato pa si pomagamo Se s kakSnim bolj za-
pletenim zgoScevanjem.

Preverjanje celovitosti podatkov

Kako bi preverili, ali manjka kak$na stran iz dnev-
nika ali kak$no sporocilo (recimo pri nekem dopi-
sovanju)? Obicajna reSitev je, da uvedemo Stevce,
a se nato zaplete, ¢e Zelimo dodati novo stran ali
kaj izbrisati. Na nivoju besedila je lahko pomem-
ben Ze en sam dodani, izbrisani ali spremenjeni znak
(npr. ocena v spricevalu) oz. beseda/stavek (npr. v
pogodbi). Vse te probleme celovitosti podatkov re-
Sujemo z zgostitvami. V tem primeru je zelo po-
membno, da tudi najmanjsa sprememba v vhodnem
nizu vrne drugacno zgostitev (npr. t. i. vsota za pre-
verjanje - angl. checksum). Uporablja se pri prenosu
datotek (npr. z Bittorrent protokoli), upravljanju z
varnostnimi kopijami, hitrem iskanju po zbirkah po-
datkov/dokumentih itd. Verjetno pa je najbolj po-
membna uporaba pri digitalnih podpisih, saj daljSa
sporocila podpisujemo tako, da v resnici podpiSemo
njihove zgostitve.

Hranjenje (uporabniskih) gesel

O geslih smo Ze pisali v ¢lanku Kljuci (v Preseku),
vendar takrat Se nismo omenili postopkov zgoSce-
vanja. Tokrat pojdimo korak dlje. Namesto da bi
racunalniski sistemi (ki nam omogocajo dostop do
osebnega racunalnika, spletne ucilnice, forumov ...)
shranili uporabnisSka gesla, hranijo le njihove zgosti-
tve. Na ta nacin gesla ostanejo skrita, tudi ce si napa-
dalec pridobi dostop do sistema. Ker bodo ista gesla
imela iste zgostitve (lastnost 1), je tak nacni shra-
njevanja gesel nepopoln. Napadalec lahko vnaprej
izracuna/sestavi tabelo vseh moznih parov

zgostitev gesla g;

geslo g;

zgostitev gesla gy geslo gn

za zbirko pogostih gesel g, urejeno po zgostitvah.
Tako zlahka razbije manj varna gesla - za vsako zgo-
stitev v shrambi preveri, ali se nahaja v tabeli. Ce

njegova zbirka vsebuje vse besede iz slovarja, v krip-
tografiji recemo, da gre za napad s slovarjem. Ome-
nimo Se napad z mavricnimi tabelami (velikosti ne-
kaj 100 GiB), s katerim lahko razbijemo skoraj vsa
krajsSa gesla (recimo z manj kot 9 znaki - tudi poseb-
nimi).

Kako prepre¢imo moZnost hitre primerjave taksnih
gesel prek pripadajocih zgostitev?

Ena mozna reSitev je, da za vsakega uporabnika
izberemo drugacen postopek zgoScevanja, ki ga tudi
hranimo. V tem primeru bi bilo potrebno za ugibanje
gesel sestaviti zgornjo tabelo za vsakega uporabnika
posebe;j.

Igra kamen-skarje-list

Okoli 2000 let staro kitajsko igro po navadi igrata
dva igralca takole:

(1) vsak od igralcev si na skrivaj izbere eno izmed
treh moznosti kamen/skarje/list,

(2) igralca drug drugemu istocasno razkrijeta izbiro,
(3) zmagovalca se doloc¢i po pravilu:

= kamen unici Skarje,

= Skarje prerezejo list,

= Jist pokrije kamen,

= v vseh drugih situacijah imamo izenacenje.

Za poStenost igre je kljutnega pomena istocasnost.
Lahko jo zagotovimo s sodnikom.

Kaj pa ¢e nimamo sodnika ali pa Zelimo igro igrati
preko telefona/interneta?

Podobna vpraSanja si je postavljal Ze leta 1982
Manuel Blum — glej nalogo 5.

Problem istocasnosti lahko reSimo z uporabo krip-
tografsko varne zgoScevalne funkcije. Taksna
funkcija za poljubno zaporedje znakov x ucinkovito
(z racunalnikom) izracuna zgostitev z := F(x). Za-
radi predstavitve medijev v digitalni obliki je lahko x
tudi slika, video ... Veljati mora tudi, da je prakti¢no
nemogoce uganiti/izracunati dva razlicna izraza z
enakima okrajSavama ali pa vrednost x iz zgostitve
z (tudi za najzmogljivejSe racunalnike) °.

Primer poteka igre med Ano in Bojanom (brez so-
dnika):

5Ti dve moZnosti sta manjsi, kot da 3-krat zapored zade-
nemo sedmico na Lotu, in to s prvimi tremi kupljenimi sreckami!
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(1) Ana na skrivaj izbere (dovolj dolg) naklju¢ni niz
H6FUcfqtAGf3 in list, Bojan pa izbere uAD22TWTNTz2
in Skarje.

(2) Ana izracuna (z racunalnikom) zgostitev z4 =
F(H6FUcfqtAGf3 1ist), Bojan pa izracuna
zg = F(UAD22TWTNTZz2 Skarje).

(3) Izmenjata si zgostitvi z4 in zp.

(4) Izmenjata si naklju¢na niza (lahko pa tudi Se iz-
biri).

(5) Dolocita izid igre. (Kako?)

Hranjenje mnozic (na papirju oz. racunalniku -
beri: digitalnem mediju)

Pred vec kot pol stoletja smo v Sole hkrati s Stevili
(aritmetiko) zaceli uvajati Se mnozice (glej https://
en.wikipedia.org/wiki/New\_Math). Zato je cisto
prav, da nanje pomislimo danes, ko smo Ze povsem
obkrozeni z racunalniki, Se iz tega zornega kota. Tu
se namrec pojavijo zanimivi problemi, ki so povezani
z nasim krajSanjem.

Kaj odgovorimo na vprasanje, ali je neki element v
mnozici?

Ce je mnozica majhna in »vidimo« vse njene ele-
mente, potem to najbrz sploh ni tezko. Ce je elemen-
tov ve¢, moramo izbrati neko drugo primerno strate-
gijo. Kako bi na primer ugotovili, ali je neka beseda
slovenska oziroma, da pripada mnoZici vseh sloven-
skih besed. Kako bi na to vprasSanje odgovoril stricek
Google, ¢e nanj ne bi bil pripravljen? Kako naj zbere
vse slovenske besede, ¢e vseh sploh ne pozna. Za
obcutek omenimo Se, da imajo najbolj bogati jeziki
tudi do Cetrt milijona besed (pa pri tem ne Stejemo
sklonov).

Ce se da elemente urediti po vrsti, potem jih radi
hranimo urejene, kot je to narejeno z besedami ne-
kega jezika v slovarjih (leksikografska ureditev). V
tem primeru je za preverjanje prisotnosti elementa v
mnoZzici potrebno le nekaj primerjav, da preverimo,
ali je neka beseda v slovarju (npr. metoda bisekcije).
Na sreco ni potrebno prelistati vseh strani. Zakaj?°

6Po omenjeni metodi bisekcije bi slovar odprli na sredini in
Ce tam ne bi nasli besede, bi nadaljevali v prvi ali drugi polovici
- po istem postopku vse do konca, ko bi ugotovili, ali je sploh
iskana beseda v slovarju.

RACUNALNISTVO

Kaj pa Ce elementov sploh ne znamo enostavno
primerjati?

Recimo, da iS¢emo nekega vojaka, ki je storil ne-
kaj slabega, pa se nam zdijo vsi vojaki na prvi pogled
zelo podobni. Upajmo, da imamo na voljo vsaj ka-
kSen prstni odtis nepridiprava, pravzaprav kar vseh
vojakov. Lahko so na voljo le njihove slike, ki jih
je posnela skrita kamera. Kako urediti po vrstnem
redu slike? Ce bi vojake slikali ob vstopu v vojsko,
potem bi najbrz vsak dobil Stevilko in k tej Stevilki
pripeto sliko. Ce pa ne gre za nase vojake, potem
je stvar Se nekoliko bolj zapletena (sicer bi lahko Slo
tudi za bakterije, viruse itd., a ne Zelimo zaiti na po-
drocje biologije ali medicine), saj smo rekli, da je nas
zorni kot racunalniStvo. Predpostavimo, da primer-
jamo slike vojakov (a tu ne bomo reSevali problemov
racunalniSkega vida).

Ena mozna reSitev je, da namesto elementov pri-
merjamo njihove zgostitve. Za hitro iskanje in doda-
janje elementov najprej izraCunamo zgostitve vseh
elementov ter sestavimo tabelo na naslednji nacin.
Element spravimo v tisto vrstico tabele, ki jo doloca
njegova zgostitev. Vsaki zgostitvi namenimo svoj
prostor (to je lahko list papirja, del pomnilnika ali
vrstica v tabeli). Zgostitve igrajo vlogo kazala (npr.
rokovnik z naslovi, zgostitev predstavljata prvi dve
¢rki priimka - trki so tukaj dopustni, ampak nezaze-
leni).

Podobno tehniko uporablja sistem za spletno iz-
menjevanje datotek prek t. i. magnetnih povezav
(angl. Magnet Link), ki so pretezno zgostitve Nmagnet.
Ce poznamo neko zgostitev, lahko prek Bittorrent
protokolov, prenesemo Zeleno datoteko (ali pa mapo
z datotekami). Najprej poizvemo, kdo si trenutno
deli pripadajoco datoteko. Podatek o tem, kateri ra-
Cunalniki si trenutno delijo datoteko vezano na dano
magnetno povezavo, se hrani v velikem skupnem
»imeniku« na spletu, kjer za »zacetnico« imenika
vzamemo zgostitev Nmagnet, za »naslov« pa IP naslov
in vrata (angl. port) racunalnikov. Ker je imenik velik
in se neprestano spreminja, noben ra¢unalnik nima
celotnega imenika, le nekaj »strani«.

Ko najdemo racunalnike, ki trenutno delijo Zeleno
datoteko, najprej prejmemo od njih t. i. torrent da-
toteko. Ker so datoteke, ki jih na ta nacin izmenju-
jemo, ponavadi velike, jih prenaSamo po manjsih de-
lih/kosckih. Zaradi tega prejeto torrent datoteko se-
stavljajo zgostitve vseh koSckov datoteke in njihove
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velikosti, ter ime datoteke. Skupna zgostitev vseh
teh treh informacij je Amagner in 0snovni del magne-
tne povezave, glej sliko 3. Ker se zgoScevanje iz-
vaja s kriptografsko varno zgoScevalno funkcijo H,
so zgostitve datotek prakticno unikatne. Prednost
takega nacina prenosa datotek je, da lahko datoteke
prejemamo od ve¢ racunalnikov hkrati (od vsakega
le nekaj kosckov) in smo zato neodvisni od mreznih
problemov (npr. prekinitve, napake). Namenoma ni-
smo podali celotne zgodbe, saj je Se veliko bolj za-
pletena. Primer magnetne povezave: magnet: ?xt=
urn:btih:e0d9af6671db5bc4fc77ab5462c50e2f3
545dad9. Stevilo s 40-timi znaki v SestnajstiSkem
zapisu e0d9a... (20 »bajtov«) tukaj predstavlja zgo-
stitev (SHA-1) za prenos DVD-ja (velikosti 3,59 GiB
= 14741 koSckov velikosti 256 KiB, torrent datoteka
je velikosti 288 KiB ~ 14741 x 20 B) za namesti-
tev operacijskega sistema Ubuntu 20.04.5 (za celoten
vpogled v vsebino te torrent datoteke glej povezavo
https://gist.github.com/kl1lemen/47c7d8782-
c8lafbb76bc7ff19d172588).

Zakljucek

Ce boste resili vsaj nekaj spodnjih nalog, boste opa-
zili, da se zdi na prvi pogled konstrukcija kriptograf-
skih zgoS§cevalnih funkcij (pre)zahtevna naloga. V
resnici sploh ni lahko najti (sestaviti) taksSno funk-
cijo. Tudi ¢e nam jo nekdo predlaga, ne moremo biti
prepricani, da se ne bo v prihodnosti izkazalo, da
ena od zahtevanih lastnosti ne drZi. Prve zasnove
kriptografskih zgoScevalnih funkcij segajo 45 let na-
zaj (glej Merkle 1979 in npr. Damgédrd). V devetde-
setih letih prejSnjega stoletja je zelo hitro naraslo
Stevilo modelov zgoScevalnih funkcij, vendar so bile

]
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f1| [ubuntu.iso —S» : :
> ; :
< |[14740. _H

SLIKA 3.
Ustvarjanje magnetne povezave.

pri Stevilnih od teh predlogov ugotovljene varnostne
pomanjkljivosti, npr. najbolj popularnim Rivestovim
zgoScevanim funkcijam MD4 in MD5 (angl. Message
Digest) se je po vec¢ 10-letni uporabi zgodilo prav to.
Odprt problem: ali kriptografske zgoScevalne
funkcije sploh obstajajo?

Ta cas sicer imamo kar nekaj kriptografskih zgo-
Scevalnih funkcij, za katere se smatra (ali vsaj upa),
da navedene lastnosti drzijo in jih zato uporabljamo
v praksi: BLAKE, RIPEMD (Bitcoin), SHA (za digitalno
potrdila v osebni izkaznici oz. v sploSni uporabi),
Whirlpool itd. Teh funkcij nikoli ne racunamo na
roke (https://md5calc.com/hash/shal bralec
lahko poskusi preveriti njihovo delovanje oziroma se
poigrati s  simulacijo racunanja  funkcije
https://sha256algorithm.com/). KaksSno med
njimi bi si enkrat celo lahko pobliZje ogledali. Ze
sedaj pa lahko omenimo:

Odprt problem: najdi zalogo vrednosti zgosceval-
ne funkcije MD4 ali SHA-1.

Lahko pa se vpraSamo tudi, ali obstajajo kripto-
grafsko varne zgoScevalne funkcije primerne za
»ljudi«? Za zdaj kaZe, da brez pomoci racunalnika,
vsaj za vec€ino nas, Zal ne gre.

Naloge

1. MoZzni ostanki pri deljenju celega Stevila s 3 so
0, 1 in 2. KrajSanje, ki nam za naravno Ste-
vilo vrne njegov ostanek pri deljenju s 3, ima
ocitno prvi dve lastnosti (dolocenost in ucinko-
vitost). Prepricaj se, da ni tako pri zadnjih dveh
lastnostih (enosmernost oz. iskanje praslike in
problem trcenja).

vsebina torrent datoteke

klju¢ni del
ao5dob.. J — 3864182784 povezave
, b= 262144 | —> e0d9af..
'ubuntu.iso'
6£9£d7..
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2. Teta kriptografija se je pogovarjala z mlajSo

kolegico in izvedela, da bodo mladi bralci ob
besedi krajSanje najprej pomislili na krajSanje
ulomkov. Pri tem postopku obicajno iz velikega
imenovalca in Stevca izpostavimo njun najve-
¢ji skupni delitelj D in kon¢amo po krajSanju
z manjSim imenovalcem in Stevcem (Ce le ni
D = 1), medtem ko vrednost ulomka ostane
ista. Tudi pri nasem krajSanju si Zelimo po-
dobno - krajsi zapis. Katerim od omenjenih Sti-
rih lastnosti ustreza omenjeno krajSanje ulom-
kov?

. Ameriska mornarica je zbrala 29 mozZ indijan-
skega plemena Navajo (https://www.intel-
Tigence.gov/people/barrier-breakers-
in-history/453-navajo-code-talkers) in
ustvarili kode, zasnovane na njihovem zaple-
tenem, nenapisanem jeziku. Koda je v prvi vr-
sti uporabljala povezovanje besed tako, da je
klju¢nim frazam in vojaskim taktikam dodelila
besedo Navajo. Ce se Zelite preizkusiti v odsi-
friranju kode v jeziku Navajo, uporabite
https://www.cia.gov/stories/story/na-
vajo-code-talkers-and-the-unbreaka-
ble-code/ za odSifriranje naslednje kode:

TKIN-KE-YAH YIL-DOI AH-JAH YEH-HES
KLESH DIBEH-YAZZIE

WOL-LA-CHEE TSAH BE TKIN YIL-DOI
WOL-LA-CHEE

oziroma odsSifrirajte spodnjo kodo, da ugoto-
vite, v kateri bitki je koda pomagala doseci
zmago ZDA:

Tkin-Gloe-Ih-A-Kha Ah-Ya-Tsinne-Tkin-
Tsin-T1iti-Tse-NiTl

. (@) Kaj bi bil primeren nacin zgoScevanja glas-
be, ki bi ljudem Se vedno omogocal prepozna-
vanje/loCevanje? (b) Katere izmed tistih Stirih
lastnosti si tukaj Zelimo? (c) Kako bi tako pre-
poznavanje naredil z racunalnikom (torej brez
uporabe nasih moZganov)? Na telefonu bi lah-
ko uporabili aplikacijo Shazam. (d) Ali mogoce
ves, kako YouTube portal ve, da si uporabil av-
torsko zaSciteno glasbo v svojem videu (ker jih
oCitno ne pregledujejo »na roke« - razen morda
¢isto na koncu, ko pride do kaksne tozbe)?

5.

10.

11.

12.

RACUNALNISTVO

Kako varno vrec¢i kovanec prek telefona (iz
¢lanka M. Bluma, Coin Flipping by Telephone,
1982)? Ana in Bojan Zelita vreci kovanec prek
telefona. (Nasledni mesec bosta delala v razlic-
nih mestih in Zelita sprejeti odlocitev, kdo bo
dobil skupni avto.) Bojan noce povedati Ani »ci-
fra« in slisati (na drugi strani linije), kako ona
odvrne »Vrzem kovanec ...Izgubil sil«. Ali bi
znal predelati igro kamen-Skarje-list z uporabo
zgoscevalnih funkcij tako, da resi§ Anin in Bo-
janov problem?

. Kako zascititi idejo, da nam je kdo ne ukrade in

predstavi kot svojo? Recimo, da je soSolec pri-
Sel do naSe seminarske naloge, Se preden smo
jo oddali in se je odlocil, da jo bo oddal s svo-
jim imenom. Ali obstaja nacin, da prepri¢amo
uciteljico o naSem avtorstvu?

. Katere lastnosti Zelimo pri zgoScevalnih funk-

cijah za hranjenje gesel v racunalniskih siste-
mih?

Kako bi problem primerjav gesel resil le z eno
zgoscevalno funkcijo (torej v nasprotju s pre-
dlogom v samem c¢lanku)?

. Zakaj pri shranjevanju podatkov pogosto poleg

podatka hranimo Se njegovo okrajsavo? (Na-
mig: kako preverimo, ali podatek ni pokvar-
jen, zakaj je iskanje po velikem disku lahko
dolg proces, kako lahko na hitro primerjamo,
kaj imamo shranjeno v oblaku in kaj lokalno
na svojem domacem racunalniku — ali lahko
ugotovis, kaj ti sistemi v ozadju pocnejo.)

. PoiSc¢i nacin krajSanja, ki ima lastnost 3, ne pa

tudi lastnosti 4.

PoiS¢i nacin krajSanja, ki ima lastnost 4, ne pa
tudi lastnosti 3.

Zakaj lahko pri prenosu datotek prek BitTor-
rent protokola, sproti preverjaS ali si doslej
prejel pravilne/nepokvarjene kose datotek.

Kako se pri igri kamen-skarje-list odkrije golju-
fanje? Cemu sluzi nakljucen niz, ki si ga Ana
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%

13.

14.

15.

16.

17.

in Bojan izbereta na zacetku? Kaj gre lahko na-
robe, Ce ta niz ni naklju¢no izbran? Zakaj Ana
ne more iz vrednosti zgostitve zg ugotoviti Bo-
janove izbire? Zakaj lahko izmenjavo zgostitev
z4 in zp izvedemo z zamikom? Kako bi se dalo
goljufati, ¢e za funkcijo F lastnost 4 ne bi dr-
zala?

Kako so shranjena gesla za dostop do spletne
ucilnice na vasi Soli oz. tvojega racunalnika?

Za kriptografske zgoScevalne funkcije skoraj
vedno velja, da Ce se spremeni en sam bit vho-
da, se mora spremeniti priblizno polovica bitov
na izhodu. Zakaj je to pomembno?

Ali bi bil problem, ¢e bi se vizhodu spremenili
skoraj vsi biti?

Uporabi seStevanje ali mnoZenje Stevil (v Z ali
R) za sestavo nove zgoScevalne funkcije in jo
analiziraj. Enosmernost nam zagotavlja pro-
blem iskanja seStevancev ali faktorjev. Ali je
uporaben poseben primer, kadar vemo, da gre
za enaka Stevila?

Ali je krajSanje, ki vraca zacetnici imena,
kriptografsko varna zgoScevalna funkcija?
Moznost, da imata dva izmed petih ucencev
enake zacCetnice, je sicer majhna, 2,7 %, a v sve-
tu zgoS$cevalnih funkcij je to ogromno. Za pri-
mer lahko naredimo tudi scenarij, da je v ra-
zredu 20 ucencev. Takrat je moZnost, da imata
dva ucenca enak izhod, ze 57,1 % (z upoSteva-
njem, da niso vsa imena in priimki enako ver-
jetni; ¢e tega ne upoStevamo, zmanjSamo mo-
Zznosti na 1,0 % pri 4 ucencih in 26,5 % pri 20
ucencih). Kako smo prisli do teh ocen?

Blocne Sifre (najbolj slavna je danes AES) razde-
lijo tekst, ki ga Zelimo Sifrirati, na bloke enake
dolZine (npr. 128 bitov), nato pa Sifrirajo vsak
blok posebej Ce to naredimo z enim samim
kljucem K, se identicni bloki sporocila
m = mymy...m; zaSifrirajo v identi¢ne bloke
tajnopisa:

= c=cCiC2...c, kjerje c; = AESg(m;),

kar je lahko problem, glej (zaSifrirano) sliko 4.

SLIKA 4.
Zasifrirana slika znanega Linuxovega pingvina.

18.

Zato vcasih Sifriranje nekoliko prepletemo, npr.
po postopku

= co =1V, ci=AESk(ci-1)XORm;, za i=>1,
kjer je IV neka (javno) znana konstanta, bitni
XOR pa v racunalniStvu zelo znana operacija,
ki ji v slovenscini recemo ekskluzivni ali. Po-
stopek se je dolgo uporabljal za preverjanje ce-
lovitosti sporocila. Kako? Bi ga znal zapisati?
Obicajno zaklju¢imo pismo s kaksno obicajno
frazo (Lep pozdrav) in Ce to napadalec ve, po-
tem se da to izkoristiti (brez poznavanja kljuca
K). V bistvu lahko zadnji blok zamenja s po-
ljubnim svojim. Bi znal pokazati, kako to stori?

Nad enosmernostjo se zamislimo Se zunaj sve-
ta racunalnikov. Kateri pojavi iz nasega obicaj-
nega Zivljenja imajo lastnost enosmernosti?

X X X
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RAZVEDRILO

Nekaj iz ponudbe Zalozbe FMF

V ZaloZbe Fakultete za matematiko in fiziko izdajamo matematicno in fizikalno literaturo.
V nadaljevanju vam predstavljamo dve knjigi.

_ Mirko DoboviSek: Carlo Rovelli:
MATEMATIKA ZA SEDEM KRATKIH LEKCI]J
FARMACEVTE 1Z FIZIKE
260 strani 76 strani

format 12 X 17 cm
mehka vezava

format 16,5 x 23,5 cm
mehka vezava

x

CarloRovelli

18,00 EUR b "Ll 9,50 EUR

Poleg omenjene ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Spletna stran je
Se v delu, bodo pa podrobnejse predstavitve na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi
narocite:

https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dijaki in Studentje imate ob narocilu pri ZaloZbi Fakultete za matematiko in fiziko 20 % popusta, razen
za najnovejsSe knjige! Dodatne informacije lahko dobite v knjiznici Fakultete za matematiko in fiziko
po telefonu (01) 4766 558.

A2

Izak Pelicon iz Sempasa
in Janko RusSt iz Nove
Gorice, ki bodo nagrade
prejeli po posti.

RESITEV
E ElL SINIAlZ +| NAGRADNE
S T[E TIE[R[O T| KRIZANKE
TR NN =l PRESEK 50/6
. mﬂ ALS [E= O > Pravilna regitev na-
j B : -Ig ﬁ |I< : F gradne krizanke iz Seste
A H RINITIS "o| Stevilke Preseka letnika
=IAIS|PIA E I r| 50 je Trigonometrija.
T R | N T Med pravilnimi reSi-
0TIAl J E| tvami smo izZrebali
= LIolT E G| naslednje reSevalce:
5 p | C [ v A|  Eva Solinc iz Ljubljane,
E
C

B3&zz)

X X X
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TEKMOVANJA

MaRSovski Estimathon

b
IzAK JENKO

Estimathon

- Estimathon je razburljiva ekipna igra, ki zdruzuje
kviz s hitrim matemati¢nim razmisljanjem in ocenje-
vanjem. Ekipe imajo 30 minut Casa, da po svojih naj-
boljsih moceh ocenijo odgovore na 13 vprasanj iz
raznoraznih podrocij. Ekipa, ki konca z najboljSim
naborom ocen, zmaga.

Pravila igre

Igra traja 30 minut, v katerih vsaka od ekip socasno
reSuje 13 ocenjevalnih problemov, ki niso standardni
in si jih organizator vsaki¢ posebej pripravi vnaprej,
lahko pa jih tudi reciklira. Vsi problemi imajo to¢no
reSitev, ki je pozitivno realno Stevilo, vsaka od ekip
pa reSitev ocenjuje in odgovor odda tako, da poda
interval s pozitivnhimi mejami, za katerega meni, da
vsebuje tocno reSitev.

Tockovanje. Pravimo, da je dani interval, ki ga odda
ekipa, dober, ¢e vsebuje tocen odgovor. Stevilo tock
izracunamo s formulo

. (10 + Z l max J ) . 13— (5t. dobrih intervalov)

dobri intervali min

SeStejemo torej spodnje cele dele razmerij zgornjih
in spodnjih mej vseh dobrih intervalov, temu priSte-
jemo 10 in na koncu rezultat pomnoZimo s tolikSno
potenco Stevila 2, kot je bilo praznih ali intervalov,
ki niso vsebovali totnega odgovora. Za vsak prazen
ali napacen odgovor se tako rezultat podvoji. Zmaga
ekipa, ki na koncu zbere najmanjse Stevilo tock.

Oddaja odgovorov. Vsaka ekipa ima na voljo 18
listkov, na katere zapiSe ime svoje ekipe, Stevilko
zgornjo in spodnjo mejo svoje ocene reSitve danega
problema. Za dani problem lahko tako ekipa odda
vec listkov z odgovori, vendar pa za rezultat vedno
Steje zadnji oddani listek. Listke je mozno oddajati
tekom celotnih 30 minut igranja. Ves cas tekmova-
nja je razvidna tudi tabela rezultatov, ki se sproti
posodablja.

Prepovedana je uporaba racunal, telefonov, inter-
neta in drugih zunanjih pripomockov.

Igra Estimathon je bila zasnovana leta 2013 s stra-
ni podjetja Jane Street. Vec o Estimathonu lahko iz-
vemo na povezavi www.estimathon.com/.

SLIKA 1.
Ekipa marsovcev zavzeto ugiba in ocenjuje odgovore.

Estimathon na MaRSu

Na letosnjem MaRSu 2023 smo se v sklopu druzab-
nega programa pomerili v ocenjevanju naslednjih 13
reci:
1. Koliko kilometrov je Mars oddaljen od Sonca v
najdaljsi tocki svoje orbite?
2. Koliko kilometrov zracne razdalje so udelezen-
ci v povprecju prepotovali od doma do tabora?

30
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TEKMOVANJA

vpraSanje 1 2 3 4 5 6 7
reSitev | 249.261.000 72,2 42 12.586.269.025 70.030 2660 - 107 706
vpraSanje 8 9 10 11 12 13
reSitev 5.053.908 2,997 - 10>  2.233 45 -109 17,3 250

TABELA 1.
Podatek z dne 30. 7. 2023.

3. Kolikokrat se pojavi »ti« v skladbi Modrijanov
»Ti, moja rozica«?

4. Katero je 50. Fibbonacijevo stevilo?

5. Koliko je svetovni rekord v pomnenju Stevk Ste-
vila pi?

6. Koliko objav ima Borut Pahor na Instagramu?

7. Koliko prostih metov je zgresil Luka Doncic¢ v
svoji NBA karieri?

8. Koliko znaSa povrSina JavorniSkega jezera v
enotah najvecje ploskve cokoladice Mars?

9. Na koliko razli¢cnih nacinov lahko 27 dijakov
razdelimo v trojice?

10. Koliko vrstic kode html je v letoSnji spletni

strani MaRS?

11. Koliko ameriskih dolarjev so bili v letu 2022
prihodki »Mars, Inc.«, podjetja, ki proizvaja

Mars ¢okoladice?

12. Koliko kilometrov je dolga najkrajSa ruska ko-

penska meja z eno izmed sosednjih drzav?

13. Leta 2020 so uspeli faktorizirati najvecje splo-

sno Stevilo do sedaj. Koliko Stevk je imelo?

Tocne reSitve na vprasSanja lahko najdemo v tabeli 1.

Rezultati in zakljucek

Ekipe na MaRSu so se najboljSe odrezale pri vpra-
Sanjih 2 in 3, prav nobena ni podala pravilne ocene
za odgovor na kombinatori¢no vprasanje Stevilka 9,
vprasanja 13 pa se ni lotila prakti¢no nobena ekipa.

Zgodil pa se nam je tudi nepredvidljiv zaplet. Biv-
Semu predsedniku Borutu Pahorju so namre¢ na
dan MaRSovskega Estimathona vdrli v Instagram ra-
¢un in naglo izbrisali nezanemarljivi del objav. Pri

razglasitvi reSitev, ki so si jih organizatorji pripra-
vili Ze prejsnji dan, je zato priSlo do neskladja pri
problemu 6, kar so dijaki hitro opazili in vlozili pri-
tozbe. Nazadnje se je upoSteval trenutni znesek ob-
jav tistega dne. Do spremembe na vrhu lestvice ekip
na sreco ni prislo, zmagala je ekipa Cloveska ribica.

Posebni zahvali za organizacijo MaRSovskega
Estimathona gresta Davidu Opalicu in Matiji Likarju.
X X X

Krizne vsote

A4

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.
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MaRtematicne prigode

Iz3el je Ze tretji natis knjige MArTEMATICNE PRIGODE

To je unikatna zbirka kratkih zgodb, v katerih je strnjeno veliko Zivljenjskih izkuSenj avtorice MARTE
ZABRET. Izredno zanimive so zgodbe, ki izvirajo od njenih dijakinj in dijakov. Besedila so izpiljena in
veCinoma napisana strnjeno; v¢asih prav minimalisti¢no, brez odvecnih besed. Poglavja: Zakva bom
pa jest to rabu?!; Pomoc ali potuha; BoS Ze videla; INTERNO, EKSTERNO, INFERNO dajejo humoren,
a tudi neprizanesljiv pogled na probleme poucevanja, in to ne samo pouka matematike. Izvirne in
posrecene ilustracije ter vinjete sta prispevali Ariana Godicelj in Ana Hafner.

Marta Zabret

MArTEMATICNE PRIGODE

12,50 EUR

Poleg omenjene ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Spletna stran je
Se v delu, bodo pa podrobnejse predstavitve na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi
narocite:

www. fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dijaki in Studentje imate ob narocilu starejsih zbirk pri zaloZbi Fakultete za matematiko in fiziko 20 %
popusta na zgornje cene - izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite v knjiZnici Fakultete za
matematiko in fiziko po telefonu (01) 4766 558.




