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MATEMATIENI TRENUTEK KOLOFON

Nagrada strokovnjaku
Za pardialne
diferencialne enacbe

vy v

- Abelova nagrada je ena izmed najprestiZnejSih
mednarodnih nagrad za doseZke na podroc¢ju mate-
matike. Podeljuje jo Norveska akademija znanosti in
knjiZzevnosti z namenom dati priznanje prelomnim
znanstvenim doseZkom v matematiki in njihovim av-
torjem, povecati SirSi ugled matematike in spodbu-
diti zanimanje zanjo tudi med mladimi.

Letosnjo Abelovo nagrado je prejel argentinsko-
ameriSki matematik Luis Caffarelli (rojen 1948) za
svoje delo na podroc¢ju parcialnih diferencialnih
enacb (PDE). S takimi enacbami pogosto opisujemo
delovanje in ucinek razli¢nih sil v naravi v odvisno-
sti od kraja in Casa - tipi¢en primer njihove prakti¢ne
uporabe je recimo napovedovanje vremena S pomo-
¢jo matemati¢nih modelov. Na ucinek razli¢nih sil
obicajno vpliva tudi geometrija okolice. ObnaSanje
plina, ki tece skozi cev, je denimo moc¢no odvisno od
oblike cevi: oZja cev povzroci hitrejsi tok plina, ovire
v cevi pa vrtincaste tokove. Caffarelli je v svojih delih
obravnaval Stevilne probleme s prostim robom, pri
katerih je rob obmocja spremenljiv: pri raztapljanju
ledene kocke v vodi se rob kocke ves ¢as spreminja,
prav tako se spreminja oblika teniSke Zogice med od- NAVODILA SODELAVCEM PRESEKA
bojem na podlagi in podobno. Njegove reSitve so po ZA ODDAJO PRISPEVKOV
besedah komisije kombinacija izjemnega geometric-
nega vpogleda in globokih analiti¢nih orodij.

Prispeval je tudi k razumevanju znamenite Navier-
Stokesove enacbe, ki opisuje gibanje tekocin, katere
reSitev pa Se ne razumemo povsem natancno. Pro-
blem obstoja in gladkosti reSitve Navier-Stokesove
enacbe v treh dimenzijah je denimo eden izmed sed-
mih milenijskih problemov, za katere je Clayev ma-
tematic¢ni inStitut iz ZDA razpisal nagrado 1 milijon
dolarjev. Omenjeni problem v zelo poenostavljeni
razlagi spraSuje, ali je mogocCe matemati¢no izpe-
ljati zgornjo mejo za hitrost tornadov. Morda bo to
uspelo komu od nove generacije mladih znanstvenic
in znanstvenikov.

Po informacijah s spletne strani abelprize.no
povzel in priredil BoStjan Kuzman. X X X

PRESEK 50 (2022/2023) 6




5-8
12-15
18-23

24-27

7

AT ppnnesawwy

KA 7 ¢

MATEMATIENI TRENUTEK

Nagrada strokovnjaku za parcialne
diferencialne enacbe

UVODNIK

Nasvidenje prihodnje leto
(BoStjan Kuzman)

MATEMATIKA

Roc¢no korenjenje
(Vid Kavcic)

FIZIKA

Zarnice in Stefanov zakon
(Simon Copar in Jost Stergar)

ASTRONOMIJA

Sferna trigonometrija in ¢as v astronomiji
(Vid Kavcic)

RACUNALNISTVO

Fittsov zakon
(Matjaz Kljun)

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

5/

16-17

27

28-31

32

8-1

priloga

priloga

///////////////////////////////////////////////

SLi A NAsLovNiIcl: Fuzija znanosti in umetnosti? Primer
do b e pr ak
vV avstr JskemL nzu. Fotografija: Andrej Gustin

RAZVEDRILO

Nagradna kriZzanka
(Marko Bokalic)

ReSitev nagradne krizanke Presek 50/5

(Marko Bokalic)

Izbrane slike in fotografije v petdesetih
letih Preseka - nadaljevanje in konec

(Nada Razpet, Marko Razpet in Andrej Likar)
Bilo je neko¢ v reviji Presek -

Plemljeva spominska soba na Bledu

TEKMOVANJA
EDMO 2023
(Ana Meta Dolinar in Luka Horjak)

Tekmovanje v znanju fizike za zlato
Stefanovo priznanje - drzavno tekmovanje

AA AN

32. tekmovanje iz razvedrilne matematike -
drzavno tekmovanje

iz predstavitvenega salona jeklarne voestalpine

\\\\\\\\\\

.




UVODNIK

Nasvidenje prihodnje leto

N2
BoSTJAN KUzZMAN, UREDNIK ZA MATEMATIKO

- Izteka se Se eno Solsko leto. Maturantje v teh dneh
opravljajo maturo, drZzavna tekmovanja iz znanja so
zakljucena. Pocitnic se veselimo vsi, ucenci, dijaki,
ucitelji in profesorji. Ve€inoma so Ze izbrane tudi
ekipe za mednarodna tekmovanja iz matematike, fi-
zike, astronomije, ekonomije, naravoslovja in morda
Se kakSnega pod okriljem druStva DMFA Slovenije.
Nekaj najbolj uspesnih tekmovalk in tekmovalcev se
bo tako Se velik del poletja srecevalo na pripravah in
potovanjih, pa tudi veliko drugih bo prezivelo vsaj
del pocitnic na kakSnem raziskovalnem taboru ali
poletni Soli s teh podrodij, ki jih je v Sloveniji na
voljo precej. Lepo je videti, da imajo mladi na vo-
ljo tovrstne aktivnosti in da se jih tudi z veseljem in
zadovoljstvom udelezujejo.

Do jeseni pa bo vsak od nas zagotovo vsaj malo
razmisljal tudi o prihodnosti. Sam precej razmisljam
o prihodnosti matemati¢nega izobrazevanja v svetu,
v katerem matematika postaja, vsaj na videz, vse bolj
skrita in nepotrebna. Blagajna v trgovini sama pre-
bere ¢rtne kode in seSteva zneske, fotografski algo-
ritmi sami optimalno popravljajo fotografije, spletni
prevajalniki ponujajo povsem sprejemljive prevode
krajSih besedil v slovenscino, aplikacije na mobilni-
kih same prepoznajo matemati¢ne izraze in enacbe
in jih reSijo z natancno izpisanimi koraki (lahko tudi
na veC nacinov) in ne nazadnje, Al-boti, z umetno in-
teligenco podprti klepetalniki, postajajo resna gro-
Znja tistim, ki se ukvarjajo s kreativnim pisanjem
(ali pa profesorjem, ki Zelijo ocenjevati pisne izdelke
svojih ucencev).

Ali je v danasnjem svetu res pomembno, da zna
osnovnoSolec z ravnilom in Sestilom konstruirati si-
metralo daljice, pisno deliti Stirimestno Stevilo z
dvomestnim ali dokazati, da je kvadratni koren iz

2 iracionalno Stevilo? Marsikomu se to res ne zdi vec
pomembno, toda dokler smo Zivi, moramo ohraniti
radovednost. V tokratni Stevilki denimo objavljamo
prispevek o ro¢nem korenjenju, pozabljeni spretno-
sti, ki je bila neko¢ del osnovnoSolskega pouka, av-
tor prispevka pa je kot srednjeSolec o tem napisal
raziskovalno nalogo, ker ga je pac iskreno zanimalo,
kako izracunati kvadratni koren brez kalkulatorja.
Verjamem, da imamo tako radovednih mladih Se pre-
cej. Ponuditi pa jim je treba ustrezne izzive in spod-
budo. Morda nam to uspe v tej reviji vsaj Se nekaj
let.

SLIKA 1.
UdeleZenci tabora MaRS 2022 Studirajo linearno regresijo.
X X X
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RoCno korenjenje

N2
ViD Kavcic

- Danes v Soli kvadratne korene Stevil ve¢inoma
racunamo s pomocjo Zepnih racunal, vcasih pa so
se Ze v osnovni Soli ucili dolociti kvadratni koren
rocno po posebnem postopku, ki ga lahko najdemo
v starih ucbenikih, uporabljal pa ga je tudi tudi Na-
pierov mehanski racunski stroj v 17. stoletju. V
c¢lanku bomo ta postopek predstavili in utemeljili,
hkrati pa bomo nakazali njegove posploSitve in ga

primerjali z drugimi metodami za korenjenje.

Predstavitev algoritma za racunanje
kvadratnega korena

Algoritem za roc¢no korenjenje bomo najprej prika-
zali na konkretnem primeru Stevila 189225.

= Stevilko razdelimo na tri razdelke po dve Stevki:
18192|25. Najprej dolo¢imo najvecje naravno Ste-
vilo, katerega kvadrat je manjSi ali enak najbolj
levemu razdeleku. To je jasno Stevilo 4, saj je
4% < 18. Desno od enacaja zapiSemo 4, pod prvi
razdelek pa vrednost 42 = 16, ki jo odstejemo in
pod ¢rto zapiSemo ostanek 2, ki mu pripiSemo na-
slednji razdelek.

= /18]92]25 = 4
16
292

= Dobljeno Stevilo je 292, dvakratnik dosedanjega
rezultata pa 2 - 4 = 8. Zdaj s poskuSanjem do-
lo¢imo najvecjo Stevko, ki jo lahko zapiSemo na
Crtici, da velja neenakost 292 =8 -
7 nekaj racunanja ugotovimo, da je 292 > 83 - 3 =
2491in 292 < 84 - 4 = 3306, torej je iskana Stevka 3,
ki jo napiSemo na Crtici in Se pri novem vimesnem
rezultatu 43. Vrednost 249 odStejemo od 292 in
dobljenemu ostanku 43 pripiSemo naslednji raz-

MATEMATIKA

delek 25, da dobimo 4325.

= \/18]92[25 = 43
16
292>83-3
249
43 25

= Zdaj ponovimo prejsnji korak. Dvakratnik dose-
danjegarezultata je 2-43 = 86. Na Crtici zapiSemo
najvecjo Stevko, za katero velja 4325 > 86__ - __
Tokrat je to Stevka 5, saj je 865 -5 = 4325 < 4325.
Stevko 5 dodamo tudi v vmesni rezultat, da do-
bimo 435. Ker velja 865 - 5 = 4325, dobimo pri
odStevanju ostanek 0, kar pomeni, da smo s kore-
njenjem zakljucili. Kon¢ni rezultat je torej 435.

= \/18]92]25 = 435
16
2
2

Kvadratni koren decimalnega Stevila dolo¢imo po-
dobno, le z nekaj izjemami. Korenjenec razdelimo
na razdelke po dve Stevki od decimalne vejice proti
levi in proti desni. Preden obravnavamo prvi razde-
lek desno od vejice, v rezultat za enacaj postavimo
decimalno vejico. Ce ima razdelek na skrajni desni
le eno Stevko, mu pripiSemo Se Stevko 0. Poglejmo si
ta postopek na primeru Stevila 1,5129.

= V1[,51]29 = 1,23
1
0 51>22-2
44
729=>243-3
729
0
Ker smo dobili ostanek 0, je algoritem koncan. Is-
kani rezultat je 1,23, kar je natanko kvadratni koren

Stevila 1,5129.
Postopek lahko strnjeno predstavimo s koraki:
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= Stevilo razdelimo na razdelke po dve $tevki, od de-
cimalne vejice levo in desno. Najbolj levi razdelek
je v primeru lihega Stevila $tevk enomesten. Ce
je potrebno, decimalna Stevila z ni¢clo dopolnimo
tako, da ima sodo decimalk.

= PoiS¢emo najveCje enomestno Stevilo, katerega
kvadrat je manjSi ali enak Stevilu v prvem raz-
delku. To je prva Stevka korena. Njen kvadrat od-
Stejemo od Stevila v prvem razdelku ter ostanku
pripiSemo drugi razdelek. Dobljenemu Stevilu
bomo rekli zahtevek.

= PoiSc¢emo najvecCjo tako Stevko, ki je lahko dopi-
sana dvakratniku dosedanjega rezultata, da bo do-
bljeno Stevilo, pomnozeno s to isto Stevko, manjse
ali enako zahtevku. Dobljeno Stevko zapiSemo za
enacaj kot drugo Stevko rezultata. To Stevko po-
mnoZimo s Stevilom, ki ima to isto Stevko pripi-
sano, dobljeni rezultat pa odStejemo od zahtevka
in dobimo nov ostanek.

= Novemu ostanku pripiSemo Stevki v naslednjem
razdelku in postopek nadaljujemo.

= Ce porabimo vse razdelke in v zadnjem koraku do-
bimo ostanek 0, smo izrac¢unali to¢no vrednost ko-
rena zacetnega Stevila. V nasprotnem primeru pa
lahko postopek nadaljujemo do Zelene natanc¢no-
sti, tako da zadnjemu ostanku in vsem naslednjim
pripisujemo po dve nicli, ki nam dolocata dodatno
mesto v rezultatu.

Utemeljitev algoritma

Za utemeljitev algoritma definirajmo posploSeni de-
setiSki sestav. Vsako naravno Stevilo N € N lahko v
posplosenem desetiskem sestavu izrazimo kot

= N

aiar...adn-1an

=10" 1. a; +10" 2 ar+ ...+ 10" a1+

100 - an,

kjer veljaa; e NU {0} zai e {1,2 ... n}.

PosplosSeni desetiSki sestav se torej od obi¢ajnega
razlikuje v tem, da lahko za Stevke vzamemo po-
ljubna naravna Stevila (vklju¢no z 0), ne pa le cela
Stevila od 0 do 9. Seveda tak sestav ne omogoca eno-
licnega zapisa Stevila, vendar ga bomo pri samem do-
kazu potrebovali.

Poskusimo algoritem najprej utemeljiti na
primeru korenjenja kvadrata dvomestnega naravne-

ga Stevila x7x>:

= (X1X2)% = (10x] + x2)° = 100x7 + 20x1X7 + X3,
= 100x% + x7 - (20x7 + Xx2),

= 100x? + x2 - (2x1) X2.

Zadnji izraz razjasni algoritem, ki v tem primeru se-
stoji iz dveh faz. V prvi fazi je treba poiskati eno-
licno dolo¢eno Stevko x7, ki predstavlja desetice re-
zultata korena. Nadalje je treba dolociti enice, tj.
Stevko x>, ki nastopa v drugem c¢lenu izraza, s kate-
rim smo zapisali korenjenec, torej v x»-(20x1+x2) =
X7 - (2x1) x2. Zapis desno od enacaja utemeljuje po-
stopanje iz algoritma; to, kar imamo v dozdajSnjem
rezultatu (v tem primeru je to x;), mnozimo z 2, po-
tem pa iS¢emo tako Stevko X7, ki jo moramo dopisati
Stevki 2x1, da bo dobljeno Stevilo, pomnoZeno s to
isto Stevko x>, dalo Stevilo, ki bo zajelo ostanek, ki
ga nismo zajeli s prvim clenom, tj. IOOxf.

Utemeljitev algoritma zdaj posplosimo na kore-
njenje kvadrata n-mestnega Stevila. V tem primeru
se bomo sklicali na naslednjo enakost, ki velja za po-
ljubna realna Stevila in jo lahko bralci preverijo s po-
mocjo matemati¢ne indukcije:

n n
(X1 X2 X)) = D 2XXG + D X2
i1

i,j=1
i<j

n
> xixj.

ij=1

S pomocjo zgornje enakosti lahko kvadrat poljub-
nega naravnega Stevila preoblikujemo v naslednji za-

pis.

Izrek 1. (Enakost za rocno korenjenje) Naj bo
X1X2...Xn-1Xyn poljubno naravno Stevilo, zapisano
s Stevkami v desetiSkem sestavu, Kkjer velja
x; € {0,1,...,9} in x1 # 0. Potem velja

= (X1X2..-Xn-1%n)° =
=10""2x? + 10°"4x;, - (2x7) xp + 10°" Ox3-

(2 X)) Xy

+xXn- (2 - (X1X2.. . Xn-1)) Xn.
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Dokaz. Levo stran izraza najprej preoblikujemo s
pomocjo prejsSnje enakosti:

= (X1X2-. Xn-1%Xn)"

( n-1 n-2 1 2
=(10"" - x1+10 - Xo+...+10 -xn_1+xn)
=102"2. x2 +10%" 4 . xZ3 + - - +10% - x2_ |+

+x2 4210 3x1x0 +2 - 107" X X3 + - - - 4

+2-10"xyx, + 2 - 107" P xox3+

+2- 102n_6X2X4 + ...

+2-10"%xxp + - - - +2 - 10 xp_1xp

Sedaj moramo spretno zdruZzevati in izpostavljati.
Clene zdruZujemo tako, da izpostavimo enako dese-
tiSko potenco. Poleg tega v i-tem koraku zdruzimo
Clene, ki vsebujejo x1, x2,...,x;. Na ta nac¢in dobimo
desno stran izraza, kot smo Zeleli.
= = 10°"2x2 +10%"4x; - (20x7 + X2) +

+ 102" O3 - (200X +20x2 + x3) + - - - +

+ Xy - (2 210" txg 42 10" Pxp 4 - 4

+2-10 - xp-1 +Xxn)

= 102" 2x2 + 10°" 4 x; - (2x7) xp + 10°" 6x3.

(2 (X1X2)) X3 + o X

- (2- (X1X2.. . Xn-1)) Xn.

Iz dokazane trditve zdaj neposredno sledi pravil-
nost algoritma za korenjenje naravnih Stevil, ki so
popolni kvadrati. Ta algoritem lahko posploSimo na
algoritem za korenjenje realnih Stevil, katerih koren
ima koncen decimalni zapis. Tako decimalno Stevilo
D pomnozimo z desetiSko potenco 10%* za dovolj
velik k € N, da dobimo naravno Stevilo N, ki ga Ze
znamo koreniti. Da dobimo koren prvotnega deci-
malnega Stevila, torej +/D, moramo /N le Se deliti
z 10%. S tem smo utemeljili postopek za korenjenje
decimalnih Stevil, opisan na zacetku ¢lanka.

Pozorni bralec je seveda opazil, da s tem nismo
utemeljili njegove pravilnosti tudi za iskanje pribliz-
kov kvadratnih korenov tistih Stevil, katerih koreni
nimajo konc¢nega decimalnega zapisa.

Kot zanimivost povejmo, da lahko na podoben na-
¢in izpeljemo tudi algoritem za kubicne ali viSje ko-
rene. Postopek za kubicni koren je denimo predstav-
ljen tudi v Mocnikovih ucbenikih, algoritmi za ko-

MATEMATIKA

rene viSjih stopenj pa so za prakticno rabo prezah-
tevni.

Zakljucek

Poleg opisanega algoritma obstaja Se precej drugih
metod za racunanje (priblizkov) korenov Stevil. V
dobi brez Zepnih racunal so imele veliko vlogo (Ve-
gove) logaritemske tablice. 7 njimi si lahko poma-
gamo tudi pri iskanju priblizka n-tega korena da-
nega Stevila s pomocjo obrazca ¥a = e%m“, pri Ce-
mer vrednost Ina razberemo iz logaritemskih tabel.

Poleg metode z neskoncnimi veriznimi ulomki in
Taylorjevega razvoja je zanimiva tudi Newtonova
numericna metoda. Slednja sloni na iskanju nicel
funkcije in temelji na odvodih, torej vsebini iz viSje
matematike. Ce i§¢emo nicle funkcije f(x) = x2 —a,
v resnici korenimo Stevilo a. Ta primer Newtonove
numericne metode se imenuje Babilonska metoda,
tudi Heronova metoda, saj jo je grSki matematik He-
ron v svojem delu Metrika objavil Ze v prvem stoletju
naSega Stetja.

Pri metodi najprej ugibamo vrednost korena xg.
Natanc¢nejSo vrednost korena dobimo iz izraza:

Dobljen priblizek nato ponovno vstavimo v zgornjo
enacbo, da dobimo Se boljSega, in tako naprej do is-
kane natanc¢nosti.

Zgoraj navedene metode korenjenja so bodisi ma-
temati¢no zahtevnejSe, saj temeljijo na vsebinah iz
viSje matematike (neskoncne vrste, limite, odvodi),
bodisi podajo zgolj priblizek. Algoritem, obravna-
van v ¢lanku, pa operacijo korenjenja zreducira na
osnovni operaciji mnozenja in odsStevanja, hkrati pa
je vsaka Stevka, ki jo na podlagi algoritma dobimo,
tocna. Zavedati pa se moramo, da je algoritem v pri-
merjavi z npr. Taylorjevim razvojem ali numeri¢nimi
metodami pocasnejsi, zato sta slednji ustreznejsi za
sodobna racunala.

Naj zaklju¢im, da je prispevek nastal na osnovi
raziskovalne naloge z naslovom Rocno korenjenje,
ki sem jo v Solskem letu 2019/20 napisal pod men-
torstvom mojega nekdanjega profesorja matematike
Tilna Setine, ki je s svojimi nasveti in predlogi pripo-
mogel tudi pri nastajanju tega clanka.
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Naloge brailcu

1. Roc¢no koreni:

(a) +/2989441
(b) +/9,8596
(c) v/5764801
2. Poisci prvih 5 decimalnih mest /2.

3. Dana Stevila zapiSi v obicajnem desetiSkem se-
stavu.

(a) 1(23)4(56)7(89)
(b) (123)(45)(6789)
(c) (12)345(67)89
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% +(v-V)v= M%prdr vAv + f(x,t)

SLIKA K MATEMATIENEMU TRENUTKU.

EDOMQO 2023

vid
ANA META DOLINAR IN LUKA HORJAK

- V Portorozu je od 13. do 19. aprila 2023 potekala
12. Evropska dekliSka matemati¢na olimpijada
(EDMO). Na tekmovanju je sodelovalo 213 tekmo-
valk iz 54 drzav (do 4 najboljSa srednjeSolska de-
Kkleta iz vsake drzave). VKlju¢no z vodji ekip, koor-
dinatorji (ocenjevalci), prostovoljci, organizatorji
ipd. je bilo udelezencev dogodka 504. To je bil
najvecji tovrstni dogodek v Sloveniji od leta 2006
naprej, ko smo v nasi drZzavi gostili Mednarodno

matematic¢no olimpijado.

Organizacija, potek

Evropska dekliSka matemati¢na olimpijada (EDMO)
je namenjena spodbudi deklet k pripravi in udelezbi
na matematicnih tekmovanjih, saj je razmerje spolov
na drugih tekmovanjih zelo neuravnotezeno - deklet
je na olimpijadah, kot je Mednarodna matematicna
olimpijada, le okoli 10 %. EDMO dekletom da motiva-
cijo za pripravo na tekmovanja na viSji ravni ter sluzi
kot dogodek, kjer si lahko dokaZejo, da so sposobne
reSevanja olimpijskih nalog. Poleg tega olimpijada
tudi pripomore k ustvarjanju prijateljstev med de-
kleti s podobnimi interesi, kar dekletom, ki na svoji
Soli med ljubitelji matematike morda vidijo le fante,
pokaZe, da niso edine s tem hobijem. Poleg tega pa
lahko na EDMO dekleta spoznajo tudi uspesne mate-
maticarke, ki jim lahko sluZijo kot vzornice.

Slovenija na EDMO sodeluje vsako leto od leta
2013. V teh letih je Slovenijo zastopalo 28 deklet,
nekatera celo trikrat ali Stirikrat.

Letos je EDMO organizirala Slovenija pod okriljem
DMFA Slovenije.
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Dogodek je bil organiziran v PortoroZu, podprli
pa so ga tudi predsednica RS dr. NataSe Pirc Musar,
Ministrstvo za vzgojo in izobrazevanje, Ministrstvo
za delo, druzino, socialne zadeve in enake moznosti,
ter univerze - Univerza na Primorskem, Univerza v
Ljubljani in Univerza v Mariboru.

V organizacijskem odboru tekmovanja pod vod-
stvom Lucijane Kracun Berc so bili Gregor Dolinar,
Klavdija Kutnar, Ana Meta Dolinar, Ciril Dominko,
Tanja Labus, Sanja Sandi¢, Doris KersSi¢, Sandra Ci-
gula, Mateja Grasic in Spela Kumer.

Za izvedbo tekmovalnega dela so poskrbeli Kle-
men Sivic (predsednik komisije za izbor nalog), Luka
Horjak (vodja koordinacije), Brigita Mastnak (glavna
nadzornica) ter Ana Meta Dolinar (predsednica zi-
rije).

Eden izmed dogodkov v okviru tekmovanja je bila
tudi okrogla miza - UspeSne Zenske, pri kateri so
svoje izkuSnje predstavile prof. dr. Nezka Mramor
Kosta, matematicarka na Univerzi v Ljubljani,
prof. dr. Dunja Mladeni¢, vodja Odseka za umetno
inteligenco na Institutu JoZefa Stefana, Rosana Ko-
lar, letalska mehanicarka v Adria Tehniki, in prof. dr.
Maryna Viazovska, prejemnica Fieldsove medalje
2022. Tekmovalke so v govorkah gotovo lahko na-
Sle vzor in navdih.

Za vodje ekip je bila organizirana tudi delavnica
Enakost, raznolikost, vkljucenost. Na njej so men-
torji iz razlicnih drzav, kultur, ozadij ter ver na pod-
lagi primerov iz resni¢nega sveta razpravljali, kako
se spopasti z delikatnimi situacijami ter kako zago-
toviti, da bo okolje matemati¢nih tekmovanj prija-
zno do vseh.

SLIKA 1.
Skupinska slika tekmovalk na otvoritveni slovesnosti

TEKMOVANJA

Po tekmovanju so se dekleta udelezila razli¢nih
prostocasnih aktivnostih, od plesa in odbojke do
ustvarjalnih in glasbenih delavnic. Na ekskurzijah v
Ljubljano in Postojnsko jamo so spoznala slovenske
turistiCne znamenitosti, veliko pa je bilo tudi prilo-
Znosti za druzenje s tekmovalkami iz drugih drzav.

Tekmovanje, dosezki slovenskih tekmovalk
in rezultati

Kot drzava gostiteljica je Slovenija lahko poslala dve
ekipi, torej 8 tekmovalk. Slovenijo so zastopale Kata-
rina Grilj s SS Slovenska Bistrica, Kaja Rajter z II. gi-
mnazije Maribor, Nives Gosnjak in Ema Hojan s SC
Velenje, Gimnazija, Patricia Kiraly, Zara Barbari¢ in
Neca Camlek z Gimnazije Bezigrad ter Ekaterina
Chizhova z Osnovne Sole Trnovo, Ljubljana.

Ekipo so spremljali Jaka Vrhovnik, Lana Prijon in
Jan Pantner.

Tekmovanje poteka v obliki individualnega reSeva-
nja nalog z razli¢nih podrocij matematike - algebra,
geometrija, kombinatorika in teorija Stevil. Tekmo-
valke dva zaporedna dni po 4 ure in pol reSujejo po
tri naloge na dan, skupno 6 nalog, vsaka ocenjena z
do 7 tockami. Tako je najviSje moZno Stevilo dose-
Zenih tock 42.

Ocenjevanje nalog se izvede prek procesa koordi-
nacije, kjer koordinatorji (neodvisni strokovnjaki, ki
jih izberejo organizatorji) z vodji ekip vsake drZave
uskladijo Stevilo tock, ki so jih tekmovalke dosegle
na posamezni nalogi.

SLIKA 2.
Tekmovalke pred zacetkom tekmovanja
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Ekipno je med evropskimi drzavami zmagala
Ukrajina, absolutno pa Kitajska. 14 tekmovalk je do-
seglo vse tocke in za popoln rezultat prejelo posebno
nagrado. Skupno se je podelilo 119 medalj (26 zla-
tih, 36 srebrnih in 57 bronastih) ter 42 pohval.

Slovenske tekmovalke so se na tekmovanju izvr-
stno odrezale. Katarina Grilj je prejela srebrno me-
daljo in s 47. mestom (32. med Evropejkami) osvojila
najboljSo relativno uvrstitev v zgodovini slovenske
udeleZbe na EDMO. Poleg tega so Kaja Rajter, Neca
Camlek in Ema Hojan prejele pohvalo za popolno re-
Sitev naloge.

Vsem naSim tekmovalkam cCestitamo za doseZen
uspeh!

Nalogi s tekmovanja

Da si bomo laZje predstavljali izzive, s katerimi so se
soocale naSe tekmovalke na tej olimpijadi, si oglejmo
dve nalogi s tekmovanja in njuni reSitvi:

Naloga 2. Naj bo ABC ostrokoten trikotnik in naj
bo D taka tocka na njegovi o¢rtani kroznici, da je AD
premer. Recimo, da toc¢ki K in L zaporedoma lezZita
na stranicah AB in AC ter da sta DK in DL tangenti
na kroZnico oc¢rtano trikotniku AKL.

Dokazi, da premica KL poteka skozi viSinsko
tocko trikotnika ABC.

ResSitev. Kot pri vsaki geometrijski nalogi si tudi tu
najprej nariSimo natan¢no skico.

SLIKA 3.
Tekmovalke s Katarinino srebrno medaljo in ekipno maskoto
Kozo

Dobra intuicija nam pove, da bo viSinska tocka H
najverjetneje kar razpoloviSce daljice KL. V takih
primerih je zelo dobra strategija ta, da oznac¢imo to
razpolovisce z M in dokaZzemo, da leZi na viSinah
trikotnika ABC. Pravzaprav je dovolj dokazati Ze
BM 1 AC. Po enakem razmisleku bo namrec sle-
dilo CM 1 AB, kar Ze implicira to, da je M viSinska
tocka.

Oglejmo si trikotnik DKL. Ker sta DK in DL tan-
genti na kroznico ocrtani trikotniku AKL, po
izreku o kotu med tangento in tetivo dobimo
/DKL = Z/KAL = /ZKLD. 0Od tod sledi, da je tri-
kotnik DKL enakokrak, zato je DM 1 KL. Ker je DA
premer krozZnice, po Talesovem izreku sledi ZDBA =
90°. Po obratu Talesovega izreka tako sledi, da so
tocke B, D, M in K koncikli¢ne.

Naj bo tocka X preseci§Ce premic BM in AC.
Oglejmo si kote v trikotniku ABX. Iz koncikli¢no-
sti to¢k B, D, M in K sledi, da je ZMBA = ZMDK =
90° — ZDKM = 90° — ZBAX. Tako dobimo, da je
/AXB = 90°, oziroma BM 1 AC. Premica BM je tako
viSina v trikotniku ABC, s tem pa je dokaz zakljucen.

Naloga 5. Dano je naravno Stevilo s > 2. Za vsako

A

SLIKA 4,
Visinska tocka lezi na premici KL
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naravno Stevilo k definiramo njegov zasuk k' na sle-
dec¢ nacin: zapiSemo k v obliki as + b, kjer staa in b
nenegativni celi Steviliin b < s; potem je k' = bs + a.
Za naravno Stevilo n si oglejmo neskonc¢no zapo-
redje d1,d>,..., kjer je d; = n in je d;.1 zasuk Ste-
vila d; za vsako naravno Stevilo i.

Pokazi, da to zaporedje vsebuje Stevilo 1, natanko
tedaj ko je ostanek Stevila n pri deljenju s s% — 1
bodisi 1 bodisi s.

Resitev. Na prvi pogled se zdi, da je to zaporedje
zelo enostavno - Ce jen = as+b, jetakodp = bs+a
in zato d3 = as + b = n. TeZava je v tem, da ne
velja nujno a < s. Ko ratunamo zasuk Stevila d, ga
moramo tako najprej zapisati v obliki a’s + b’, kjer
je b’ < s. Oglejmo si torej, kako delujejo veckratni
zasuki.

Za neko naravno Stevilo k si oglejmo zasuk njego-
vega zasuka, torej k" = (k’)’. Ce je k = as + b, kjer
je b < s, sledi, da je kK" = bs + a. Sedaj lahko po
osnovnem izreku o deljenju zapiSemo Se a = ps + q,
kjer je 0 < g < s, in tako dobimo k' = (p + b)s + q.

SLIKA 5.
Dovolj je pokazati, da je BM 1 AC

TEKMOVANJA

Stevilo k' smo s tem znova zapisali v Zeleno obliko,
zato lahko izra¢unamo

= k" =qgs+ (p+Db).
Tako lahko izrac¢unamo razliko
= k—k" =as+b—qs—-p-b = (a-q)s—p = p(s*-1).

To nam pove veliko informacij o zaporedju
di,do,... - ker s — 1 deli razliko k — k’" za vsak k,
deli tudi d; — d;,» za vsako naravno $tevilo i. Stevila
dy,ds,ds,... imajo tako vsa enak ostanek pri delje-
nju s s — 1, enako pa velja za Stevila do, d4, dg, . ..

Predpostavimo, da je eden izmed clenov zapored-
jadi,ds,dsz,... enak 1 - naj bo to d,,. Ce je m liho
Stevilo, po zgornjem razmisleku sledi, da je ostanek
Stevila n = d; pri deljenju s s2—1 enak 1. Ce pa je m
sodo Stevilo, pa opazimo, da veljal =0 - s + 1, zato
sledi dyy+1 = 1" =15+ 0 = 5. Sledi, da je ostanek
Stevila n = d; pri deljenju s s2 — 1 enak s. V obeh
primerih smo tako dokazali, da je ostanek Stevila n
pri deljenju s s — 1 enak 1 ali s.

Sedaj predpostavimo, da je ostanek Stevila n pri
deljenju s s> — 1 enak 1 ali s. Najprej se vrnimo
k enacbi k — k" = p(s® — 1). Opazimo lahko novo
uporabno dejstvo - velja k — k" = p(s2 —1) > 0.
Tako lahko sklepamo, da sta zaporedji d,,ds, ds,...
in do,da,ds, ... padajoci. Se ve¢, enakost k = k’’ ve-
lja natanko v primeru p = 0, oziroma a < s, kar je
ekvivalentno k < s2.

Dokler so cleni zaporedja di,ds,ds,... vecji ali
enaki s2, je zaporedje tako strogo padajoce. Skle-
pamo lahko, da obstaja tako liho Stevilo m, da velja
dm < s2. Spet lo¢imo dva primera - najprej predpo-
stavimo, da je ostanek Stevila n pri deljenju s s — 1
enak 1. Sledi, da je din, = 1, saj je to edino Ste-
vilo, ki da pri deljenju s s? — 1 ostanek 1 in je strogo
manjse od s2. Ce pa je ostanek $tevila n pri deljenju
s s2 — 1 enak s, po podobnem razmisleku dobimo
dm = s. Zakljucek je sedaj preprost - velja namrec
dm+1 =d,, = (1-s+0) =1, torej smo nasli ¢len
zaporedja, ki je enak 1.

X X X
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FIZIKA

Zarnice in Stefanov zakon

b
SimoN COPAR IN JOST STERGAR

- Za fiziko zainteresiranim dijakom ne manjka iz-
bire pri domacih in mednarodnih tekmovanjih, na
katerih lahko svoje znanje in inovativnost posta-

vijo na preizkusnjo. Med tovrstna tekmovanja

spada tudi evropska fizikalna olimpijada, ki smo
jo leta 2022 gostili prav doma, v Sloveniji. Orga-
nizacija je potekala pod okriljem DMFA Slovenije
v sodelovanju s Fakulteto za matematiko in fiziko
ter Pedagosko fakulteto Univerze v Ljubljani in s
podporo ministrstva za Solstvo in Instituta »JoZef
Stefan« (spletna stran dogodka: [1]). Takrat se je
olimpijade udelezilo kar 182 dijakov iz 37 drzav.

Teoreti¢ne naloge je priskrbel mednarodni znan-
stveni odbor, eksperimentalno nalogo, zasnovano
okoli svetlobe in Stefanovega zakona, pa smo v celoti
pripravili v Sloveniji. Razvoj naloge je trajal pribli-
7no dve leti, cas prakticnega testiranja ter izbira in
nabava opreme, pa sta zavzela priblizno devet mese-
cev. V tem prispevku avtorja predstavljava zasnovo
eksperimentalne naloge in izzive pri njeni izvedbi ter
pripravi.

S svetlobo se srecujemo vsakodnevno, pa naj bo
pri izbiri in montaZzi svetil v bivalnih prostorih, v fo-
tografiji, umetnosti, pri varnosti na cesti ali pri za-
slonih elektronskih naprav. Ko so zarnice na Zarilno
nitko zamenjale varcne in kasneje LED-Zarnice, so
postale pomembne tudi razlike v barvi, ekonomic-
nosti razsvetljave in toplotnih u¢inkih svetlobe. Te
lastnosti so tekmovalci v petih tekmovalnih urah te-

SLIKA 1.

Utrinek z olimpijade. Eksperiment se je izvajal v zatemnjeni
telovadnici, da ni bilo motenj pri fotometri¢nih meritvah. Foto:
Jan Suntajs

meljito raziskali, zasnovati pa so morali tudi prime-
ren postopek, ki jim je omogocal izvedbo kvantita-
tivnih meritev. Pri svojem delu so uporabljali kom-
binacijo tako laboratorijskih pripomockov, kot bolj
vsakdanjih merilnih naprav. Natancneje, za izvedbo
naloge so imeli na voljo nastavljivi laboratorijski na-
pajalnik, ki lahko sluzi kot napetostni ali tokovni iz-
vor, svetlomer in infrardec¢i termometer, spoznali pa
so se tudi s fotometri¢nimi koli¢cinami. Posebnost
eksperimentalne naloge na Evropski fizikalni olimpi-
jadi je njena odprtost; tekmovalci so imeli na razpo-
lago vso potrebno opremo, z vpraSanji pa jim je bil
podan koncni cilj. Pot do reSitve, in njena dejanska
izvedba, je bila pri nalogi skoraj v celoti na ramenih
tekmovalca.

&AS MERITEV JE
URADNO ZAKLIUCEN ! ~——
e I

3 .«}.f:;;:::;:g.;;:{g: %

e 0’0 2%
Q)""fb
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SLIKA 2.

Primerjava spektra svetlece diode (LED), spektra Zzarnice na vol-
framovo nitko, in idealnih spektrov ¢rnih teles pri treh tempe-
raturah. Svetila, ki svetijo zaradi visoke temperature, oddajo
veliko svetlobe v infrarde¢em obmodju.

Pri prvi izmed treh nalog so tekmovalci ugotavlja-
li, kolikSno temperaturo dosezZe volframova Zarilna
nitka v avtomobilski Zarnici. Zarilna nitka je pre-
vroca in premajhna, da bi njeno temperaturo lahko
direktno izmerili z infrarde¢im termometrom, ki je
bil sicer del priloZene opreme. Pot do reSitve lezi
v dejstvu, da zarilna nitka seva kot ¢rno telo, njen
spekter pa posledicno sledi Planckovemu zakonu
(glej sliko 2). Najbolj zastopana valovna dolZina se
z viSanjem temperature premika od rdecih in oran-
znih proti modrim delom spektra, kar se odraza tudi
v opaZeni barvi telesa (pojav imenujemo tudi Wienov
zakon). To lastnost svetlobe podajamo kot »barvno
temperaturo, ki je pogojena s temperaturo vrocega
svetila. PoskuSajo jo oponasati tudi svetila, ki ne de-
lujejo vec¢ na principu sevanja ¢rnih teles, na primer
varcne sijalke in LED-svetila.

Tekmovalci so temperaturo torej lahko dolo¢ili na
podlagi barve svetlobe. Podobno metodo uporabljajo
tudi astronomi, ki temperaturo dolocajo iz barvnega
indeksa. Slednjega smo za namen tekmovalne na-
loge priredili v razmerje svetlosti izmerjenih skozi
dva izbrana barvna filtra. Za meritev svetlosti (na-
tancneje, osvetljenosti v to¢ki merilnika) so imeli tek-
movalci na voljo svetlomer, ki meri osvetljenost v vi-
dnem delu spektra, v enoti luks, ki je umerjena na
CloveSki vid. S pomocjo priloZzene umeritvene ta-
bele so tako lahko pretvorili dobljene barvne inde-
kse v temperaturo, ki narasc¢a z mocjo Zarnice tja do
2800 K (glej sliko 3).

FIZIKA
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SLIKA 3.

(a) Postavitev eksperimenta za meritev barve svetlobe. (b) Tem-
perature nitke pri razlicnih elektricnih moceh, izraCunane iz
razmerja svetlosti skozi zelen in rde¢ filter. Crtkana &rta je
rezultat prilagajanja podatkov Stefanovemu zakonu.

Druga naloga se je posvetila raziskovanju razlike
v svetlobnem izkoristku med Zarnicami na Zarilno
nitko in LED-sijalkami - koliko vidne svetlobe do-
bimo na enoto moci. Svetila na Zarilno nitko veliko
energije izgubijo z emisijo ¢loveSkim oCem nevidne
infrardece svetlobe, ki v resnici predstavlja znaten
del znacilnega spektra ¢rnega telesa. Po drugi strani
LED-sijalke svoj visok izkoristek doseZejo tako, da
oddajajo prakti¢no vso svetlobo v vidnem delu spek-
tra (slika 4). Pomembno se je torej zavedati, da s poj-
mom izkoristek obicajno oznacujemo le delez ener-
gije, ki sluzi nekemu namenu, v naSem primeru sve-
tlobi, ki je oCem zaznavna. Ker svetloba v infra-
rdecem delu spektra povzroca le gretje, gre v tem
primeru torej za izgubljeno energijo in posledi¢no
slabsi izkoristek.

%
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Eden izmed poudarkov naloge je bilo spoznavanje
radiometri¢nih enot. Ze omenjena enota luks, ki jo
meri tudi merilnik osvetljenosti, opisuje intenziteto
svetlobe; na sploSno je odvisna tako od razdalje kot
tudi smeri glede na svetilo. Skupno koli¢ino svet-
lobe, ki jo svetilo odda v vse smeri, poimenujemo
tudi svetlobni tok in ga merimo v lumnih (luks = lu-
men na kvadratni meter). Lumne iz vsakdanjega ziv-
ljenja poznamo kot koli¢ino, ki je zapisana na obi-
Cajnih zarnicah poleg porabe elektricne moci v vatih.
Izkoristek svetil lahko opiSemo v lumnih na vat - z
razmerjem med izsevanim svetlobnim tokom v vi-
dnem podrocju in skupno porabljeno moc¢jo. Soncna
svetloba ima na primer izkoristek 93 Im/W. Pri elek-
tricnih svetilih za porabljeno moc¢ obicajno vzamemo
kar elektricno moc.

Za ugotovitev izkoristka je treba torej ugotoviti
skupno koli¢ino vidne svetlobe, ki jo oddaja svetilo.
Ker svetila ne svetijo v vse smeri enako, so tekmo-
valci morali izmeriti svetlost v razliénih smereh in
prispevke ustrezno seSteti. Pri tem delo mocno olaj-
Sa dejstvo, da sta bili obe svetili namensko izbrani
tako, da sta bili simetri¢ni na rotacijo okrog ene osi.
Sele z upostevanjem te prostorske porazdelitve sve-
tlobe je bilo mogoce dobro dolociti svetlobni izko-
ristek. Slika 4 prikazuje eksperimentalno postavitev
in dobljene izkoristke - zanimiva ugotovitev je, da se
izkoristek navadne Zarnice pri povecevanju moci iz-
boljsuje, saj vedno vec svetlobe odda v vidnem spek-
tru, pri LED-svetilu pa je situacija obrnjena - pri vis-
jih moceh je izkoristek slabsi, ve¢inoma zaradi pre-
grevanja svetila. Tudi v redni prodaji najdemo sve-
tilke, ki Zenejo LED-Cipe s prevelikim tokom, kar ne-
gativno vpliva na izkoristek in na dolgozivost svetila.

Tretji, in hkrati tudi zadnji del naloge, je tekmo-
valce usmerjal v razmislek, koliko svetloba vrocih
teles greje okoliSke povrSine. S tem pojavom se so-
ocamo vsak dan, ko nam sonce segreje temna obla-
¢ila ali parkiran avto. Tekmovalci so imeli na razpo-
lago ¢rno ploscico, ki so ji morali dolociti koeficienta
toplotne prevodnosti in toplotne prestopnosti. To
so dosegli z merjenjem temperature na obeh stra-
neh osvetljene ploSc¢ice s pomocjo infrardecega ter-
mometra. Ker se toplota izgublja tako v okolico kot
tudi prevaja na drugo stran ploscice, je naloga zah-
tevala tudi nekaj racunske spretnosti za razklopitev
teh dveh uc¢inkov in uspesno izluS¢enje obeh iskanih
kolicin.

—~
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SLIKA 4.

(a) Postavitev eksperimenta za meritev kotne porazdelitve sve-
tlobe z izmerki pod 9 koti v enem kvadrantu. LED sveti samo
v pol prostora in ima simetrijo okrog pravokotnice na sredino
diode, zarnica pa sveti v celoten prostor in je simetricna na ro-
tacijo okrog precne osi (smer zarilne nitke). Crtkana ¢rta pred-
stavlja poenostavljen model kotne odvisnosti, krizci pa meritve
z napakami. Sence, ki jih ogrodje mece na podlago, niso tezava
za svetlomer, ki meri na visSini svetila. (b,c) Izkoristek zarnice
(b) in LED (c) v odvisnosti od vhodne moci. Povecanje strmine
okrog nicle pri diodi (c) je posledica netocne regulacije toka
pri zelo nizkih tokovih - napajalnik oddaja nekaj toka tudi, ko
prikazuje nicelni tok.

Kot smo videli Ze pri opisu posameznih delov tek-
movalne naloge, je bil problem zastavljen zelo od-
prto, tako da so imeli tekmovalci popolno svobodo
pri izvedbi in zasnovi poskusa. V tej obliki se odra-
7Zajo moderne smernice fizikalnih nalog, ki se vedno
bolj odmikajo od »sledenja receptom«. Tovrstna za-
snova hkrati spodbuja znanstveni nacin razmisljanja
in kreativnost tekmovalcev, saj je odloc¢itev o posta-
vitvi toc¢ne hipoteze in zasnovi primernih opazoval-
nih in preverjevalnih poskusov v celoti prepusScena
njim samim.

Taksna oblika naloge je kakopak terjala vecjo
skrb, tako pri snovanju naloge, kot pripravi ocenje-
valnih obrazcev. ReSitev namre¢ ni nujno enoli¢na,
poti do njih pa je mnogo. Tekmovalec sam je moral
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SLIKA 5.
Postavitev eksperimenta za meritev temperature plo3cice.
Vgrajeni laser pomaga pri ciljanju sredine tarce.

izbirati primerne razdalje in merske instrumente, pri
Cemer je Cesto iskal kompromis med (pre)majhnimi
vplivi pri (pre)velikih razdaljah in pregrevanjem ter
geometrijskimi natan¢nostmi pri (pre)majhnih.

Med snovanjem naloge se je za poseben izziv iz-
kazala primerna izbira svetil, ki omogoca razli¢ne
pristope do reSevanja druge naloge. Avtomobilska
Zarnica, izbrana za meritve v drugem delu naloge,
je morala zado$cati dvema pomembnima pogojema:
oddajati je morala zadosten energijski tok, da je
omogocala merjenje s temperaturo povezanih koli-
¢in, hkrati pa je morala biti njena geometrija ¢im bolj
preprosta in zadosti simetricna. Tovrstna posebna
skrb je omogocila tekmovalcem, da so lahko z upo-
Stevanjem cilindri¢ne simetrije Zarnice brez komple-
ksnih racunskih prijemov in manj$im Stevilom meri-
tev prisli do zelo dobre analiti¢cne ocene o celotnem

FIZIKA

izsevu svetila. No, oCitno pa je, da takSnih Zarnic ni
preprosto dobiti. Kot anekdota: za potrebe tekmova-
nja (300 Zarnic in Se 300 rezerv) smo pokupili toliko
Zarnic, da smo porabili vecino evropske zaloge in po-
sledi¢no dvignili cene Zarnice pri prodajalcih.

Poleg izkuSenj z znanstveno metodo so bili pe-
dagoS8ki cilji naloge tudi bolj prakticno usmerjeni.
Preko uporabe laboratorijskih usmernikov in instru-
mentov so se tekmovalci navajali na delo z razli¢no
opremo. Za uspeSno izvedbo tekmovalne naloge je
bilo potrebno natancno upostevanje tehni¢nih speci-
fikacij naprav; neupoStevanje je lahko vodilo v
okvare opreme, ki so posledi¢no ze same po sebi ote-
zZile delo tekmovalcem. Kljub jasnim opozorilom je
vendar svoj prerani (in s strani sestavljalcev naloge
precej nepricakovani!) konec med tekmovanjem do-
zivelo nekaj infrardec¢ih termometrov, ki so jih tek-
movalci skuSali uporabiti za kontaktno merjenje
temperature razgrete zarnice. Tudi barvni filtri in
¢rne ploScice so nekajkrat postali zrtev vroc¢ih Zar-
nic, kar je mogoce Se en pokazatelj, da je prehod na
LED-razsvetljavo na sploSno dobra ideja tudi s stali-
$Ca varnosti. Tovrstne »zlorabe« opreme je bilo treba
pri snovanju eksperimenta predvideti in zagotoviti,
da tudi v primeru napacne uporabe eksperiment ni
predstavljal nevarnosti za zdravje udeleZencev.

Po vseh izzivih sva avtorja z nalogo bila zelo za-
dovoljna, prav tako so bili pozitivni tudi odzivi tek-
movalcev. Verjetno gre velik del zasluge tudi izbrani
tematiki - eksperimenti s svetlobo so privlacna tema,
ki mlade fizike hitro zamoti za nekaj ur, Ceprav je
treba za to ugasniti luci.

Literatura

[1] 6th European Physics Olympiad 2022, dostopno
na https://www.eupho2022.si/, ogled 16. 5.
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ASTRONOMIJA

Sferna trigonometrija
Cas v astronom

N

N

N2
ViD KavEic

->

Uvod

Lahko bi rekli, da je sferna trigonometrija veja mate-
matike, ki se ukvarja z razmerji med koti in strani-
cami sferi¢nih trikotnikov na povrsini krogle, hkrati
pa je tudi temeljno orodje v astronomiji in astrofi-
ziki, saj omogoca opis polozZajev nebesnih teles na
nebesni sferi. Zato predstavlja eno izmed pomemb-
nejSih znanj, s katerim morajo biti seznanjeni tudi
srednjeSolke in srednjeSolci, ki se pripravljajo na
Mednarodno olimpijado iz astronomije in astrofizike
(I0AA), ki bo letos avgusta potekala na Poljskem.

V ¢lanku bomo spoznali osnovne pojme sferne tri-
gonometrije, izpeljali klju¢ne enacbe, s katerimi lah-
ko opiSemo lego nebesnih teles in njihovo gibanje
po nebesni sferi, nato pa se bomo seznanili Se s te-
matikami, povezanimi z razlicnimi definicijami Casa.
V prihodnjih Stevilkah bomo v ¢lanku obravnavane
vsebine podkrepili z dodatnimi reSenimi vajami z iz-
birnih testov in mednarodnih astronomskih tekmo-
vanj.

Preden pa zagrizemo v sferno trigonometrijo,
bomo spoznali osnovne pojme orientacije na Zem-
lji in obic¢ajnimi koordinatnimi sistemi, ki jih pri tem
uporabljamo.

Osnovne tocke in krogi na nebesni sferi in
koordinatni sistemi

Nebesna sfera

Da bi bolje opisali poloZaje objektov na nebu, uve-
demo nebesno sfero, na katero projiciramo nebesna
telesa in pri tem pozabimo, kako dale¢ so v resnici.
Ce nebesno sfero presekamo z ravnino, ki poteka
skozi srediSce krogle, dobimo glavni ali veliki krog.
Delu glavnega kroga pravimo glavni lok.

Glavne tocke in krogi nebesne sfere

Nebesna sfera je namisljena sfera s poljubnim pol-
merom in sredi§¢em v Zemlji, na katero projiciramo
nebesna telesa. Veliki krog je presecisce sfere z rav-
nino, ki poteka skozi njeno srediSce. Navpicnica, ki
gre skozi opazovaltevo oko, prebode nebesno sfero
v zenitu (nadglaviSc¢u) in nadirju (podnozZiScu).

Obzorje je lotnica med zemeljskim povrSjem in
nebom. Matematicno obzorje je preseciSce vodo-
ravne ravnine opazovaliSca in nebesne krogle. Za-
stirajo ga drevesa, gore in zgradbe. Taksno preseci-
$¢e imenujemo vidno ali naravno obzorje. Nebesna
os je podaljSek Zemljine navidezne osi, okoli katere
se vrti. Nebesna os seka nebesno sfero v severnem
in juznem polu. V bliZini severnega je zvezda Sever-
nica. ViSina nebesnega pola v danem kraju je enaka
geografski Sirini kraja.

Nebesni ekvator je projekcija Zemljinega ekva-
torja na nebesno sfero, torej najdaljsi nebesni vzpo-
rednik. Nebesni meridian je veliki krog na nebesni
krogli, ki povezuje severno to¢ko na obzorju, nebe-
sni pol, zenit, juZzno tocko na obzorju in nadir, ter
je pravokoten na matematicno obzorje. Nebesni me-
ridian seka horizont v severi$cu in juziscu, nebesni
ekvator pa v vzhodiscu in zahodiScu.

Horizontski koordinatni sistem

Pri horizontskem koordinatnem sistemu sta osnov-
na velika kroga horizont in nebesni meridian. Koor-
dinatno izhodiSce je tocka juziSce. Pri tem vpeljemo
koordinati viSino in azimut.

Visinski krog je veliki krog, ki poteka skozi dano
telo in zenit. ViSina h je dolZina loka na viSinskem
krogu od horizonta do izbranega telesa. ViSina te-
lesa na obzorju je enaka 0°. Nad obzorjem zavzame
pozitivne vrednosti vse do +90° v zenitu, pod obzor-
jem pa zavzame negativne vrednosti vse do —90° v
nadirju. Zvezde z enako viSino lezijo na istem krogu,
ki mu pravimo almukantarat. Zenitna razdalja z je
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SLIKA 1.

dolzina loka na viSinskem krogu od zenita do telesa.
Zenitno razdaljo Stejemo od 0° v zenitu pa do 180° v
nadirju. Zenitno razdaljo z viSino telesa tako ocitno
povezuje zveza z = 90° — h.

Azimut A je lok od juzisca do presecisca viSin-
skega kroga s horizontom. Merimo od 0° do 360°
od juzisca proti zahodu. Casovni kot H je kot med
meridianom in deklinacijskim krogom.

Ker se horizontski koordinati teles neprestano
spreminjata, je ta sistem vezan na kraj in Cas.

Ekvatorialni koordinatni sistem

Pri ekvatorialnem Kkoordinatnem sistemu sta
osnovna kroga nebesni ekvator in glavni krog, ki
poteka skozi pol P in pomladiSce - tocko y. Pomla-
disSce je tocka nebesnega ekvatorja, v katero pride
Sonce ob spomladanskem enakonocju, in je zacetek
tega koordinatnega sistema. Z drugimi besedami, je
tocka, v kateri ekliptika, to je navidezna pot Sonca
po nebesni sferi, seka nebesni ekvator.

Deklinacjski krog telesa T je veliki krog skozi to
telo in nebesni pol P. Rektascenzija « je lok na ek-
vatorju od pomladiSca do presecisca deklinacijskega
kroga z ekvatorjem. Merimo jo v obratnem smislu
navideznega vrtenja nebesne krogle. Podajamo jo v
urah in lahko zavzame vrednosti med OP in 24", pri
¢emer 1" ustreza kotu 15°. Deklinacija § je dolzina
loka na deklinacijskem krogu od ekvatorja do telesa
T. Stejemo od 0° na nebesnem ekvatorju do +90° na
severnem polu in do —90° na juZznem polu. Zvezde
z enako deklinacijo lezijo na istem vzporedniku.

SLIKA 2.

ASTRONOMIJA

severni nebesni pol

zacetni
poldne

juzni nebesni pol

Osnove sferne trigonometrije

Po spoznanih osnovah orientacije in koordinatnih
sistemov se lahko kon¢no nadobudni seznanimo z
osnovnimi pojmi in obrazci sferne trigonometrije.

Osnovni obrazci sferne trigonometrije

Sfericni trikotnik dolocajo trije glavni krogi, njegove
stranice so glavni loki. DolZine stranic sferi¢nega tri-
kotnika a, b in ¢ izraZamo s koti z vrhom v sredi§cu
sfere. Kot sferi¢nega trikotnika definiramo kakor kot
med tangentama na dve strani v ogliScu trikotnika.
Vsota notranjih kotov sferi¢nega trikotnika «, 8 in y
je vecja od 180°.

SLIKA 3.

Tako kot za ravninski trikotnik tudi za stranice
in kote sferi¢nega trikotnika velja ve¢ trigonometrij-

skih zvez. Osnovni obrazci sferne trigonometrije so

%

PRESEK 50 (2022/2023) 6

19



ASTRONOMIJA

%

sinusni, kosinusni in sinus-kosinusni izrek za sfe-
ricéni trikotnik:

sina sinb _ sinc
sinx sinB  siny’
cosfsina = —cosasinb cosc + cos b sinc,

cosa = cos b cosc + sin b sin c cos «.

Ce so sredi§¢ni koti stranic majhni: a,b,c < 1, je
sferi¢ni trikotnik v priblizku ravninski trikotnik. Ce
uposStevamo, da pri majhnih kotih x velja sinx =~ x
in cosx ~ 1 — %xz, ugotovimo, da sinusni in kosi-
nusni izrek za sferi¢ni trikotnik preideta v klasi¢ni
sinusni in kosinusni izrek za ravninski trikotnik.

Ce poznamo tri zaporedne podatke v sferi¢nem
trikotniku (kot in prilezni stranici, stranico in prile-
Zna kota), lahko cetrtega (sosednjega) izracunamo s
formulo Stirih delov:

= cosacosy = sinacoth — siny cot .

S pomocjo osnovnih obrazcev sferne trigonometrije
izpeljemo formule za gibanje teles na nebesni sferi.

Primeri uporabe obrazcev sferne trigonometrije
v astronomiji

Razdalja med tockama na sferi

Imejmo dve zvezdi na nebesni sferi s koordinatami
(61, 1) in (82, 02). Ce z glavnimi loki povezZemo
lego prve zvezde, lego druge zvezde in severni ne-
besni pol, dobimo sferi¢ni trikotnik s stranicama z
dolzinama 90°— 61 in 90°— 6>, ki oklepata kot ox; — 2.
Ce za ta sferi¢ni trikotnik zapiSemo kosinusni izrek,
lahko izrazimo kotno razdaljo € med zvezdama kot

= cosO =cos(90°— 61) cos(90° — &)
+ 8in(90° — 61) sin(90° — 62) cos(x; — &2).
Ce upostevamo sin(90°—x) = cos x in cos(90°—x) =

sin x, dobimo formulo za razdaljo objektov na ne-
besni sferi:

= cos@ =sind; sind, + cosd; cosdr cos(x; — x2).
ViSinska enacba

Zamislimo si zvezdo z deklinacijo 9, ki se za opazo-
valca na geografski Sirini ¢ nahaja na viSini h, azi-
mutu A in na ¢asovnem kotu H. Oglejmo si sferi¢ni
trikotnik zvezda—severni nebesni pol—-zenit.

Ker poznamo dolZine njegovih stranic (slika 4) in
kar dva notranja kota, lahko poskusimo na njem zlo-
rabiti kaks$no od trigonometrijskih formul za sferi¢ni
trikotnik. Za zacetek lahko poskusimo s kosinusnim
izrekom za kot pri severnem nebesnem polu, ki
ustreza H. Velja:

= c0s(90° — h) = cos(90° — §) cos(90° — @)
+ sin(90° — §) sin(90° — @) cos H.

Ce spet upostevamo sin(90° — x) = cosx in
cos(90° — x) = sin x, dobimo viSinsko enacbo:

= sinh = sin@ sind + cos @ cos 6 cos H.

J neb. pol

nadir

SLIKA 4.

Kulminacija

Poglejmo, kaj nam enacba pove o legi zvezde, ko ta
kulminira. Takrat lezi na meridianu in velja H = 0.
VisSinska enacba se nam v tem primeru poenostavi v

= sinh = sin@sind + cos @ cos d. (1)

Desna stran enacbe spominja na adicijski izrek za
kosinus razlike; zapisimo jo kot

= sinh =sin@sind + cos @ cos d
cos(x(@ — 0)) =sin(90° = (6 — p)),

iz Cesar sledi, da je viSina zvezde ob kulminaciji
h =90° + (6 — @). Kadar je objekt najviSje v juzni

20

PRESEK 50 (2022/2023) 6




smeri, je njegova najvecja viSina enaka h; = 90°+6—
@, ko pa je objekt najviSje v severni smeri, je njegova
viSina enaka h, = 90° — § + @. Zvezi si najlazje za-
pomnimo z enacbo za zenitno razdaljo (z = 90° — h)
ob zgornji kulminaciji:

= z=|@p -0l

Ob spodnji kulminaciji velja H = 180°, iz Cesar po-
dobno kot zgoraj izpeljemo zvezo

= p+06+z=180"

Glede na to kako potecCe kulminacija, zvezde na
nebesni sferi razdelimo na nadobzornice (cirkum-
polarne zvezde), vzhajalke in podobzornice. Prve
v danem kraju nikoli ne zaidejo, zato lahko vidimo
tako zgornjo kot tudi spodnjo kulminacijo. Po drugi
strani podobzornice v danem kraju nikoli ne vzidejo,
zato se v tem primeru obe kulminaciji zgodita pod
obzorjem. Vse preostale zvezde so vzhajalke — te
vzhajajo in zahajajo, vidimo pa le njihovo zgornjo
kulminacijo.

Vzid in zaid

Kaj lahko povemo o zvezdi, vzhaja oziroma zahaja?
Takrat zvezda leZi na obzorju in velja h = 0, zato
viSinska enacba takrat preide v:

= ) =sin@sind + cos @ cosd cosH.

Ce enacbo delimo z cos @ cos 8, dobimo enac¢bo za
casovni kot cos Hy,, vzida oziroma zaida:

= cosH,,=-tgptgd.

V primeru vzida upoStevamo negativno vrednost ca-
sovnega kota, v primeru zaida pa pozitivno.

Azimutni enacbi

Zdaj smo uporabili kosinusni izrek za kot 180° — A,
kjer je A azimut zvezde. Velja
= c0s(90° — 6) = cos(90° — h) cos(90° — @)
+ sin(90° — h) sin(90° — @) cos(180° — A),

sind = sinh sin@ — cos h cos @ cos A,
iz Cesar lahko izrazimo cos A in dobimo prvo azimu-
tno enacbo:
sind —sinpsinh

" COSA=-—
cos@ cosh

ASTRONOMIJA

Ponovno lahko pogledamo posebni primer, ko zvez-
da vzide bodisi zaide in velja h = 0. Za azimut Ay,
vzida oziroma zaida zgornja enacba preide v

sin 6
cosQ’

" COSAyz=—

Za opazovani trikotnik lahko zapiSemo tudi sinusni
izrek, s katerim povezemo kota H in 180° — A ter
njuni nasproti leze¢i stranici. Tako dobimo drugo
azimutno enachbo, ki azimut zvezde poveZe z njenim
casovnim kotom H, deklinacijo 6 in viSino h:

sin H cos 6

" COSA = - cosh

PoloZaj Sonca na nebu

Ker se Zemlja giblje okoli Sonca, se njegov poloZaj
na nebu s casom spreminja. Naj bo L kotna razdalja
Sonca od pomladisca, gledano v smeri, kot je ozna-
Cena na skici. Kot med ekliptiko in nebesnim ekva-
torjem ustreza ravno kotu € = 23,5°, kar je posledica
nagnjenosti Zemljine osi glede na pravokotnico na
njen tir okoli Sonca. Ce za sferi¢ni pravokotni triko-
tnik zapiSemo sinusni izrek, dobimo

sin 6 sin &
sinL  sin90”’

iz ¢esar sledi zveza za deklinacijo Sonca:
= sindy = sinéesinL.

Za isti trikotnik lahko zapiSemo tudi dva kosinusna
izreka:

= oSO = cosxcosL + sinxsinL cosé,
cosL = cosxcos O + sin «sin § cos 90°,

iz ¢esar lahko pridelamo enacbo za Soncevo rekta-
scenzijo:

" {gXo =COSEtSL.

Ker se Zemlja giblje okoli Sonca skoraj po kroZnem
tiru, tudi L v prvem pribliZku naraSca enakomerno.
Njegovo velikost lahko izrac¢unamo kot

At
365,25

- 360°,

kjer je At Stevilo dni od spomladanskega enakono-
Cja.
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SLIKA 5.

S pomocgjo skice, ki prikazuje pot Sonca po ekliptiki, lahko iz-
peljemo formuli za spreminjanje deklinacije in rektascenzije
Sonca med letom.

-

Cas

Abstraktnost ¢asa je eno izmed najbolj skrivnostnih
in zapletenih filozofskih vprasanj, ki se zdi, da ni-
koli ne izgubi svoje aktualnosti. Ceprav je ¢as tako
osnovni in morebiti samoumeven koncept, pa je
pravzaprav zelo tezko opredeljiv in razumljiv.

V astronomiji v grobem lo¢imo pojma zvezdni in
Soncev Cas. Oba nacina opredelitve ¢asa temeljita na
opazovanju gibanja Zemlje glede na gibanje zvezd in
Sonca. Zvezdni cas je povezan s Casom, ki ga potre-
buje Zemlja, da se enkrat zavrti okoli svoje osi glede
na zvezde. Zvezdni dan je tako ¢asovni razmik, ki ga
potrebuje Zemlja, da se zavrti za 360 stopinj glede
na primer na oddaljeno zvezdo, ki se nahaja na isti
tocki na nebu.

Soncev cas pa je povezan s ¢asom, ki ga potre-
buje Zemlja, da se vrti enkrat okoli svoje osi glede
na Sonce. To pomeni, da je Soncev dan ¢asovni in-
terval, ki ga potrebuje Zemlja, da se zavrti za 360
stopinj glede na Sonce. Ker pa se Zemlja giblje okoli
Sonca po elipticni orbiti, se dolZina SoncCevega dne
v razlicnih delih leta razlikuje. V zimskem casu je
Soncev dan krajsi, v poletnem pa daljsi. V povprecju
pa je zaradi vrtenja Zemlje okoli Sonca zvezdni dan
za priblizno 4 minute krajsi od Soncevega.

Zvezdni cas se uporablja za doloCanje ¢asa v zvez-
dnih navigacijskih sistemih, medtem ko se Soncev
Cas uporablja v vsakdanjih ¢asovnih enotah, kot so
ure, minute in sekunde. Vendar pa so v sodobni dobi

casovne enote, kot jih poznamo v vsakdanjem zivlje-
nju, dolo¢ene s pomoc¢jo mednarodnega casa (UTC),
ki temelji na osnovi atomske ure, ki pa ne sledijo
zvezdnemu ali Son¢evemu casu.

V nadaljevanju bomo pojme, kot sta zvezdni Cas
in Soncev cas, natancneje definirali, hkrati pa ju bo-
mo povezali s casom, ki ga kaZe nasa ura in s katerim
se srecamo v Se tako dolgoc¢asnem vsakdanu.

Zvezdni cas

Zvezdni ¢as merimo s ¢asovnim kotom tocke pomla-
diSc¢a in je enak vsoti rektascenzije « zvezde in nje-
nega ¢asovnega kota H:

= t, =H, = « +H. @)

Ko je pomladiS¢e v kulminaciji, je zvezdni ¢as enak
ni¢. Casovni kot Hs zvezde na geografski dolzini A4
in ¢asovni kot istega telesa na greenwiskem poldnev-
niku H; sta povezana z enacbo

"= Hy =Hg + Aa.
Soncev cas

Zavsakdanjo rabo zvezdni ¢as ni praktiCen, saj tocka
pomladiSca ni o¢itna na nebu in tudi ne doloc¢a ritma
nasega zivljenja, tako kot ga Sonce. Za bitja na Zem-
Iji, ki so odvisna od Sonceve svetlobe, je torej Cas
bolj prakticno meriti glede na Sonce. Kot mero za
pravi Soncev cas ty lahko izberemo ¢asovni kot pra-
vega Sonca, en pravi Soncev dan pa je presledek med
zaporednima kulminacijama pravega Sonca.

Pravi Soncev cas t; je Casovni presledek med
dvema zaporednima kulminacijama Sonca na meri-
dianu. Sonce za zvezdami vsak dan napravi 4 minute
zaostanka, kar v enem letu nanese za en dan.

Ce bi med letom merili ta presledek oziroma dol-
Zino pravega Soncevega dneva, bi ugotovili, da se
spreminja, ker rektascenzija Sonca ne narasca line-
arno s casom zaradi dveh ucinkov: zaradi elipti¢no-
sti Zemljinega tira se Sonce neenakomerno giblje po
ekliptiki in enkrat prehiteva, drugi¢ zaostaja. Ta uci-
nek ima periodo enega leta. Poleg tega je ravnina
ekliptike nagnjena glede na nebesni ekvator, zaradi
Cesar se v trigonometri¢nih funkcijah skriva dodatna
funkcija Casa, ki ima periodo pol leta.

Zato za potrebe merjenja casa definiramo srednje
Sonce in srednji Soncev ¢as t;. To je namisljeno
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telo, ki se giblje enakomerno po nebesnem ekvatorju
in, tako kot pravo Sonce, naredi en obhod v enem
letu. Ob pomladnem enakonocju je, tako kot pravo
Sonce, v tocki pomladisca (y) in ima rektascenzijo
«s = 01, nato pa njegova rektascenzija narasca line-
arno s ¢asom.

Definirajmo, da je srednji Soncev ¢as casovni kot
srednjega Sonca:

[ ti:HS,

en srednji Soncev dan pa je presledek med zapore-
dnima kulminacijama srednjega Sonca. Ker narasca
«¢ linearno s ¢asom, je dolZina srednjega Soncevega
dneva vedno enaka. Razliko med pravi sonc¢evim ¢a-
som t{ in srednjim soncevim ¢asom t; imenujemo
casovna enacba:

= ET =1t — t3.

Casovna enacba

ol / N\ \

I \/ ]

0 50 100 150 200 250 300 350
Dan v letu

Minute
(e}

SLIKA 6.
Casovna enatba za posamezni dan v letu.

MeScanski cas

Ker je dolZina srednjega Soncevega dneva vedno ena-
ka (24 h), za merjenje ¢asa uporabimo srednje Sonce.
A ker je za prakti¢no Zivljenje nekoliko nerodno, da
se srednji Soncev dan zacCne sredi belega dne (ob
zgornji kulminaciji srednjega Sonca), so uvedli me-
Scanski Cas ¢}, ki ima zacetek Stetja oziroma dneva
premaknjen za pol dneva, zato moramo srednjemu

ASTRONOMIJA

Sonc¢evemu Casu priSteti 12 h:
= " =1t3 +12h.

Vsi do zdaj definirani casi: zvezdni, pravi Soncev,
srednji Sonc¢ev in mescanski, so krajevni ¢asi, kar po-
meni, da so odvisni od zemljepisne dolzine kraja A,
zato smo jim tudi pripisali pripadajoci indeks, ki nas
na to opozarja.

Univerzalni ¢as — UT

Po dogovoru je krajevni mesScanski ¢as na Greenwi-
chu doloc¢en kot UT (Universal time). S tem so me-
Scanski Casi v drugih krajih enaki

= ' =UT + A
Conski cas

V praksi je uveljavljen conski cas, ki za vse meridi-
anske pasove Sirine 15° doloc¢a enak cas:

" ('=UT +n.

Krajevni zvezdni Cas t3 in Cas, ki ga kaZe nasa ura
tZ, povezuje zveza

=ty =H+o=SO"UT) +A+y(tZ —n),

kjer je y = §g§:§§ faktor pretvorbe med zvezdnimi

in Casovnimi soncevimi enotami, n ¢asovni pas in
S(0 UT) krajevni zvezdni Cas na Greenwichu ob
UT = 0 h, ki ga za vsak dan v letu najdemo v ta-
belah.

V poletnem casu so Stevilne drzave zaradi ener-
getskih razlogov uveljavile poletni cas, ki za eno uro
prehiteva obicCajni cas. V drZavah Evropske unije se
poletni ¢as zacne zadnjo nedeljo v marcu ob 1. uri
zjutraj, ko se ura premakne za eno uro naprej, in
konca zadnjo nedeljo v oktobru ob 1. uri, ko se ura
premakne nazaj. Tako v Sloveniji v zimskem casu
pripadamo ¢asovnemu pasu UT + 1, v poletnem ¢asu
pa ¢casovnemu pasu UT + 2.
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Fittsov zakon

MATJAZ KLJUN

- Pri izdelavi uporabniskih vmesnikov za razlicne
naprave pogosto uporabljamo Fittsov zakon. Naj-
veckrat kar podzavestno, saj ga vecCina programer-
jev niti ne pozna. Zakon se imenuje po psihologu
Paulu Morrisu Fittsu mlajSem (6. maj 1912-2. maj
1965), ki je leta 1954 objavil ¢lanek z opisom mo-
dela ¢loveskega gibanja [1]. Kot polkovnik v ame-
riSkih zracnih silah je Fitts raziskoval vplive clo-
veskih dejavnikov in ergonomije na varnost pri le-
tenju in s tem postavil temelje za svoj model, ki je
eden najbolj raziskanih in uporabljenih modelov
pri izdelavi graficnih vmesnikov in razumevanju

uporabnikov pri interakciji z njimi.

Raziskovanje ¢loveskih dejavnikov in ergonomije
temelji na razumevanju vpliva fizioloskih in psiho-
loskih znacilnosti uporabnikov na upravljanje izdel-
kov, procesov in sistemov. Z razumevanjem teh zna-
Cilnosti lahko na¢rtujemo in oblikujemo izdelke, pro-
cese in sisteme po meri uporabnika. Stirje glavni cilji
pri tem so:

= zmanjSanje ¢loveSkih napak,

= povecanje produktivnosti,

= izboljSanje varnosti/razpoloZljivosti sistema in
= povecanje udobja uporabnika.

Omenjeno raziskovanje ¢rpa iz Stevilnih disciplin in
se hkrati v njih uporablja. Te discipline so na primer
psihologija, sociologija, inZeniring, biomehanika, in-
dustrijsko oblikovanje, fiziologija, antropometrija,
oblikovanje interakcije, vizualno oblikovanje, upo-
rabniska izku$nja in oblikovanje uporabniSkih vme-
snikov. Ravno pri slednjem se danes pogosto sklicu-
jemo na Fittsov zakon.

Fittsov zakon nam pomaga pri oceni casa, ki je
potreben za premik kazalne naprave (npr. miskinega
kazalca) na dolo¢eno ciljno obmocje (npr. ikona na

zaslonu). Je funkcija razmerja med razdaljo (D) do
sredine ciljnega obmocja in Sirino tega obmocja (W),
kot je prikazano na Sliki 1. Dokazano je, da Fittsov
zakon velja za premike ¢loveskih okoncin na ciljno
obmocje [6] (mpr. premik roke na stikalo za prizig
Iuci), za cloveski pogled [7] (npr. kako hitro najdemo
s pogledom dolo¢eno informacijo na spletni strani),
za vnosne naprave na racunalniSkih sistemih (npr.
premik miskinega kazalca na dolo¢eno ikono na na-
mizju racunalniSkega zaslona) in druge dele ¢love-
Skega telesa. Velja tako za starejSe kot mlajSe upo-
rabnike [4], uporabnike z dolocenimi posebnimi po-
trebami [2], uporabnike pod vplivom THC [5] in tudi
za premike pod vodno gladino [3].

PEALEEN

Ciljno
obmodje

SLIKA 1.
Prikaz razdalje D od trenutnega polozaja miskinega kazalca do
sredine ciljnega obmocja prikazanega s kvadratom Sirine W.

Fitts je svoj model osnoval na podlagi teorije in-
formacij in dolocil indeks teZavnosti (angl. index of
difficulty ali ID) zadetka ciljnega obmocja z nasle-
dnjo formulo:

2D
= 1D =log, (57)
08> W
Razdaljo (D) lahko razumemo kot moc¢ signala, Sirino
ciljnega obmocja (W) pa kot Sum v danem signalu.
DvojiSki logaritem se v teoriji informacij uporablja
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za dolocitev Stevila bitov, potrebnih za kodiranje do-
lotenega sporocila. V Fittsovem zakonu pa logari-
temska funkcija predvidi, da je majhno povecanje
velikosti ciljnega obmocja veliko bolj uc¢inkovito za
majhna ciljna obmocja kot za velika. Majhno pove-
canje velikega ciljnega obmocja tako ne bo prineslo
velike razlike v indeksu teZavnosti. Podobno velja za
razdaljo. Vidimo tudi lahko, da na sliki 1 in v formuli
ni upostevana viSina ciljnega obmocja. Vendar je pri
uporabniskih vmesnikih smiselno za Sirino vzeti naj-
krajSo dimenzijo ciljnega obmocja, kar je lahko tudi
viSina.

Danes se najpogosteje uporablja formula, ki so jo
raziskovalci sestavili na podlagi proucevanja korela-
cije med Casom izvajanja naloge in indeksom teZav-
nosti. Korelacija med obema koli¢inama je linearna,
formula pa naslednja:
= T=a+b-ID=a+Db-log, (2WD)

T predstavlja ¢as, ki ga uporabnik potrebuje za pre-
mik na ciljno obmocje. Parametra a in b se razliku-
jeta glede na obravnavano vhodno napravo na nasem
racunalniSkem sistemu in se doloc¢ita z opazovanjem
- tj. empiricno z regresijsko analizo. Parameter b je
odvisen od naklona D (naklona daljice potrebne poti
do ciljnega obmocja) in opisuje pospeSek. Parameter
a pa dodamo, da se premica odvisnosti ne zacne v
izhodiS¢u. Doloca presecisce na osi y, kot je vidno
na sliki 2, in se pogosto razlaga kot zakasnitev, ker
Cas klika na ciljno obmocje ne more biti 0.

Prva zabeleZena uporaba Fittsovega zakona za ra-
CunalniSke uporabniSke vmesnike je bila leta 1978
izvedena primerjava ucinkovitosti razlicnih vhodnih
naprav: racunalniSke miske, krmilne palice in smer-
nih tipk na tipkovnici. Ravno ta Studija je pripomo-
gla k temu, da je Xerox k prvemu komercialnemu ra-
Cunalniku z graficnim uporabniSkim vmesnikom Xe-
rox Star, dodal misko. Posledicno je danes misSka
vseprisotna vhodna naprava.

Kako pa Fittsov zakon vpliva na oblikovanje upo-
rabniSkih grafi¢nih vmesnikov, ki jih uporabljajo vsi
danasnji operacijski sistemi na namiznih racunalni-
kih? Fittsov zakon pravi, da mora biti ciljno obmocje
¢im bliZje zaCetnemu poloZaju na primer miSkinega
kazalca, da uporabnik hitreje pride do ciljnega ob-
mocja. Zakon ravno tako pravi, da mora biti Sirina
ciljnega obmocja ¢im vecja, da ga lahko uporabnik

RACUNALNISTVO
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SLIKA 2.

Graf linearne odvisnosti T od ID.

lazje doseze. To pomeni, da moramo interaktivne
elemente v programih ali na spletnih straneh obliko-
vati tako, da jih bo uporabnik karseda hitro in lahko
dosegel ter kliknil nanje.

NajkrajSo pot do ciljnega obmocja predstavlja tre-
nutni poloZaj miSkinega kazalca. Ta poloZaj se ime-
nuje carobni (angl. magic) ali glavni piksel (angl. pri-
me pixel). Ravno zato lahko dodamo k desnemu
gumbu miSkinega kazalca razne pojavne menije
(angl. pop-up menus), pri ¢emer smo zmanjsali raz-
daljo D na 0. Primer pojavnega menija v oblikoval-
niku besedil vidimo na sliki 3. Na celotnem obmocju
lista z besedilom in v njegovi okolici lahko kliknemo
in dobimo isti meni z najpogostejSimi funkcijami.
To pomeni, da je ciljno obmocje zelo veliko in se na
njem miskin kazalec vseskozi nahaja.

Glavni piksel lahko predvidimo vnaprej. Ce upo-
rabnik na spletni strani klikne na gumb z napisom
»Prijava«, je smiselno postaviti prijavni obrazec z
vnosnima poljema uporabniSkega imena in gesla ¢im
bliZje izbranemu gumbu. Seveda moramo poskrbeti
tako za primerno velikost gumba kot tudi za dru-
ge lastnosti in funkcionalnosti vmesnika. Na primer,
da se fokus prestavi v polje uporabniSkega imena, da
lahko uporabnik takoj zacne tipkati, in da je gumb za
potrditev prijavnih podatkov karseda blizu obrazca.

Naslednja lastnost, ki jo lahko izrabimo na na-
mizju racunalniskega zaslona, je pravilo neskon¢nih
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robov (angl. rule of infinite egdes). Ko se z miski-
nim kazalcem premaknemo na rob racunalniSkega
zaslona, ne moremo dalje, saj se kazalec ustavi. To-
rej lahko na rob zaslona pridemo z najvec¢jo mozZno
hitrostjo premikanja miske in Se vedno zadenemo
cilj, saj je le-ta neskoncen v eni dimenziji. Uporaba
tega pravila je na primer vidna v operacijskem sis-
temu macOS, ki menijsko vrstico (angl. Menu bar) ve-
dno postavi na zgornji rob zaslona, namesto na okvir
okna trenutnega programa. Drugi primer predsta-
vlja opravilna vrstica (angl. taskbar) sistema Widows.
Oba primera sta vidna na sliki 4.

Lastnost neskoncnih robov pride najbolj do izraza
v vseh S§tirih vogalih namizja, ki predstavljajo ne-
skoncno ciljno podrocje v obeh dimenzijah. Te tocke
se imenujejo tudi Carobni vogali (angl. magic cor-
ners), ker predstavljajo teoreticno neskoncno velik
gumb (ciljno obmocje). Operacijski sistem Windows
ima v spodnjem levem vogalu gumb »Start«, Micro-

~ o~ B A T 100% v Normaltet v | Arial v - m + BIUA S - 2 A
1 v 1 2 3 4 5 6w 7
in sisteme po meri uporabnika, ki izvaja interakcijo z le-temi. Stirje glavni cilji pri tem so
E] zmal s ", izboljSanje varnosti/razpolozjivosti
= siste

b Podr 1, sociologila, inZeniring, biomehanika,
indu: (%) paste sy kovanje interakcije, vizualno
oblik bniskih vmesnikov. Ravno pri
sledt [ Paste without formatting S+Shift+sV  ja,
Eittss ‘ ki pravi, da je Eas, potreben za premik
nay, med razdaljo (D) do sredine ciljnega
obm: [F Comment s¢+Option+M  a Sliki 1. Dokazano je, da Fittsov
zako nogje (npr. premik roke na stikalo za
prizic 12 Suggest edits » s pogledom dologeno informacijo na

2 splet temih (npr. premik miskinega kazalca
nad @ Insert emoireaction )in druge dele Eloveskega telesa.
Velia ke s posebnimi potrebami, uporabnike
pod' G Insertlink 3K

[ Define 'zmanjsanje' $+Shift+Y
Tr Format options
B X Clear formatting 38\

Pojavni meni v oblikovalniku besedil. Z desnim klikom miske
lahko na celotni povrsini lista z besedilom in njegovi okolici
pridemo do pojavnega menija z najpogostejsimi funkcijami.

(a)

i Finder File Edit View Go Window Help 4 (= Sunl3lPM Q
(b)

# o mepo-CoOE S AT o
SLIKA 4.

Zgoraj je menijska vrstica operacijskega sistema macOS (a),
spodaj pa opravilna vrstica operacijskega sistema Windows (b).

©32 Start Screen Saver
©32 Disable Screen Saver

03¢ Mission Control

©3% Application Windows
03 Desktop

% Notification Centre
0% Launchpad

03 Quick Note

03 Put Display to Sleep

Active Screen Corners. ©3€ Lock Screen

Application Windows N o=

Mission Control 4 Desktop

SLIKA 5.
Neskoncne vogale (imenovane Hot corners) v operacijskem sis-
temu macOS lahko nastavimo tako, da nam poZenejo razli¢ne
funkcije.

soft Office 2007 pa uporablja zgornji levi vogal za
meni »Office«. V operacijskem sistemu macOS lahko
celo nastavimo posebne funkcije, ko se s kazalcem
miSke premaknemo v vogal zaslona, kot je vidno na
sliki 5.

Kaj pa vmesniki naprav, ki niso namizni racunal-
niki? Za prvi iPhone telefon so pri podjetju Apple na
podlagi Fittsove formule dolocili najmanjSo Se do-
voljeno velikost posameznega gumba/ikone. Ta je
bila 44 tock na zaslonu 320 x 480 tock, pri Cemer
je bil indeks teZavnosti pri tej velikosti zelo nizek
[8]. TeZavnost dosega ciljnega obmocja na zaslonih
na dotik je odvisna od nacina drZanja telefona in in-
terakcije (ista roka drzi telefon in izvaja interakcijo,
ena roka drzi telefon, medtem ko druga izvaja inte-
rakcijo ali pa obe drzita telefon in izvajata interak-
cijo), a na sploSno velja, da sta sredina in spodnji
del zaslona laZje dosegljiva kot zgornji del in vogali.
Ravno tako so Googlovi oblikovalci namenoma po-
stavili polje za iskanje na sredino zaslona, saj ga tam
s pogledom najhitreje najdemo (za pogled je sredina
zaslona pogosto glavni piksel). Predstavljajte si, da
bi bilo polje v kotu zaslona, kar bi predstavljalo na-
$im oc¢em dodatno delo pri iskanju. Dodatno delo pa
lahko uporabnike »odvrne« od uporabe.
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Na splosno nam kot oblikovalcem grafi¢nih vmesni-
kov ni treba poznati podrobnosti Fittsovega zakona
ali pa racunati indeks tezavnosti in potreben cas za
doseci ciljno obmocje. Vedeti moramo, da je cas
za premik do ciljnega obmocja odvisen od njegove
velikosti in oddaljenosti. Pri oblikovanju uporabni-
Skih vmesnikov moramo torej razmisliti o optimiza-
ciji teh dveh spremenljivk. Ciljna obmoc¢ja morajo
biti dovolj velika in razporejena tako, da so blizu naj-

RAZVEDRILO

[3] R. Kerr, Movement time in an underwater envi-
ronment, Journal of Motor Behavior, 5(3) 1973,
175-178.

[4] G. E. Brogmus, Effects of age and sex on speed
and accuracy of hand movements: And the re-
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RESITEV
NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 50/5

- Pravilna reSitev na-
gradne kriZanke iz pete
Stevilke Preseka letnika
50 je Pomlad je tu. Med
pravilnimi reSitvami
smo izZrebali naslednje
reSevalce: Eva Solinc iz
Ljubljane, Izak Pelicon
iz Sempasa in Andrej
Uranjek iz Velenja, ki
bodo nagrade prejeli po
poSsti.

X X X
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Izbrane slike in fotografije v petdesetih
letih Preseka - nadaljevanje in konec

N2
NADA RAZPET, MARKO RAZPET IN ANDRE] LIKAR

- Pred nami je Se zadnji izbor slik in fotografij,
in sicer od 32. do 50. letnika. Velikost lista se je
povecalana 21 cmx 25 cm, spremenila pa se je tudi
njegova notranja podoba.

Nekateri Presekovi ¢lanki se lahko dobijo na splet-
nem naslovu http://www.dl1ib.si/ v rubriki Peri-
odika. Veliko starejSih prispevkov pa hitro najdemo
na spletnem naslovu http://www.presek.si/ v Ar-
hivu revij.

AleS Mohoric je v 5. Stevilki 32. letnika Preseka ob-
javil ¢lanek Vzporedno parkiranje. Z geometrijskimi
metodami je razlozil, kako se parkira avtomobil ob
plocniku v prazen prostor med dvema parkiranima
avtomobiloma. Razlago je opremil s slikami, med
njimi je tudi ena nekoliko hudomusna (slika 1).

SLIKA 1.

Leto 2005 je bilo razglaseno za Svetovno leto fi-
zike. Takrat so po naSih Solah potekali Stevilni veri-
Zni eksperimenti. NataSa Vaupotic¢ je temu namenila
v 3. Stevilki 33. letnika ¢lanek Deveti in deseti ¢len ve-
rige eksperimentov. Primer postavitve ilustrira
slika 2.

Andrej Taranenko je za 3. Stevilko 34. letnika pri-
speval ¢lanek MreZe. Obravnava trikotniSke in Sest-
kotniSke mreZe. Prispevek je nadaljevanje Clanka iz

. S -
(N

SLIKA 2.

prejSnje Stevilke. TrikotniSka mreZa se uporablja pri
igri kitajska dama (slika 3), SestkotniSko pa srecamo
pri Cebeljem satovju.

SLIKA 3.
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Znano je, da kameleon prilagaja barvo okolju, pa
tudi, da z jezikom bliskovito zagrabi plen na precej-
$nji razdalji. Andrej Likar je v 5. Stevilki 35. letnika
v ¢lanku Kako kameleon iztegne jezik? po fizikalno
razlozil, kako mu to uspe (slika 4).

Zuzelka

SLIKA 4.

V 5. Stevilki 36. letnika je Ciril Petr v ¢lanku Stare
krivulje, moderna orodja s takrat (2009) modernimi
racunalniSkimi orodji obravnaval nekatere posebne
krivulje (Kochova snezZinka, obratna Kochova snezin-
ka, Peanova krivulja, zmajeva krivulja, preproga Si-
erpinskega, Hilbertova krivulja). Z nekaterimi se da
prekriti ravnino. Slika 5 kaZe, kako lahko ravnino
prekrijemo s Kochovo in obratno Kochovo snezinko.

SLIKA 5.

Cetrta $tevilka 37. letnika prinasa zanimiv ¢lanek
Po takem tiru se giblje Luna avtorjev Nade Razpet in
TomaZa Kranjca. To je nadaljevanje ¢lanka s podob-
nim naslovom iz prejSnje Stevilke. Avtorja z racuni
pokaZeta, da Lunin tir, Ce bi ga gledali s Sonca, nima

RAZVEDRILO

zank (slika 6). Marsikdo bi brez premisleka in racu-
nov menil, da jih ima.

lunin tir

tir planeta

SLIKA 6.

Tine GolezZ je za 4. Stevilko 38. letnika prispeval
tri fotografije padajocCe vodne kapljice. Na prvi je v
stanju, ko se ravno Se drzi pipe (slika 7), v drugem
je vertikalno podaljSana, v tretjem pa vertikalno skr-
Cena. V vseh stanjih pa deluje kot leca.

SLIKA 7.

Andrej Gustin je v 6. Stevilki 39. letnika pisal o
prehodu Venere ¢ez Soncevo ploskev. Pojasnil je po-
men tega redkega dogodka za astronomijo in podal
nekaj nasvetov za opazovanje. Zadnja prehoda sta
bila leta 2004 in 2012. S primerno opremo se da pre-
hod Venere tudi fotografirati (slika 8 iz leta 2004).

Ale§ Mohoric je v 4. Stevilki 40. letnika objavil za-
nimivo fotografijo (slika 9) totalnega odboja svetlo-
be. Pojasnil je tudi, zakaj do njega pride.

V 4. Stevilki naslednjega letnika je Ale§ Mohoric¢
opisal nastanek ivja, Peter LegiSa pa je k opisu pri-

%
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%

SLIKA 8.

SLIKA 9.

speval dve fotografiji. Ena od teh je na sliki 10.

SLIKA 10.

Isti avtor je v 4. Stevilki 42. letnika pojasnil, zakaj
sence plamena gorece vzigalice, na katero svetimo z
lucko, na zaslonu ne opazimo (slika 11).

Nada Razpet je v prvi Stevilki 43. letnika objavila
fotografijo sosonca (slika 12) in pojasnila nastanek

SLIKA 11.

pojava.

SLIKA 12,

Andrej Likar je za 4. Stevilko 44. letnika prispeval
dobro predstavljen ¢lanek Barvna lestvica. Na sliki
13 je vodikov atom v treh stanjih: 1s, 2s in 3s.

SLIKA 13.

Andrej Gustin in KriStof Skok sta v 3. Stevilki 45.
letnika objavila ¢lanek UspeSen nastop nasih mladih
astronomov na 3. astronomskem tekmovanju treh
deZel. Pri prvi teoreti¢ni nalogi so tekmovalci upo-
rabili analemo, to je krivuljo na sliki 14.

Andrej Likar je v 3. Stevilki 46. letnika v ¢lanku
Svetlobni Zvrgolej obravnaval poseben svetlobni su-
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SLIKA 14.

nek, pri katerem se vzdolz njega spreminja valovna
dolzina. Primer ponazarja slika 15.

—

AR R

SLIKA 15.

Ale§ Mohoric¢ je v prvi Stevilki 47. letnika v ¢lanku
Tirnica predstavil, kako nastane fotografija (slika 16)
noc¢nih ZuzZelk, ki letajo okoli uli¢ne svetilke.

SLIKA 16.

V 6. Stevilki 48. letnika je Nada Razpet razloZila,
kako nastanejo dvignjene stopinje v snegu (slika 17).

Ista avtorica je v 6. Stevilki 49. letnika opisala za-
nimivo oblikovane svetlobne zajcke, ki nastanejo po
odboju soncne svetlobe na velikih okenskih Sipah
(slika 18).

V prvi Stevilki jubilejnega 50. letnika je AleS Moho-

RAZVEDRILO

SLIKA 17.

SLIKA 18.

ri¢ v ¢lanku Preluknjana dlan? pojasnil, od kod se je
na sliki 19 vzela svetla pika na sredi sence cloveske
dlani.

SLIKA 19.

Listu Presek Zelimo naslednjih 50 let uspesnega
izhajanja.
X X X
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in tuji turisti ob najra‘
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