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MATEMATIENI TRENUTEK KOLOFON

Uporaba matematike
pri raziskovanju
ralkavih obolen

-

- Raziskovanje rakavih
obolenj je zahteven pro-
ces. Na tumorje v ¢love-
Skem telesu vplivajo raz-
licne stvari: kisik, ki ga
prinese kri, energija, do-

’ stavljena v obliki glukoze,
in Stevilne celice in kemikalije v okolju. Ustrezne po-
goje je tezko posnemati v laboratoriju, opazovanje
resni¢nih bolnikov pa je lahko bolece in invazivno.
Matematicni modeli dajejo raziskovalcem moZznost,
da nekatere eksperimente izvedejo virtualno in tako
proucujejo razlicne procese veliko hitreje in ceneje
kot sicer. Toda ti modeli ne morejo delovati sami
zase. Potrebujejo resni¢ne podatke in njihove napo-
vedi morajo biti pozorno testirane z eksperimenti in
klini¢nimi poskusi.

V enem od obetavnih primerov tovrstnih raziskav
so laboratorijski znanstveniki gojili tumorje obdane
Z novim tipom celice, matematiki pa so pridobljene
podatke uporabili za simulacijo obnaSanja celic pod
razlicnimi pogoji. Rezultati so nakazali, da bi lahko
zavrli rast tumorja z uporabo Ze obstojeCega zdra- NAVODILA SODELAVCEM PRESEKA
vila. To bi lahko omogoc¢ilo hiter razvoj nove metode ZA ODDAJO PRISPEVKOV
zdravljenja. Zdaj je treba s klini¢nimi testiranji za-
gotoviti, da je rezultate iz modelov mogoce prenesti
vV resnicnost.

Vec¢ informacij najdete v ¢lankih R. P. Araujo, D.
L. S. McElwain, A history of the study of solid tumour
growth: The contribution of mathematical modelling,
Bull. Math. Biol. 66 2004, 1039-1091, in J. Wang,
A. Delfarah, P. E. Gelbach, E. Fong, P. Macklin, S. M.
Mumenthaler, N. A. Graham, S. D. Finley, Elucidating
tumor-stromal metabolic crosstalk in colorectal can-
cer through integration of constraint-based models
and LC-MS metabolomics Metabolic Engineering 69
2022, 175-187. Slika: dr. Cecil Fox, National Health
Institute, ID 2288.

Izvirno besedilo: Using Math to Support Cancer
Research, Mathematical moments from the AMS. Pre-
vod in priredba: B. Kuzman.
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SLIKA NA NAsLoVNIcI: GrafiCna prestavitev Stirimestnih PIN-ov
(ki potrjuje pregovor, da je slika vredna vsaj 1000 besed).
Prvi dve Stevki uporabimo za x-koordinato, zadnji dve pa
za y-koordinato. Levi spodnji kvadratek predstavlja 0000,
zgornji desni pa 9999. Frekvenco PINa predstavimo z ustrezno barvo: vi§ja je rumena, pa vse do bele, niZja pa oranzna, od svetlo
do temno vijoli¢ne in ¢rne. Skala je logaritmi¢na. Zvezda severnica (tj. beli kvadratek) na sliki seveda prestavlja najbolj popularen
PIN 1234 (3,9 % - a kot kaze, mu popularnost vendarle pada). Sledijo mu letnice oblike 1997 (3,5 %), 19?7 (10,9 %), in 20?? (7,4 %).
Tudi ponavljanje prvih dveh Stevk je zelo pogosto (4,1 %) - zato izstopa diagonala x = . Poleg tega je delez PIN-ov sestavljenih
le iz samo ene §tevke (1,2 %). Ce bi bili vsi PIN-i enako mozni, bi mogle biti ti delezi zaporedoma enaki 0,01 %, 0,1 %, 1 %, 1 %, 1 %,
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RAZVEDRILO

ReSitev nagradne kriZzanke Presek 50/4
(Marko Bokalic)

Bilo je nekoc v reviji Presek -

Razpis tekmovanja srednjeSolcev iz
matematike in fizike v letu 1980/81
Nagradna kriZzanka

(Marko Bokalic)

Izbrane slike in fotografije v petdesetih
letih Preseka - nadaljevanje

(Nada Razpet, Marko Razpet in Andrej Likar)

TEKMOVANJA

Tekmovanje 1T

(Nezka Mramor Kosta in Jasna Prezelj)
58. tekmovanje iz matematike za Vegovo
priznanje - drZzavno tekmovanje

66. matemati¢no tekmovanje srednjeSolcev
Slovenije - drZavno tekmovanje

22. matemati¢no tekmovanje za dijake
srednjih tehnisSkih in strokovnih Sol -
drzavno tekmovanje

22. matemati¢no tekmovanje za dijake
poklicnih Sol - drzavno tekmovanje

7. 7. 7.
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UVODNIK

Pouk racunalnistva

NN
NINO BASIE, UREDNIK ZA RACUNALNISTVO

- Pred nekaj tedni sem po naklju¢ju zasSel na spletno
stran https://www.racunalnistvo-in-informa-
tika-za-vse.si/. Gre za iniciativo, ki si prizadeva
za uvedbo obveznega predmeta Racunalnistvo in in-
formatika v slovensko Solstvo (od vrtca pa vse do
srednje $ole). Z njimi se strinjam. Zakaj? Cas, ki
prihaja, bodo krojile digitalne valute, internet stvari
(IoT), kvantni racunalniki in umetna inteligenca
(samo poglejte, koliko se danes razpravlja o Ope-
nAl oziroma ChatGPT!). Se pred nekaj leti so bili
npr. samovozeci avtomobili znanstvena fantastika,
toda zdaj postajajo realnost, pa ce si to Zelimo ali
pa ne. Da ne bomo povsem izgubljeni v tem svetu,
je pomembo, da poglobljeno razumemo te tehnolo-
gije. Bralca pozivam, da tudi sam obiS¢e omenjeno
spletno stran. PricujocCi zapis pa je predvsem moja
osebna izkusnja in pogled na vse skupaj. Mimogre-
de, zame sta pojma racunalnistvo in informatika so-
pomenki in tako povsem zamenljiva. To je tisto, Ce-
mur v angleSc¢ini pravimo computer science. Gre za
podrocje znanosti, ki se ukvarja s Studijem tako teo-
reticnih kot tudi prakti¢nih vidikov racunalniStva in
med drugim vkljucuje programiranje, Studij algorit-
mov in podatkovnih struktur, ra¢unalnisko arhitek-
turo in omreZja, kibernetsko varnost, podatkovno
znanost in umetno inteligenco.

Moja racunalniSka pot se je zacela v zgodnjih de-
vetdesetih letih. Takrat doma Se nismo imeli racu-
nalnika, kaj Sele interneta. Prvi stik z racunalnikom
sem imel na Solskem kroZku v osnovni Soli, ki ga je
vodila knjiZznicarka. Na racunalnikih je bil namescen
operacijski sistem Windows 3.11. Spomnim se, da
smo urejali besedila v MS Wordu, iskali literaturo na
COBISSu (na bizarno pocasnem internetu za dana-
Snje pojme) in igrali minolovca. KroZek je bil seveda
zelo koristen za mladino, ki se je prvikrat srecala z
racunalnikom. V okviru rednega pouka nismo imeli
skoraj nobenih racunalniSkih vsebin. Pravo veselje
se je zame zacelo, ko je na Soli teCaj racunalniStva
ponudil ZRI (Zavod za racunalniSko izobraZevanje
Ljubljana). Tu je bil poudarek na programiranju v
jeziku Pascal. Zivo se spominjam rumenega besedila
na modrem ozadju: uporabljali smo razvojno okolje

Turbo Pascal 6.0. Zagnali smo ga kar z disket, ki jih
je prinesel ucitelj. Programiranje me je takrat pov-
sem prevzelo. ZRI sem nato obiskoval vse do konca
srednje Sole. Za srednjeSolce je bil pouk, ki ga je
vodil dr. Jelko Urbanc¢i¢, na sedeZu ZRI na Przanu.
Tu smo se osredotocali na algoritme, Pascalu pa sta
se pridruzila $e jezika C in Python. Stevilni vrstniki,
ki sem jih tam spoznal, so danes izjemni racunalni-
Carji. Nekateri so vodilni razvijalci pri velikih podje-
tjih, drugi so osnovali svoja lastna podjetja, tretji pa
smo zajadrali v akademske vode. ZRI je tako zapolnil
praznino, ki je nastala v Solskem sistemu. Po drugi
strani smo na gimnaziji imeli informatiko samo v pr-
vem letniku. BeZno se spominjam, da je imel u¢benik
modre platnice, programiranju pa je bilo namenjeno
zgolj eno kratko poglavjece na koncu. Ne spomnim
se drugih vsebin, ki jih je ta u¢benik vkljuceval, vem
pa, da se mi je zdel nadvse dolgocasen.

Ko sem pripravljal tale uvodnik, sem s presenece-
njem ugotovil, da je ze v sedemdesetih letih obsta-
jal ucbenik Uvod v racunalnistvo (I. Bratko in V. Raj-
kovi¢). Obiskal sem knjiZnico Gimnazije Koper, ki
hrani en izvod. V tem uc¢beniku, ki je po mojem mne-
nju prekleto dobro napisan, je izdatni del namenjen
programiranju (v jeziku FORTRAN). Obstaja tudi ver-
zija iz osemdesetih let, z naslovom Racunalnistvo s
programskim jezikom Pascal, kjer je FORTRAN na-
domescen s Pascalom. Moj zakljucek je, da ima na
Slovenskem rac¢unalnistvo zelo trdno in bogato tradi-
cijo. To dopolnjujejo tudi tekmovanja iz znanja ra-
¢unalni$tva, ki obstajajo Ze mnogo let. Zal pa je racu-
nalnistvo v Solah znova in znova potisnjeno nekam
na obrobje. Nasi racunalniSki strokovnjaki seveda
ostajajo neumorni. Pred nekaj leti je npr. izSel mo-
deren elektronski ucbenik za gimnazije Informatika
1 (https://lusy.fri.uni-1j.si/ucbenik/book/
index.html). Sam se udejstvujem kot ¢lan komisij
za racunalni$ka tekmovanja in sicer pripravljam na-
loge ter ocenjujem reSitve tekmovalcev. Zato vem, da
imamo v Sloveniji veliko talentirane mladine in pre-
danih mentorjev. Imamo vse pogoje, da bi postali ve-
lika sila na podrocju racunalniStva. A kaj, ko nasSim
odloc¢evalcem uspeva vse zreducirati na »dvig digital-
nih kompetencg, s ¢imer celotno stroko pomnoZijo z
0. Si torej v svetu, ki prihaja, sploh ne Zelimo aktivno
sodelovati, ampak bi radi zgolj nemo opazovali do-
gajanje nekje z obrobja?

X X X
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MATEMATIKA

Stoznica skozi pet tock

N2
MARKO RAZPET

- StoZnice so ravninske krivulje, ki nastanejo s
presekom dvojnega stozca z ravnino. Zato se tudi
tako imenujejo. Prave stoZnice so elipsa, hiperbola
in parabola. Tudi kroZnica je stoZnica, saj jo ima-
mo lahko za poseben primer elipse. Na sliki 1 je

poenostavljen prikaz nastanka pravih stoZnic.

Vendar ni vsak presek dvojnega stoZca z ravnino
prava stoznica. Ce se presecna ravnina stoZca samo
dotika vzdolz ene od njegovih tvorilk, je presek kar
ta tvorilka, torej premica. Ce preseCna ravnina vse-
buje os stozca, je presek unija dveh njegovih tvorilk,
torej dveh sekajocih se premic. Ce ravnina preseka
stoZec samo v njegovem vrhu, je presek tocka. To
so izrojeni ali degenerirani primeri stoznic, reCemo
jim izrojene stoZnice. Na sliki 2 je prikaz nastanka
izrojenih stoZnic.

/ hiperbola

os stoZca

I
|
|
I
|
|
|

s

SLIKA 1.
Nastanek pravih stoznic.

V pravokotnem kartezijskem koordinatnem siste-
mu Oxy imajo vse stoZnice enacbo

= Ax? +2Bxy + Cy? +2Dx + 2Ey + F = 0, (1)

pri cemer so koeficienti A,B,C,D,E in F realna Ste-
vila. Pri tem A, B in C niso vsi hkrati enaki 0. Vsaj

os stozca
premica

tocka

sekajocCi se premici

SLIKA 2.

Nastanek izrojenih stoznic.

en od teh je razlicen od 0 in z njim lahko (1) de-
limo in dobimo enakovredno enacbo s petimi koefi-
cienti. Prav tako dobimo enakovredno enacbo, ¢e (1)
pomnozimo s poljubnim od 0 razlicnim Stevilom. S
petimi tockami pa je na sploSno stoznica, prava ali
izrojena, dolocena, morda ne ravno enoli¢no. Pro-
blem dolocitve enacbe stoZnice skozi pet tock nas
privede do sistema petih linearnih enacb s petimi ne-
znankami, ki pa bi se mu radi izognili.

Enacba (1) je po obliki algebrska enacba druge sto-
pnje, zato uvrS¢amo stoZnice med algebrske krivulje
druge stopnje. V enachi (1) se lahko skriva katera-
koli stoznica, prava ali izrojena, lahko pa tudi dvo-
jica vzporednih premic ali celo prazna mnoZica.

Primeri.

" x?+y%2—1=0-KkroZnica;

» 4x2 +5y2 -2 =0 - elipsa;

" 4x2 - 512 -2 =0 - hiperbola;

= y2 - 2x =0 - parabola;

" 4x2-9y? = (2x -3y)(2x +3y) = 0 - sekajoci se
premici;

* 4x2 + 12xy + 9y? = (2x + 3y)% = 0 - dvojna
premica;

%
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" 24+ 2xy + P+ x+y=(x+y)x+y+1)=0
- vzporedni premici;

* x2+ 92 =0-tocka (0,0);

* x2+y?+1 =0 - prazna mnoZica.

Oglejmo si, kako pridemo do enacbe stoznice skozi
pet danih toc¢k Ty (xk,Vk), kjer je k = 0,1,2,3,4.
Obravnavajmo primer, ko sta trojki (Ty, Ty, T3) in
(To, T2, T4) nekolinearni oziroma ko se dajo tocke
preindeksirati tako, da to drzi. Trojka tock je ne-
kolinearna, ¢e njene toCke ne leZijo na isti premici.

Kako najdemo enacbo stoznice skozi pet tock?
Najprej poiS¢emo enacbe Stirih premic, ki so dolo-
Cene z dvojicami tock (Ty,T»),(T3,Ts),(T1,T3) in
(T>, T4). Njihove enacbe v implicitni obliki naj bodo
pi,i(T) = pij(x,y) = aijx + b;jy +cij=0zadvo-
jice (i,j) € {(1,2),(3,4),(1,3),(2,4)}. Pri tem koefi-
cienta a;,; in b; j nista hkrati enaka 0. Veljajo seveda
enakosti p; j(T;) = pi;j(T;) = 0 za navedene dvojice.
Nato zapiSemo enacbho

= P(T) = p12(T)p3,4(T) = Ap1,3(T)p2,4(T) =0, (2)

ki je po obliki algebrska enacba druge stopnje in
s tem enacba algebrske krivulje druge stopnje. Pri
tem je A parameter, ki ga bomo izbrali tako, da bo
tudi tocka T, zadosScala enacbi (2), torej P(Ty) = O.
Ocitno je P(Ty) = 0 za k = 1,2,3,4. Pri tem pa
p13(To)p2,4(To) + 0, kEI; trojki (Tp,T1,13) in
(To, T», T4) nista kolinearni. Ce izberemo

_ P1,2(To)p3,4(To)
p1,3(To)p2,4(To)’
velja P(Ty) =0 zak =0,1,2,3,4 in dobili smo enac-
bo stoznice skozi pet danih tock, in sicer do nenicel-
nega faktorja natan¢no. Tudi implicitne enacbe so-
delujocih premic so dolo¢ene samo do neniCelnega
konstantnega faktorja natanc¢no, kar pa ne vpliva na
koncéni rezultat, o cemer se ni tezko prepricati.

1. naloga.

Pois¢imo enacbo stoZnice, ki poteka skozi tocke
= To(0,0),T1(4,0),T2(6,2),T3(0,4), T4(—1, 3).
Brez tezav najdemo enacbe premic:
" pr2(x,y)=x-y-4=0,
p3a(x,y) =x-y+4=0,
pPi3(x,y)=x+y-4=0,
p2a(x,y)=x+7y —20=0.

Iskana krivulja ima enacbo

= Px,y)=(x-y-4)(x-y+4)-
Ax+y—-4)(x+7y—-20)=0.

Ker mora veljati Se P(Tp) = P(0,0) = 0, dobimo
enacbo —16 — 80A = 0 z reSitvijo A = —1/5, kar vsta-
vimo v enacbo iskane krivulje. Poenostavimo in na
koncu dobimo

= 3x2 —xy +6y° —12x - 24y = 0.
Iskana stoZnica je elipsa (slika 3).
y
T
T,

Ty

T T

SLIKA 3.
Elipsa skozi pet danih tock.

V primeru, ko je vsaj ena od trojk (Ty,T1,T>2)
in (T, T3,T4) kolinearna, trojki (Tp,T:,T3) in
(To, T>, T4) pa nekolinearni, poiS¢emo enacbo pre-
mice a; »x+b; 2y +c12 = 0skozi T; in T ter enacbo
premice aszax + b3sy + ¢34 = 0 skozi T3 in Ty.
Izrojena stoZnica je kar unija teh dveh premic,
njena enacba pa se glasi (ai2x + b1y + c12)
(azax +b3ay +c34) =0.

V preostalih primerih enacba izrojene stoznice ni
do konstantnega faktorja enoli¢no dolocCena.

2. naloga.

PoiS¢imo Se enacbo stoZnice, ki poteka skozi tocke
- TO(Z, 2), Tl(_lv 1)! TZ(S’ 3)’ T3(41 _1)’ T4(0! 5)

Prve tri tocke leZijo na premici x — 3y +4 = 0, zadnji
dve pa na premici 3x + 2y — 10 = 0 (slika 4). Iskana
izrojena stoZnica ima enacbo (x -3y +4)(3x +2y —
10) = 3x2 - 7xy —6y2 + 2x + 38y — 40 = 0.

PRESEK 50 (2022/2023) 5
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SLIKA 4.
Se en primer izrojene stoZnice.

3. naloga.
Pois¢imo Se enacbo stoznice, ki poteka skozi tocke
= Tp(0,0),T1(1,0),T>(2,0), T3(3,0), T4(3, 3).

Prve §tiri tocke leZijo na premici y = 0. Premica
skozi T, ima enacbo k(x — 3) — ¥ + 3 = 0, kjer je
k poljubna konstanta. Vseh pet tock najdemo na iz-
rojeni stoznici (k(x —3) — ¥ + 3)y = 0, pa tudi na
(x —3)y =0, kjer vzamemo navpicno premico skozi
T4. ReSitev je neSteto.

Domace naloge.

= PoiSci stoZznico, ki poteka skozi tocke
= To(0,0),T:1(1,1),T2(-2,0),T3(4,3), T4(-3,2).
(Rezultat: hiperbola z enacbo 22x2 —16xy —31y2
+44x — 19y =0.)

= PoiSci stoznico, ki poteka skozi tocke

= To(O, 1), Tl(—Z,O), Tz(—S, —2), T3(0, —2), T4(1,0).

(Rezultat: parabola z enatbo x2 — 2xy + ¥ + x +
yv—-2=0)

= To(—Z,O),Tl(l, 1),T2(4,2),T3(3,—1),T4(2,3).

(Rezultat: izrojena stoznica, dvojica sekajocih se
premic, z enacbo (x — 3y +2)4x +y —11) =0.)

X X X

TEKMOVANJA

Tekmovanje 1

N2
NEZKA MRAMOR KOSTA IN JASNA PREZEL)

9

LetoSnji Mednarodni dan matematike je potekal
pod sloganom Matematika za vsakogar in res bi ma-
tematika ta dan lahko dosegla vsakogar, saj so ji slo-
venski mediji namenili razveseljivo veliko pozorno-
sti. Na Drustvu matematikov fizikov in astronomov
Slovenije smo poleg Ze tradicionalnega likovnega na-
teCaja za ¢im lepSe porisano matemati¢no tablo, ki se
zakljucuje konec meseca marca, u¢encem in dijakom
letos ponudili Se en izziv - poiskati ¢im boljsi pribli-
Zek Stevila 1 (ki mu je 14. marec ali v angleSkem
datumskem zapisu 3.14., posveCen) z mehani¢nimi
pripomocki in z merjenjem, tehtanjem in preSteva-
njem. Na razpis, ki je bil objavljen Ze v prejsnji Ste-
vilki Preseka, smo prejeli pet izvirnih in zanimivih
reSitev. Prav vse si zasluZijo pohvalo in nagrado za
domiselnost in zgledno skupinsko delo.

Najbolj izdelano reSitev so prispevali ucenci 8a.
razreda OS Cerkvenjak-Vitomarci pod mentorstvom
ucitelja Stanislava Toplaka. Oceno Stevila T so do-
bili s preStevanjem kvadratkov kvadratne mreze, ki
skupaj pokrivajo ¢etrtino kroga z znano plosc¢ino, iz-
boljsali pa so jo tako, da so na robu lika uporabili
finejSo mreZzo (slika 1).

Rezultat racuna: 3,1410. Posebno pohvalo si za-
sluzijo za oceno in analizo napake svojega priblizka.

Najbolj izvirno reSitev naloge so prispevali NeZa,
Ziva, Tamara Elena, Domen, Niko in Matjaz, ucenci
8. razreda OS Globoko pod mentorstvom uciteljice
Danijele Pezdirc. Izmerili so obseg in premer kroga
na Solskem Sportnem igriSc¢u in Se 41 okroglih pred-
metov, ki so jih nasSli doma - od majhnih, kot so
smoki, kabel, baterija, ..., do kroZnikov, ponev, glo-
busa...Tako so dobili celo vrsto priblizkov Stevila 1t
s povprecno vrednostjo 3,1243.
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TEKMOVANJA

%

Ucenci 8. razreda OS Gradec, Mia, Iris, TjaSa, Jona
in Lovro, so pod mentorstvom uciteljice Astrid Zi-
bert priblizek Stevila 1r izracunali s pomocjo geo-
metrijske konstrukcije poljskega duhovnika Adama
Kochanskega iz 17. stoletja. Pri razli¢nih polmerih
kroga so dobili pet razli¢nih priblizkov, najboljsi (ob
nekoliko nerealni predpostavki, da lahko na¢rtamo

B 1 10-1 10
~]
104 10:3 1

o T T T T
D4 80 120 160 200 400 600 800 200 1000
x

|
|
|
o
®

SLIKA 1.

krog s polmerom 10 km) je 3,14153334, kar se ujema
s 11 celo na prvih Stirih decimalkah.

Skupina deveto$olcev z OS Smartno pod Smarno
goro je z mentorico Bojano Novak izdelala kartonast
kvader, ki je imel za osnovno ploskev kvadrat, in
valj, ki je imel za osnovno ploskev krog s polmerom
enakim dolZini stranice kvadrata. Vanju so natresli
riz, testenine in frnikule. Vse so presteli in stehtali,
nato pa izracunali koli¢nike in dobili povprecni pri-
blizek 3,13908709. Zanimivo je, da so pri riZu in
testeninah s tehtanjem dobili boljSe priblizke kot s
preStevanjem.

Prav posebno pohvalo pa si zasluzijo ucenci 4.
razreda Waldorfske Sole Savinja, ki so, ¢eprav Se ne
poznajo decimalnih Stevil, pod mentorstvom razre-
dnicarke Nine Kociper pribliZek Stevila 7t dobili tako,
da so primerjali Stevilo velikih palic mikado, ki jih
lahko zlozis v valj (41) in v kvader, ki gre vanj (13).
Dobili so priblizek 3,153, kar res ni slabo za velike
mikado palice (slika 2)!

Vsem, u¢enkam, u¢encem, mentoricam in mentor-
jem hvala, da ste se lotili naSega izziva in iskrene
Cestitke!

SLIKA 2.
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Kaj povejo krivulje za MTF o

objektivu

fotograftskem

PETER LEGISA
9

Kontrast in modulacija

Na sliki 1 imamo svetlo in temno povrsino drugo ob
drugi. Naj bo E; svetlost temnejSega dela in in E sve-
tlost svetlejSega dela. Za mero kontrasta med obema
povrSinama vzamemo modulacijo

Es_Et

M:E5+Et' (1)

Vrednosti za M leZe med 0 in 1.

Obstajajo Se druge mere za kontrast, a mi se bomo
drzali gornje. Kontrast je pomemben tudi v vsakda-
njem zivljenju. Pri branju si Zelimo kar se da velik
kontrast med ¢rkami in podlago. Crne ¢rke na modri
podlagi pomenijo kljub razliki v barvi majhen kon-
trast in teZave pri branju. Se ve¢ja polomija so ru-
mene ¢rke na beli podlagi - kontrast je premajhen,
tudi razlika v barvi je premajhna.

Pri vecini fotografij si Zelimo visok kontrast in
Stevilne podrobnosti. Izjeme so recimo »zasanjane«
meglene scene.

Pri testiranju fotografskih objektivov velikokrat
slikajo povrsino - tarco, na kateri so ¢rni vzorci na
beli podlagi. Denimo, da imamo ¢rne stolpce, locene
z belimi prostori enake Sirine - kot na sliki 2. Ta
tarca je Ze stara, a je prav primerna za razlago. En
stolpec in skladen beli prostor ob njem sta en ¢rtni
par ali en cikel. Ce je E; = 0, je modulacija med
obema pravokotnikoma 1.

Na sliki, ki jo naredi objektiv, bo kontrast zmanj-
San: Crnina ne bo Cisto ¢rna in se bo na robovih
stolpca prelivala v belino. Prav tako vmesni prostori
ne bodo povsem beli. To bo bolj o¢itno pri tankih
stolpcih in v vogalih slike.

SLIKA 1.
Kontrast med temnejso in in svetlejSo povrsino.

SLIKA 2.
Crni stolpci na beli podlagi.

Primer imamo na fotografiji 3, kjer je s tri desetle-
tja starim Sirokokotnim zoomom 20-35 mm 1:3.5-

-

SLIKA 3.

Mocno povecan vogal fotografije.
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4.5 pri goris¢ni razdalji 20 mm in povsem odprti
zaslonki slikana tar¢a v spodnjem levem vogalu vi-
dnega polja. Tarca je obeSena tako, da je pol ¢rnih
pali¢ic priblizno vzporednih zveznici s srediS¢em
slike. Objektiv je bil ro¢no izostren na tarco, druge
dele slike smo ignorirali. Poudarimo, da gre za manj
kot pol odstotka povrsine celotne fotografije.

Smer od srediSca S slike do tocke T na sliki 4 je
radialna ali sagitalna smer. Latinska beseda sagitta
pomeni puscico ali strelo. Na sliki 4 je ta smer na-
risana s pusSc¢ico v modri barvi. Pravokotno na sa-
gitalno smer pa poteka tangentna ali meridionalna
smer skozi tocko T. Rdece imamo narisan tangentni
vzorcek okrog tocke T. Crno pa imamo narisan sagi-
talni vzorcek okrog tocke E, ki je blize robu. Stevilo
¢rtnih parov preslikanega vzorca na milimeter slike
na tipalu (filmu) je frekvenca vzorca.

D C

SLIKA 4.
Rdeci vzorcek je tangenten, c¢rni sagitalen.

Vidimo, da je naSa fotografija 3 razmazana v radi-
alni smeri. Ce dobro pogledamo, so robovi obarvani:
na eni strani vijolicno, na drugi zeleno. To je po-
sledica disperzije svetlobe. Steklo in plastika lomita
razli¢cne barve nekoliko razli¢no, dolge valovne dol-
Zine navadno manj od kratkih.

ManjSe palicice, ki imajo tangentno smer, so na
sliki poSteno obledele. Vecje pali¢ice v tangentni
smeri so malo obledele in so se malo razmazale. Pro-
stor med manjSimi pali¢icami je dale¢ od beline.
Kontrast manjSih tangentnih vzorcev je tako bistve-
no zmanjsan. Modulacijo preslikanega vzorca treh
palicic izratunamo po formuli 1, kjer je E; izmerjen
v najtemnejSem delu slike palicice, E; pa v najsve-
tlejSem delu sredi med pali¢icami.

Palicice, ki potekajo v radialni smeri, so jo precej
bolje odnesle, razmazane so le na koncih. Edino pri
najbolj drobnih vzorcih je kontrast v obeh smereh
tako zmanjsan, da pali¢ic prakticno ne lo¢imo vec.
ViSja frekvenca vzorca pomeni manjSo modulacijo
slike.

Faktor prenosa modulacije - MTF

Vrnimo se k sliki 2. Denimo, da se gibljemo po osi
x in riSemo svetlost dela tarce (sestav treh ¢rtnih pa-
rov) v vsaki tocki. Ce je svetlost ¢rnih delov (idealizi-
rano) 0, dobimo sliko 5. Modulacija te tarce je 1.

121 svetlost

1 y
08
06
0.4

0.2

-02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

SLIKA 5.
Svetlost vzorca s slike 2.

svetlost

0 0.5 1 1.5 2 25 x

SLIKA 6.
Spreminjanje svetlosti preslikanega vzorca s slike 2.

Na sliki tar¢e merimo svetlost vzdolz slike osi x.
Dobimo periodicen graf - nekaj takega kot na sliki
6. Nekoliko spominja na sinusoido. Modulacija, to je
modulacija med najbolj temnimi in najbolj svetlimi
deli slike, je enaka (c —d)/(c +d) in je manjSa kot 1.

V tridesetih letih prejSnjega stoletja je Helmut Fri-
eser, ki je delal pri firmi Zeiss-Ikon, priSel na nasled-

10
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SLIKA 7.
Sinusno spreminjanje svetlosti vzorca.

njo idejo ([3, str. 30]). Tarco na sliki 2 nekoliko spre-
menimo, tako da namesto oglatega grafa svetlosti
dobimo sinusoido kot na sliki 7. Na tarc¢i imamo zve-
zne prehode od bele do ¢rne - kot bi se vzorec s slike
2 na poseben nacin razmazal v vodoravni smeri. Eks-
tremni vrednosti za svetlost se pri tem ohranita, tako
da je modulacija M; tarce na sliki 7 blizu 1. En polni
nihaj je en cikel. Na sliki 7 imamo tri cikle.

Frieser je opazil, da se svetlost slike - ne glede na
napake le¢ja - v tem primeru spreminja tudi sinu-
sno. To velja lokalno in bomo uporabili na majhnem
delu slike okrog tocke T. Svetlost preslikanega si-
nusnega vzorca je sinusoida, kot recimo na sliki 8.
Stevilo ciklov na milimeter slike na tipalu (filmu)
je frekvenca f vzorca.

svetlost

) 05 1 15 2 25 4

SLIKA 8.
Spreminjanje svetlosti preslikanega sinusnega vzorca.

Modulacijo slike, ki pride skozi le¢je, izracunamo
po formuli

= Mp(f) = =3 (2)

kjer je ¢ najvecja in d najmanjSa vrednost sinusoide
na sliki 8. In: P = (¢ + d)/2 je povprecna vrednost

FIZIKA

sinusoide, A = (¢ — d) /2 pa amplituda sinusoide.
Koli¢nik

Mo (f)

CMy(f)

je faktor prenosa modulacije ali MTF v tocki T pri
frekvenci f. Navadno je M;(f) konstanten, neodvi-
sen od f. Normalizacijski faktor C dolo¢imo tako,
da je pri frekvenci O vzorca zapisani koli¢nik enak 1
(vira [1, str. 143] in [2]). Torej je

= K(f,T) =

M>(0) . M (0)
. =1 in od tod C= .
CM;(0) M;(0)
(Po domace: Ce imamo zraven naSega sinusnega

vzorcka vecjo ¢rno in vecjo belo ploskev, je C mo-
dulacija med slikama teh ploskev.)

Stevilo K(f, T) je med 0 in 1 in je mera za zmanj-
Sanje kontrasta na sliki glede na original.

Oznaka MTF je okrajSava za Modulation Transfer
Factor.

Zdaj imamo Ze toliko izkuSenj, da vemo, da bomo
v tocki T morali posebej obravnavati MTF za sagita-
len tar¢ni vzorec in posebej za tangenten vzorec. In
to vsaj pri dveh frekvencah. Kot minimum vzamejo
recimo frekvenci 10 in 30 ciklov na mm slike. Ka-
kovost upodabljanja v dani toc¢ki bo torej ocenjena z
najmanj Stirimi podatki.

Ce je MTF pri frekvenci 10 visok, to je blizu 1,
to navadno interpretirajo kot dober kontrast v dani
tocki. Visoko vrednost pri frekvenci 30 ali 40, 50 ci-
klov na mm pa interpretirajo kot visoko locljivost.
Navadno je najteze doseci dobre vrednosti pri pov-
sem odprti zaslonki, zato se skoraj vedno omejijo na
ta primer.

Vecina fotografov ve, da je kakovost fotografije
najboljsa v sredini in ve¢inoma pada proti robovom.
Najslabsa je navadno v vogalih. Torej je treba izme-
riti MTF v vec tockah, od sredine proti vogalu.

Postopek pri neposrednem merjenju je pribliZzno
takle. Izberejo frekvenco f. Izostrijo sredino slike
in tam doloc¢ijo MTF. Nato se pomikajo v ve¢ kora-
kih proti vogalu in na vsakem koraku izmerijo MTF,
ne da spreminjali izostritev. Podatke vnesejo v graf,
kjer je na abscisni osi razdalja od sredisca slike do
tocke v milimetrih. Pri polnem formatu s tipalom
velikosti 24 mm x 36 mm je vogal od sredisca od-
daljen

= 1224+ 182 = 21,6 mm.
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Vrednosti poveZejo - sagitalne vrednosti s polno,
tangentne s ¢rtkano ¢rto. Dobijo dve lomljeni Crti,
ki ju veckrat zgladijo. Tako nastaneta dve funkciji
prenosa modulacije pri frekvenci f, ki ju prav tako
ozna¢imo z MTF - angleSko Modulation Transfer
Function.

MTF
10
09
08
0.7
06
05
04
03
0.2
0.1

0

50mm

0 5 10 15 20

Razdalja od sredisca v mm

SLIKA 9.

Novi proizvajalcev prikaz MTF za polno odprti objektiv Canon
EF 50 mm f/1.4 USM pri frekvencah 10 (¢rno) in 30 (modro).
Crtkano tangentna smer, polno radialna.

Firmi Zeiss in Leica dejansko dajeta take izmer-
jene grafe za svoje objektive, Zeiss denimo pri 10,
20 in 40 ciklih na mm. Leica pa pri frekvencah 5, 10,
20in 40 mm~!. Drugi proizvajalci dajejo izracunane
prikaze MTF za svoje objektive. Programi, ki izracu-
najo MTF lecja, so zelo olajSali delo konstruktorjem.
IzraCcunani prikazi so bolj optimisticni od izmerje-
nih.

MTF prikaze kakovosti objektivov je smiselno pri-
merjati le v okviru enega proizvajalca. So prav ko-
ristna informacija pri odloc¢itvi o nakupu. Na spletu
jih najdemo pod »MTF chart« in oznako objektiva.

Canon je leta 2018 spremenil metodologijo, tako
da je primerjava med prikazi pred tem datumom in
po njem oteZena. Novi kriteriji so strozji, dajejo pa
le podatke pri frekvencah 10 in 30 na milimeter in
povsem odprti zaslonki. Na sliki 9 imamo tako novi
prikaz MTF s strani https://canon.jp/ za tri dese-

SLIKA 10.
Fotografija vogalne tarce s Canon EF 50 mm f/1.4 USM.

tletja stari 50 milimetrski objektiv, pri zaslonskem
Stevilu 1,4.

Na abscisni osi je razdalja od sredis¢a slike. Crni
krivulji sta pri frekvenci 10, modri pri frekvenci
30 mm~!. Kakovost slike stran od sredi$¢a pada in je
v vogalih nizka. Pri frekvenci 10 je blizu roba tangen-
tni kontrast precej visji od radialnega - ¢rtkana ¢rna
¢rta je nad polno. To se ujema s fotografijo tarce v
vogalu spodaj levo s tem objektivom na sliki 10. (Gre
za priblizno odstotek povrsSine celotne fotografije.)

Pri zaslonskih Stevilih od 5,6 do 8 so za ta sede-
mlecni objektiv krivulje MTF bistveno viSje in dru-
gacne in rezultati fotografiranja odli¢ni. O tem vec
drugic.

Danes dobimo objektive 50 mm f/1,4, ki so zelo
dobri ali odli¢ni Ze pri polni odprtini. So pa mnogo
bolj zapleteni, vecji, tezji in draZzji.

Literatura

[1] S. F. Ray, Applied Photographic Optics, 2nd ed.,
Focal Press, Oxford 1995, 586 str.

[2] Imatest: Sharpness: What is it and How it is
Measured, https://www.imatest.com/docs/
sharpness/

H. H. Nasse, How to Read MTF Curves II, Carl
Zeiss Camera Lens Division, March 2009, 31
str.,, https://Tenspire.zeiss.com/photo/
app/uploads/2018/04/CLN_MTF_Kurven_2_
en.pdf
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Krivulja prislonjene lestve

N\
BoST)AN KuzMAN

- Pomlad je prisla in delo na vrtu klice tudi ma-
tematike. V tokratnem koticku si bomo ogledali
skoraj vsakdanji problem: do kod seze prislonjena
lestev. Natancneje, s pomoc¢jo GeoGebre bomo na-
risali krivuljo, ki jo opiSe vrh v fiksni tocki prislo-
njene lestve, ¢e njen spodnji del prosto premikamo
po vodoravni povrSini. Problem bomo resili na dva
nacina: najprej zgolj z uporabo preproste geome-
trijske konstrukcije, nato Se z izraCunom parame-
tricne enacbe krivulje, za katerega bomo uporabili
Pitagorov izrek in podobnost trikotnikov.

Problem bomo reSevali kar v ravnini. Lestev in
njeno oporo bosta predstavljali daljici. OpiSimo za-
poredje korakov za geometrijsko konstrukcijo:

= Vstavimo drsnik z imenom [, ki predstavlja dol-
Zino lestve. Zavzame naj vrednosti med 0 in 10.

= 7 orodjem za dodajanje tocke in klikom na ustre-
zno koordinatno os vstavimo poljubno to¢ko A na
osi x in poljubno tocko B na osi y. Oznacimo Se
tocko O = (0,0).

= NariSemo daljico OB. Ta predstavlja oporo, na ka-
tero bomo prislonili lestev.

= NariSemo poltrak iz tocke A skozi to¢ko B in kro-
Znico s srediSCem A in polmerom L.

= (Oznac¢imo s C preseciSce poltraka in kroznice. Na-
So lestev dolZine | zdaj predstavlja daljica skozi A
in C. (Po potrebi povecajmo [, da bo lestev res
prislonjena na oporo.)

= Zdaj lahko opazujemo gibanje tocke C, ki predsta-
vlja vrh lestve, v odvisnosti od pomikanja to¢ke A
po vodoravni povrSini.

= Daljice in tocke po Zelji odebelimo in pobarvamo,
ter z risalne povrsine skrijemo vse nepotrebne ele-
mente.

= Ce zelimo, lahko nariSemo krivuljo gibanja vrha
lestve po tockah s pomocjo vklopa sledi tocke C,
ali pa nariSemo celotno krivuljo vnaprej z ukazom
STed(C,A) (slika 1).

SLIKA 1.
Geometrijska konstrukcija tocke C in njena sled glede na
tocko A.

SLIKA 2.
Dolocanje koordinat tocke C s pomoc¢jo podobnih trikotnikov.
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= Zanimivo je opazovati, kako se spreminja oblika
krivulje, ¢e spreminjamo dolZino lestve [ ali viS§ino
opore (tocka B).

= Pozorni bralec je seveda opazil, da lahko vrh le-
stve v resnici opiSe le zanko, ne pa tudi levega ali
desnega kraka krivulje na sliki, saj v tem primeru
vrh lestve nima vec¢ opore in bi lestev padla na tla.

Kot smo napovedali na zacetku, je naloga zani-
miva in dovolj enostavna tudi za reSevanje s pomo-
¢jo enacb. Namesto geometrijske konstrukcije tocke
C s pomocjo preseciSc¢a poltraka in kroznice lahko
izracunamo njene koordinate v odvisnosti od polo-
Zaja tocke A. Oglejmo si skico na sliki 2.

Naj bo tocka C = (x¢, yc) krajisce lestve in naj
bo D = (x¢,0) njena pravokotna projekcija na vo-
doravno os. Zaradi podobnosti trikotnikov AAOB
in AADC velja |AD| : |AC| = |AO]| : |AB|. Torej
je |AD| = J%, kjer je h dolzina daljice |OB| ozi-
roma visina opore, d pa dolZina daljice OA oziroma
x-koordinata tocke A. Zato se x-koordinata tocke C
izraza kot

l-d
N

Se enostavneje dobimo 7y-koordinato tocke C iz zve-
ze |DC|: |AC| = |OB] : |AB| in torej

= xc=d—-|AD| =d -

l-h
Yes Untvaz
Izratun lahko uporabimo pri izdelavi mo-
dela tako, da ponovimo prve tri Kkorake
prejSnje  konstrukcije in  ozna¢imo  daljici

d=Daljica(0,A) in h=Daljica(0,B), nato
pa direktno vnesemo Se tocko C z ukazom
C=(d-T1xd/sqrt(h?+d?), 1xh/sqrt(h’+d?)).
Potem lahko podobno kot prej model Se dopolnimo
z dodatnimi daljicami, risbo sledi in podobno.
Nadebudni bralci in bralke pa lahko poskusijo kri-
vuljo narisati Se na tretji nac¢in s pomoc¢jo ukaza
Krivulja za risanje parametricnih krivulj.

RESITEV

NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 50/4

- Pravilna reSitev nagra-
dne kriZzanke iz cetrte

Stevilke Preseka letnika
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NEKOC

Razpis tekmovanja srednjesolcev
iz matematike in fizike v letu 1980/81

LETNIK 8, STEVILKA 3, 1980/81

Y

- Tekmovanji iz matematike in fizike za srednjeSolce
tradicionalno potekata v marcu ali aprilu in imata od
vseh srednjeSolskih tekmovanj v Sloveniji najdaljSo tra-
dicijo. V 1980-tih letih so Sole z obicajno poSto poslale
tekmovalni komisiji prijavo za predtekmovanje (dana-
Snje Solsko tekmovanje) in nato same izbrale dijake, ki
so se uvrstili na republiSko (danasnje drzavno) tekmo-
vanje. RepubliSko tekmovanje je bilo vsako leto izve-
deno v drugem kraju. Ker so bila potovanja po Slo-
veniji takrat pocasnejSa, so dijaki z ucitelji v ta kraj
obicajno prispeli Ze dan pred tekmovanjem in tam pre-
nocili, predtekmovalni vecer pa so si popestrili z dru-
Zabnimi igrami in kvizi. Tako je bilo tekmovanje na-
menjeno tudi tkanju vezi in prijateljstev med dijaki iz
razlicnih delov Slovenije. RepubliSko tekmovanje je obi-
¢ajno potekalo na soboto dopoldan, tekmovalci so si
nato ogledali kaksno lokalno podjetje ali naravno zna-
menitost, komisija pa je izdelke ocenila v nekaj urah, da
so bili rezultati slovesno razglaSeni Se isto popoldne.
Za tekmovanji sta v Solskem letu 1980/81 skrbela
Marko PetkovsSek in Bojan Golli, ki sta v naslednjih
desetletjih ogromno prispevala k nasi reviji, pa tudi k
razvoju in popularizaciji matematike in fizike med mla-
dimi v Sloveniji. Zal sta se oba poslovila v mesecu marcu
2023. Presekovi bralci ju bomo skupaj z lepimi trenutki
iz matemati¢nih in fizikalnih tekmovanj ohranili v pri-
jetnem spominu.

RAZPIS TEKMOVANJA SREDNJESOLCEV 1Z MATEPATIKE IN FIZIKE v
SOLSKEM LETU 1980/81

Urnik za to dolsko leto je paslednji:
Matematika: predtekmovanje bo 7. marca (sobota) od 9. do 1y,
T ure. tekmovanje pa 4. aprila (schota) od 10. g
12. ure.
Fizika: predtekmovanje bo I1. aprila (sobota) od 9. do 11, ure,
tekmovanje pa 16. maja (sobota) od 10. do 12. ure.

Rgpulfﬂiskﬂ tekmovanje iz matematike bo y Liubij

I. gimnazije - BeZigrad, iz fizike pa v h‘eTEr‘Jam‘
Rudarskega 3olskega centra. ot
nja iz fizike bo druzabna pr
njesolskih skupin iz fizike.

v prostarih
. V prostorih

a predveéer republiskeqa tekmova-
ireditev z merjenjem znanja cred-

0 podrobnostih te j

mo obvestili Zole posebej. gt
Zelimo, da bi se predtekmovanj udelezi

Te vse srednje Sole v
Sloveniji. Zato pozivamo tudi dijake,

telje na ta razpis, Profesorj é“ °?°z°'_"‘j° e

: . je matematike in fizike pa seveda
Df‘esmo, da sodelujejo pri izvedbi predtekmovanj, vzpodbujajo
dijake in jim svetujejo pri pripravah. Predvsem jin prosimo,
da sodelujejo z republidkima komisijama pri izdelavi naleg. Za
vse predloge in pripombe bomo zelo hvaleZni, naslovite pa jih
na komisfjo za popularizacijo, z navedbo za matematike oz. fi-
ziko. Mladim nadebudneZem Zelimo v letosnjem tekmovalnem ciklu-
Su CimveZ dobrih idej ob resevanju nalog!

Markeo Petkov¥ek, Bojan Golli

LIST ZA MLADE

MATEMATIKE
\ FIZIKE
ASTRONOME
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Nagradna krizanka

SPANSKA

P ¢ 5 NAS 5
AVTOR  PODROGJE | VINSKO- GRSKA MNOZINSKI Z0LNI
MARKO | MATEMA- | SADNA | TANGENS | BOGINJA | 203k | oseshr | STROINIK | popomen
BOKALIC TIKE | OSVEZILNA PREPIRA ZAIMEK PTIC
a EMRI
PUACA
8
S PLANETOID
POMEMBEN
FRANCOSKI
MATEMATIK
(JOSEPH-
LOUIS)
TEPEC,
GIORGIO Gﬁﬁ%
NAPOLITANO| HESTO
TURCLIE
ITALLJAN
0TOKI L
> [ELED SOLMI-
SICILLE ZiCE
ZVONCU RIM. ZNAK
PODOBNA FRANCOSKA|__ ZA 50
FIZIKALNA IGRALKA | FRANCOSKI
PRIPRAVA (ANOUK) | SANSONJER
ZAMISLT (JACQUES)
GRAFIENO 1ZPOVEDNI REDKA & &
OBLIO- g ungyr | DROBNO | pyygp | NAPOGO. | PREGGINIC| pESNIK rsig | JRA PUSUSENA | GRSKA
VANE.  yatemaric| CELICNO | gyirg | STEISA | gy pjypy | HRVASKI PATRIARH TRETE | KISLEDI
MATEVZ ™(josip) ZRNCE PADAVINA | °;Eoron | INOVATOR SNEMALNI KOSNJE | LAMBDI
BOKALIC (MATE) PROSTOR
PRODAJA |1 0BUBOZAN
KART CLOVEK,
PRED REVEZ
REDNO 1ZHOD,
PRODAJO RESITEV
KOROSKA PODROCJE
VAS OSNOVNE
0B MEJI MATEMATIKE|
z ORGANSKO
AVSTRIJO TOPILO
DRUGI 4 ELANOVE
SAMO- Pi‘é%‘{&,',‘“ MEHISKI SMUCL
GLASNIK PISATELJ KANADSKI
IN PRVI . (MARIANO) PEVEC
SOGLASNIK OCE (BRYAN)
IZUMRLA PREBIVALEC DAN V ME- UPOR, 0D-
PTICA DRZAVE GLASBENIK | SECU RIM. VISEN 0D
VELIKANKA V INDOKINI JANEZ | KOLEDARJA NAPETOSTI
ZNOVE o BONCINA | DELO CLO- FIN. KEMIK
ZELANDLJE OVLAZITEV VESKIH ROK (ARTTURI)
UGRO- IRANSKA UT ZA
FINSKI NOBELOVKA SVETLOBO
NAROD (SIRIN) DOLGO-
0B KOSARKAR ZRNATL
BALTIKU MURIC IND. RIZ
GIBANJE
NAJDALJSA | ZRAC. MAS |
FRANCOSKA FRANCOSKO NAVADA
REKA SREDOZEM.
MESTO
CELJUSTNI [ 100me |
JANEZ | ORTOPED | SESTRIN. ["BrmE 1z
MARKELJ PRVI BRATOV | GOSPO- MATL
GLASBENI SIN DARJA
INTERVAL PRSTANOV
VZHODNI SOSEDI INSOLACLJA TORUS
KRAK CRKER NEKDANJI DIJAK 1Z
BIMFA | crSkeea [severno- VOLKS- ROMANA
POLOTOKA |JADRANSKA WAGNOV FLORJANA
HALKIDIKE | LUKA MODEL LIPUSA
ZNACILEN 10 GERMANSKO| FRANCOSKI 3 POGORJE
SPREMNI ORODJE ZA | MATEMATIK NAD 0BALO
POJAV NAZIV | METANJE, | (PIERRE) ARABLIE
AL PREDHOD- | ENAKI _LIK PRI
LASTNOST NIK KOPJA | GRKI GETVORKL
NERESNO
EKSPLOZIV UKVARJA-
TRINITRO- NJE S CIM
TOLUEN SLOVENJ
GRADEC
ISKALNICA
ESED,
SKRITIH eLEDR-
V OSMIH
SMEREH
ORGANIZI-
MESTO & RANJE
NAJUGU LENg IZVEDBE
NORVESKE GRADBEN.
PROJEKTA
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AVERLSKO JRIPRAYA | poBro —
/ DREV! ZAPRT REKA NA
MFA 1ZDRUZINE | VAME | yanysy | RADON PLIN | IBERSKEM
LOvORoVK | TR3XOZY | PROSTOR POLOTOKU
STARO.
GRSKI
FILOZOF
LETNI
CIKEL
GLEDA-
LISKIH
PREDSTAV
VELIKA
et} VZKLIK
V'?II%I;\A RAFAEL
PRI NADAL
NEMSKI
FILOZOF 2
(THEODOR)
NOETOV
SIN
GONJENJE
JELENOV
&) |[SEKUNDA, 7  KVARTA, UMETNOST | NIPRA- ZAPRT
A,ﬁ!ﬁ}'&,\ ';‘:;’ESE KVINTA, SEKSTA [ (LATINSKO) | STEVILO | OTOKMED | pep | SREDSTVO | PROSTOR
PLOSCIN. NAOTOKU | NAPOVED PRITAROKU, PODOL- NITI SES- KRKOM IVANKA ZA
MERA | UGLJANU | DABONASPROTNIK GOVATA TAVLIENO | IN PAGOM SLAJENJE | GOJENJE
IZGUBIL IGRO VZPETINA STEVILO PLAZILCEV
VOZNIK
TRIG- aTL | SKUTERJA
LAVSKA ot .
DOLINA GASOVNA
ENOTA
OLIMPL- ZVRST NAJJUZ- 5
SKE IGRE ZABAVNE NEJST DEL
BOLNIK, GLASBE DALMACLJE
KIIMA PSIHOLOG KAMNITO
ASTMO FROMM ZNAMENJE
MATEMATL-
K0S KA (JOZE
RAZBITE IN ALBIN)
POSODE ETNOLOG
(DAMJAN)
TOVORNJAK KRAJSA SN'IIEBSS':'(l?
NEOMEJENA OBLKA | ggTist
VLADAVINA ANDREJ
CARJA RONALD | pegeNKo
PROGRAM- |  KOST S0
SKI | NAKONCU iy ZAHODNO-
JEZIK HRBTENICE SIBIRSKI
VELETOK
7 PEVKA ITAL. NARAVOSLOVEC,
SPIK GRSKI | AMERISKA |  KIJE BIL RUDNISKI
REKA IN BOG | IGRALKA | ZDRAVNIK VIDRUI
DRZAVA SONCA | TOMEL | (GIOVANNIANTONIO)
VZDA HIMALAJSKA CEDRA
0BLACILO AM. IGRAL.
ROMARJEV (JAMES)
V MEKO POVEZAVA SPOPAD
SPREMLIA- GLAVE
J0 EROSA S TRUPOM
DRUZINA
SLOVEN-
SKIH
SKLADA-
TELJEV
FILMSKI NAGRADNI RAZPIS
ZAHODNO- LIK SEDMA
EVROPSKT |, =i GRSKA
VELETOK | patORAS s CRKA . o o .
ST ROMUNEKT 6 - Crke iz oStevil¢enih polj vpiSite skupaj z
DISCIP- RELIGIOLOG . . . .
LINSKI (MIRCEA) osebnimi podatki v obrazec na spletni strani
UKREP ROBERT
EDEN 60LOB K.si/kri K
TV www.presek.si/krizanka
TEMPE-
RATURE . .
TR ter ga oddajte do 15. maja 2023, ko bomo
izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
SIMBOL ZNAK ZA -
ZA ELEMENT
s (EME} Zno nagrado.
XXX |
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ASTRONOMIJA

Moja izkusnja

Opazovanja

eksoplaneta

NEJA PISK

- Med 26. in 31. avgustom 2022 je v Hisi mladih
v Ajdovscini potekala Prva Sola astronomije Go-
Chile. Sole se nas je udelezilo 16 dijakov in dijakinj
iz cele Slovenije. Vodilo nas je sedem mentorjev.
V Soli smo v dvojicah delali projekte s pomocjo te-
leskopa GoChile. Projekti so bili s podrocij astrofo-
tografije, opazovanja eksoplanetov, spremenljivih
zvezd, asteroidov, oddaljenih galaksij ter razsutih
kopic. V tem prispevku bom predstavila svoj pro-

jekt opazovanja prehoda eksoplaneta.

Opazovanja smo izvajali s teleskopom v Cilu. Leta
2021 sta Fakulteta za naravoslovje v Novi Gorici in
astronomska revija Spika na observatorij El Sauce
postavila dva teleskopa v okviru pedagosko-razisko-
valnega projekta GoChile. Cile so izbrali, saj ima
kar 300 jasnih noci na leto in ker v gorovju, kjer
sta teleskopa postavljena, ni svetlobnega onesnaze-
nja. Manjsi teleskop GoT2, ki je namenjen Sirokoko-
tnemu opazovanju (predvsem fotografiranju vecjih
meglic in razsutih kopic), je le¢ni teleskop velikosti
72 mm. Vecji 400-milimetrski zrcalni teleskop GoT1
pa je namenjen podrobnemu opazovanju temnejSih
objektov in raziskovanju meglic, galaksij, zvezd in
objektov Osoncja. Oba teleskopa upravljamo na da-
ljavo.

Eksoplanet Wasp 145 Ab

Jaz sem v dvojici z Larisso Stepanovo opazovala pre-
hod eksoplaneta prek gostujoce zvezde. Eskopla-
neti so planeti zunaj naSega Osoncja, ki lahko kro-
7ijo okoli druge zvezde ali pa se gibljejo prosto med
zvezdami. Astronomi so prve eksoplanete odkrili v
devetdesetih letih, do sedaj pa so jih nasli Ze vec kot
pet tiso¢. Nekateri so po masi in velikosti podobni

planetom nasega Osoncja, drugih, kot na primer su-
per Zemelj in mini Neptunov, pri nas ne najdemo.
Na nekaterih eksoplanetih so odkrili led in vodo, na-
Sli naj bi tudi lavo. Eden izmed ciljev raziskovanja
eksoplanetov je odkriti Zivljenje zunaj naSe Zemlje.

Ko sva se odlocili za temo, sva si morali najprej
izbrati planet, ki ga bova opazovali. To sva naredili s
pomocjo Nasinega spletnega arhiva o eksoplanetih!,
kjer sva izbirali med tisoc¢imi planeti. Prvi kriterij
pri najini izbiri je bil seveda, da je planet viden iz
Cila. Naprej se je izbor red¢il e z magnitudo, saj
z naSim teleskopom lahko dobro vidimo le zvezde
Z najtemnejSo magnitudo 17, za opazovanje ekso-
planeta pa je bolje, Ce je zvezda nekoliko svetlejsa.
Kot zadnji kriterij pa je bil ¢as prehoda. To je cas,
ki ga planet potrebuje, da precka vidno povrsino go-
stujoCe zvezde. Poskusali sva izbrati krajsi Cas, saj
nisva imeli mozZnosti in ¢asa opazovati daljSega pre-
hoda. Tako sva si izbrali eksoplanet Wasp-145 Ab.

Eksoplanet Wasp-145 Ab spada v skupino vrocih
Jupitrov. Za njih je znacilno, da so po velikosti po-
dobni Jupitru in se gibljejo na majhni oddaljenosti
od zvezde, zaradi ¢esar imajo zelo kratko obhodno
pot. Zaradi svoje velikosti ti planeti med prehodom
med zvezdo in nami obcutno spremenijo navidezni
sij zvezde, zato jih laZje detektiramo z majhnim te-
leskopom.

Opazovanje, analiza in rezultati

Opazovali sva 28. avgusta med 3:48 in 5:05 po UT
Casu. Zaceli sva pol ure pred prehodom planeta in
koncali pol ure po koncu prehoda. Opazovanje sva
izvedli s teleskopom GoT1, pri Cemer sva uporabili
filter L (ki prepusti celotno obmocje vidne svetlobe),
posamezna osvetlitev pa je trajala 60 sekund. Planet

lhttps://exoplanetarchive.ipac.caltech.edu/
cgi-bin/TransitView/nph-visibletbls?dataset=
transits
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SLIKA 1.
Zvezda Wasp-145 A in okolisko zvezdno polje.

je med opazovanjem dosegel najvisjo tocko na nebu,
zato se je med opazovanjem teleskop moral obrniti
(t. i. obrat na meridianu). Zaradi tega sva izgubili ne-
kaj podatkov. Po kon¢anem opazovanju sva s pomo-
¢jo programa Astro Pixel Processor kalibrirali foto-
grafije. Za tem sva naredili astrometrijo v programu
ASTAP. Ta program je orientiral vse posnete slike
ter vsakemu objektu na sliki dal natancne koordi-
nate, da sva lahko potem slike primerjali med sabo.
V predzadnji fazi projekta sva s pomocjo programa
Astrolmage] prek primerjav z zvezdami v polju iz-
merili spreminjanje navideznega sija najine zvezde.

V programu Astrolmage] sva meritvam prilagodili
tudi model spreminjanja svetlosti v primeru prehoda

1,01
1,005
1
0,995

0,99

Relativna svetlost

0,985

0,98

0,975
0,7 0,72

0,66

0,68

Cas (dnevi)

SLIKA 2.

Potemnitev zvezde med prehodom eksoplaneta Wasp-145 Ab.
Modre pike so najine meritve, oranzna crta pa model, prilago-
jen v programu Astrolmage].

ASTRONOMIJA

bR*

SLIKA 3.

Shematicen prikaz prehoda eksoplaneta. Oznaceni so parame-
tri, ki jih lahko izmerimo z nasimi podatki: razmerje velikosti
radijev planeta (Rp) in zvezde (R %), velika polos elipti¢ne orbite
(a) in inklinacija orbite (i).

eksoplaneta. NajboljSi model nama je omogocil iz-
racunati podatke, kot so c¢as prehoda, spremembo
svetlosti oziroma globino prehoda, velikost planeta
glede na zvezdo (ob znani velikosti zvezde), velikost
velike polosi elipse, po kateri potuje planet okoli
zvezde in inklinacijo orbite planeta. Ko sva vse te
podatke izracunali, sva jih primerjali z rezultati v
katalogu.

Najini podatki so se pri casu prehoda, spremembi
svetlosti, velikosti planeta in inklinacji dobro uje-
mali, saj je razlika majhna glede na rezultate najde-
nih v katalogu. Cas prehoda se razlikuje za 0,0093
dneva, kar je posledica velike razsutosti meritev.
Sprememba svetlosti med prehodom in posledi¢no
velikost planeta se zelo dobro ujemata z vrednostmi
v katalogu. Pri velikosti velike polosi elipse in od-
daljenosti od srediSca naSi rezultati zelo odstopajo.
Rezultata vredosti inklinacije in oddaljenosti od sre-
disca nakazujeta, da ta dva parametra v prilagaja-
nju modela nista skonvergirala, kar je posledica pre-
slabe kvalitete podatkov. Ker program Astrolmage]
ne poda napake, ne moreva soditi o resni¢ni napaki
najinih meritev.

S poletno Solo sem bila zelo zadovoljna, saj sem
pridobila veliko novega znanja iz astronomije. Med
delom na svojem projektu sem spoznala potek pri-
dobivanja podatkov ter njihovo obdelavo. Na pre-
davanjih so nam predavatelji dali predvsem veliko
informacij na teoreticnem podrocju. Skozi cel tabor
pa so nas vodili mentorji, ki so imeli veliko znanja in
nam poskusali odgovoriti na vsa vprasanja.

X X X
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RACUNALNISTVO

(Digitalni) kljuci

v b
ALEKSANDAR JURISIC IN KLEMEN KLAN)SCEK

- Sifre oziroma bolj splosno kriptosisteme pogo-
sto kontroliramo s kljuci, ki doloc¢ajo pretvorbo po-
datkov. Seveda imajo tudi kljuci lahko digitalno
obliko. Ko bomo primerjali njihovo dolzino, bo
to kar binarno zaporedje: 01001101010101 ...Pri

tem se drzimo Kerckhoffsovega principa, ki pravi:

»Napadalec« pozna Kkriptosistem oziroma
postopke (algoritme), ki jih uporabljamo, ne pa
tudi kljucev.

Preden se poglobimo v kriptosisteme, in njihovo
razbijanje, pomislimo na vsakdanje Zivljenje. Naj-
bolj pogosto uporabljamo posebne vrste kljucev, ki
jih imenujemo gesla in PIN-i (kratica pomeni Perso-
nal Identification Number, tj. osebno identifikacijsko
Stevilo). Pri prvih radi uporabljamo ¢im Sirsi nabor
znakov, pri slednjih pa samo Stevke od 0 do 9 (saj
obicajno v tem primeru na tipkovnici ni drugih zna-
kov).

V starih casih (tudi pr. n. st.), glej sliko 1, so imele
mestne utrdbe straZarje, ki so varovali mestna vrata.
Opremljeni so bili z oroZjem in v nemirnih ¢asih niso
spustili noter nikogar, ki ni poznal pravilnega gesla.

Napadi na gesla

Gesla nam omogocajo kontrolo dostopa v vecino ra-
cunalnikov (danes sem Stejemo tudi telefone). Sko-
rajda ni osebe v modernem svetu, ki ne uporablja

SLIKA 1.

\ Kaj se je zgodilo s tistimi, ki so po-
| 1\‘ vedali napacno geslo? Pravilo je bilo:
\ \ »Poskrbite zanje!«

gesel vsak dan in prakti¢no povsod, npr. za prijavo
v e-posto, racun za druZbena omrezja, do nasSega de-
lovnega prostora, za dostop do shranjenih podatkov,
denarja itd. Problem vohunove dileme pa ostaja v bi-
stvu nespremenjen, glej sliko 2.

Kako vemo, ali lahko zaupamo tistemu, ki zeli
od nas geslo? Nas morda kdo poslusa ali celo
snema?

Zaupanje lahko doseZzemo z digitalmi podpisi (in
potrdili), glej Presekov ¢lanek [2]. Odgovor na drugo
vprasSanje predstavlja patentirana tipkovnica 4 x 3
(prikazana na zaslonu na dotik), ki vsaki¢ naklju¢no
premeSa Stevilke na tipkah za vnos PIN-a, hkrati pa
omogoca, da lahko te Stevilke preberemo le pod sko-
raj pravim kotom, glej [4]. EnostavnejSi odgovor na
obe vprasSanji bomo predstavili v razdelku Predstav-
ljanje in overjanje.

Ce si geslo tezko zapomnimo, je bolj verjetno, da
ga bomo kmalu pozabili in s tem izgubili dostop.
Nekateri sistemi nam sicer omogocajo ponastavitev
gesla, a je ta pot lahko precej zamudna, skorajda v
vseh primerih pa smo pri tem izpostavljeni dolocCe-
nim ranljivostim. Vcasih si pomagamo tako, da si
tezko zapomnljiva gesla zapiSemo, s ¢imer se seveda
izpostavimo novim nepotrebnim tveganjem (zapis
lahko nekdo najde in prebere).

Ko nastavljamo geslo na racunalniku, lahko nale-
timo na veliko omejitev, kot npr.:

= imelo naj bi vsaj 8 znakov,

= ysebovalo naj bi vsaj eno veliko in eno malo ¢rko
ter

= vsebovalo naj bi vsaj eno Stevilko itd.

Razlogi zanje so ocitni iz tabele 1.

Dobro geslo si je

® enostavno zapomniti in
= tezko uganiti.

Ta dva kriterija si seveda pogosto nasprotujeta.

Napadalec utegne imeti na voljo tudi ve¢jo racun-
sko moc, kot je na$ telefon ali racunalnik, zato kaze
Se malo premisliti o moznostih (glej tabeli 2 in 3).

Ena od moZnih obramb je, da po treh napacnih
vnosih gesla sistem zamrzne za kratek cas.
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primer Stevilo zahtevnost dolzina gesla cas za razbijanje
urpro 5 25 (majhne c¢rke) 24 bitov manj kot 2 sekundi
kela7Az 7 62 (¢rke in Stevilke) 4?2 bitov 5 dni
GK, X1 b@v+ 10 95 (znaki na tipkovnici) 66 bitov 233977 let

TABELA 1.

Uganjevanje gesel, pri cemer smo upostevali, da nas racunalnik (npr. pametni telefon) preveri 10 milijonov gesel na sekundo.

2

¢
Ali §ep eta prijatelj
ali sovraivik?

SLIKA 2.

Vohunova dilema. Bilo je temno kot v rogu, ko se je vohun
vracal v grad po opravljeni diverziji v sovraznem taboru. Blizu
Kako vohun preprica »stra-
zarjak, da pozna geslo, ne da bi ga izdal morebitnemu skritemu

obzidja je iz teme zaslisal glas.

vsiljiveu?

OEH

BEGE

Statistika gesel

SLIKA 3.

Premesana Stevilcnica.

—e?

Zgoraj omenjene zahteve sistemov pri izbiri gesel so
bile precej pogoste, vendar bomo spoznali, da niso
bistveno prispevale k varnosti (posebej, Ce si je upo-
rabnik geslo res napisal na listi¢ in ga pozabil ob ra-
Ccunalniku).

Vseeno si oglejmo, kaj se dogaja, kadar ni nobe-
nih omejitev (takSnih naj bi bilo skoraj 80% obla¢nih
storitev), glej npr. [5]. Pogosto se namrec zgodi, da
je v javnost prisla kakSna vecja baza gesel, ki nam
omogoci vpogled v nase navade.

Pri LinkIn je imelo npr. preko 80 % uporabnikov
dolZino gesel 6-10 znakov, od tega vec kot 30 % dol-
zino 8. Statistika gesel pri Rockyou.com, kjer smo

lahko proucili 32M nezaScitenih gesel, je odkrila, da
je bilo eno najbolj pogostih gesel 123456 (0,11 %).
Sledila sta 12345 (0,04 %), 123456789 (0,04 %) in nato
Se 1234567 (0,02 %), 1234568 (0,02 %). Med prvimi
desetimi so bili Se password (0,03 %), i Toveyou (0,03
%), princess (0,02 %), rockyou (0,02 %), abc123
(0,02 %). 40 % gesel je vsebovalo samo male ¢rke,
15 % samo Stevilke, 35 % samo male ¢rke in Stevilke,
medtem ko jih je le 4 % vsebovalo tudi posebne zna-
ke. Znana je tudi uporaba variacij na temo enostav-
nih gesel, npr. razne kombinacije besede »geslox,
Stevila 123 in trojice »abc«. Pogosta so tudi imena
mesecev in dnevov v tednu. Na koncu gesla znamo
najti locila - npr. pike, Stevilke ali celo letnice.

Geslo za izstrelitev nuklearne rakete je bilo 20
let »00000000«. Facebook je za glavno geslo do-
stopa do vseh profilov uporabljal »Chuck
Norris«.

Pri PIN-ih zaznamo podobne, a vseeno Se hujSe te-
zave. Skoraj polovica od vseh v neki kompromitirani
bazi je bilo Stirimestnih (glej www.datagenetics.
com/blog/september32012/). V tem primeru so bili
najbolj popularni naslednji: 1234 (11 %), 1111 (6 %),
0000 (2 %), 1212 (1,2 %), 7777 (0,7 %), 1004, 2000
(vsak po 0,6 %), 4444, 2222, 6969, 9999 (vsak po 0,5
%), 3333, 5555, 6666, 1122 (vsak po 0,4 %), 1313,
8888, 4321, 2001, 1010 (vsak po 0,3 %). Torej prav-
kar omenjenih 20 PIN-ov pokrije ve¢ kot Cetrtino
vseh. Sledile so dolZine PIN-ov 6 (18 %), 8 (11 %),
509 %),7(7%),93%), 10 (1,5 %) itd, vse s podobnimi
tezavami.

Da je stanje Se slabSe, skoraj 30 % uporabnikov
uporablja ista gesla oz. PIN-e na Stevilnih napravah
ali racunih. Slednje ni ni¢ ¢udnega, saj 70 % upo-
rabnikov vsaj 10 racunov §¢iti le z gesli. To Stevilo
bo samo Se rastlo, zato prihaja do uporabe aplikacij
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%

posameznik, 1 racunalnik

vojaska obvescevalna organizacija

akademsko omreZje, 256 racunalnikov
velika spletna skupina, 10M racunalnikov

zelo velika spletna skupina (npr. Bitcoin omreZje)

227 — 233 Kljucev/sek.
235 — 241 Kljucev/sek.
250 — 255 Kljucev/sek.
258 — 268 Kljucev/sek.

250 — 270 Xljucev/sek.

TABELA 2.

Napadi z grobo silo - koliko kljucev lahko pregledamo v eni sekundi (za Sifro AES-128).

dolZina posameznik akademsko velika zelo velika vojaska
Kkljuca omrezje spletna spletna obvescevalna
(v bitih) skupina skupina organizacija
40 minute sekunde* sekunde* sekunde* sekunde*
56 leta dnevi sekunde* sekunde* sekunde*
64 stoletja leta ure* minute* sekunde*
80 00 stotisocCletja leta ure* ure*
128 0 0 00 0 0

TABELA 3.

Napadi z grobo silo - koliko ¢asa potrebujemo za razlicne dolzine kljucev.
* zaradi organizacije in komunikacije med racuniskimi sistemi oz. ljudmi bodo napadi obicajno trajali dlje.

za upravljanje gesel. Vendar, ¢e v ta namen upo-
rabljate kar va$ priljubljeni brskalnik, morate imeti
obvezno nastavljeno tudi glavno geslo (angl. master
password). Ce pa govorimo o podobnih geslih na
razlicnih napravah, se deleZ poveca na 50 %. 66 %
ljudi pa uporablja 1 ali 2 gesli za vse svoje raCune.
Oseba obic¢ajno zamenja geslo na vsake 2,5-3 leta.

Kako si zapomnimo varnejsa gesla?

Geslom, ki vsebujejo vec kot eno pomenljivo besedo,
pravimo skrivna fraza (angl. passphrase). Ni treba,
da ta fraza nekaj pomeni (slika 4).

Predstavljanje in overjanje

Ce poenostavimo, je identifikacija dokaz uporabni-
kove identitete, overjanje pa je postopek (za nas bo
pogosto kriptografski protokol), pri katerem uporab-

nik zeli potrditi, da je res tisti, za kogar se predstav-
lja.

Za potrjevanje uporabnikove identitete se upora-
blja podmnozico naslednjih treh lastnosti:

= nekaj, kar uporabnik ve - npr. gesla, Stevilke (PIN),

= nekaj, kar uporabnik je - to so biometri¢ni po-
datki, ki temeljijo na fizicnih lastnostih uporab-
nika, kot so prstni odtis, Sarenica, obraz, ali nac¢in
hoje, glej sliko 7,

= nekaj, kar uporabnik ima - t. i. varnostni Zetoni,
kot so fizicni kljuci, osebna izkaznica, voznisko
dovoljenje, ban¢na kartica, mobilni telefon itd.

V primeru placila z ban¢no kartico ali telefonom
se npr. obicajno uporabljata dve lastnosti: bancna
kartica ali telefon (nekaj, kar uporabnik ima) ter PIN
Stevilka (nekaj kar, uporabnik ve). V zadnjem ¢asu
pa se pri placevanju s telefonom vse bolj pogosto
uporablja biometrika.

22
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RACUNALNISTVO

SLIKA 4.

Vel kot 20 let so se sistemski ad-
ministratorji trudili, da bi natrenirali
uporabnike k uporabi gesel, ki si jih
tezko zapomnijo, racunalniki pa so
jih kljub temu hitro uganili (idejo iz
XKCD [3] sta v slovenscino prenesli
Neja Cirar in Ajda Markic).

uporabljata za Sifriranje.

Aniti.

2. Anita izraCuna Y = K @
janu.

3. Bojan izraCuna Y’ = K &

Y=Y.

Anita in Bojan delita tajni (skrivni) klju¢ K, ki ga

1. Bojan izbere 64-bitni izziv X in ga poSlje

X in ga poslje Bo-

X in preveri, Ce je

Pametna kartica

Primer. (4 biti)

K =10, X =6,

Y=KeoeX=1006
=10102 ® 01102
=11007 = 12.

SLIKA 6.

SLIKA 5.

Identifikacijski protokol z izzivom in
odgovorom. Operacijo @& (eksklu-
zivni ali nad istoleznimi biti) bi lahko
zamenjali s kaksno drugo funkcijo,
tj. v = ex(x) ter ¥y’ = ex(x) in Se
vedno preverjali v = y’. Skoraj vse
sheme uporabljajo protokole z izzi-
vom in odgovorom, vendar pa najbolj
koristne ne uporabljajo skupnih klju-
Cev. Ker presegajo ta sestavek in jih
pustimo za kdaj drugic.

Primer konkretne uporabe protokola izziv in odgo-
vor. Kako zdravstvena kartica nekega uporabnika in

terminal zdravstvenega sistena preverita pristnost

drug drugega? Najprej morata imeti tako terminal

pu
Izberi nakljuéen x’

Preveri, feje y'= BK(J()

Terminal
x
Izralunaj y .-_ek(x) S,y
5 >
Izberi nakljuéen X X
SN,y

1zracunaj y=ek(’()

Izraunaj Ky, =€, (SN)
Preveri, Ce je y=-5 eK(x)
v

L v

—

Ky =

kot kartica moZznost generiranja nakljucnih Stevil.
Kako pa je s klju¢i? Terminali imajo glavni kljuc
M, in skupinski klju¢ Kg, nimajo pa prostora, da
bi hranili kljuce vseh uporabnikov. Zato je vsakemu
uporabniku U s serijsko Stevilko SN dodeljen kljuc
em(SN) (Ky
klju¢a M in uporabnikove serijske Stevilke SN), ter
J vsi skupinski kljuci, ki so potrebni za prepoznavanje

dolo¢imo s pomocjo glavnega

razlicnih skupin (poleg skupine terminalov so tu Se
zdravniske kartice, pa kartice razli¢nih lekarn itd).

%
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-

prstni odtisi  geometrija roke

(otroc

S ) oum

vzorec zenice prepoznavanje obraza

Upravljanje kljucev
Postavimo si nekaj osnovnih vprasanj:

= Od kod dobimo kljuce?

= Zakaj zaupamo kljuc¢em?

= Kako vemo, ¢igav klju¢ imamo?

= Kako omejiti uporabo kljucev?

= Kaj se zgodi, Ce je izgubljen/ukraden zasebni ali
tajni kljuc¢? Kdo je odgovoren?

= Kako preklicati kljuc?

= Kako omogocimo servis preprecitve zanikanja (ko
nekdo ne prizna dolocenega dejanja)?

Za bolj izkuSene naj omenimo, da ta vpraSanja ve-
ljajo tako za simetricne (tajne) kljuCe kot tudi za
javne in zasebne kljuce, glej Presekov clanek [1].

Osnovni cilj je vzdrZevanje zasebnosti in celovi-
tosti kljucev. Prvo pomeni, da ostanejo kljuci tajni,
drugo pa, da jih nih¢e ne more zamenjati ali pokva-
riti. Ti dve lastnosti morata biti zagotovljeni skozi
ves zivljenjski cikel kljuca, se pravi od zacetka ge-
neriranja kljuca, pa vse do takrat, ko kljuc¢ ni ve¢ v
uporabi in je bil unicen, glej sliko 8.

Tako reko¢ vedno je klju¢ zamenjan z novim klju-
Cem, kar pomeni, da gre za ciklicen proces, v ka-
terem uniCenju sledi namestitev/vkljucitev novega
kljuca. Vendar pa je novi klju¢ zgeneriran, dodeljen
in shranjen, Se preden je stari klju¢ uni¢en. V neka-
terih sistemih imamo Se dodatno zahtevo, da kljuce
arhiviramo.

Vzvodi za nadzor so potrebni skozi celoten Ziv-
ljenjski cikel klju¢a. To vsebuje od neke vrste re-
vizijskih postopkov (angl. audit trail) do dnevnikov

odtis nog)c vzorec ven  prepoznavanje glasu
1

zapis zob RNK (DNA)

SLIKA 7.

Biometricni testi. Poudariti je treba,
da ni idealnega testa.
tise npr. pus¢amo na raznih pred-
metih, ki se jih dotaknemo. Ce smo
dolgo v vodi ali na mrazu, se prstni
odtis malce spremeni. Se vedji pro-
blem nastane, ce si prst posSkodu-
jemo. Si predstavljate, da bi morali
na bankomatu oddati ugriz? Se kdo
spomni dejanskega preverjanja pod-
pisa, le-to bi moral itak opraviti izur-
jen grafolog.

Prstne od-

frodii: «’@\’

Fazdeljevanje

upravljanye s kljuci

Zamenjava hranjenje

SLIKA 8.
Glavne stopnje
diagram.

zivljenjskega

kroga prikazuje naslednji

uporabe kljucev, ki seveda niso smiselni brez nad-
zora ter pooblastil za ustrezen odgovor/ukrep v pri-
meru, da je bil klju¢ ukraden/izgubljen. Zato je po-
gosto (posebno v veé¢jih sistemih) zaZeleno, da imajo
kljuci ustrezne lastnike, ki so odgovorni za njihovo
hranjenje/zascito.

Pri algoritmih za kriptosisteme lahko uporabimo
poljubno zaporedje bitov (ob¢asno tudi drugih zna-
kov), kar pomeni, da lahko ve¢ina uporabnikov sama
generira svoje kljuce. Biti morajo nepredvidljivi: po-
gosto uporabimo
= roCne metode (npr. metanje kovanca/kocke, ali

bolj realisticno, premik miske),
= jzpeljavo iz osebnih podatkov (npr. PIN) ali
= (psevdo) generatorje naklju¢nih Stevil (RNG).

Generiranje velikih prasStevil zahteva »napredno«

24
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1. Ne izbiraj pogostih (generi¢nih) gesel ali kljuCev posebne oblike.
2. Ne hrani gesel ali kljuCev na manj varnih (prevec¢ oc¢itnih/izpostavljenih) mestih.
3. Ne uporabljaj istih ali podobnih gesel in kljucev
v razli¢nih programih oz. racunih (ne recikliraj gesel in kljucev).
4. Ne kopiraj gesel in kljucev (kopiraj/prilepi prek odlozisc¢a - angl. clipboard).

5. Ne posiljaj ali deli z nikomer gesel in kljucev.

=~ _..

= it

|zberi Ne deli
dobro z drugimi

TABELA 4.

Vsake toliko
dasa zamenjaj

Popravi 5 slabih navad, ki vplivajo na varnost gesel oz. bolj sploSno kljucev.

1. Gesla in kljuci naj bodo dovolj dolgi.

2. Pogosto posodabljaj/obnavljaj/zamenjaj svoja gesla in kljuce
(in stori to takoj, ¢e/ko izve§, da je bil tvoj rac¢un ukraden/izgubljen).
3. Skrivne fraze so dobra strategija za pomnenje gesel (vsaj tistih glavnih).
4. Uporabljaj vec¢stopenjsko (faktorsko/dejavnisko) overjanje identitete
(avtentikacijo) za pomembne/Kkriti¢ne racune (¢e je le mozZno).

5. Uporabljaj dober program za upravljanje kljucev in gesel.

TABELA 5.
Pet dobrih navad za varnost gesel oz. bolj splosno kljucev.

matematicno obdelavo in lahko zahteva precejSno
moc/prostor/cas. Uporabniki so vCasih prisiljeni za-
upati zunaj generiranim klju¢em oziroma program-
ski opremi. Za ilustracijo: v primeru kriptosistema
RSA je njegova varnost povezana z napadal¢evo
zmoznostjo razcepa velikega §tevila. Ce bi proces
generiranja kljucev dal le omejeno Stevilo prastevil,
bi napadalec lahko generiral ista prastevila in nato za
vsakega izmed njih preveril, ali delijo dano Stevilo.

Razdeljevanje kljutev in varno hranjenje sta
osrednjega pomena. Problemi, na katere naletimo in
njihove resitve, so ve¢inoma podobni, zato jih obrav-
navamo skupaj. Razlogi za uporabo moc¢nih kripto-
grafskih algoritmov je prepreciti napadalcu, da izra-
cuna kljuc. Seveda vse to nima smisla, ¢e jih napada-
lec lahko najde nezaScitene nekje na sistemu.

Kako veliko je VELIKO?

Zivimo le 2-3 milijarde sekund. Za kilo K (10%), mega
M (10°), giga G (10°) in tera T (10'2), ki smo se jih Ze
kar navadili, sledijo enote peta P (10'°), exa E (10'8),
zeta Z (10%1), jota Y (10%%), ronna R (10%7) in quetta
Q (1039). Slednja je v rangu Stevila 2190 (zakaj?), kar
je velikost prostora, iz katerega radi v kriptografiji
naklju¢no izberemo varen kljuc ali kak drug skriven
parameter. Varnostni strokovnjaki so dolZzni slediti
priporocilom za izbiro velikosti kljucev za posame-
zno skupino kriptosistemov, ki se s ¢casom seveda
nenehno spreminjajo, glej npr. Wikipedijo [6].

%
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1.

10.

11.

Naloge

Koliko je razlicnih znakov na tvoji tipkovnici
(ne pozabi na male in velike ¢rke)? Bi znal vse
naSteti?

. Koliko zrn riza je povprecno v enem kilogramu

riza (gotovo ga imate kaj doma)? (Namiga: Za-
kaj je v vprasanju beseda povprecno? Ali to
pomeni, da boS moral Steti veckrat?)

. Koliko bi bilo mozZnih gesel, ¢e bi izbirali za ge-

slo besedo v slovenskem jeziku? Kaj pa, Ce bi
si izbral dve ali tri besede? In kaj, Ce se ne bi
omejili s slovens¢ino? Koliko je razli¢nih jezi-
kov?

. KaksSna je verjetnost, da uganemo Stirimestni

PIN neke banc¢ne kartice, ¢e bi imeli moznost
poskusiti 20-krat (upoStevaj, da je bil PIN iz-
bran naklju¢no)? Kaj pa, ¢e bi imeli opravka s 6-
ali 8- mestnim PIN-om. Ali bi bilo smiselno dati
moznost vecjega vnosa napacnih PIN-ov pri
daljsih PIN-ih?

. Pri Stirimestnih PIN-ih so izredno popularne le-

tnice (rojstev), s katerima Stevkama bi torej za-
Cel ugibanje? (Tudi sicer se najvec PIN-ov zaCne
z 1, sledijo pa tisti z 0 in 2, glej sliko na naslov-
nici.)

. Ali imas$ nacrt B za primer, ko pozabis geslo/

kljuc? Lahko predlaga$ kaksnega?

. Koliko razliénih racunov in gesel uporabljas

(oz. ocenjujes, da jih boS v naslednjih 10 letih)?
Zelo verjetno je, da napadalec pozna nekaj tvo-
jih gesel. Ce obstaja skupno jedro teh gesel,
oceni Stevilo potrebnih ugibanj za odkritje dru-
gih gesel.

. NaStej nekaj dobrih in slabih lastnosti obna-

vljanja gesel preko e-poSte.

. Predlagaj Se kaksSno reSitev za vohunovo dile-

mo (glej sliko 2).

Kako to¢no poteka preverjanje gesla? Ali se
lahko izognemo, da bi gesla nekje hranili (kajti
kot smo omenili, zna takSna baza uiti izpod
nadzora, pa ¢e se Se tako trudimo)? Nekatera
podjetja imajo sezname gesel za svoje zapo-
slene. Kje naj jih hranijo?

Predlagaj Se kaksSno funkcijo ex(x) (glej sli-
ko 5) in premisli, kaj so njene dobre in slabe
lastnosti.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

PoisSc¢i kakSen odgovor na osnovna vprasanja
glede upravljanja kljucev, ki smo jih zastavili
na zacetku razdelka Upravljanje kljucev.
NasStej nekaj dobrih in slabih lastnosti posame-
znih biometri¢nih testov (glej sliko 7).

NaStej nekaj prednosti in pomanjkljivosti zgor-
njih slabih in dobrih navad za izbiro gesel/
kljucev (tabeli 4 in 5). Bi znal dopolnit oba se-
znama Se s tremi priporocili?

Na koga bi se obrnil, ¢e bi moral implementirati
varno preverjanje gesel v svoji aplikaciji? Kako
bi se lahko izognil implementaciji gesel?

V razdelku Kako si zapomnimo varnejSa gesla?
smo omenili, da si za skrivno frazo izberemo
npr. 4 naklju¢ne besede. Predlagaj kakSen eno-
staven postopek, kako priti do teh besed z upo-
rabo igralne kocke.

Oceni dolZino povprecno dolzino skrivnih fraz,
ki si jih uporabljal ti ali tvoji prijatelji doslej.
Kako velika je mnoZica, iz katere izbira$ besede
za tvorjenje fraz?

Doslej se nam je uspelo izogniti zgoScevalnim funk-
cijam, kar pomeni, da se bomo morali pomeniti o
geslih Se enkrat.
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Izbrane slike in fotografije v petdesetih
letih Preseka - nadaljevanje

NAZ\%
NADA RAZPET, MARKO RAZPET IN ANDRE) LIKAR

- Nadaljujemo z izborom slik in fotografij, tokrat
do 31. letnika. Z njim se zakljucuje obdobje izha-

janja Preseka v malem formatu 14 cm x 20 cm.

Naj Se enkrat spomnimo, da se nekateri Presekovi
Clanki dobijo na spletnem naslovu www.d1ib.si/ v
rubriki Periodika. Veliko starejSih prispevkov pa hi-
tro najdemo na spletnem naslovu www.presek.si/
v Arhivu revij.

V prvi Stevilki 21. letnika je Andrej Likar objavil
Clanek, ki s fizikalnega staliS¢a obravnava odsev. Vsi
poznamo odsevnike, ki sluZijo za ve¢jo varnost v ce-
stnem prometu. Spomnimo se samo na kresnicke, ki
dobro odbijajo svetlobo avtomobilskih zarometov, ki
pade nanje. Povecan del kresnicke vidimo na sliki 1.

SLIKA 1.

V tretji Stevilki naslednjega letnika je Janez Str-
nad natancno opisal, kako deluje priljubljena fizi-
kalna igraca, pravzaprav toplotni strojcek, ki mu po-
pularno recemo Zejna racka (slika 2).

Za isto Stevilko Preseka je DuSan Repovs prispe-
val spretnostno nalogo s sedmimi ravnimi, enakimi
Zeblji. En Zebelj je treba zabiti v desko, nato pa
preostalih Sest brez uporabe lepila, vrvice ali dru-
gih pripomockov postaviti na glavico zabitega Zeblja
tako, da se ne dotikajo deske, se medsebojno pod-
pirajo in na njem pocivajo. ReSitev naloge je bila
objavljena na zadnji strani ovitka naslednje Stevilke
Preseka (slika 3).

SLIKA 2.

Sedem Zebljev ... lahko pa tudi vez!

SLIKA 3.

Na zadnji strani ovitka pete Stevilke istega letnika
je Andrej Likar objavil opis in fotografijo (slika 4)
zanimivega dogajanja v okroglem otroSkem bazenu,
ki je ob plimi povezan z morjem.

V prvi Stevilki 23. letnika je Vilko Domajnko pred-
stavil vec slik objektov, ki jih v trirazseZnem pro-
storu ne moremo realizirati. Preprost primer je pri-
kazan na sliki 5.

V isti Stevilki je Matija Lokar pokazal, kako s Sti-
rimi afinimi preslikavami ravnine pridemo do mno-
Zice tock, ki spominjajo na praprot (slika 6). Vsak
njen list je kopija celotne praproti. To lastnost upo-
rabljajo v racunalniStvu za stiskanje podatkov. Na %
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SLIKA 4.

SLIKA 5.

ovitku naslednje Stevilke Preseka je objavljenih Se

nekaj slik tako dobljenih praproti.

SLIKA 6.

V tretji Stevilki prav tako 23. letnika je Andrej Li-
kar opisal, kako lahko sami izdelamo igraco (slika 7),
ki se bo ob pravilni uporabi oglaSala tako kot Skrzat
ob morju v poletnem casu. Pa ne samo to, avtor je

tudi fizikalno razlozil njeno delovanje.

palica natrta
s kolofonijo

SLIKA 7.

Zanimiva je prva Stevilka 25. letnika Preseka. Na
prvih dveh straneh ovitka so objavljene fotografije
kometa Hale-Bopp, ki sta jih posnela Gregor Bavdek
in Janko MerSe aprila 1997. Ena od teh je na sliki
8. V isti Stevilki je Marijan Prosén opisal opazovanje
sence gnomona. Vrh sence navpicne palice se cez
dan pomika po hiperboli, ki se ob enakonoc¢ju izrodi
v premico (slika 9).

SLIKA 8.

SLIKA 9.

V zadnji Stevilki istega letnika je Gregor Bavdek
obravnaval nevihto, zlasti razelektritve v ozracju. Te
pogosto spremljajo velicastne strele, ki so nevarne
za ljudi in njihovo premoZzenje. Avtor je posnel vec¢
slik strel, ki so objavljene na ovitku. Ena od teh je na
sliki 10.

SLIKA 10.
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Andrej Likar je v drugi Stevilki 26. letnika objavil
Clanek Skrivljena zrcala. Velika steklena okna mo-
dernih zgradb namre¢ delujejo kot zrcala, v kate-
rih se vidijo objekti bolj ali manj popaceno, ker Sipe
niso idealno ravne. Avtor je besedilo opremil z ne-
kaj fotografijami. Tista na zadnji strani ovitka je na
sliki 11.

SLIKA 11.

V prvi Stevilki 27. letnika je Peter LegiSa opisal Fre-
snelovo leco in njeno uporabo. Take leCe v manjsi
izvedbi so pripravne za branje drobnega tiska. Osni
presek Fresnelove lece kaze slika 12.

SLIKA 12.

Dne 11. avgusta 1999 je bil v naSi soseSc¢ini vi-
den popolni Sonc¢ev mrk. Veliko ljudi se je odpravilo
na opazovanje tega redkega nebesnega pojava na av-
strijsko GradiScansko ali MadZarsko ali pa vsaj v Pre-
kmurje. Nastale so lepe fotografije. Eno od njih (slika
13) je posnel Gregor Bavdek in je bila objavljena na
naslovni strani druge Stevilke Preseka istega letnika.

Za tretjo Stevilko 27. letnika je Andrej Likar pri-
speval krajsi ¢lanek o brveh in mostovih. V njem
obravnava sile in navore na tovrstnih objektih. Za-
nimiv je most ¢ez Ljubljanico na vzhodni ljubljanski
obvoznici (slika 14). Fotografiral ga je avtor in je ob-
javljen na naslovnici te Stevilke.

RAZVEDRILO

SLIKA 13.

SLIKA 14.

Isti avtor je na naslovni strani naslednje Stevilke
Preseka objavil fotografijo Tartinijevega trga v Pira-
nu (slika 15). Del tega trga ima obliko elipse. Bralci
pa so morali ugotoviti, ali je sredi§Ce Tartinijevega
spomenika v goriS¢u te elipse. Enako vpraSanje
zastavljamo bralcem pricujoce Stevilke.

SLIKA 15.

Janez Strnad je v isti Stevilki objavil dva ¢lanka o
Leonardu da Vinciju. Da Vinci je zapustil, razen svo-
jih umetnisSkih del, tudi mnogo skic vsakovrstnih na-
prav. Nekatere imajo v svojih sestavih zrcala, Skrip-
ce, vzvode, vitle, krogli¢ne leZaje, zobnike in polze
(slika 16).
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za plakat, ki ilustrira toge premike z idrijsko ¢ipko
(slika 18). Nekoliko vecéjega si lahko ogledate na za-
dnji strani ovitka tretje Stevilke 28. letnika.
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SLIKA 18.

Marko Bokali¢ si je izmislil povratni rebus (slika
19), ki je povezan z matematiko. Z reSitvijo vred je
objavljen v tretji Stevilki 29. letnika.

SLIKA 16. Kljug: 4 -2 - 1.

Geslo: 7.

V peti Stevilki je Mitja Rosina spraSeval, kako bi g
izracunali svetlost Lune ob popolnem Luninem mrku
21. januarja 2000. Nekaj faz mrka je posnel Lojze °
Vrankar (slika 17). 2

SLIKA 19.

V cetrti Stevilki istega letnika je Nada Razpet po-
kazala, kako lahko pravilni ¢etverec razreZemo na
manjSa telesa in kako iz teh nazaj sestavimo pra-
vilni Cetverec. Lahko pa postopek izvedemo tudi z
enakimi kroglicami, ki jih primerno zlepimo (slika
20).

SLIKA 17.

Leto 2000 je bilo razglaseno za svetovno leto ma-
tematike. Ob tej priloZnosti je bilo organizirano tek-
movanje v izdelavi matemati¢nih plakatov. Dragica  SLIKA 20.
in Gregorij Kurillo iz Kranja sta si prisluZzila nagrado
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Poboc¢je Nanosa, ki ga vidimo pri voZnji po pri-
morski avtocesti v smeri Kopra, ima zanimivo obliko
(slika 21). V 4. Stevilki 30. letnika je Andrej Likar,
ki je tudi avtor fotografije na naslovni strani, poka-
zal, kako z ractunom pridemo do krivulje, ki se zelo
dobro ujema z dejanskim obrisom poboc¢ja Nanosa.

80 I@g

SLIKA 21.

Na naslovnici naslednje Stevilki je fotografija glo-
rije (slika 22), ki jo je posnel Matjaz Vencelj z Miza-
ste gore pri Cape Townu. Avtor v posebnem ¢lanku
podrobno razlozi, kako nastane naravni pojav, ki mu
pravimo glorija, in zakaj ima tako ime.

Na zadnji strani ovitka je predstavljena poStna
znamka o Hallersteinu (slika 23). Na kratko je ori-
sano tudi njegovo Zivljenje in delo.

SLIKA 22,

Prva Stevilka 31. letnika ima na naslovnici fotogra-
fijo (slika 24), ki kaze, kako se zacne kaditi, ¢e dovolj
vztrajno z vrtenjem drgnemo leseno palico na dovolj
suhem lesu. Posnel jo je Andrej Likar, ki je napisal
tudi Clanek, ki s fizikalnimi argumenti pojasni, zakaj
lahko na tak nacin zakurimo ogenj.

Cetrta $tevilka istega letnika je v celoti posvecena
250. obletnici rojstva barona Jurija Vege. Ob tej pri-
loznosti je Banka Slovenije izdala priloznostne ko-
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MUZEJ @ MENGES .

SLIKA 23.

SLIKA 24.

SLIKA 25.

vance, katerih fotografija je objavljena na zadnji
strani ovitka (slika 25).

(Se nadaljuje.)
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