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MATEMATICNI TRENUTEK

Circle inversion, Anne
Burns (Long Island

University. Brookville,
NY, Profesor Emerita)

Zgornja slika verjetno ni podobna nobenemu od
odgovorov v vaSem matemati¢cnem ucbeniku. Vse-
eno pa je to primer matematike. Slika je bila ustvar-
jena s ponavljanjem preproste geometrijske trans-
formacije, inverzije Cez kroZnico. Matematika se
morda v¢asih zdi zaporedje neStetih nesmiselnih ne-
povezanih vaj, toda v resnici je veliko ve¢. Pomemb-
no je razumeti, kako nekaj narediti in Se bolje, zakaj
nekaj deluje. John Urschel, nekdanji profesionalni
igralec ameriSkega nogometa, je kariero zamenjal z
doktorskim Studijem matematike na MIT. Svoj po-
gled na matematiko je takole pojasnil v intervjuju z
novinarjem za TV oddajo Real Sports, HBO 2017:

Novinar: Vsem je jasno, da je cilj nogometa zma-
gati tekmo. Kaj pa je cilj matematike?

Urschel: Razumeti. Nauciti se. Napredovati.

Novinar: In kaj se zgodi, ko vam uspe preboj in
reSite problem?

Urschel: To je najboljsi obcutek na svetu. In Ce ti
ne uspe, to ne pomeni, da nisi pameten ali da nisi za
matematiko. Noben matematik se ne rodi z matema-
ticnim znanjem ali sposobnostjo v trenutku reSiti ka-
terikoli problem. Vsi so morali za to garati. Vsakdo
je Ze priSel do neprebojnega zidu in ve, kaj pomeni,
Ce se ti zatakne. Ampak potrebno je vztrajati.

Vec informacij v knjigi Living Proof: Stories of Re-
silience Along the Mathematical Journey, uredili He-
nrich, Lawrence, Pons, in Taylor, 2019.

Izvirno besedilo: Doing the math, Mathematical moments from
the AMS. Prevod in priredba: Bostjan Kuzman.
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na naslov elektronske poste info@dmfa-zaloznistvo.si.

Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispevek
sprejet v objavo in Ce je besedilo napisano z racunalnikom, po-
tem uredni$tvo prosi avtorja za izvorne datoteke. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih razlic¢ic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajsalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejSo ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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UVODNIK

NiNO BASIC, UREDNIK ZA RACUNALNISTVO

Pred vami je Se zadnja Stevilka 49. letnika revije
Presek. Prihodnje Solsko leto bo Presek srecal abra-
hama. Sam sem se uredniSkemu odboru pridruzil
Sele nedavno, tako da spominov na stare ¢ase ne mo-
rem obujati. Tik pred menoj je bil urednik za ra-
CcunalniStvo kolega Jure Slak, ki je v Presek vnesel
kar nekaj svezega vetra. Potruditi se bom moral, da
se zdaj, ko je Stafetna palica pri meni, tempo ne bo
upocasnil. Pa je po skoraj petdesetih letnikih sploh
mogoce povedati kaj novega? Menim, da je stvari, o
katerih se moramo pogovoriti, vsak dan vec.

Na podrocju racunalnistva in informatike se v na-
§ih krajih zgodi marsikaj, o Cemer dnevni mediji niti
ne porocajo. Univerza v Ljubljani je 23. in 24. aprila
letos organizirala CERC 2021 (https://cerc.acm.
si/) - srednjeevropsko regionalno raven tekmova-
nja ICPC (International Collegiate Programming Con-
test). ICPC je najvecje tekmovanje Studentov v zna-
nju programiranja, kjer je poudarek na poznavanju
podatkovnih struktur in algoritmov. Kljub temu, da
je bil to prvi CERC v Sloveniji, je bil izveden zelo
uspesno. Ker je obicaj, da ista univerza gosti CERC
tri leta zapored, bo Ljubljana gostila tudi CERC 2022
in CERC 2023.

Naj omenim, da je bil na CERC uporabljen sodni-
Ski sistem Putka (https://putka-cerc.acm.si/),
ki je nastal v Sloveniji in je rezultat vecCletnega dela
slovenskih zanesenjakov. Putka se uporablja tudi
pri UPM (https://putka-upm.acm.si/), ki je vse-
slovensko Studentsko tekmovanje iz programiranja.
UPM sluzi kot kvalifikacijsko tekmovanje za CERC.
Ceprav je UPM Studentsko tekmovanje, lahko na
njem sodelujejo tudi dijaki (vljudno vabljeni!).

Po drugi strani pa so bili obilo medijske pozor-
nosti deleZni nedavni zapleti pri volitvah v drZavni
zbor. RacunalniSki program volilne komisije je za-
radi hroSca izbral Sest poslanskih kandidatov iz na-
pacnih enot. Napaka je bila seveda ugotovljena in
odpravljena, je pa zaplet kljub vsemu povzrocil kar
nekaj hude krvi. Zanimivo je, da so po navadi naj-
glasnejsi kritiki ravno tisti, ki volilnega sistema ne
poznajo dovolj natan¢no, Se manj pa se Spoznajo
na racunalniSko programiranje. Poznamo kar nekaj

racunalniSkih hroScev, ki so imeli v preteklosti ve-
liko hujSe posledice: nastala je ve¢milijonska gmo-
tna Skoda (npr. nesreca rakete Ariane 5) ali pa so
hrosci celo ogrozali Zivljenja (npr. radioterapevtski
sistem Therac-25). Ukrepi, kot so neodvisno prever-
janje rezultatov in pa izdatno testiranje programske
opreme, so vsekakor koraki v pravo smer.

Naj omenim, da je pri tekmovanju CERC ocenjeva-
nje reSitev povsem avtomatizirano: sestavljalci nalog
pripravijo kopico testnih primerov, reSitev tekmoval-
cev pa je sprejeta samo v primeru, e pravilno resi
vse testne primere. Pri tem ni prav nobene milosti,
saj koncept delnih tock ne obstaja.

V zadnjem casu je v javnosti zelo priljubljena be-
seda digitalizacija. Ze dolgo si Zivljenja brez tehno-
logije (npr. pametni telefon) ni mogoce vec predsta-
vljati, pandemija COVID-19 pa je v uporabo sodob-
nih orodij prisilila tudi najbolj uporne. Danes je ne-
kaj povsem obicajnega, Ce sestanek poteka preko di-
gitalne platforme za komunikacijo (npr. Jitsi ali
Zoom), pa Ceprav gre za interni sestanek podjetja in
bi se lahko brez tezav sestali v zivo. Marsikje doku-
mentov ve€ ne podpisujemo s kemikom na papir. Na-
mesto tega lahko roc¢ni podpis zajamemo na tablici
ali pa dokumente podpiSemo z uporabo digitalnega
potrdila (to ima bistveno prednost, saj je tak podpis
preverljiv). Naj mimogrede omenim, da je pri DMFA
nastala pobuda, da bomo nekatere knjige skenirane
objavili na spletu. Prva knjiga naj bi bila Ze kmalu
nared. Te dni se precej govori tudi o t. i. Digital-
nih bonih ’22. Na spletni strani vladne sluzbe za di-
gitalno preobrazbo (https://www.gov.si/zbirke/
storitve/digitalni-bon/) lahko preberete, da
bodo od 15. junija dalje ucenci 7., 8. in 9. razredov
ter dijaki in Studentje lahko koristili bon v vrednosti
150 € za nakup racunalniSke opreme. Te bodo prav
tako lahko koristili vsi drzavljani, ki so starejSi od
55 let, ¢e bodo pred tem opravili izobraZevalni tecaj.
Glede na to, da bo bon treba izkoristiti Se pred kon-
cem leta 2022, se nam obeta poletje, ki bo kar pokalo
po Sivih od obilice izobraZzevanj. Kako pa se bo vse
skupaj obneslo, pa bomo Ze Se videli.
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MATEMATIKA

IRENA Kos! ULBL

Profesorica matematike na gimnaziji je Zelela
svojim dijakom popestriti ure matematike. Name-
sto pouka v ucilnici je organizirala matemati¢ni
sprehod po mestu. Dijaki so reSevali kratke ma-
tematicne naloge v povezavi s predmeti, ki so jih

videli:

Katere like opazite v oknu na cerkvi?

KolikSna je razlika dolzin poti dveh polzev, Ce je
prvilezel cez te tri stopnice, drugi pa po klan¢ini
ob robu stopnic?

KolikSen kot pravkar oklepata urni in minutni

kazalec ure na rotovskem stolpu?

Ob koncu sprehoda je profesorica vzpodbudila di-
jake, da Se sami poiScejo kakSen matematicni pri-
mer, ki ga lahko vidijo z njihove zadnje postaje s

sprehoda v parku. Janu se je pogled ustavil na ve-

rigi, ki je omejevala cono za peSce (slika 1).

Veriga med stebricki

»Profesorica, poglejte, lep primer parabole!« Pro-
fesorica je malo pomislila in dejala: »Jan, mislim, da
si mi dal dobro idejo za naSo naslednjo uro matema-
tike.« Pa poglejmo, o ¢em bodo govorili nasi dijaki
pri naslednji matemati¢ni uri.

Stevilne ideje za opazovanja na razli¢nih
matemati¢nih sprehodih najdemo v [1].
Funkcije delimo na algebraicne in transcendentne.
Pravimo, da je funkcija f algebraicna, ¢e odvisna
spremenljivka v = f(x) zadosSc¢a enacbi oblike

an (x)yn+an—1 (x)yn—l + o
+ay(x)y +ao(x) =0,

kjer so koeficienti ag (x),...,a, (x) polinomi spre-
menljivke x. Tako med algebrai¢ne funkcije sodijo
polinomi, racionalne funkcije, koreni ter njihove
vsote, razlike, produkti, kvocienti, potence in kom-
pozitumi. Funkcije, ki niso algebraicne, so transcen-
dentne. Med transcendentnimi funkcijami najpogo-
steje uporabljamo logaritemsko in eksponentno
funkcijo, kotne in ciklometri¢ne funkcije, v to sku-
pino funkcij pa sodijo tudi hiperboli¢cne funkcije.
Osnovni hiperboli¢ni funkciji sta hiperboli¢ni sinus
(sh) in hiperboli¢ni kosinus (ch), z njunima predpi-
soma pa izpeljemo Se predpisa za hiperboli¢ni tan-
gens (th) in hiperboli¢ni kotangens (cth).

Najprej bomo spoznali predpisa za funkciji sh in
ch, zapisali njuni definicijski obmocji in zalogi vre-
dnosti, navedli nekaj osnovnih lastnosti ter narisali
njuna grafa. Funkcijo hiperboli¢ni sinus definiramo
S predpisom

X _o=X

sh(x) = e-e

h:R-R
S , >

Pri tem smo z e oznacili Stevilo, ki predstavlja osno-
vo naravnega logaritma (e = 2,71828...). Ker sta
funkciji eX in e~ definirani za vsa realna Stevila,
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MATEMATIKA

%

predstavlja ta mnoZica tudi definicijsko obmocje
funkcije sh. Funkcija sh je na celotnem definicijskem
obmocju strogo narascajoca, saj je vsota strogo nara-
Sc¢ajocih funkcij % in —%. Funkcija sh je liha funk-
cija. Hitro se namrec prepricamo, da je sh(-x) =
—sh(x) za vsako realno Stevilo x. Graf funkcije sh
bo potekal skozi izhodiSCe koordinatnega sistema,
ker je sh(0) = 0. Najprej nariSemo graf za x > 0. Ko
gre x — oo, se graf funkcije obnasa podobno kot graf
funkcije %, saj postanejo v tem primeru vrednosti
funkcije —% zanemarljivo majhne. Tako poznamo
desni del grafa funkcije sh. Ker pa je funkcija liha,
dobimo levi del grafa tako, da desni del prezrcalimo
preko izhodiS¢a koordinatnega sistema. Graf funk-
cije sh pa lahko dobimo tudi z graficnim seStevanjem
grafov funkcij % in —% (slika 2). Ugotovimo tudi,
da je zaloga vrednosti funkcije sh celotna mnozica
realnih Stevil.

osy

Graf funkcije sh

Funkcijo hiperboli¢ni kosinus definiramo s pred-
pisom

eX +e X

ch:R - [1,0), >

ch(x) =
Podobno kot pri hiperbolicnem sinusu ugotovimo,
da je definicijsko obmocje hiperboli¢nega kosinusa
tudi celotna mnoZica realnih Stevil. Ker je ch(0) =1,
bo graf funkcije sekal ordinatno os pri tocki 1. Hi-
perboli¢ni kosinus je soda funkcija, saj je ch(-x) =
ch(x) za vsako realno Stevilo x. Graf funkcije hiper-
boli¢ni kosinus je torej simetricen glede na ordina-

tno os. Podobno kot pri hiperboli¢nem sinusu ugoto-
vimo, da se bo graf hiperbolicnega kosinusa obnasal
enako kot graf funkcije %, ko gre x — 0. Spet lahko
najprej nariSemo desno polovico grafa, levo pa do-
bimo z zrcaljenjem desne polovice preko ordinatne
osi. Tudi v primeru hiperboli¢nega kosinusa lahko
pridemo do grafa funkcije z graficnim seStevanjem
grafov funkcij % in % (slika 3). Za funkciji hiperbo-
li¢ni tangens in hiperboli¢ni kotangens navedimo le,
da sta analogni ustreznima trigonometri¢nima funk-
cijama.

Graf funkcije ch

Med hiperboli¢nimi in kotnimi funkcijami obstaja
poleg imena Se veliko drugih podobnosti. Ena izmed
njih so zveze med hiperboli¢nimi funkcijami, ki nas
spominjajo na analogne zveze med kotnimi funkci-
jami. Oglejmo si najpogostejSo med njimi. Neposre-
dno iz definicije hiperboli¢nega sinusa in hiperbolic-
nega kosinusa sledi zveza

ch®(x) — sh?(x) = 1,

o ¢emer se lahko bralec hitro prepri¢a sam. Z upo-
rabo te zveze lahko pojasnimo izvor imena hiperbo-
licne funkcije. Oznaka hiperboli¢ni izhaja iz dejstva,
da lahko hiperbolo z implicitno enac¢bo

zapiSemo v parametric¢ni obliki

x ==xach(t), y=>bsh(t), teR,
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pri ¢emer predznak + velja za desno, predznak — pa
za levo vejo hiperbole. 1z zgornjega zapisa namrec
sledi

(Z)z - (i)z = ch?(t) — sh%(t) = 1.

Definicije in lastnosti obravnavanih
hiperboli¢nih funkcij najdemo npr. v virih [2] in [4].

Zadnji del prispevka bomo namenili hiperboli¢nim
funkcijam v realnem Zivljenju. Ceprav morda ne bi
pricakovali, srecamo hiperboli¢ne funkcije na razlic-
nih podroc¢jih ¢lovekovega Zivljenja: oceansko inze-
nirstvo, optika, kemija ...

Najpogostejsa in najbolj znana je uporaba krivu-
lje, ki predstavlja graf hiperbolicnega kosinusa. To
krivuljo imenujemo veriZnica in v nadaljevanju
prispevka jo bomo nekoliko podrobneje opisali. Vze-
mimo verigo ali nit ter jo podprimo (obesimo) v dveh
tockah tako, da prosto visi. Zaradi teZnosti bo za-
vzela obliko krivulje - veriznice. AngleSka beseda
za veriZznico catenary izhaja iz latinske besede ca-
tena, ki pomeni veriga. Galileo Galilei (1564-1642) je
menil, da opisana viseca veriga zavzame obliko para-
bole. V to sta kasneje podvomila Christiaan Huygens
(1629-1695) in Joachim Jungius (1587-1657); slednji
je upravicenost dvoma potrdil z eksperimentom. Ko
je bil na razpolago infinitezimalni racun, pa so Jo-
hann Bernoulli (1667-1748), David Gregory (1659-
1708) in Gottfried W. Leibniz (1646-1716) ugotovili,
da je veriZnica krivulja z enacbo

xX-—-c
y—b+ach( 2 )

kjer so a,b,c € R, a > 0. S primerno izbiro koor-
dinatnega sistema doseZemo, da je enacba veriZnice
preprostejSe oblike vy = ach (g) Pri tem je a po-
zitivna konstanta, odvisna od dolZine verige, njenih
fizikalnih lastnosti in od lege obesiS¢. Enacbo izpe-
ljemo z uposStevanjem sil, ki delujejo na mirujoci del
verige, ki je podprta v dveh toCkah, sicer pa med
njima prosto visi. Z nekaj znanja odvajanja in inte-
griranja (med drugim uporabimo obrazec za dolzino
loka krivulje) reSimo navadno diferencialno enacbo
2. reda. Izpeljavo najdemo npr. v [3]. Na sliki 4 sta
v istem koordinatnem sistemu prikazani parabola z
enacboy =1+ XTZ in veriZnica z enacbo y = ch (x).
Iz slike razberemo, da se v blizini koordinatnega iz-
hodisca krivulji prakticno prekrivata, sicer pa ordi-

MATEMATIKA

nate tock veriZnice za vecje |x| rastejo hitreje kot
ustrezne ordinate toc¢k na paraboli.

osy
8

Parabola z enacbo y =1 + % in veriznica z enacbo y = ch (x)

VeriZznico srecamo velikokrat tudi v vsakdanjem
Zivljenju: njeno obliko zavzamejo elektri¢ni kabli
med daljnovodi, preprost vise¢i most ali veriga med
stebrickoma, ki na primer omejuje pot za peSce. Pri-
sotna pa je tudi v gradbeniStvu in arhitekturi. Oboki,
zgrajeni v obliki narobe obrnjenih veriZnic, so na-
mrec zelo trdni, saj gradniki, ki jih tvorijo, podpi-
rajo drug drugega in tako se obok pod lastno teZo ne
zruSi. Prav tako je oblika veriZnice dobrodosla tudi
pri jeklenih konstrukcijah (mostovi, nosilci kupol).

Na koncu ure je Jan dvignil roko: »Profesorica, to-
rej ... na sprehodu smo videli lep primer veriznice!«
Profesorica mu je z nasmehom pritrdila.
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Ljubljana, 2012.

J. N. BronsStejn, K. A. Semendjajev, Matematicni
prirocnik za inZenirje in slusatelje tehniskih viso-
kih Sol, 8. ponatis, TehniSka zaloZba Slovenije,
1984.

R. T. Smith, R. B. Minton, Calculus, McGraw-Hill
Companies, Inc., 2002.

I. Vidav, Visja matematika I, 9. nespremenjena iz-
daja, DMFA - zalozniStvo, Ljubljana, 1987.
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TEKMOVANJA

JAKOB JURI) SNOJ, LUKA HORJAK, ANA META DOLINAR

V zadnjem obdobju so se slovenski dijaki in di-
jakinje udelezili treh mednarodnih matemati¢nih

tekmovanj.

15. Srednjeevropska matemati¢na olimpijada je
potekala od 23. do 29. avgusta 2021 v Zagrebu na
Hrvaskem. Po mnogih tekmovanjih, odpovedanih za-
radi pandemije ali organiziranih na daljavo, je bilo to
prvo mednarodno matemati¢no tekmovanje za sre-
dnjeSolce, na katerem sodeluje Slovenija, ki je bilo
spet organizirano v Zivo. Tekmovanje je sestavljeno
iz individualnega in ekipnega dela, slednji je poseb-
nost med mednarodnimi matemati¢nimi tekmovanji.
Na individualnem tekmovanju tekmovalci reSujejo
Stiri naloge, razdeljene po temah in ne po teZavno-
sti, ki okvirno pokrivajo podrocja algebre, kombina-
torike, geometrije in teorije Stevil. Na ekipnem tek-
movanju je nalog osem, prav tako pa so razdeljene
na enaka Stiri podro¢ja - praviloma je prva naloga
iz vsakega podroc¢ja nekoliko laZzja od druge. Tek-
movalci iste ekipe se lahko na ekipnem tekmovanju
posvetujejo med seboj ter sodelujejo pri iskanju re-
Sitev. Slovenijo so zastopali Lenart Dolinar in Vid
Kav¢i¢ (Gimnazija BeZigrad), Katarina Grilj (Srednja
Sola Slovenska Bistrica), Rok Hladin in Tilen Sket (1.
gimnazija v Celju) ter Matija Skrt (Gimnazija Nova
Gorica). Najbolje se je odrezala Katarina Grilj, ki je
za svoj uspeh prejela bronasto medaljo, Matija Skrt
pa je prejel pohvalo. Ekipo sta spremljala David Opa-
li¢ in TevZ Lotric¢

13. tekmovanje Romanian Master of Mathema-
tics je potekalo od 10. do 16. oktobra 2021. Tekmo-
vanje, ki sicer obi¢ajno poteka februarja ali marca v
Bukaresti v Romuniji, je tokrat zaradi pandemije po-

Slovenska ekipa na SMO 2021

tekalo na daljavo, naSi tekmovalci pa so med tekmo-
vanjem bivali v Plemljevi vili na Bledu. Tekmovalci
so se v dveh tekmovalnih dneh pomerili v reSeva-
nju Sestih nalog razli¢nih tezavnosti, ki so okvirno
pokrivale podrocja algebre, kombinatorike, geome-
trije in teorije Stevil. Format tekmovanja je enak kot
na Mednarodni matemati¢ni olimpijadi, naloge pa so
praviloma obicajno nekoliko teZje. Na tekmovanje
je tradicionalno povabljenih 20 najboljSih drzav po
rezultatih Mednarodne matemati¢ne olimpijade pre-
teklega leta. Slovensko ekipo so sestavljali Simon
BukovsSek (Gimnazija Kranj), Lovro Drofenik in Jaka
Vrhovnik (I. gimnazija v Celju), JuS Kocutar (II. gi-
mnazija Maribor), Jan Pantner (Solski center Ravne
na KoroSkem, Gimnazija) in Lana Prijon (Gimnazija
Bezigrad). Lovro Drofenik je z 21-imi tockami osvo-
jil bronasto medaljo, Jaka Vrhovnik in Lana Prijon
pa sta za v celoti pravilno reSeno nalogo prejela po-
hvalo. Vodji ekipe sta bila Jakob Jurij Snoj in Luka
Horjak.
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SLIKA 2.
Udelezenci tekmovanja RMM med reSevanjem nalog v Plemljevi
vili

11. Evropska dekliSka matematicna olimpijada
pa je potekala med 6. in 12. aprilom 2022 v Egerju na
MadzZarskem. Na njej je sodelovalo 213 tekmovalk iz
54 drzav. Tekmovanje je bilo organizirano hibridno,
slovenska ekipa pa se ga je udeleZila v Zivo. Slove-
nijo so na olimpijadi zastopale Neca Camlek (Gim-
nazija Bezigrad), Nives Gosnjak (Solski center Vele-
nje, Gimnazija), Katarina Grilj (Srednja Sola Sloven-
ska Bistrica, Gimnazija) in Kaja Rajter (Il. gimnazija
Maribor). Katarina Grilj je osvojila bronasto meda-
ljo, Kaja Rajter in Nives Gosnjak pa pohvali. Ekipno
so po seStevku tock naSe tekmovalke dosegle tretji
najboljsi uspeh za Slovenijo, od kar sodelujemo na
EDMO. Spremljevalca slovenske ekipe sta bila Ana
Meta Dolinar in Luka Horjak, kot opazovalke pa so
se letosnje olimpijade udeleZile predstavnice organi-
zacijskega odbora EDMO 2023 Lucijana Kracun Berc,
Tanja Labus in Doris Kersi¢, saj bo naslednja olimpi-
jada potekala v Sloveniji.

Vsem tekmovalkam in tekmovalcem ter njihovim
mentorjem in spremljevalcem Cestitamo za dosezen
uspeh! Za vedoZeljne bralke in bralce pa v nadaljeva-
nju dodajamo besedilo in reSitve nekaj izbranih na-
log iz tekmovanj. Ostale naloge najdete na spletnih
straneh tekmovanj.

SMO 2021, naloga 1

PoiSci vsa taka realna Stevila A, da ima vsako zapo-
redje nenicelnih realnih Stevil x1, x»,..., za katerega
velja

1

" Xp1=A-—
Xn

TEKMOVANJA

SLIKA 3.
Slovenska ekipa na EDMO 2022

za vsak n € N, kon¢no mnogo negativnih ¢lenov.

Resitev. Z nekaj poskuSanja moramo najprej priti
do domneve, da zahtevi ustrezajo natanko vsarealna
Stevila A > 2. Sele potem se lahko lotimo dokaza te
domneve. Najprej dokazimo, da so vsa Stevila A > 2
ustrezna. Denimo, da je x;, < 0 neki negativen clen.
Potem oc¢itno velja x,+1 > A > 0. Z indukcijo pa
bomo dokazali, da v tem primeru za vsako naravno
Stevilo k velja x,+x = 1, torej so vsi nadaljni Cleni
pozitivni. Veljavnost trditve za k = 1 smo Ze do-
kazali. Denimo, da velja za neko naravno Stevilo k.
Uporabimo indukcijsko predpostavko in dobimo

1
Xn+k

IXn+k+1:A— ZA-lZl,

torej je trditev dokazana. Zato ima za A > 2 vsako
ustrezno zaporedje najvec en negativen clen.
Dokaz, da za realno Stevilo A < 2 trditev ne ve-
lja, je nekoliko zahtevnejSi. V njem bomo uporabili
dejstvo, da velja x + % > 2 za vsako pozitivno re-
alno Stevilo x. Ta izraz namrec¢ lahko preoblikujemo
v (/x — \/%)2 > 0, ki oc¢itno velja, saj je kvadrat real-
nega Stevila vedno nenegativen. Dokazali bomo, da
za vsako realno Stevilo A < 2 velja, da ima vsako za-
poredje nenicCelnih realnih Stevil, ki ustreza pogoju
Xn+1 = A — x—ln, neskonc¢no negativnih ¢lenov. Zvezo

v nalogi lahko preoblikujemo v x;.1 + x%l = A. Ce

PRESEK 49 (2021/2022) 6




TEKMOVANJA

%

seStejemo prvih n takih enakosti, dobimo

) M G A CORr
X2+ — |+{x3+ —)+...+ | Xpns1 + — | = A,
X1 x x

2 n

kar lahko preoblikujemo in ocenimo navzdol

G () (e )
NA= —+xpa1+|x2+— |+ [x3+—]+...
X1 X2 X3

1 1
+<xn+x—n> zx—1+xn+1+2(n—1).

Velja torej

1
Xni1<2-n@2-A) — —.
X1
Ker je A < 2, je izraz na desni negativen za vse do-
volj velike 1, zato so negativni tudi vsi nadaljnji ¢leni
zaporedja.

Naj bo ABC ostrokotni trikotnik, za katerega velja
BC < AB in BC < CA. Naj tocka P leZi na daljici AB
in tocka Q lezina daljici AC, takoda P # B, Q # Cin
BQ = BC = CP. Naj bo T srediSce oCrtane kroznice
trikotnika APQ, H viSinska tocka trikotnika ABC in
S presecisSce premic BQ in CP. Dokazi, da so T, H in
S kolinearne.

Kot pri vsaki geometrijski nalogi si najprej
nariSimo ¢im natancnejso skico.

Opazimo, da je trikotnik BCQ enakokrak z vrhom
pri B, BH pa je viSina v tem trikotniku. V enako-
krakem trikotniku visina sovpada s simetralo kota,
zato je BH simetrala kota ZCBS. Podobno opazimo,
da je trikotnik CBP enakokrak z vrhom pri C, zato
je CH simetrala kota ZSCB. Tocka H tako lezi na
dveh simetralah kotov v trikotniku BCS, zato je to
kar srediSce vcrtane kroZnice trikotnika. Sledi, da je
SH simetrala kota Z/BSC. Dovolj bi tako bilo poka-
zati, da tudi tocka T leZi na tej simetrali oziroma na
simetrali kota ZQSP.

O to¢ki T Ze vemo to, da leZi na simetrali stra-
nice PQ, saj je sredisce trikoniku APQ ocrtane kro-
Znice. To nas spomni na znano geometrijsko konfi-
guracijo - simetrala stranice in nasprotnega kota se
sekata na razpolovis¢u pripadajoCega loka ocrtane
kroZnice. Dovolj bi tako bilo dokazati, da so tocke P,
S, Q in T koncikli¢ne.

Dokazujemo kolinearnost tock T, H in S.

Po izreku o obodnem in srediS¢nem kotu je
/PTQ =2/PAQ.

Oglejmo si Se kot ZQSP. Opazimo, da velja
ZQSP = /BSC =180° — ZSCB — ZCBS,

saj je vsota kotov v trikotniku SBH enaka 180°. Ker
pa je BH simetrala kota pri B, velja
/CBS =2/CBH =2 -(90° — ZACB)
=180° - 2/ACB.
Podobno dobimo, da je ZSCB = 180° — 2ZCBA, zato
je
/QS8P =180° - 180° + 2/ACB - 180° + 2/CBA
= 2(LACB + ZCBA) — 180°.

Sledi, da je

/PTQ + Z/QSP = 2/BAC + 2(/ACB + /CBA)
— 180° = 180°,

saj je Z/BAC + LZACB + ZCBA = 180°. Ker je vsota
nasprotnih kotov v Stirikotniku PSQT enaka 180°, je
ta tetiven.

Sedaj opazimo, da je TP = TQ, zato sta enaka
tudi pripadajoca obodna kota ZQST in ZTSP, torej
T res lezi na simetrali kota.

10
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Za vsa naravna Stevila n, k naj bo f(n,2k) Stevilo
mozZnosti, da tabelo velikosti n x 2k popolnoma po-
krijemo z nk dominami velikosti 2x1 (npr., f(2,2) =
21in f(3,2) = 3).

PoiSci vsa naravna Stevila n, pri katerih je za vsak
k € N stevilo f(n, 2k) liho.

Dokazali bomo, da pogoju zadoSc¢ajo na-
tanko vsa $tevila oblike 2K — 1. Najprej dokazimo
dve pomozZzni trditvi.

f2m+ 1,n) = f(m,n) (mod 2) za vse
m in vse sode n.

Oglejmo si, kaj se zgodi, ¢e tlakovanje tabele veli-
kosti (2m +1) xn prezrcalimo Cez sredinski stolpec.
Tako dobimo a parov tlakovanj (ki se zrcalijo drug
v drugega) in b posamicnih tlakovanj (ki se zrcalijo
sama vase). Ker je Stevilo tlakovanj v parih oc¢itno
sodo, bo f(2m + 1,n) = b (mod 2).

Dolo¢imo sedaj $tevilo b. Ce se tlakovanje prezr-
cali samo vase, mora veljati, da ima vsaka domina,
ki ima vsaj eno polje na sredinskem stolpcu, na sre-
dinskem stolpcu obe svoji polji. To pomeni, da je
sredinski stolpec pri teh tlakovanjih pokrit z % verti-
kalnimi dominami, kar ploS¢o razdeli na dva dela ve-
likosti m X n. Sredinski stolpec je fiksiran. Prav tako
tlakovanje enega dela velikosti m xn fiksira drugega,
da velja simetri¢nost, zato je b = f(m,n).

f(n,n) =0 (mod 2) za vse sode n > 2.

Prezrcalimo tlakovanja tabele velikosti n X n Cez
diagonalo. Nobeno tlakovanje se ne zrcali samo vase
(domina v zgornjem levem kotu, bo npr. iz verti-
kalne prezrcaljena v horizontalno, ali obratno). Torej
lahko tlakovanja razdelimo v pare, =zato bo
f(n,n) sodo.

Sedaj lahko zaklju¢imo dokaz. Vemo Ze nasle-

dnje:

Ce je m lih, iz prve trditve sledi, da n zadoSca
pl)ogoju naloge natanko tedaj, ko pogoju zadosSca
s(n—1).

2

Cejen = 2 sod, iz druge trditve sledi, da n pogoju
ne more zadosScati.

TEKMOVANJA

Primer zrcaljenja domin

Cejen =1 =2! -1, potem n zado$¢a pogoju, saj
je f(1,2k) = 1 za vsak k.

Zapis§imo n v binarnem sistemu. Ce je m sod, ne
zadoSca pogoju naloge, Ce je lih, pa si oglejmo Ste-
vilo, ki ga dobimo, ¢e mu izbriSemo zadnjo Stevko.
To je ravno %(n —1). Ce ima n v binarnem zapisu
kakSno Stevko enako 0, bomo z brisanjem zadnje
Stevke na neki tocki prisli do sodega Stevila, ki pa
ne zadosSca pogoju. Sledi, da imajo iskana Stevila v
binarnem zapisu same enke, to pa so ravno Stevila
oblike 2k — 1.
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FIZIKA

/ajCki

N 2\%
NADA RAZPET

- Z usmerjanjem snopa soncne svetlobe z ravnim
zrcalom na stene delamo zajcke. Zajcke, to je sve-
tle lise, pa lahko mecejo tudi steklene povrsine

stavb.

SLIKA 1.
Odsevi - zajcki na fasadi hiSe na drugi strani nase ulice. Od
leve proti desni si sledijo zajcki od vrat, okna, okna in vrat.

Nekega pomladnega jutra smo za kratek ¢as na
fasadi hiSe na nasprotni strani ulice opazili svetel
znak. Mislili smo, da je to odsev tovarniSkega znaka
na avtomobilu, ki je bil parkiran poleg naSe hiSe. Na
pojav smo hitro pozabili. Potem pa smo sredi sep-
tembra zjutraj znova opazili tak znak, po domace
zajcka. Kmalu sta se pojavila Se dva zajcka in na

koncu smo videli Stiri zajcke, kot kaZe slika 1. Ko
smo odprli balkonska vrata, se je eden od zaj¢kov
premaknil. Drug zajc¢ek se je premaknil takrat, ko
smo rahlo nagnili okno proti notranjosti. Tako smo
ugotovili, da so zajcki odsevi steklenih povrSin z
obojih vrat in oken, ki gledajo proti vzhodu. Zajc¢ki,
ki jih mecejo vrata, imajo znotraj kroga oziroma elip-
se obliko ¢rke Y, okenski zajcki pa obliko ¢rke X.
Vzrok za Y je balkonska ograja, ki prestreZe del od-
bitih zarkov.

NasSa okna so dvoslojna. Med obema slojema je
plast plina. Ce je prostor med obema plastema do-
bro zatesnjen, se masa plina ne spreminja. Tlak v
prostorih, kjer je okno, pa se spreminja. Ce je tlak
viSji, se steklo rahlo vboc¢i. PovrSina zunanje plasti
postane konkavno zrcalo, ki pa ni sfericno. Izve-
denci pravijo, da se zunanja plast lahko ukrivi od
1 mm do 4 mm, notranja pa od 2 mm do 8 mm. Ka-
kSno obliko zavzame Sipa, je odvisno od lastnosti
stekla, nacina, kako je zatesnjen plin, od sredstva, ki
vpija vlago, velikosti okna, vpetosti stekla v okvirju
in materiala, iz katerega je okvir. Zarki, ki vpadajo
na okno, se od okna odbijejo in na fasadi hiSe na
drugi strani ulice oblikujejo zaj¢ka. Zanimivo je, da
smo prav takega zajcka opazili na eni od fasad v bli-
Znji ulici, v nasi ulici pa nikjer drugje. To pomeni,
da je vazno, pod kak$nim kotom vpada svetloba na
povrsino oken, kako je okno ukrivljeno in koliksna
je razdalja nasproti stojecih his.

Ce malo pobrskamo po spletu, vidimo, da lahko
okna mecejo zajCke razlicnih oblik. Zadeva ni tako
nepomembna, kot je videti. Pri razdalji med hiSami,
ki so blizu goriS¢ne razdalje ukrivljenega okna, je
lahko temperatura na zajc¢ku precejSnja, med 160 °C
in 200 °C, kar pomeni, da se plasticne obloge sta-
lijo ali pa celo zaZgejo. Tovrstne teZave poznajo Ze
dolgo in Se povzrocajo sive lase mnogim arhitektom
in gradbenikom.

K sreci nasSe steklene povrsSine Se niso povzrocile
Skode. Pa Se zajCke lahko opazimo le spomladi in
jeseni blizu enakonocja.

Ko opazimo pojav v naravi, ga Zelimo ponazoriti
tudi s poskusi. NajlepSe uspejo poskusi z malo de-
belejSo prozorno plastiko ali pa z debelejSo pravo-
kotno plasti¢no ploS¢o z dobro odsevno povrsino.

Naredili smo tri vrste poskusov.

Najprej smo delali s spodnjim delom Skatle ¢oko-
ladnih pralin. Skatla ima pribliZzno 1 cm visoke stran-

12
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ske ploskve. Na sredo dna Skatle smo pritrdili maj-
hen vakuumski prisesek in ga rahlo potegnili, tako
da se je dno upognilo. Zunanjo spodnjo stran smo
usmerili proti soncu in poiskali zajcka (slika 2). Ce
smo mocneje potegnili prisesek, je bil notranji vec-
kotnik vecji. Svetle pike na obodu so odsevi vogalov
Skatle. Robovi Skatle se tudi rahlo ukrivijo, tako do-
bimo pribliZzno kroZzni odsev. Doma lahko poskusite
tudi z ve¢jimi vakuumskimi priseski.

SLIKA 2.

Zajcek spodnjega dela prozorne Skatle za praline. Dno smo
upognili z vle¢enjem vakuumskega priseska, ki je namescen na
sredino osnovne ploskve.

Drugo serijo poskusov smo delali z belo plasti¢no
plosco, ki smo jo krivili na robovih (slika 3).

Zadnjo serijo poskusov pa smo delali z za$¢itno
Skatlo za posamezne zgoS$Cenke. Enega od zajckov
kaze slika 4. Ali je bila v Skatli zgoSCenka ali ne in
kako smo Skatlo krivili, pa ugotovite sami.

Pri izvajanju poskusov smo omejeni na predmete,
ki jih imamo doma ali pa so lahko dostopni. Zato
bomo zajcke delali §e z racunalnikom. Zrcala imajo
zdaj lahko poljubno obliko, saj jih programiramo. Mi
bomo delali z GeoGebro, ki ima Ze nekaj ukazov, ki
jih pri ustvarjanju zajckov potrebujemo. Da bodo
razmere kar se da podobna oknu, moramo izbrati
primerno zrcalo, to je primerno ploskev. Do nje pri-
demo z reSevanjem enacbe za napeto opno, pritrjeno
na pravokotni okvir. Tu podrobnega racuna ne bomo
omenjali, poleg tega bomo reSitev Se poenostavili.

FIZIKA

SLIKA 3.
Zajcek, ki ga odseva bela debelejsa plasticna pravokotna plo-
$¢a, ki smo jo ukrivljali po robovih.

SLIKA 4.
Zajcek, ki ga lahko odseva Skatla za posamezne zgoscenke.

Enacbo ploskve p smo izbrali takole:

. - _ nx . ny
f(x,y)=—-hcos PRI TA %
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%

Na robu pravokotnika ni odmika, tam je f(x,y) =
0. Pri tem smo spreminjali faktor h od 0,12 do 0,3.
Ker smo zaceli s kvadratnim oknom, smo postavili
a = b = 2, da je bilo srediSce koordinatnega sistema
v srediscu okna.

Da nam GeoGebra nariSe samo omejeni del plo-
skve, to zapiSemo takole:

Ploskev(u, v, f(u,v),u,-2,2,v,-2,2).

Nato smo naredili dva drsnika ¢ € [-2,2] in d €
[-2,2]. Izbrana tocka na ploskvi ima koordinate
T(c,d, f(c,d)). Vtocki T smo postavili normalo na
ploskev, to je vpadna pravokotnica za Zarke. Nor-
malo poiS¢emo tako, da z GeoGebro izracunamo od-
voda, prvega po spremenljivki x, drugega po spre-
menljivki y:

p(x,y) = 0dvod(f(x,y),x),
a(x,y) = Odvod(f(x,y),y).

Najprej poisS¢emo toCko na tej normali, to naj bo
tocka N:

N(c -p(c,d),d—q(c,d), f(c,d)+1)

Normalni vektor je torej vektor, ki povezuje tocki

T in N, to je vektor 7 = TN. Izberemo §e smer
vpadnih zarkov in skozi to¢ko T nariSemo vzpore-
dnico k vpadnim Zarkom. Na tej vzporednici izbe-
remo tocko M, jo prezrcalimo preko vpadne pravo-
kotnice in dobimo tocko M’. Na koncu nariSemo Se
odbiti zarek, ki lezi na poltraku [T,M). Zdaj po-
trebujemo Se ploskev, na katero odbiti Zarki mecejo
zajcka. Na osi z izberemo tocko R in nariSemo rav-
nino, vzporedno z okvirjem. Mi smo za zacetek lego
tocke R izbrali tako, da je R(0, 0, 3). Potrebujemo Se
preseciSce odbitega zarka s to ravnino, to je tocka
P. Da je risanje zajcka kar se da sistemati¢no, na-
redimo to tako, da za en korak premaknemo drsnik
¢ in poZenemo drsnik d od —2 do 2. Nato prema-
knemo drsnik ¢ Se za en korak in poZenemo d (ani-
macija). Stevilo korakov doloca $tevilo tock. Za za-
Cetek jih je dovolj 21 za vsak drsnik, torej 441 tock.
Lahko pa jih izberete tudi nekaj tiso¢. GeoGebra jih
kar hitro izriSe. Sled tocke P, ki je preseciSce od-
bitega zarka z vzporedno ravnino, riSe zajcka. Vse
skupaj lahko poenostavimo tako, da je potreben en
sam drsnik, kar pa zahteva nekaj znanja o matrikah.

S spreminjanjem faktorja h ali pa s premikanjem
vzporedne ravnine dobimo razli¢ne oblike zajckov.
Dva izmed njih kaZeta sliki 5 in 6. Na sliki 6 smo iz-
brali vecji upogib, vecji h. Na sredini zajcka je nastal
Stirikotnik, kar smo opazili Ze pri poskusih s Skatlo
za praline. Na slikah so v ¢rni barvi narisani vpadna
pravokotnica, vpadni in odbiti Zarek. V oker barvi pa
je izbrana smer vpadnih Zarkov in tocke, ki so pre-
sec¢iSc¢a odbitih zarkov z vzporedno ravnino. Kjer so
pike gostejSe, je zajcek svetlejsi, kjer pa je pik malo,
pa je odbite svetlobe na vzporedni ravnini malo.

Zajcek pri majhnem upogibu zrcala.

Zajcek pri vecjem upogibu zrcala.
Stirikotnik.

Na sredini se pojavi

14
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Zajcek na zaslonu, oddaljenem 2 m.

Zajcek na zaslonu, oddaljenem 3,5 m.

Zajcek na zaslonu, oddaljenem 5 m.

FIZIKA

Spretni programerji si lahko naredite zajcke Se z
drugace oblikovanimi zrcali in z ravninami, ki niso
vzporedne z ravnino okvirja. Nekaj takih je na sli-
kah 7, 8 in 9. Narisani so z numeri¢nim reSevanjem
enacbe za kvadratno opno, ki jo konkavno upogne
razlika v tlakih na zunanji in notranji strani okna ter
na razli¢nih oddaljenostih zaslona od okvirja. Glede
na vpadne zarke so zunanje Sipe konkavne, notranje
pa konveksne. Imamo torej dvojni odboj.

Da so nasi izracuni pravilni, potrjuje tudi fotogra-
fija 10. Posneta je bila opoldne. Sonc¢ni Zarki pa-
dajo med stolpnicama od zgoraj na juZzno steno stol-
pnice in se od steklenih povrsin odbijejo na severno
steno sosednje stolpnice. Fotografijo je posnel And-
rej Razpet.

{,‘\‘ AT

Zajcki, ki jih okna in zastekljeni balkoni stolpnice mecejo na
steno sosednje stolpnice.

The Curious Case of the
ding Windows, dostopno na WWW .
greenbuildingadvisor.com/article/
curious-case-imploding-windows,
4.10. 2021.

ogled

Implo-

PRESEK 49 (2021/2022) 6

15



RAZVEDRILO

A A4

Nagra

dna krizan

<d

NERAZ- FRANCOSKI | SLOVASKO-
AVIOR | NAS LEPA | POVRG | LOCNO, | ppvarp | svonos | SLIKAR |MADZARSKA| oNORat.
MARKO. ~ SLIKAR | ORFEJEVA | MLADICA | TIHO KOCBEK | PLOSKEM | IMPRE- REKA, ARco:
[ BOKALIC = (MAKSIM) | ZENA | PRIKRAVI | GOVORITI, UDARCU | SIONIST | PRITOK | wiroy
\ MRMRATI (AUGUSTE) | DONAVE
1
\\ PODROCJE
\ MATEMA-
\ TIKE
ram POPRAV-
< 5 LIAVEC
\ 7 1 ZALETENIH
5% AVTOMO-
/ BILOV.
PANONSKA MEST
POKRAJINA VEVROP-
MED SPOD SKEM
NJO SAVO DELU
IN DONAVO TURCLIE
KANADSKA ATENSKL 6
IGRALKA | DRZAVNIK |
(ALISON) AMERISKI
PREKMUR. IGRALEC
ZAVITEK (CHRISTIAN)
_— NATRIJ
DERIVAT
AMONIAKA
NOSLNO | PREp- | OPTIENI PRIAZ- | ITALUAN. 11 e
PV FA | OHISIE, | SEDNIK | ELEMENT, | ALFRED | NoST POLI- SIMBOL BOUEZEN
I e | Ve | KILOMI' | NOBEL | DOMAG- | ESTRNO ZA RADL) CERn
SVETLOBO NOST | VLAKNO
HORVAT
NALEPKA | SLOVANSKI
Z0ZNAKO TR | JEZIK
FURNIR TZDELKA C. ISLAMSKI
0BMOCUE, | 1SLOMS
RAZVRAT POVRSINA | goEvNik
SREDISCE R
MOFNEIE VITAMINOV
POMILO-
ALPAH g
VRH NASINEKD. |  ZLOG, 9
NANOSA NAMIZNOT. | KITVORI |
STVAR SKOCO IGRALKI | LATINSKO- | UGENJAK
IN 0DDAJ- (VESNAIN | AMERISKI
IKOM ANDREJA) |  PLES
0GROMEN MERI SE
BABIC ARKTICNI V VATIH sETN%NBJé\ S
A JELEN AM. SKLA- e LIKOVNA
ZGODOVIN. DATELJ RO STVARITEV
0BDOBJE (CHARLES)
ZENSKA 7 ALBIN GORSKE
501 Z RIM. 0BLIKA VELIK | ZABKAR |_RES. SANI |
STEVIL- 0D VIDEC “BRKATI" HRVASKO
KAMI DOMENA JASTREB | PRIPET- MESTO
SLOVENLE LA 0B DONAVI
12 e ABORTUS
LISTNATO VSEBUJE AMERISKA
DREVO NAJVEG I'((""lfé‘l'(“"
MASCOB
LIGA A
DOMENA
TELEVI- NAS MADZARSKE
_ ZUKA PEVEC JUGOSLOV.
ZNIDARSIC (0T0) PEVEC —
ZDRAVKO, NEGOVA!
NAS KLAS.
FILOLOG
KAJETAN
KRAVJT
ORGAN
2 PRAZNOVA-
NJE GODA
NEKOVINSKI|
KEMLISKI
ELEMENT
JUZNOAM.
DRZAVA
GR. CRKA
(ZNAK ZA
0STOTO)
8
MESCAN
REKE

16

PRESEK 49 (2021/2022) 6




RAZVEDRILO

13

i -

15

4 .

NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz o$teviléenih polj vpisite skupaj z
. osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

www.presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 1. avgusta 2022, ko bomo

16 izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
d zno nagrado.

XXX

PRESEK 49 (2021/2022) 6 1 7




ASTRONOMIJA

JURI) JAPEL)

Vsak del elektromagnetnega spektra nudi svoje-
vrstne informacije o vesolju. Infrardeca svetloba
je med drugim bistvena za opazovanje novoroje-
nih in mladih zvezd, za Studij atmosfer planetov
okoli drugih zvezd in pri iskanju najbolj oddalje-
nih zvezd in galaksij v vesolju. Pred kratkim so
astronomi v vesolje poslali vesoljski teleskop
JWST, ki nam bo ponudil povsem nov pogled na

infrardece vesolje.

Konec decembra 2021 je svet spremljal izstreli-
tev rakete z dragocenim tovorom na krovu, vesolj-
skim teleskopom JWST. Pricakujemo, da bo teleskop
v astronomijo prinesel podoben napredek, kot ga je
vesoljski teleskop Hubble. Teleskop, ki naj bi deloval
vsaj desetletje, bo prva prava opazovanja opravil na
zacetku poletja, ko bodo znanstveniki uspesno kon-
Cali testiranje vseh sistemov.

Teleskop JWST je teleskop preseZnikov. Vet kot
trideset let je trajalo od prve ideje o teleskopu do iz-
strelitve. Gre za enega izmed najdraZjih observato-
rijev v zgodovini znanosti. Glavno zrcalo teleskopa,
sestavljeno iz 18 heksagonalnih pozlacenih zrcal, je
s premerom 6,5 m najvecje zrcalo, kar smo jih do
sedaj poslali v vesolje. NajpomembnejSa lastnost te-
leskopa je, da zbira infrardeco svetlobo. JWST ne bo
prvi vesoljski infrardeci teleskop, bo pa dalec najbolj
zmogljiv. In prav infrardeci svetlobi se gre zahvaliti,
da je projekt tako zapleten in drag.

Ni nakljucje, da so naSe oc¢i najbolj obcutljive na vi-
dno svetlobo. Svetloba z valovno dolzino med 300
in 700 nm potuje skozi atmosfero skoraj neovirano
in temu so se prilagodile naSe oci. A vidna svetloba

je le manjSi del elektromagnetnega spektra. Poleg
vidne svetlobe atmosfera prepusti Se del radijskega
valovanja in nekaj oZjih pasov v infrardeCem delu
spektra, medtem ko svetloba visokih energij (ultravi-
jolicna svetloba, rentgensko sevanje, sevanje gama)
ne doseZe povrsja.

Infrardeca svetloba zavzema valovne dolZine med
nekaj manj kot enim ym in vse do enega mm. Si-
roki pas veckrat razdelimo na bliZznjo infrardeco (A <
20 pm) in podmilimetrsko obmocje, kar je povezano
z razlicnimi teleskopi in detektorji, ki jih potrebu-
jemo za opazovanje teh dveh delov spektra. Vecino
infrardeCe svetlobe absorbirajo molekule vode,
ozona in ogljikovega oksida v atmosferi (slika 1). Z
Zemlje lahko opazujemo le svetlobo ozkih spektral-
nih obmodcij, ki jih atmosfera ne absorbira. Za ¢im
boljsi rezultat opazovanja je teleskop potrebno po-
staviti ¢im viSje, tako da je med teleskopom in veso-
ljem ¢im manj atmosfere.

H,0 O3 O3
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Prepustnost atmosfere v obmocju infrardecih valovnih dolzin.
Oznaceni so nekateri izmed glavnih plinov (CO2, H20, O3), ki
absorbirajo svetlobo. Atmosfera absorbira prakticno vso sve-
tlobo med 20 ym in T mm. Model prepustnosti je bil iz-
racunan s pomocjo aplikacije SKYCALC Evropskega juznega
observatorija.
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Poleg atmosfere opazovanje na Zemlji oteZuje tu-
di termi¢no sevanje teles. Zemlja, atmosfera in vsako
telo s temperaturo nekaj sto K sevajo infrardeco sve-
tlobo. Opazovanja nad A ~ 5 uym z Zemlje zaradi
termiCnega sevanja, ki povsem preplavi Sibki signal
astronomskih teles, postanejo bolj ali manj nemo-
goca. Dolgovalovni del infrardeCega spektra je vsaj
delno dosegljiv v visjih delih atmosfere, zato so v
preteklosti tja veckrat poSiljali balone in letala z in-
frardecimi teleskopi. Za dostop do celotnega infrar-
decega spektra in za najbolj obcutljiva opazovanja
pa moramo teleskop poslati v vesolje.

llustracija vesoljskega teleskopa JWST.
Avtor: NASA GSFC/CIL/Adriana Manrique Gutierrez

Teleskop JWST bo opazoval v obmocju od 0,6 do 30
um. Termicno sevanje Zemlje moti opazovanje pred-
vsem svetlobe daljSih valovnih dolZin, zato so znan-
stveniki teleskop poslali dale¢ stran od planeta. Nje-
govo delovno okolje bo tako imenovana druga La-
grangejeva tocka ali L2. V vrteCem sistemu Sonca
in Zemlje se nahaja pet Lagrangejevih tock, kjer je
vsota vseh sil enaka ni¢!. Tocka L2 leZi priblizno 1,5
milijona km od Zemlje, pri ¢emer je Zemlja vedno
med tocko in Soncem. Ta tocka je pravzaprav la-
bilna: ¢e pripeljemo teleskop v to tocko, bo s¢asoma
odplaval stran. JWST se bo zato gibal okoli L2 tocke

1Pri tem zanemarimo gravitacijski vpliv drugih planetov.

ASTRONOMIJA

v posebni orbiti, pri ¢emer bo za vzdrZevanje orbite
potrebnega zelo malo goriva.

Teleskop bo ves ¢as obrnjen stran od Zemlje in
Sonca. Slednje je Se posebej problemati¢no, saj ob-
¢utno segreva teleskop in instrumente v njem?. Za-
dnja stran teleskopa, ki gleda proti Soncu, je zasSci-
tena z vecslojnim S¢itom velikosti teniSkega igrisca.
Zunanja soncna stran $¢ita ima temperaturo od 290-
320 K, notranja ohlajena stran, kjer je teleskop z in-
strumenti, pa okoli 40 K. Trije izmed Stirih instru-
mentov za delovanje potrebujejo temperaturo pod
50 K. Cetrti instrument, ki bo opazoval najdaljse va-
lovne dolzine, pa je potrebno Se dodatno hladiti s
teko¢im helijem do temperature pod 7 K.

Ena izmed karakteristik teleskopa je glavno zrca-
lo, sestavljeno iz 18 heksagonalnih zrcal. Razlog za
taks$no konstrukcijo je dvojen. TeZko je narediti tako
veliko zrcalo iz enega kosa. Obenem pa nimamo na
voljo dovolj velike rakete, s katero bi lahko izstre-
lili teleskop s tako velikim zrcalom - zrcalo in Scit
je bilo potrebno med izstrelitvijo zloZiti in kasneje v
vesolju razpreti. Tudi zlata barva zrcal ni naklju¢na.
Zlato namrec zelo dobro odbija infrardeco svetlobo,
veliko bolje kot bolj klasi¢na materiala, aluminij in
srebro. Dobra odbojnost pomeni, da bo manj sve-
tlobe izgubljene na poti proti detektorju. Vecina zr-
cala je pravzaprav zgrajenega iz berilija, mocnega
materiala, ki se zelo malo odziva na temperaturne
spremembe. Cez berilij je nane$ena le tanka plast
zlata.

Poglejmo si nekaj glavnih podrocij astrofizike, kjer
infrardeca svetloba igra pomembno vlogo.

V medzvezdnem prostoru se nahajajo oblaki plina in
prahu. Snov v oblakih je izjemno redka: gostote ato-
mov in molekul v oblakih se obicajno gibljejo med
100 in 10000 delcev na kubi¢ni centimeter, medtem
ko imajo najgostejsSi molekularni oblaki do stokrat
vecje gostote. Kljub majhnim gostotam pa ti razse-

2Vesolje ima resda zelo nizko temperaturo, a ker je obenem
bolj ali manj prazno, se lahko teleskop ohlaja le preko sevanja
in ne preko bolj uc¢inkovite konvekcije.
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M8 « Lagoon Nebula
HSTWFC3

Meglica Laguna v vidni (levo) in infrardeci svetlobi (desno). Sve-
tloba daljSih valovnih dolzin razkrije zvezde, ki so v vidni sve-
tlobi zakrite za zaplatami prahu. Vecina teh zvezd je oddalje-
nih, nekatere pa so mlade, pravkar rojene zvezde v meglici.
Obe sliki sta bili posneti z Vesoljskim teleskopom Hubble.
Avtor: NASA/ESA/STScl

Zzni oblaki spreminjajo izgled tako posameznih
zvezd kot galaksije kot celote.

Vzemimo zvezdo, ki se nahaja za oblakom prahu.
Med potovanjem skozi oblak se del njene svetlobe
siplje na praSnih delcih. Nekaj svetlobe prasni delci
absorbirajo in jo izsevajo (v drugih valovnih dolzi-
nah) v naklju¢ni smeri. Posledi¢no se torej nekaj
svetlobe v oblaku izgubi. Temu pojavu pravimo ek-
stinkcija. Prasni delci ne sipljejo vse svetlobe enako
ucinkovito. Svetloba z valovno dolZino vecjo od ve-
likosti praSnega delca bo delec bolj ali manj presSla.
Ekstinkcija je torej veliko moc¢nejSa v modri svetlobi
kot v rdec¢i. Ta pojav je med drugim odgovoren za
rdece sonceve zahode na Zemlji. Ce ekstinkcijo po-
gledamo bolj podrobno, je sicer odvisna tudi od ve-
likosti in kemicne sestave prasnih delcev.

Z infrardeco svetlobo torej lahko pogledamo za in
v prasne oblake. Se posebej zanimivo je raziskati
podrocja, kjer se rojevajo zvezde. Na slikah meglic
v vidni svetlobi obicajno vidimo temne pasove - v
taks$nih najbolj prasnih delih galaksije se skrivajo
zvezdne porodniSnice. Tako dobimo vpogled v za-
pleten proces nastanka zvezd. Med drugim nas za-
nima, kako molekularni oblaki razpadejo v zvezde,
kaksne mase ima novorojena populacija zvezd in ka-
ksno vlogo pri tem igrajo zastopanost tezkih kemic-
nih elementov, magnetna polja in turbulence v mole-
kularnih oblakih.

V dvajsetih letih prejsSnjega stoletja so znanstveniki
ugotovili, da se vesolje Siri. Oddaljene galaksije se
od nas oddaljujejo: bolj ko je galaksija oddaljena, hi-
treje se oddaljuje. Sirjenje vesolja ima zanimiv vpliv
na svetlobo, ki jo galaksije izsevajo. Valovna dolzZina
svetlobe, ki potuje skozi Sirajoce se vesolje, se raz-
tegne in pomakne proti daljSim valovnim dolZinam.
Spremembi valovne dolZine zaradi Sirjenja vesolja
pravimo kozmoloSki rdeci premik. Bolj ko je gala-
ksija oddaljena, vecji je rdeci premik, kar opiSemo z
enostavno enacho

2\izmerjena -1+ z,

)\izsevana

kjer sta Aizmerjena I Aizsevana 1Zmerjena in izsevana
valovna dolZina, z pa rde¢i premik. Najbolj odda-
ljene galaksije, kar smo jih do sedaj detektirali, ima-
jo rdeci premik z ~ 11. Rdeci premik je priro¢na ko-
licina, ki pa nam sama po sebi ne pove, kako dalec se
nek objekt nahaja. Povezava med rde¢im premikom
in razdaljo je nelinearna in je odvisna od privzetega
modela Sirjenja vesolja, podkrepljenega z opazoval-
nimi podatki.

Rdeci premik ima pomembno posledico za opazo-
vanje in raziskovanje galaksij. Recimo, da z naSim
teleskopom opazujemo galaksije v vidni svetlobi pri
Aizmerjena = 550 nm. Galaksija, ki lezi na rdecem pre-
miku z =0,1, 0,5, 2,0, bo zajeto svetlobo pravzaprav
izsevala pri Ajzsevana = 500, 366, 180 nm. Opazovanja
galaksij na razli¢nih oddaljenostih v tem primeru ne
moremo primerjati, saj opazujemo povsem razli¢ne
dele spektra. Za pravilno primerjavo moramo torej
bolj oddaljene galaksije opazovati pri daljsih valov-
nih dolZinah.

Se ena posledica rdecega premika je, da zelo od-
daljenih galaksij ne moremo videti v vidni svetlobi.
Galaksija ne izseva veliko svetlobe z valovno dolZino
manjso od 120 nm. Delno je za to kriv prah, saj je
ekstinkcija v ultravijoli¢ni svetlobi zelo visoka. Se
vecji problem pa je medgalakti¢ni plin, ki absorbira
svetlobo pod ~ 120 nm. Ce opazujemo pri Aizmerjena
= 550 nm, potem lahko v ultravijoli¢ni svetlobi opa-
zujemo samo galaksije do z ~ 550/120 -1 = 3,6. Za
bolj oddaljene galaksije moramo opazovati pri dalj-
Sih valovnih dolZinah. Za iskanje in opazovanje naj-
bolj oddaljenih galaksij moramo torej poseci po in-
frardeci svetlobi.
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PRESEK 49 (2021/2022) 6




z~ 0.5

Valovna dolZina

z~0.2

llustracija kozmolosSkega rdecega premika. Absorpcijske Crne
Crte vsaka galaksija vsebuje v izsevanem spektru pri enaki va-
lovni dolzini. Ker pa galaksije lezijo na razlicnih oddaljenostih,
se razli¢no hitro oddaljujejo. Njihov spekter svetlobe je prema-
knjen proti daljSim valovnim dolzinam, ¢emur pravimo kozmo-
loski rdeci premik.

Nadejamo se, da bo JWST pogledal Se dlje in omo-
gocil odkritja Se bolj oddaljenih galaksij. V astrono-
miji je oddaljenost povezana s starostjo vesolja: bolj
oddaljena ko je galaksija, mlajSe je bilo vesolje, ko je
izsevala svetlobo, ki jo opazujemo danes. Z novim
teleskopom bomo verjetno lahko opazovali prvo ge-
neracijo galaksij v le nekaj sto milijonov let starem
vesolju. Zanima nas, kako so te galaksije nastale in
se razvijale. Upamo, da bomo lahko povedali kaj ve¢
tudi o prvih generacijah zvezd. Med drugim Zelimo
razjasniti osupljiva opazanja, da ze zelo mlade ga-
laksije vsebujejo ogromno prahu in da se v njihovih
srediS$cih nahajajo supermasivne ¢rne luknje.

Okoli vecine zvezd v galaksiji kroZijo planeti. Med
veC kot pet tisoCi odkritih eksoplanetov najdemo
vroCe Jupitre, super-Zemlje in male Neptune, ledene
velikane in tudi manjSe kamnite planete. Planeti se
gibljejo v najrazlicnejsih konfiguracijah, ki se veci-
noma razlikujejo od razporeditve planetov v Oson-
¢ju. Prek Studija eksoplanetov Zelimo razumeti rast
in razvoj planetov (tako v Osoncju kot v sploSnem).
Planetologi, skupaj z astrobiologi in geologi, obenem
poskuSajo razumeti proces nastanka Zzivljenja. In-
frardeca svetloba pri tem zopet igra pomembno
vlogo.

Eden izmed instrumentov teleskopa JWST vsebuje
koronograf. Funkcija koronografa je, da med slika-
njem prekrije svetlo zvezdno ploskev, s ¢imer omo-
go¢i opazovanje manj svetle okolice. Na ta nacin
lahko direktno slikamo temne eksoplanete. Obicajno
planete vidimo, ker se od njih odbija svetloba go-

ASTRONOMIJA

stujocCe zvezde. Detektiramo lahko predvsem velike
plinaste velikane na relativno Sirokih orbitah. Ko-
maj rojeni plinasti velikan je Se tako vro¢, da sam
seva v infrardec¢i svetlobi, kar tudi na¢eloma lahko
detektiramo. Korongraf in infrardeci instrument sta
uporabna tudi za opazovanje protoplanetarnih dis-
kov plina in prahu. V tem primeru lahko opazujemo
prve korake v razvoju eksoplaneta.

Zivljenje, kot ga poznamo za obstoj, potrebuje at-
mosfero, zato je eden izmed ciljev teleskopa JWST
tudi podrobno opazovanje atmosfer vecjega Stevila
eksoplanetov. Med potovanjem planeta preko plo-
skve gostujoCe zvezde posnamemo spekter zvezde.
Del svetlobe zvezde potuje skozi planetovo atmos-
fero, pri cemer atmosferski plini absorbirajo del sve-
tlobe pri to¢no dolocenih valovnih dolZinah. Iz do-
bljenega spektra nato preberemo, kateri plini se na-
hajajo v atmosferi. Opazovanje atmosfer plinskih
velikanov je postala Ze rutina, JWST pa bo omogo-
¢il tudi opazovanja atmosfer manjsih kamnitih pla-
netov podobnih Zemlji. Kot je bilo Ze omenjeno, se
v infrardeCem spektru med drugim skrivajo podpisi
plinov, kot so voda, ogljikov dioksid in metan.

Teleskop JWST lepo ilustrira, na kaj vse morajo biti
inZenirji pozorni pri nac¢rtovanju. Vse se zacne z
znanstveniki, ki bi radi raziskali dolo¢en problem.
S tem nekako Ze izberemo valovno dolzino, v ka-
teri Zelimo opazovati. Nato sledi vrsta dejavnikov,
kot so sevanje Zemlje, izbira materialov, tempera-
tura delovanja in nenazadnje razpolozljiva sredstva,
ki vplivajo na izgled in funkcionalnost kon¢nega in-
strumenta, teleskopa ali observatorija. A projekt je
vreden casa in denarja, saj nam bo razkril vesolje v
povsem novi luci.

V grobem lahko predpostavimo, da je Zemlja ¢rno
telo, to je idealizirano telo, ki absorbira vso vpadno
svetlobo. Taksno telo s temperaturo T seva termi¢no
svetlobo z dobro definiranim spektrom. Wienov za-
kon nam pove, pri kateri valovni dolzini Apaks ¢rno
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telo izseva najvec svetlobe:

b
" Amaks = T
kjer je b = 2,88 x 10~3 m-K. Pri kateri valovni dolzini
izseva najvec svetlobe Zemlja, ¢e je njena tempera-
tura 20 stopinj Celzija?

Naloga 2

Ekstinkcijo obi¢ajno merimo v magnitudah. Spre-
membo gostote toka svetlobe zaradi potovanja skozi
prasen oblak v tem primeru lahko zapiSemo kot

-0,4A
* Fizmerjen,v = Fizsevan,v10 v,

kjer sta Fizmerjen,v 1N Fizsevan,v 1zmerjena in izsevana
gostota toka vidne svetlobe, Ay pa ekstinkcija vidne
svetlobe v magnitudah. Tipi¢ne vrednosti ekstinkcije
so:

= Ay = 0,2 mag v primeru, da je med nami in zvezdo
samo medzvezdni medij in da se zvezda ne nahaja

* Ay = 0,5 -5 mag vrednost ekstincije v smeri proti
zvezdam znotraj meglice Laguna (slika 3).

= Ay > 15 mag je obiCajna vrednost ekstincije v
smeri proti centru galaksije.

Koliko vidne svetlobe zvezde je izgubljene v vsakem
izmed treh primerov?

Naloga 3

Galaksija GN-z11 je trenutno najbolj oddaljena
galaksija, kar jih poznamo. Njen rdeci premik je
z=11,1.

= Ali lahko to galaksijo detektiramo z instrumen-
tom, ki opazuje pri valovni dolZini A = 1200 nm?

= Radi bi opazovali emisijski ¢rto vodika Hg, ki jo
galaksija izseva pri valovni dolzini A = 486 nm.
Pri kateri valovni dolzini bi morali opazovati? Je
to mogoce z Zemlje?

predalec.
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MLADEN BoOROVIE, JANI DUGONIK

V prejsSnjem delu smo podrobneje predstavili dve
razdalji urejanja - Hammingovo in Levenshteinovo
razdaljo. Na primerih smo predstavili glavne ope-
racije: vstavljanje (ang. insertion), brisanje (ang. de-
letion) in zamenjava (ang. substitution). Omenili smo
tudi posebno obliko zamenjave, ki jo imenujemo
transpozicija (ang. transposition) in poudarili razliko
med zamenjavo in transpozicijo. Pri navadni zame-
njavi gre za zamenjavo znaka s poljubnim znakom,
tudi takSnim, ki se ne pojavi v nizu, pri transpoziciji
pa smo omejeni na zamenjavo znakov, ki se nahajajo
v samem nizu. Ker niti Hammingova, niti Levenshtei-
nova razdalja ne dovoljujeta operacije transpozicije,
se bomo v tem prispevku omejili na dve razdalji ure-
janja, ki dovoljujeta transpozicijo; to sta Jarova in
Jaro-Winklerjeva razdalja.

Jarova in Jaro-Winklerjeva razdalja se na podro-
¢ju procesiranja naravnega jezika, podobno kot vse
ostale razdalje urejanja, uporabljata za primerjavo
dveh nizov in ugotavljanje podobnosti med njima.
Ker sta razdalji nastali v razmaku enega leta (Jarova
je nastala leta 1989, Jaro-Winklerjeva pa leta 1990),
sta v literaturi veckrat definirani kot ena razdalja -
Jaro-Winklerjeva razdalja. V resnici Jarova razdalja
predstavlja osnovno razdaljo, ki upoSteva operacijo
transpozicije, Jaro-Winklerjeva razdalja pa je razSi-
ritev, ki k delovanju doda viSjo oceno podobnosti, Ce
se vhodna niza ujemata v zacetnih znakih. Za izra-
cun Jaro-Winklerjeve razdalje torej potrebujemo Ja-
rovo razdaljo. Da bi bolje razumeli uporabo transpo-
zicije, si v nadaljevanju podrobneje poglejmo njuno
delovanje na primerih.

Leta 1989 je Matthew Jaro, ameriSki znanstvenik na
podrocju racunalniStva, predstavil del reSitve za

Premikajoce okno za znak »t«.

zdruZevanje podatkov pridobljenih pri popisu prebi-
valstva. Sodeloval je pri razvoju sistema, ki je zdru-
Zeval podatke iz ve¢ podatkovnih baz na podlagi
imen in priimkov. Pri tem je bila potrebna posebna
metrika podobnosti za krajSa besedila, ki je danes
znana kot Jarova razdalja [1] in se uvrS¢a med razda-
lje urejanja, najpogosteje pa se uporablja za izracun
podobnosti med dvema nizoma pri preverjanju c¢r-
kovanja [2]. Ta razdalja za razliko od vecine ostalih
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razdalj urejanja primerja ujemajoCe znake znotraj
premikajocega okna, nato pa nad ujemajoc¢imi znaki
iS¢e zamenjave znakov oziroma transpozicije.

Prvi korak izracuna Jarove razdalje je dolocitev ve-
likosti premikajoc¢ega okna. Velikost premikajoCega
okna W pri uporabi nizov a in b definiramo z enac-
bama:

C:[maXHaI,IbI)J_l 1)
2
W=2-c+1, 2)

kjer sta |a|in |b| dolZini nizov a in b. Vrednost para-
metra ¢ nam doloca, koliko znakov bomo preverjali
v drugem nizu levo in desno od istoleZnega znaka.

Slike 1-4 prikazujejo, katere znake vklju¢imo v is-
kanje ujemanja na razli¢nih pozicijah za primer ni-
zov a = rezultat in b = konzulat pri izracunu Jarove
razdalje (velikost okna je W = 7). S temnejSo modro
barvo je oznacen trenutni znak v nizu a, ki ga pri-
merjamo z znaki znotraj premikajoc¢ega okna v nizu
b; ti so oznaceni s svetlejSo modro barvo.

Premikajoce okno premikamo po nizih a in b od
zacetka do konca in belezimo Stevilo ujemajocih
znakov. Pri tem znake, ki smo jih v nizu b Ze za-
beleZili kot ujemajoce, ne beleZimo ponovno. Nasle-
dnji korak je ugotavljanje transpozicij. Ujemajoce
znake iz nizov a in b zapiSemo po originalnem vr-
stnem redu, kot se pojavljajo v nizih a in b. Nato
prestejemo, koliko istoleZnih znakov ni ujemajocih.
To Stevilo delimo z 2 in dobimo Stevilo transpozicij.
V zadnjem koraku dolo¢imo vrednost Jarove razda-
lje po enacbi:

im; (a, b) 0, Cejem=0
sim;(a,b) = ~
I %'<%+%+M), sicer

(3)

kjer je m Stevilo ujemanj, t Stevilo transpozicij, |a|
in |b| pa dolZini nizov a in b. Vidimo, da bo Jarova
razdalja enaka 0O, Ce niza nimata ujemajocih znakov.
Na zgledu si poglejmo delovanje Jarove razdalje.

Imejmo vhodna niza a = telefon in b = lepota. Naj-
prej dolo¢imo daljsi niz. Ker je |a| = 7 in |b| = 6, je

niz a daljsi. Naslednji korak je dolo¢itev premikajo-
Cega okna:

| maxtialibh |, _ | max7.6) | _,
Cc = 5 = >

7
N[

W=2:-c+1=2-2+1=35.

Izracunali smo, da bo pri poravnavi nizov a in b naSe
premikajoce okno obsegalo dva znaka levo in desno
od istoleznega znaka. Od tod sledi, da bo velikost
premikajocega okna enaka 5. Sledi prehod skozi niz
a in iskanje ujemajocih znakov znotraj premikajo-
Cega okna v nizu b. Na spodnjih slikah bomo na
levi strani spremljali prehod skozi niz a in pozicijo
premikajocega okna, na desni strani pa vsebino se-
znama ujemajocih znakov M, ki je na zacetku pra-
zna mnozica. Ujemanja bodo oznacena z zeleno
barvo.

Prvi znak iz niza a, ki ga preverjamo za ujema-
nje, je znak »t«. V nizu b s premikajo¢im oknom
prekrijemo znake »l«, »e« in »p« ter ugotovimo, da
nimamo ujemanja. Seznam ujemajocih znakov M je
torej prazna mnozica. Naslednji znak iz niza a, ki
ga preverjamo za ujemanje, je znak »e«. Vnizu b s
premikajocim oknom prekrijemo znake »l«, »e«, »p«
in »o« ter ugotovimo, da imamo ujemanje. V seznam
ujemajocih znakov M dodamo znak »e«.

a t e i1 e f o in
b 1 e p ot :a
M=0
a t e 1 e f o n
b 1 e p ()} t

M = {e}

Iskanje ujemanja za znaka »t« in »e«.

Naslednji znak iz niza a, ki ga preverjamo za uje-
manje, je znak »l«. V nizu b s premikajo¢im oknom
prekrijemo znake »l«, »e«, »p«, »0« in »t« ter ugo-
tovimo, da imamo ujemanje. V seznam ujemajocih
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znakov M dodamo znak »l«. Naslednji znak iz niza
a, ki ga preverjamo za ujemanje, je ponovno znak
»e«. V nizu b s premikajo¢im oknom prekrijemo
znake »e«, »p«, »0«, »t« in »a« ter ugotovimo, da
imamo ujemanje. Znak »e« iz niza b smo Ze oznacili
kot ujemajocega v drugem koraku prehoda, zato ga
ne dodamo v seznam ujemajoc¢ih znakov M.

a | t ieil:ieif:io:in

b |1 :ieip:io:t:a
M ={e,l}

t e 1 :ie:fio:in

b 1 i e i pio it
M = {e,l}

Iskanje ujemanja za znaka »l« in »e«.

Naslednji znak iz niza a, ki ga preverjamo za uje-
manyje, je znak »f«. V nizu b s premikajo¢im oknom
prekrijemo znake »p«, »0«, »t« in »a« ter ugotovimo,
da nimamo ujemanja. Seznam ujemajoc¢ih znakov
M se ne spremeni. Naslednji znak iz niza a, ki ga
preverjamo za ujemanje, je znak »o«. V nizu b s pre-
mikajoCim oknom prekrijemo znake »0«, »t« in »a«
ter ugotovimo, da imamo ujemanje. V seznam uje-
majocih znakov M dodamo znak »o«.

a | tie:ilieif:o:in

b |1 :ieipio:@t

M ={e,l, 0}

Iskanje ujemanja za znake »f«, »o0« in »n«.

RACUNALNISTVO

Zadnji znak iz niza a, ki ga preverjamo za ujema-
nje, je znak »n«. V nizu b s premikajocim oknom
prekrijemo znaka »t« in »a« ter ugotovimo, da ni-
mamo ujemanja. Seznam ujemajocih znakov M se
ne spremeni.

Po koncanem prehodu skozi niz a preStejemo Ste-
vilo ujemajo¢ih znakov s seznama M. Ugotovimo,
da imamo tri ujemajoce znake in dobimo vrednost
m = 3. Sledi ugotavljanje transpozicij. Za niza a in
b po vrstnem redu pojavitve v nizu zapiSemo poja-
vitev znakov s seznama ujemajocih znakov M. Uje-
majocCi znaki so oznaceni z oranZzno barvo.

a | tie:ilieif:io:in

b |1 :ieip:io:it:a

Ugotavljanje transpozicij za niza a = telefon in b = lepota.

Iz dobljenega zapisa preStejemo, kolikokrat se na
istoleznih mestih zgodi neujemanje, in to Stevilo de-
limo z 2. Dobljena vrednost predstavlja Stevilo tran-
spozicij t. Ugotovimo, da imamo dve neujemanji na
istoleZznih mestih. Gre za neujemanyji v znakih »e« in
»l«. Neujemanji sta oznaceni z vijolicno barvo. Gre
torej za transpozicijo teh dveh znakov, saj opazimo,
da se znaka v nizih a in b pojavita v drugacnem vr-
stnem redu. Iz tega izraCunamo t = % = 1. Zdaj, ko
imamo Stevilo ujemanj (m = 3) in Stevilo transpo-
zicij (t = 1), lahko izra¢unamo Jarovo razdaljo po
enachi 3:

. 1 m m m-—t

Slmj((l,b) = § . m+m+ m
3.3,
3 \7 6 3

simj(a,b) = % - (1,595) = 0,532

IzraCcunali smo, da je Jarova razdalja med nizoma
a = telefon in b = lepota enaka 0,532, kar interpre-
tiramo kot 53,2% podobnost med nizoma a in b.
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Kmalu zatem, ko se je pojavila Jarova razdalja, se je
zacela tudi SirSe uporabljati v ameriSkih uradih za
popis prebivalstva. Leta 1990 je bil William Winkler,
ameriSki znanstvenik na podroc¢ju racunalnisStva, za-
poslen na enem izmed drzavnih uradov za popis pre-
bivalstva. Pri svojem delu je priSel do spoznanja, da
pri popisovanju osebnih podatkov prebivalstva naj-
veckrat prihaja do napak v ¢rkovanju. Ugotovil je
tudi, da se pri teh podatkih ujemanja zgodijo prav
na zacetku nizov oziroma da so si najveckrat nizi
zelo podobni na zacetku, do razlik pa prihaja proti
koncu nizov. 1z teh dognanj je Jarovo razdaljo raz-
Siril z dvema parametroma, ki dajeta vecCjo utez uje-
manju na zacetku nizov, novo razdaljo pa je poime-
noval Jaro-Winklerjeva razdalja [5]. Prvi parameter je
parameter £, ki predstavlja dolzino predpone na za-
Cetku niza in ima v izvorni razli¢ici Jaro-Winklerjeve
vrednost najve¢ 4 (0 < £ < 4). Drugi parameter je
parameter p, ki je skalirni faktor za spremembo do-
datka h kon¢ni vrednosti razdalje, ki nastopi zaradi
ujemanja v zaCetnih £ znakih. Pri tem naj vrednost
p za izvorno razli¢ico Jaro-Winklerjeve ne bi prese-
gla 0,25, saj se v nasprotnem primeru lahko zgodi,
da je vrednost razdalje vec¢ kot 1. To seveda ni za-
Zeleno, saj ne zelimo imeti vrednosti razdalje na in-
tervalu [0, 1]. Winkler je pri svojem delu uporabljal
vrednost p = 0,1, kar je tudi danes privzeta vrednost
za ta parameter.

Sam izracun Jaro-Winklerjeve razdalje se ne raz-
likuje preve¢ od izracuna Jarove razdalje. Najprej
med nizoma a in b izracunamo Jarovo razdaljo
sim;(a, b), nato pa uporabimo parametra ¢ in p.
Vrednost Jaro-Winklerje razdalje sim;,, (a, b) izracu-
namo z enacbo

simjy (a,b) = simj(a,b) + £ - p - (1 —sim;(a, b)),
4)

kjer je sim;(a,b) Jarova razdalja med nizoma a in
b, £ je dolzina predpone na zacCetku niza, p pa ska-
lirni faktor za spremembo dodatka h kon¢ni vredno-
sti razdalje. Na zgledu si poglejmo izracun Jaro-
Winklerjeve razdalje.

Imejmo niza a = telefon in b = lepota. Najprej izra-
Ccunamo Jarovo razdaljo sim;(a, b). To smo za niza

a = telefon in b = lepota storili Ze v zgledu za Jarovo
razdaljo in dobili rezultat sim;(a,b) = 0,532. Nato
izracunamo vrednost Jaro-Winklerjeve razdalje, za
katero moramo definirati vrednosti parametrov £ in
p. Kot predpono bomo upostevali prve tri znake v
nizu (¢ = 3), za skalirni faktor pa bomo uporabili
vrednost iz izvorne razli¢ice Jaro-Winklerjeve razda-
lje (p = 0,1). Sledi izracun Jaro-Winklerjeve razdalje
po enacbi 4:

simjy (a,b) = simj(a,b) + € - p - (1 —sim;(a, b))
simjy, (a,b) = 0,532+ (3-0,1- (1 -0,532)
simjy (a,b) = 0,532 + 0,140 = 0,672

Ujemanje v prvih treh znakih nizov a in b. Obmoc¢je predpone
(¢ = 3) je oznateno s svetlo modro barvo, ujemanja znotraj
predpone pa s temno modro barvo.

Izracunali smo, da je Jaro-Winklerjeva razdalja
med nizoma a = telefon in b = lepota enaka 0,672,
kar interpretiramo kot 67,2 % podobnost. Ce primer-
jamo rezultat z vrednostjo Jarove razdalje nad ni-
zoma a in b, opazimo, da smo z Jaro-Winklerjevo
razdaljo povecali podobnost med nizoma. To je za-
radi dodatka h konc¢ni vrednosti razdalje zaradi uje-
manja v zaCetnih £ znakih nizov a in b. Ker smo
uporabili parameter £ = 3, smo dodatno utezili uje-
manje v prvih treh znakih nizov a in b, po skaliranju
s faktorjem p = 0,1 pa smo izracunali, da je dodatek
h kon¢ni vrednosti razdalje enak 0,140. Ce preve-
rimo, zaradi katerih znakov smo povecali vrednost
Jarove razdalje, ugotovimo, da sta za to zasluzna
znaka »e« in »l«, ki sta na sliki 9 oznacena s temno
modro barvo.

V tem prispevku smo podrobneje predstavili delova-
nje Jarove in Jaro-Winklerjeve razdalje urejanja. Ob
primerih smo spoznali delovanje operacije
transpozicije znakov, ki smo jih v prvem delu pri-
spevka izpustili. Primera implementacije Jarove in
Jaro-Winklerjeve razdalje v programskem jeziku
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Python sta na voljo na javno dostopnem repozitoriju
GitHub [3].

Jarova in Jaro-Winklerjeva razdalja se danes po-
navadi ne locita, saj v praksi sreCujemo vecCinoma
Jaro-Winklerjevo implementacijo. Obe sta zelo ko-
ristni pri popravljanju ¢rkovanja in seveda pri zdru-
Zevanju podatkov v obliki krajSega besedila iz raz-
liénih virov, recimo imen in priimkov. Kot smo lahko
spoznali v obeh prispevkih na temo razdalj urejanja,
imamo na podrocju procesiranja naravnega jezika
na izbiro kar nekaj razli¢nih opcij, kadar govorimo
o iskanju podobnosti med besedili. Kljub temu za
splosno ugotavljanje podobnosti med besedili pred-
njac¢i uporaba Levenshteinove razdalje, ostale raz-
dalje urejanja pa uporabljamo v posebnih primerih.
Na primeru Jaro-Winklerjeve razdalje smo lahko zelo
nazorno videli smiselnost prilagoditve razdalje ure-
janja za posebni primer. Velja omeniti, da obstaja
vec razli¢ic Jaro-Winklerjeve razdalje v smislu vpe-
ljave novih ali drugac¢nih parametrov [4]. To naka-
zuje na dejstvo, da se podrocje procesiranja narav-
nega jezika neprestano razvija in po potrebi prila-
gaja na razlicne oblike podatkov, ¢eprav je na voljo
Ze kar obsezna mnozica metod za ugotavljanje po-
dobnosti med besedili.
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tHub, dostopno na github.com/
procesiranje-naravnega-jezika/
example-code/tree/main/1c%5C%20-%5C%
20Razdalje%5C%20urejanja%5C%202.%5C%
20de1%5C%20-%5C%20JarovaX%5C%201in%5C%
20Jaro-Winklerjeva%5C%20razdalja, ogled 5.
5.2022.

W. E. Winkler, Overview of Record Linkage and
Current Research Directions, Bureau of the Cen-
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W. E. Winkler, String Comparator Metrics and En-
hanced Decision Rules in the Fellegi-Sunter Model
of Record Linkage, Proceedings of the Section on
Survey Research, 1990, 354-359.

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.
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RAZVEDRILO

Najlepse matematicne
Solske table nateCaja
Matematika zdruzuje

v b

BoSTjaAN KuzMAN, SANDRA CiGULA IN ANJA PETKOVIE KOMEL

- LetoSnji Mednarodni dan matematike 14. marec
2022 je potekal pod skupnim geslom Matematika
zdruZuje. Pri DMFA Slovenije smo se mednarodne-
mu praznovanju pridruzili z izvedbo likovnega na-
tecaja, na katerem smo iskali najlepso in najbolj

domiselno porisano matematicno tablo. Prejeli

smo 140 izdelkov razredov ali manjsih skupin

ucencev in dijakov iz okoli 70 Sol. Njihovi ustvar-

tnosti, pa tudi domiselnih asociacij na matematiko,
ki ocitno ne zdruzuje le Stevil, geometrije in logike,
ampak je tesno povezana tudi z mnogimi drugimi
stvarmi.

V vsaki od $tirih kategorij (1.-3. razred OS, 4.-6.
razred OS, 7.-9. razred OS, vsi razredi SS) smo iz-
brali nekaj izstopajocih izdelkov, ki po presoji komi-
sije dobro odrazajo duh gesla Matematika zdruzuje
in so tudi likovno ali matemati¢no zanimivi. Njihovi
mentorji bodo na svojo Solo za nagrado prejeli kom-
plete za sestavljanje poliedrov. Nekaj primerov na-
grajenih izdelkov objavljamo na teh straneh, ostale
si lahko ogledate na spletnih straneh DMFA.

Zahvaljujemo se vsem, ki ste se potrudili in poslali
svoje izdelke, veliko jih je bilo cudovitih in izbira je
bila res tezka. Zahvaljujemo se seveda tudi mento-
ricam in mentorjem za spodbujanje svojih ucencev
in ucenk. Veselimo se, da je nateCaj navdahnil to-
liko ustvarjalnosti in idej ter pokazal, kako matema-
tika zdruZuje ucence in dijake v praksi. Vsem Zelimo
uspesSen zakljucek Solskega leta in Se veliko prijetnih
trenutkov ob druZenju z matematiko.

i1 s

SLIKA 1.

Na osnovni 3oli Duplek je 25 ulencev 1.
torstvom Tjase Hil$ in Marijane Murko predstavilo svoj veseli
pogled na matematiko.

a razreda pod men-

SLIKA 2.

V 3. b razredu OS Leskovec pri Krékem je 18 uéencev pod men-
torstvom Mase Petan Omejec izrezalo obrise svojih glav, v njih
pa so narisana podroc¢ja uporabe matematike. Pravijo, da smo
razli¢ni, a prav vsi uporabljamo matematiko.
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SLIKA 3.

V vsakem neredu lahko najdemo red, ce je le dovolj velik.
Uéenci 6. a razreda OS Olge Megli¢ so to slikovito ponazorili.
Matematika je povsod okrog nas.

SLIKA 4.

Ucenci 7. razreda Waldorfske Sole Savinja so pod mentorstvom
Tjase Cernosa in Anje Kravogel zdruzili matematiko z naravo.
Poiskali so naravna Stevila (1 v gori, 2 in 4 v Storklji, 3 v ptici,
5 na jablani, 7 v zastavi, 8 v metulju, 9 v cebeli). Poiskali pa
so tudi geometrijske oblike: daljico na pobo¢ju gore, krog v
soncu, nekaj likov v smreki, vzporednice v oblakih, pravoko-
tnice, sekante in mimobezZnice.

SLIKA 5.

Saljivo so pristopili u¢enci 8. b razreda Osnovne $ole Antona
Globocnika Postojna Nail, Nika in Tjas Luka, ki so opazili,
da matematika ucence zdruzuje Se posebej takrat, »ko pisejo
cvek«. Ob tem pa so ilustrirali tudi, kako matematika zdru-
Zuje ostala podroc¢ja zivljenja, od agrokulture in ekonomije do
teorije. Tabla je nastala pod mentorstvom Romane Harmel.

RAZVEDRILO

SLIKA 6.

Pod mentorstvom Marjete Mraki¢ in Kristine Gruden je pet
ucencev 9. razreda Osnovne Sole Bovec prispevalo matema-
ticno tablo z naslovom Matematicni veleum, ki je, kot sami
trdijo, povsem zdruzen z matematiko.

SLIKA 7.

Zelo pisana je tudi tabla, ki so jo ustvarile Eva, Tinkara, Ivana in
Alja iz 1. b Gimnazije Lava, Solski center Celje. Zanje matema-
tika ni nauk o Stevilih, operacijah, enacbah ali algoritmih, pac
pa o razumevanju in zdruzenosti.

1

»Z<ox-rmbd

SLIKA 8.
Izrazito geometrijsko navdihnjeno tablo je oblikovala skupina
24 dijakinj in dijakov 3. a razreda Srednje Sole za oblikovanje
in fotografijo v Ljubljani pod mentorstvom Erika Mahorcica.

X X X
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GEOGEBRIN

KOTICEK

| R

Polarne koordinate in
1zzIv cvetoCih soncnic

N2
BoST)aN KuzmMAN

- Mnogi ljubitelji matematike vedo, da lahko v raz-
poreditvi semen v cvetu soncnice najdemo Fibo-
naccijeva Stevila in razlicne matemati¢ne vzorce.
Preprost matematicni model razporeditve semen
dobimo s pomocjo polarnih koordinat. Po tem mo-
delu je srediSce n-tega semena tocka, katere po-
larni radij je sorazmeren /7, polarni kot pa je enak
n- ¢, Kjer je ¢ = 137,51 zlati kot. Ali znamo to po-

nazoriti z GeoGebro?

= GeoGebra Calculator Suite | A/ Graphing ~

-
B a=13751° n =300
®

.

SLIKA 1.
Zaporedje kroznic ob fotografiji resni¢ne soncnice

Tokrat reSitve ne bomo opisali v celoti, ampak jo
prepustimo bralcu. Prikaz na sliki smo ustvarili tako,
da smo narisali ustrezno zaporedje kroznic. Sredi-
S¢a teh kroZnic najlazje podamo s pomocjo polar-
nih koordinat, ki jih v Geogebri vnesemo z ukazom
(radij; kot). Z drsnikoma kontroliramo Stevilo
vseh kroznic in kot med zaporednima kroZnicama.

Za prikaz na sliki zadoSca ena sama vrstica:
= Zaporedje(Kroznica(...),k,1,n).

Bralke in bralce vabimo, da poskusijo ustrezni ukaz
uganiti sami, nato pa preizkusijo obnaSanje razpore-
ditve pri razlicnih kotih in morda dobljeno sliko Se
izboljSajo z dodatnimi parametri, ki bodo vplivali na
velikost in barvo kroZnic. Pa son¢no poletje vsem!

X X X

Vabilo na MARS

N2
BoSTjAN KuzMAN

- Leto$nji matematic¢ni tabor MARS je Ze 17. po vr-
sti. Udelezba je odprta vsem srednjeSolkam in sre-
dnjeSolcem, ki bi radi preziveli prijeten teden dni po-
Citnic v odli¢ni druzbi vrstnikov in Studentov in ob
tem izvedeli kaj novega o matematiki. Rok za pri-
javo je 13. junij oziroma do zapolnitve mest. Toplo
vabljeni!

Kdaj?
24.7.-30.7.2022.

Kje?
€S0D Radenci, Dolenji Radenci.

Kaj?

Delo na projektih v majhnih
skupinah, ve¢dnevna
matemati¢na delavnica,
poljudna predavanja in
druZabni program.

Kdo?
Nad matematiko navduseni
srednjeSolci.

Ve¢ informacij na:
mars.dmfa.si.

w N\

0
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BILO JE NEKOC

PoroCilo o Solskih tekmovanjih

STEVILKA 1, LETNIK 3, 1975/76

2 2 2

- Tekmovanja v matematiki za srednjeSolce so naj-
starejSa slovenska tekmovanja v znanju. Kot izvemo
iz porocila v Preseku, je leta 1975 republisko tek-
movanje potekalo v Postojni, na osnovi predhodnega
Solskega tekmovanja pa se ga je udelezilo 88 tekmo-
valcev, ki so si ogledali tudi Postojnsko jamo. Eden

od avtorjev porocila, Josip Globevnik, je danes eden
najbolj mednarodno uveljavljenih slovenskih mate-
matikov in ¢lan Slovenske akademije znanosti in
umetnosti, leta 2019 pa je prejel tudi Zoisovo na-
grado za zivljenjsko delo, najvisSje slovensko drzav-
no priznanje za podrocje znanosti.

POROCILO O SOLSKIH TEKMOVANJIH IN O REPUBLISKEM
TEKMOVANJU SREDNJESOLCEV V MATEMATIKI

Druitvo matematikov, fizikov in astronomov SRS organizira
vsako leto republi3ko tekmovanje v matematikl za srednje3olce.
Na tekmovanju se dijaki gimnazij in srednjih tehniskih 30l po-
merijo v resevanju zahtevnej$ih matematié&nih nalog, ki jih lahko
re$ijo z znanjem, pridobljenim v 3o0li, so pa teZje kot obiZajne
Solske naloge in zahtevajo vef premi3ljevanja. Srednje3olska
tekmovanja v matematiki so tradicionalna, saj je bilo leto3nje
republisko tekmovanje Ze devetnajsto. y

Zadnja leta se je republiskih tekmovanj udeleZevalo precejs-
nje Stevilo dijakov, vedno ve& kot 200, zato republi3kega tek-
movanja ni bilo mogofe organizirati v kakem manj3em kraju. Ker
pa smo Zeleli, da bi bilo mogole organizirati republi$ko tekmo-
vanje tudi v manj3ih krajih in da bi tekmovalo &im velje Stevi-
lo dijakov, smo se pri DruStvu letos prvi& odloéili za predtek-
movanja po posameznih 3olah, od koder bi potem le najbolj3i pri-
517 na republi3ko tekmovanje. Predloge, da bi organizirali 3ols-
ka tekmovanja, smo poslali na 58 srednjih tehni$kih 30l in gim=
nazij. Tekmovanja je organiziralo okoli 30 3ol in v celoti j
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tekmovalo na 3olskih tekmovanjih veé kot 800 dijakov

.Na osnovi uspehov na teh in na réﬁ?'
njih smo za letoSnje republiZfko tekmovan
Pepublifko tekmovanje je bilo 5. a
tekmovalo je 82 dijakov. Aktiv pro
ziji je pod pokroviteljstvom Skup3
v zadovoljstvo vseh prisotnih tekmo
lo dobro organiziral. Tekmovalci so si po t
dopoldne, ogledali Postojnsko jamo, popoldn

razglasitvi rezultatov. Tekmovalna komisija je
5 drugih in & tretjih nagrad in 24 pohval.

LIST ZA MLADE
I!AT_‘MATI“E

| FIZIKE
ASTRONOME

1I0AIA DMTFA sHS
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Zgodovina znanosti v stripu

asv .

bljana Ze tretji¢ podelil priznanja Zlata hruska. Z njimi so tokrat odlikovali kakovostno najboljsih
deset odstotkov otroSke in mladinske knjizevnosti, ki je izSla v letu 2011. DMFA-zaloZniStvo je pri-
znanje prejelo za strip Zivljenja Marie Curie.

Svicarski avtor Raphaél Fiammingo, s kratkim umetniskim imenom Fiami, v tem stripu ve¢jega formata
duhovito predstavlja nekaj izsekov iz zgodovine kemije, od Aristotela do danaSnjega casa. V vsakem
razdelku nastopa dekle ali Zenska, katere ime je razli¢ica imena Marija, v ¢ast veliki znanstvenici Marie
Curie. Zgodbice ilustrirajo tudi vlogo Zensk v raznih zgodovinskih obdobjih. Predvsem pa so zabavne
in obenem poucne, saj zvemo marsikak§no zanimivo podrobnost o nastanku znanstvenih odkritij.
Med najbolj posrecenimi je zgodbica o Mendeljejevu in njegovem sestavljanju periodnega sistema
elementov. Tudi druge pripovedi ne zaostajajo. Knjigo je odlicno prevedel prof. dr. Alojz Kodre.

Fiami Fiami Fiami
iami

EINSTEINOVA ZIVLIENVA GALILEVEVA ZIVLVENJA ZIVLIENVA
Popotovanje skozi ¢as in zgodovino fizike Popotovanje skozi ¢as in astronomijo MAR’E C uR’ E
. 5 i&M v L
¥ & i zgodovini

“x kwaqe,

e *

E *
DMFA - zaloznistvo

7,68 EUR 7,68 EUR 8,31 EUR

Pri DMFA-zalozZniStvo sta v Presekovi knjiznici izSli Se dve knjigi istega avtorja

e Galilejeva Zivljenja, z zgodbami iz zgodovine astronomije, od Babiloncev do danes, ter
o Einsteinova Zivljenja, z zgodbami iz zgodovine fizike, vse od Sokrata do danes.

Ta dva stripa je prav tako izvrstno prevedel Alojz Kodre. Sta enako zanimiva, zabavna in poucna in
bosta bralcu brez dvoma polepsala dan.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:
http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni narocniki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite v
urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 633.




