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MATEMATICNI TRENUTKI

MATEMATICNI TRENUTKI

Iskanje
ponesrecencev

na morju

- Zaradi prevrnjenih ¢olnov vsako leto umre na sto-
tine ljudi, ker jih reSevalne ekipe ne odkrijejo pravo-
Casno. Morski tokovi in vreme so zelo spremenljivi,
pogosto odnesejo pogreSane dale¢ od mesta, kjer jih
iSCejo reSevalci. Z uporabo nove tehnike, ki temelji
na diferencialnih enacbah, pa so raziskovalci dolo¢ili
krivulje privlacnosti v blizini obal, vzdolZ katerih se
nabirajo plavajoci objekti. Krivulje so poimenovali
TRAP (transient attraction profile). Vzdolz teh kri-
vulj so v poskusnih simulacijah morskih nesrec¢ nasli
iskane objekte v dveh do treh urah.

Novi pristop zdruZuje tehnike dinamicnih siste-
mov s podatki v realnem ¢asu in ima precej predno-
sti pred tradicionalnimi metodami. Ker je ¢as pri re-
Sevanju zelo pomemben, je morda najpomembnejSe
to, da je mogoce krivulje TRAP hitro izracunati na
osnovi podatkov bodisi iz modelov bodisi iz podat-
kov senzorjev. So tudi zelo robustne, zato manjSe
negotovosti v podatkih, denimo tocen kraj nesrece,
ne bodo bistveno vplivale na TRAP krivuljo. Prav
tako so se v dosedanjih poskusih na morju na ob-
mocju TRAP krivulj nabrali vsi objekti ne glede na
velikost in vrsto. V prihodnosti bodo morda lahko
TRAP krivulje uporabili tudi za hitro odkrivanje olj-
nih madeZev. Ve¢ o tem najdete v ¢lanku Search and
rescue at sea aided by hidden flow structures, Serra,
M., Sathe, P., Rypina, I., v reviji Nature Communicati-
ons 11 (2020), 2525.

Izvirno besedilo: Locating people lost at sea, Mathematical mo-
ments from the AMS. Prevod in priredba: BoStjan Kuzman.

PRESEK 48 (2020/2021) 5

KOLOFON

NAVODILA SODELAVCEM PRESEKA
ZA ODDAJO PRISPEVKOV




'I

4-7

8-12

13-15,18-19

20-24

N
T
N
w

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

AIinnnne6eea

\\\

MATEMATIENI TRENUTKI

Iskanje ponesrecencev na morju

MATEMATIKA

O reSevanju funkcijskih enacb
(Jakob Jurij Snoj)
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pogled na nebo »od zunaj« in omogoca prikaz navideznega vrtenja neba. Nebo vidimo kot kroglo, ki ima z Zemljo skupno sredisce.
Zemljina os je tudi os armilarne krogle in gre skozi severni (na vrhu oznacen s S) in juZzni nebesni pol. Nagib osi glede na vodoravnico
je enak zemljepisni Sirini Golovca. Znotraj nebesne krogle je Zemlja, na kateri je lega Golovca oznacena z Zebljickom. Z vrtenjem
armilarne krogle je mogoce prikazati dinamiko neba in navidezna gibanja zvezd ter Sonca po nebu.

Zemlja je v armiralni krogli negibna, saj krogla prikazuje navidezno gibanje neba, kot ga vidimo nad Golovcem. Obzorje Golovca
pa upodablja rob kraterja, v katerem je armilarna krogla. Glavne kroznice so take kroZnice na nebu, ki imajo sredisce v srediscu
nebesne krogle. Med njimi sta na armilarni krogli prikazana nebesni ekvator in ekliptika. Nebesni ekvator nebo deli na severno in
juzno nebo. Ekliptika predstavlja navidezno pot Sonca med letom. Lege Sonca so na njej oznacene kot datumi v letu.

Na armilarni krogli so prikazana tri ozvezdja oz. dve ozvezdij in asterizem. Veliki voz je asterizem in del ve¢jega ozvezdja Veliki
medved. LeZi na severnem nebu in za opazovalca na Golovcu nikoli ne zaide. Orion je ozvezdje na nebesnem ekvatorju, zato za opa-
zovalca na Golovcu vzhaja in zahaja, pono¢i pa je viden pozimi. Skorpijon je ozvezdje na nebesnem ekvatorju, zato za opazovalca
na Golovcu vzhaja in zahaja, ponoci pa je viden poleti.

Armilarna krogla je nastala v sodelovanju Mestne ob¢ine Ljubljana in zavoda Cosmolab. Fotografija: Andrej Gustin
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30 ReSitev nagradne krizanke Presek 48/3
(Marko Bokalic)

31 Naravoslovna fotografija - Vzorci v ledu
(Vesna Pirc JevSenak)
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(Marko Bokalic)
29 ReSitev nagradne uganke
(Bostjan Kuzman)

TEKMOVANJA

priloga 11. tekmovanje v znanju astronomije za
Dominkova priznanja -
drzavno tekmovanje

SLika NA NAsLovnicl: Naljubljanskem Golovcu ob eni od spre-
hajalnih poti nastaja Gozdni planetarij, ki bo namenjen izva-
janju prakti¢nih astronomskih vaj in prikazov astronomskih
vsebin. Obmocje Gozdnega planetarija je posejano z izkopa-
nimi kraterji, v enem pa Ze stoji trimetrska armilarna krogla,
ki je delujoce javno astronomsko ucilo. Armilarna krogla je

.




MATEMATIKA

O reSevanju funkcijskih enacb

b
JAKOB JURI) SNOJ

- V osnovni in srednji Soli pogosto reSujemo enac-
be, v katerih neznanke predstavljajo iskana Stevila
in jih moramo z znanimi postopki izraziti, da pri-
demo do moznih resSitev. Funkcijske enacbe so
nekoliko drugacne in za reSevanje nimajo enostav-
nih, ustaljenih postopkov, ampak zahtevajo tudi
veliko mero iznajdljivosti. Zato so naloge s funkcij-
skimi enacbami pogost izziv na zahtevnejsSih mate-

maticnih tekmovanjih.

V ¢lanku bomo najprej spoznali nekaj osnovnih
principov reSevanja taksnih enacb, nato pa bomo re-
Sili Se nekaj novejSih nalog z mednarodnih tekmo-
vanj. Za zacetek si oglejmo enostaven primer funk-
cijske enacbe.

Naloga 1.
Doloc¢i vse funkcije f: R — R, ki zadoSc¢ajo enacbi

" fx+y)=x+f(»)
zavsaka x in y € R.

Kaj naloga zahteva od nas? Ne iScemo vseh Stevil,
ki bi resila enacbo, temvec Zelimo najti vse taksne
funkcije. Res je, da v enacbi nastopata tudi spremen-
ljivki x in y, a ne iS¢emo njunih vrednosti, prav na-
sprotno: ugotavljamo, kaksne so tiste funkcije, za
katere ustrezna enakost velja za vsako veljavno iz-
biro x in y.

Zgornjo funkcijsko enac¢bo lahko razumemo kot
sistem neskon¢no mnogo enachb, ki jih dobimo, ce

namesto x in y vstavljamo konkretne vrednosti. Na
nek nacin bi se dalo tudi rec¢i, da imamo neskonc¢no
mnogo neznank: vrednosti f(x) za vsa Stevila x iz
definicijskega obmocja.

Kako se lotimo reSevanja taksnih enacb? Dose-
danji razmislek namiguje, da se moramo pri vsaki
enacbi znajti malo drugace. Vseeno obstaja nekaj po-
gostih pristopov. Najenostavnejsi je vstavljanje kon-
kretnih vrednosti spremenljivk, denimo O ali 1, ali
enacenje spremenljivk v enacbi. Poskusimo z vsta-
vljanjem x = y = 0 v naSo zacetno enacbo. Tako
ugotovimo, da mora za iskano funkcijo f veljati ena-
kost

= f(0+0)=0+ f(0) oziroma f(0)= f(0).

Ta enakost nam ocitno ne prinese novih informacij,
saj velja za poljubno funkcijo f. Poskusimo s sub-
stitucijo samo v eni spremenljivki, recimo y = 0, s
katero dobimo enakost

= f(x) =x+£(0).

Kaj nam to pove? Vrednost f(0) je neko fiksno re-
alno Stevilo, recimo mu c. Dokazali smo torej, da
mora za iskano funkcijo f veljati

= fx)=x+c

za vsak x € R, kjer je ¢ € R neka konstanta. Zdaj
lahko preverimo, ali takSna funkcija sploh ustreza
zacetni enachi. Vstavimo predpis v enacbo in do-
bimo, da mora veljati

" x+y+c=x+(y+c) zavsex,yeR,

kar velja ne glede na izbiro konstante c. Funkcije
oblike f(x) = x +c, kjer je c € R poljubna konstanta,
so torej vse reSitve zacetne funkcijske enacbe.
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Povzemimo: vstavili smo y = 0 in ugotovili, da
mora za vsako reSitev zacetne funkcijske enacbe ve-
ljati f(x) = x + ¢ za neko konstanto ¢ € R. Vse mo-
Zne reSitve so torej take oblike, s preverjanjem pa
smo nato dokazali Se, da so vse funkcije take oblike
zares reSitve.

Naloga 2.

Doloci vse funkcije f: R — R, ki zadoScajo enacbi

= fx+fxX)+y)=y+ f(2y)

zavse x,y € R.

Ce poskusimo z vstavljanjem konkretnih vredno-
sti, lahko dobimo enacbe, kot so f(x + f(x)) = f(0),
f(f(0)) = f(0) ali podobne, ki tokrat niso direktno
uporabne. Izkaze se, da bomo do reSitve zelo eno-
stavno priSli na malo drugacen nacin. Poskusimo
enaciti argumenta obeh pojavitev f, da se ¢lena med
seboj pokrajsata: vstavimo y = x + f(x). Dobimo

= f@x +2f(x)) =x+ f(x) + f(2(x + f(x))),
kar je seveda ekvivalentno
" x+ f(x)=0.

Ta enacba pove, da mora za vsak x € R veljati f(x) =
—Xx, torej imamo predpis edine funkcije, ki lahko resi
enacCbo. Preverimo, da jo res, torej vstavimo predpis
v osnovno enacbo in dobimo

" oXAX-y=y-2Y,

kar res velja za poljubni realni Stevili x in y. V tem
primeru ima funkcijska enac¢ba eno samo resitev.

Do pomembnih sklepov pri reSevanju funkcijskih
enacb nas lahko pripeljejo tudi posebne lastnosti
funkcij. Spomnimo se, da je funkcija f: A — B sur-
jektivna, Ce za vsak b € B obstaja nek a € A, za ka-
terega velja f(a) = b. Za dokaz surjektivnosti funk-
cije, ki je morda eksplicitno ne poznamo, zadosSca
zapisati enakost, v kateri je na eni strani funkcija
f s sestavljenim, a dobro definiranim argumentom,
na drugi strani pa nek izraz, za katerega vemo, da
zavzame vse mozne vrednosti. Oglejmo si dva zah-
tevnejsa primera funkcijskih enacb, v katerih surjek-
tivnost igra pomembno vlogo.

MATEMATIKA

Naloga 3 (Slovenski izbirni test za MMO 2016).

Dolodi vse funkcije f: Rt — R™, za katere velja

x| (f)?
s (f(y)> = )

zavse x,y > 0.

Tokrat iS¢emo samo funkcije iz pozitivnih realnih
Stevil v pozitivna realna Stevila. Lahko bi poskusili s
kaksSnim vstavljanjem, a se raje lotimo naloge malo
drugace. Po premisleku vidimo, da pri fiksnem x
izraz na desni strani zavzame vsa pozitivna realna
Stevila, ko y pretece vsa pozitivna realna Stevila. To
lahko utemeljimo tudi tako, da namesto y vstavimo

y(jf ((}C())):)) in dobimo

x
" f e -
YF(f(x)

Argument funkcije f na levi strani je dobro definiran.
Ker desna stran zavzame poljubno pozitivno realno
Stevilo, smo torej ugotovili, da je f surjektivna.

Naslednji smiseln korak bi bil, da v zacetni enacbi
na levi strani nekako dobimo f(x), da se lahko ta
Clen z enakim na desni strani pokrajSa. Ker je f sur-
jektivna, lahko vstavimo y = c, kjer je ¢ poljubno
pozitivno realno Stevilo z lastnostjo f(c) = 1. Po
poenostavitvi dobimo

Sf(x) ,
———+— =1 oziroma f(x)=cf(f(x)).
) (x) (f(x))
Z reSitvijo smo Ze skoraj pri koncu. Naj bo a po-
ljubno pozitivno realno Stevilo. V zgornjo enacbo
lahko namesto x zaradi surjektivnosti vstavimo ta-
ksno Stevilo, ki se slika v a. S tem dobimo enacbo

= cf(a) = a,

ki velja za vsako pozitivno realno Stevilo a in neko
pozitivno realno Stevilo ¢. Vse mozne funkcije, ki
reSijo enacho, so torej oblike f(x) = kx, kjer je
k = % € R* neka konstanta. Z vstavljanjem v zace-
tno enacbo ugotovimo, da je takSna funkcija reSitev
zacetne enacbe za vsak k € RY.

Naslednja enacba, ki si jo bomo ogledali, je s Sre-
dnjeevropske matematicne olimpijade 2015, ki je po-
tekala v Kopru v Sloveniji. Za razliko od prejsnjih pri-
merov tokrat iS¢emo surjektivne funkcije na mnoZici
naravnih Stevil.
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MATEMATIKA

%

Naloga 4 (MEMO 2015).

Poisci vse surjektivne funkcije f: N — N, za katere
za vsa naravna Stevila a in b velja natanko ena izmed
naslednjih enacb:

= fla) = f(b),
f(a+b) =min{f(a), f(b)}.

Nenavadni pogoj pove, da za iskane funkcije iz
f(a) < f(b) sledi f(a + b) = f(a). Zaradi surjek-
tivnosti gotovo obstaja naravno Stevilo a; z lastno-
stjo f(a1) = 1. Denimo, da je f(1) > 1. Potem sledi
flai+1)=1,patudi f(a1+2) = f((a1+1)+1) =1.
Induktivno lahko zaklju¢imo, da f(n) = 1 za vsak
n=z=a.

V Cem je teZava tega sklepa? Funkcija f v tem
primeru doseZe le kon¢no mnogo vrednosti, torej ne
more biti surjektivna. Prisli smo do protislovja, zato
mora veljati (1) = 1.

Ce sedaj v zacetno enacbo vstavimo b = 1, lahko
vidimo, da za vsak a, za katerega f(a) # 1, velja
f(a + 1) = 1. Hkrati lahko z vstavljanjema = b = 1
ugotovimo, da f(2) # 1, saj velja prva enacba, zato
druga ne sme veljati. Sledi f(3) = 1, sedaj pa lahko
z indukcijo dokazemo, da je f(a) = 1 natanko tedaj,
ko je a lih, kar prepusScamo bralcu.

Kaj lahko povemo o vrednosti f(a) za soda Stevila
a? Na enak nacin kot f(1) = 1, bi lahko sedaj doka-
zali, da je f(2) = 2. Se ve¢, po analognih sklepih kot
prej bi lahko dokazali tudi, da je f(a) = 2 natanko
tedaj, ko je a deljiv z 2 in ne s 4, podobno, da je
f(a) = 3 natanko tedaj, ko je a deljiv s 4 in ne z 8.
Ker lahko vsako naravno Stevilo a zapiSemo v obliki
a = 2" - m, Kjer je m neko liho Stevilo in ¥ € Ng, na
podlagi dosedanjih ugotovitev postavimo domnevo,
da mora za iskano funkcijo veljati f(2" - m) =r + 1.
Zav = 0in7» = 1 smo to domnevo Ze dokazali, na-
tanc¢ni bralci pa bodo morda sami dodali podrobno-
sti dokaza z indukcijo za poljuben r in preverili, da
ta funkcija ustreza zacetni enacbi.

Za konec si oglejmo Se funkcijsko enacbo s tekmo-
vanja Romanian Master of Mathematics 2019, ki se
je izkazala za izjemno tezko.

 www.dmfast

Naloga 5 (RMM 2019, Jakob Jurij Snoj).
Doloc¢i vse funkcije f: R — R, za katere velja

= fx+xf(x)+ f(xy)=f(x)+ f(2019y)
zavsax,yeR.

Tokrat reSujemo funkcijsko enacbo, pri kateri
spremenljivke nastopajo le v argumentih funkcije,
kar je pogosto znak, da je naloga zahtevnejSa. Z
vstavljanjem x = 2019 se znebimo drugega Clena na
obeh straneh enacbe. Dobimo

= f(2019 + ¥ £(2019)) = f(2019).

Kaj nam ta enacba pove? Ce velja f(2019) # 0, v
argumentu funkcije f na levi strani nastopajo vsa re-
alna Stevila. V tem primeru je funkcija f konstantna
in nenicelna. Ni tezko preveriti, da vse konstantne
funkcije, vklju¢no z nicelno, resijo enacbo.

Razi§¢imo Se primer f(2019) = 0 za nekonstan-
tno funkcijo f. V osnovno enacbo lahko vstavimo
v =1 in dobimo

« flx+f(x)) = £(2019) = 0.

Ce ima funkcija f le eno niclo, velja x + f(x) = 2019,
torej dobimo v tem primeru reSitev f(x) = 2019 — x,
za katero lahko preverimo, da res resi enacbo. Sicer
pa ima f vsaj §e eno ni¢lo s # 2019. Ce vstavimo
X = s v.osnovno enacbo, dobimo

= f(sy) = f(2019y).

Poskusimo to lastnost ¢im lepSe izkoristiti. Name-
sto x v zacetno enacbo vstavimo ﬁx, da dobimo
enacho

* £ (oo™ + 7 (019%)) + F (0157
=f (2()5719)() + f(2019y).

Ce prej omenjeno lastnost uporabimo na dobljeni
enacbi in jo primerjamo z osnovno enacbo, dobimo
s

* f(Goax + 2 f () = flx+ ¥ F(x).

Privzeli smo, da funkcija f ni konstantna, torej ob-
staja neko Stevilo ¢ z lastnostjo f(c) # 0. V zgornji

sc

enathi zamenjamo x s ¢ ter y z = ;(T, pa dobimo

= FO)=f(vre(1-553))-
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Za ¢ # 0 je torej funkcija f periodi¢na z neko peri-
odo p > 0. Vstavimo x = x + p v osnovno enacbo
in dobljeno enacbo primerjamo z osnovno. Po poe-
nostavitvi dobimo

= fl(x+p)y)=f(xy).

V to enacbo lahko sedaj vstavimo x = 0, da dobimo
f(py) = f(0) zavse y. To pomeni, da je funkcija f
konstantna, protislovje.

V primeru, da ima iskana funkcija vsaj dve nicli,
mora torej veljati f(c) = 0 za vse vrednosti ¢ # 0. Pri
preverjanju pa naletimo Se na zadnje presenecenje:
izkaze se, da je lahko vrednost f(0) poljubna. Tudi
vse funkcije oblike

. f(x):{o, Ce x # 0;

c, ctex=0.

resijo enacbo.

Funkcijska enacba ima torej tri tipe reSitev: vse
konstantne funkcije f(x) = ¢, linearno funkcijo
f(x) = 2019 — x in vse skoraj nicelne funkcije, ki
imajo edino nenicelno vrednost v tocki 0.

SLIKA 1.

Tekmovanja Romanian Master of Mathematics 2019 v Bukaresti
so se udelezili Marko Cmrlec, Lovro Drofenik, Luka Horjak in
Jaka Vrhovnik v spremstvu Jakoba Jurija Snoja.

X X X

MATEMATIKA

Barvni sudoku

Y

- V 8 x 8 kvadratkov mora$ vpisati za¢etna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh osem Stevil.
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MATEMATIKA

Kdo je ustvaril

naravna Stevila?

vid
MAJA JAKOVAC IN MARKO JAKOVAC

- Naravna Stevila uporabljamo v vsakdanjem Zi-
vljenju, a se tega pogosto niti ne zavedamo. Dnev-
no prestevamo denar, ki ga zapravimo v trgovini.
Kmet mora presteti Zivino na pasniku, da preveri,
ali so Se vse Zivali na paSi. Nenazadnje Ze otroci
stari nekaj let samoiniciativno prestevajo stvari,
s katerimi se igrajo, pa naj bodo to avtomobilcki,
kroglice, ali kakSne druge igrace. Pogosto recemo,
da so naravna Stevila Stevila s katerimi Stejemo.
Skoraj bi lahko rekli, da so naravna Stevila nekaj,
kar nam je prirojeno. Zato se je smiselno vpra-
Sati, kaj imajo naravna Stevila pravzaprav opraviti

z matematiko in kako so z njo povezana.

Zgodovina naravnih stevil

Pricnimo z znamenitim stavkom, ki ga je izrekel Le-
opold Kronecker (7. 12. 1823 - 29. 12. 1891): »Bog je
ustvaril naravna Stevila; vse ostalo je delo ¢loveka.«
[4]. Po stavku sodec bi lahko rekli, da naravna Stevila
niso zares povezana z matematiko, so prirojena, v
njih ne dvomimo in jih privzemamo taksna, kot jih
je za nas pripravila narava. Dejansko to niti ni tako
dalec od resnice, saj jih bomo tudi mi opisali z izja-
vami, v katere praviloma ne dvomimo in jih privze-
mamo. Govorimo seveda o aksiomih oz. temeljnih
resnicah [1].

Danes vemo, da so naravna Stevila temelj aritme-
tike [2, 3] in kot taka potrebujejo vso naSo pozor-

nost in previdnost. Iz naravnih Stevil nastanejo cela
Stevila, iz celih Stevil racionalna Stevila itd. A kljub
temu nas tudi strokovno razmisljanje privede do is-
tega vprasanja, ki smo ga postavili na zacetku: »Kdo
je ustvaril naravna Stevila?«.

Naravna Stevila so zanimala Ze starodavne civili-
zacije. Tako jih lahko v taksni ali drugacni obliki
najdemo pri Starih Egipcanih, Babiloncih, Rimljanih,
Kitajcih in nenazadnje tudi pri Indijancih v Ameriki
(npr. Majevska civilizacija). Dalec¢ najbolj pomembna
pa je Anti¢na Gréija. Starim Grkom pripisujemo prvo
sistemati¢no obravnavo naravnih Stevil. Tukaj so iz-
stopali predvsem Arhimed (okoli 287 pr. n. §t. - okoli
212 pr. n. $t.), Pitagora (okoli 570 pr. n. st. - okoli 495
pr. n. §t.) in Evklid (okoli 365 pr. n. §t. - okoli 275 pr.
n. St.).

Ne glede na zgodovino in vectisocletno uporabo
naravnih Stevil raziskovalci niso cutili nuje po mate-
mati¢ni pojasnitvi izvora naravnih Stevil, dokler leta
1860 Hermann Grinther Grassmann ni pokazal, da
lahko vecCino zapletenih dejstev v aritmetiki pojas-
nimo z osnovnimi pojmi. S tem je vecina tedanjih
matematikov spoznala, da aritmetika, in s tem tudi
naravna Stevila potrebujejo formalno vpeljavo. Na
podlagi teh idej je Charles Sanders Peirce leta 1881
predstavil prve aksiome za naravna Stevila. Ze leta
1888 je Richard Dedekind predstavil alternativen na-
bor aksiomov, ki danes predstavljajo temelj matema-
ticnega razumevanja naravnih Stevil. A zgodba tukaj
Se ni bila zakljucCena, saj je le leto kasneje, leta 1889,
Giuseppe Peano objavil poenostavljeno razli¢ico De-
dekindovih aksiomov, ki jih danes imenujemo Pea-
novi aksiomi [5, 6, 7]. Peanovih aksiomov je v osnovi
pet in danes matematikom predstavljajo odgovor na
vprasanje, kdo je ustvaril naravna Stevila.
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Peanovi aksiomi

Preden navedemo vseh pet Peanovih aksiomov, je po-
trebno poudariti, da so to strukturni aksiomi in zato
v smislu teh aksiomov oznacitev naravnih Stevil ni
pomembna. Naravna Stevila obiajno oznacujemo
z arabskimi Stevkami (0,1, 2,...,9) in jih praviloma
uporabljamo v desetiSkem sistemu, saj so v takSnem
sistemu najbolj primerna za zapis in nadaljnje racu-
nanje. Znano je, da so se matematiki svoj Cas pre-
pirali, ali bi prvo naravno Stevilo oznacili z 0 ali z
1. Danes vemo, da je to prerekanje brezpredmetno
in oznacitev za samo strukturo naravnih Stevil ni po-
membna. Bistvo tega pojasnila je, da bi lahko na-
ravna Stevila pri uporabi Peanovih aksiomov oznace-
vali tudi z drugimi objekti. Recimo, Stevilo 1 bi lahko
bilo tudi jabolko, Stevilo 2 hruska, Stevilo 3 avtomo-
bil itd. Da ne bomo prevec otezili razumevanje tega
Clanka, bomo tudi v Peanovih aksiomih uporabljali
arabske Stevke, prvo naravno Stevilo pa bomo ozna-
cili z 1.

Peanovi aksiomi so dejansko lastnosti, ki jih do-
delimo mnozici naravnih Stevil. Kot receno, jih po-
znamo pet in jih obicajno zapiSemo v naslednjem
vrstnem redu:

(1) Stevilo 1 je naravno Stevilo.
(2) Vsako naravno Stevilo ima natan¢no enega nasle-
dnika.

(3) Stevilo 1 ni naslednik nobenega naravnega Stevila.
(4) Ce imata dve naravni $tevili istega naslednika, po-
tem ti Stevili predstavljata isto naravno Stevilo.

(5) Vsaka mnoZzica, ki vsebuje Stevilo 1 in naslednike
vseh svojih Stevil, je enaka mnozici naravnih Ste-

vil.

Navedeni aksiomi so relativno preprosti in danes pre-
stavljajo temeljno strukturo, ki jo poznamo pod ime-
nom mnoZica naravnih Stevil; ozna¢imo jo z N. Ce-
prav so aksiomi preprosti, jih poskusimo Se dodatno
pojasniti.

Aksiom (1) pove, da mnozica naravnih Stevil ni
prazna, zato lahko v njej dolo¢imo vsaj en element.
Kot receno, bomo uporabljali arabske Stevke, zato se
odloc¢imo ta element oznaciti z 1.

Aksiom (2) zagotavlja, da je struktura naravnih
Stevil nerazvejana, tako da lahko hitro dolo¢imo na-
slednika vsakega Stevila, ki je le eden za vsako na-
ravno Stevilo.

MATEMATIKA

Aksiom (3) zagotavlja, da pred Stevilom 1 ni no-
benega naravnega Stevila oz. da se naravna Stevila
pric¢nejo pri Stevilu 1.

Aksiom (4) imenujemo tudi injektivnost funkcije
naslednikov. Funkcija je namrec predpis, ki vsakemu
elementu neke mnozice priredi natan¢no en element
druge mnozZzice. Injektivnost funkcije pa pomeni, da
se poljubna razlicna elementa prve mnoZice nujno
preslikata v razlicna elementa druge mnoZice.

Najbolj prepoznan in verjetno najbolj opevan
aksiom med matematiki je zagotovo aksiom (5). Po-
znamo ga namrec tudi pod imenom matematicna in-
dukcija. Poenostavljeno povedano, gre za mo¢no ma-
temati¢no orodje, s katerim lahko dokazujemo trdi-
tve tako na naravnih Stevilih kot tudi na strukturah,
ki so v bijekciji z naravnimi Stevili. Npr. tudi cela
Stevila so v bijekciji z naravnimi Stevili, zato lahko
princip matemati¢ne indukcije uporabljamo tudi na
njih.

Sistem oz. seznam Peanovih aksiomov v celoti opi-
suje mnozico naravnih Stevil, hkrati pa noben izmed
navedenih aksiomov ni odvec in je nujno potreben,
da imajo naravna Stevila strukturo, kot jo poznamo.
Ce bi lahko kaksen aksiom izpeljali iz preostalih, po-
tem ne bi bil potreben in bi ga lahko ¢rtali iz se-
znama. V nadaljevanju se bomo osredotocili na vsak
aksiom posebej in pokazali, da je nujno potreben.
Formalnih dokazov sicer ne bomo delali, si bomo pa
pomagali s slikami struktur, ki jih lahko dobimo v
primeru, da vsi aksiomi niso izpolnjeni. Ceprav ne
gre za formalni dokaz, lahko taksna intuitivna ilu-
stracija uciteljem v osnovnih in srednjih Solah po-
maga na enostaven nacin ucencem in dijakom poja-
sniti aksiome, ki gradijo naravna Stevila.

Manjkajoci Peanovi aksiomi

Naravna Stevila si danes vsi predstavljamo kot eno-
stransko linearen diagram pikic, ki so med seboj po-
vezane z daljicami, na katerih z ustrezno smerjo pu-
SC¢ice oznaCimo naslednike (slika 1). V nadaljevanju
bomo pokazali, da lahko dobimo tudi drugacne di-
agrame, v kolikor niso izpolnjeni vsi aksiomi iz na-
bora petih Peanovih aksiomov.

Za zacetek predpostavimo, da imamo samo aksi-
om (1). To pomeni, da imamo v mnoZici vsaj eno
naravno Stevilo. Na diagramu to pomeni eno pikico

%
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SLIKA 1.
Digram mnozice naravnih Stevil

(slika 2). Pikic bi lahko bilo tudi ve¢, vendar o njih
nicesar ne vemo, dokler uporabljamo le en aksiom.
Ne glede na opisano je jasno, da na sliki 2 ne dobimo
diagrama naravnih Stevil.

1

SLIKA 2.
Upostevanje aksioma (1)

Dodajmo sedaj Se drugi aksiom, da bomo imeli
dva aksioma, tj. aksioma (1) in (2). Ker je cilj poka-
zati, da lahko dobimo tudi drugacne strukture, kot
je struktura naravnih Stevil, predstavimo diagram na
sliki 3. Hitro preverimo, da diagram zadoSca obema
aksiomoma, saj imamo na seznamu tako Stevilo 1
kot tudi upoStevamo lastnost, da ima vsako Stevilo
na seznamu natancno enega naslednika. Ocitno dia-
gram na sliki 3 spet ni enak diagramu na sliki 1.

1 2 3
»( )
o\ Ll

SLIKA 3.
Upostevanje aksiomov (1) in (2)

Ce aksiomoma (1) in (2) dodamo $e aksiom (3), po-
tem diagram na sliki 3 ni ve¢ ustrezen, saj Stevilo
1 ne sme biti naslednik nobenega Stevila. Zato nari-
Semo nov diagram, ki je prikazan na sliki 4. Ideja je
zelo podobna kot na sliki 3, le da smo cikel naredili
tako, da se ve¢ ne sklene pri Stevilu 1. Tako ima Se
vedno vsako Stevilo natancno enega naslednika, saj
iz vsakega Stevila sledi le ena puscica, prav tako pa
Stevilo 1 ni naslednik nobenega Stevila.

Do sedaj smo pokazali, da prvi trije aksiomi vseka-
kor niso dovolj, da bi dobili nam dobro znano struk-
turo naravnih Stevil. Dodajmo sedaj Se aksiom (4).

SLIKA 4.
Upostevanje aksiomov (1), (2) in (3)

Hitro opazimo, da imata na diagramu slike 4 Ste-
vili 1 in 4 istega naslednika, kar aksiom (4) prepove-
duje. Glede na zapisano torej ne smemo narediti ci-
kla v strukturi, saj bi tako krSili aksiom (4). Zato naj-
prej pomislimo na enostransko linearno strukturo di-
agrama na sliki 1, ki prikazuje naravna Stevila. Hitro
dobimo obcutek, da so prvi Stirje Peanovi aksiomi
dovolj, da opiSemo naravna Stevila. Toda ta obc¢utek
imamo le zato, ker morda nismo razmisljali »izven
$katle«. Ceprav je razmisljanje izven $katle fraza, pa
nam v tem primeru lahko reSi problem, na katerega
smo naleteli. Izven Skatle lahko namre¢ razumemo
tudi kot »izven diagrama«, kar pomeni, da nas ne
sme zavesti intuitivna slika, kjer vnaprej nariSemo
nekaj, v kar Zelimo verjeti. Ce na diagram na sliki 1
dodamo Se eno strukturo, ki je lo¢ena od prve struk-
ture, kjer se nahaja Stevilo 1, potem s tem zadostimo
prvim Stirim Peanovim aksiomom, diagram pa niti
priblizno ne spominja na naravna Stevila. Brez iz-
gube za splosnost predpostavimo, da dodatno struk-
turo sestavljajo trije elementi, a, b, c, tako da je ele-
ment b naslednik elementa a, element ¢ naslednik
elementa b in element a naslednik elementa c. Po-
tem dobimo diagram prikazan na sliki 5, ki iz istih
razlogov kot prej Se vedno zadosca prvim Stirim Pe-
anovim aksiomom. Oznacimo sedaj obe mnoZzici oz.
povezani komponenti diagrama na sliki 5 z M; in M»
in preverimo, da ne zados¢a aksiomu (5). Ce vza-
memo poljubno mnozico, ki vsebuje Stevilo 1 in vse
svoje naslednike, potem glede na diagram opiSemo
le mnozico M;, ki seveda ni enaka celotni narisani
mnoZici My u M, saj mnoZica M, ni prazna.

Dodajmo Se aksiom (5) in tako uporabimo vseh pet
Peanovih aksiomov. Zaradi istega argumenta kot v
zgornjem odstavku, diagram na sliki 5 ni vec ustre-
zen. Izkaze se, da je teh pet aksiomov dovolj, da
si ne moremo ve¢ izmisliti novega diagrama, ki bi
te aksiome uposteval in bi hkrati bil razli¢cen od dia-
grama na sliki 1.

10
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1 2 3 4
¥, O——>0———>0———>0——> -
a b
M,
c
SLIKA 5.

Upostevanje aksiomov (1), (2), (3) in (4)

Operaciji sestevanja in mnozenja

Ceprav pet Peanovih aksiomov prestavlja preproste
strukturne lastnosti mnoZice naravnih Stevil, lahko
iz njih izpeljemo mnogo ve¢. Na mnoZici naravnih
Stevil N definiramo funkcijo naslednikov, ki jo bomo
oznacili s S : N — N, pri ¢cemer funkcijska vrednost
S(n) predstavlja naslednika naravnega Stevila n € N
v strukturi naravnih Stevil. Da je S res funkcija, nam
zagotavlja aksiom (2), ki pove, da ima vsako naravno
Stevilo natan¢no enega naslednika. Ce naravna $te-
vila v strukturi po vrsti ozna¢imo z arabskimi Stev-
kami, tako kot smo se dogovorili, potem je S(1) = 2,
S(2) =3, S(3) = 4 itd. Ker je S funkcija, ki slika iz
mnozice naravnih Stevil nase, jo lahko tudi komponi-
ramo. Tako bi lahko npr. zapisali tudi S(S(S(1))) = 4.
Slednje pomeni, da ¢e se od Stevila 1 premaknemo za
tri naslednike, dobimo v strukturi naravno Stevilo,
za katerega smo se dogovorili, da ga oznacimo s 4.
Omenimo Se, da aksiom (4) zagotavlja, da je funkcija
S injektivna, saj poljubni razli¢ni naravni Stevili pre-
slika v razli¢ni naravni Stevili. Zaradi aksioma (3) pa
ni surjektivna, ker v zalogi vrednosti ne dobimo vseh
naravnih Stevil. Namre¢, v Stevilo 1 se ne preslika no-
beno naravno Stevilo, ker Stevilo 1 ni naslednik nobe-
nega naravnega Stevila.

Ko imamo definirano funkcija S, lahko definiramo
Se operaciji seStevanja in mnoZenja. Operacija seste-
vanja je binarna operacija + : N x N — N, ki jo pravi-
loma definiramo rekurzivno za poljubni naravni Ste-
vili m,n e N:

u m+1=S8(m),
Sim+n)=m+S(n).

MATEMATIKA

Rekurziven zapis je morda nekoliko tezje razumeti,

zato napravimo nekaj primerov. Izracunajmo 5 + 1.

Po definiciji operacije seStevanja je
= 5+1=5(5).

Ker smo se dogovorili, da S(5) oznac¢imo s 6, dobimo
5+ 1 = 6. Nadalje, izracunajmo 5 + 2. Po definiciji je

= 5+2=5+5(1)=85(55+1)=25(6).

Ponovno upoStevamo dogovor, da smo S(6) oznacili

s 7. Zato je 5+ 2 = 7. Za konec izraCunajmo Se 5 + 3.
Spet po definiciji dobimo

= 5+3=5+8(2)=5(5+2)=S5(7).

UpoStevajmo, da smo S(7) oznacili z 8. Dobimo 5 +

3 = 8. Iz teh treh izracunov hitro opazimo, kako
lahko s pridom uporabljamo rekurzijo, saj smo vsak
naslednji korak izracunali s pomocjo prejSnjega.

Operacija mnoZenja je prav tako binarna operacija
- NxN — N, ki jo definiramo rekurzivno za poljubni
naravni Stevili m, n € N na naslednji nacin:

. m-1=m,
m-Sn)=m+ (m-n).

Pokazimo izracun mnozZenja Se na primeru. Najprej
izracunajmo 5 - 1. Po definiciji operacije takoj sledi
5-1 = 5. Sedaj izraCunajmo Se 5 - 2. Po definiciji
operacije mnoZzenja je

= 5.2=5.81)=5+(5-1)=5+5=10.

Bodimo pozorni, da smo v zadnjem koraku izracuna

uporabili definicijo operacije seStevanja, ki nam za-
gotavlja, da je 5 + 5 = 10. Izracunajmo Se 5 - 3. Po
definiciji operacije mnozenja dobimo

= 5.3=5-52)=5+(5-2)=5+10=15.

Ponovno smo v zadnjem koraku uporabili znanje,
ki smo ga pridobili pri operaciji seStevanja, v pred-
zadnjem koraku pa smo uporabili znanje, ki smo ga
pridobili s predhodnim izra¢unom, kjer smo doka-
zali, da je 5-2 = 10. Torej smo spet s pridom upora-
bili rekurzivno definicijo operacije.
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Ko imamo definirani obe operaciji, lahko pokaze-
mo, da sta komutativni, asociativni in da ju povezuje
distributivni zakon. Operaciji + in - sta komutativni,
Ce za poljubni naravni Stevili m,n € N velja

= m4+n=n-+m,
m-n=mn-m.

Operaciji + in - sta asociativni, ¢e za poljubna na-
ravna Stevila m, n, £ € N velja

s m+n+d)=m+n)+4,
m-(m-¥)=(m-n)-¥L.

Operaciji + in - povezuje distributivni zakon, Ce za
poljubna naravna Stevila m, n, £ € N velja

=m-(n+f)=m-n+m-¥,
m+n)-L=m-£+n-¥.

Oba pogoja distributivnosti imenujemo levi in desni
distributivni zakon, a ker vemo, da je operacija mno-
Zenja komutativna, lahko enega izpustimo. Lastno-
sti komutativnosti, asociativnosti in distributivnosti
dokaZemo s pomocjo matemati¢ne indukcije, ki jo
omogoca aksiom (5), in rekurzivnih definicij seSteva-
nja in mnozenja. Ker je dokaz vseh treh lastnosti
dolgotrajen, pokazimo eno izmed lastnosti, npr. ko-
mutativnost seStevanja, na primeru.

Za poljubno naravno Stevilo n € N dokazimo trdi-
tevn + 1 = 1 + n. Po definiciji operacije seStevanja
takoj sledi n + 1 = S(n). Preverimo sedaj, da je tudi
1+ n = S(n). To trditev najprej preverimo za prvo
naravno Stevilo, tj. 1. Tudi tale trditev sledi takoj iz
definicije operacije seStevanja, saj je 1 + 1 = S(1).
Predpostavimo sedaj, da trditev 1 + n = S(n) velja
za neko izbrano naravno Stevilo 7 in pokazimo, da
velja tudi za njegovega naslednika S(n). Torej mo-
ramo dokazati trditev 1 + S(n) = S(S(n)). Po defini-
ciji operacije sestevanja sledi 1 +S(n) = S(1 +n). Ce
uporabimo Se predpostavko 1 + n = S(n), dobimo
1+ S(n)=5(5(n)), kar smo tudi Zeleli. Aksiom (5)
zagotavlja, da smo trditev 1 + n = S(n) dokazali za
vsako naravno Stevilo n € N. Ker je n +1 = S(n)
in hkrati tudi 1 +n = S(n), sledin+1=1+n. S
pomocjo rekurzije lahko nato dobimo tudi sploSen
rezultat m + n = n + m, kjer sta m in n poljubni
naravni Stevili.
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Krizne vsote

b

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na za-
Cetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.
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Razklon na stekleni prizmi

N
ALES MOHORIC

- V Preseku je bil nedavno objavljen ¢lanek o sivi mreni [1], ki opisuje poskus, v katerem je bil mavricni
trak za meritve obsega vidne svetlobe narejen z razklonom na prizmi. Valovne dolZine mavri¢nih barv
lahko doloc¢imo s spektrometrom, vendar ima ta omejen obseg merjenja in z njim ne moremo meriti v
obmocju ultravijolicne svetlobe. Kako smo vseeno lahko izmerili valovno dolZzino meje vidne svetlobe

v tem obmocju? To izvemo, ¢e se malo bolj poglobimo v pojav razklona na stekleni prizmi.

Steklo je prozorna snov, skozi katero svetloba potuje z manjSo hitrostjo kot skozi zrak. Koli¢nik hitrosti
svetlobe v praznem prostoru cg in hitrosti v steklu ¢ je lomni koli¢nik n = % Svetloba se zaradi spremembe
hitrosti lomi na prehodu meje med zrakom in steklom, tako da velja lomni zakon sinx = nsinfB. Za
lomni koli¢nik zraka smo vzeli kar 1, & je kot med vpadnim Zarkom in vpadno pravokotnico, 8 pa kot
med lomljenim Zarkom in vpadno pravokotnico. Steklo ima lomni koli¢nik nekoliko vecji od 1,5. Lomni
koli¢nik lahko natan¢no izracunamo, ¢e natancno izmerimo kota « in . Prvega lahko natan¢no izmerimo, ¢e
naredimo vpadni curek bele svetlobe primerno ozek in vzporeden. Kota 8 pa ne moremo izmeriti natanc¢no,
saj se snop vzporednih vpadnih Zarkov v steklu razSiri v Sop Zarkov, ki se Sirijo kot pahljaca. Ta pojav
imenujemo razklon. Podrobnejsi pogled pokaZze, da je svetloba v Sopu obarvana, na eni strani rdece, vimes
rumeno in zeleno in na drugi strani modro, kot kaZe slika 1. Steklo razkloni svetlobo zato, ker je lomni
kolicnik odvisen od barve, torej od valovne dolZine svetlobe. Poleg lomnega koli¢nika pri izbrani valovni
dolzini steklo opiSe Se enostavna mera za razklon, Abbejevo Stevilo Vp. Stevilo izratunamo z izrazom
Vp = ,,:‘F’fnlc. V izrazu nastopajo lomni koli¢niki pri valovnih dolZinah A¢ = 656,3 nm, Ap = 589,3 nm in
Ar = 486,1 nm. ManjSe Abbejevo Stevilo pomeni mocnejsi razklon.

SLIKA 1.
Svetloba se po lomu v steklo razkloni.

vpadni curek

Razli¢na stekla se razlikujejo med seboj po lomnem koli¢niku in Abbejevem Stevilu. Te pare podatkov za
mnoZico komercialnih stekel kaZze diagram na sliki 2. Voda ima Abbejevo Stevilo 56, a je ni na diagramu,
ker njen lomni koli¢nik 1,33 leZi izven intervala na ordinatni osi. Zrak ima pri standardnih pogojih lomni
koli¢nik 1,000277 in Abbejevo Stevilo 89. Stekla v grobem lo¢imo na flintna in kronska stekla. Flintna imajo
manjsi Vp in vecji n kot kronska stekla. Obstaja Se nekaj drugacnih vrst stekel, omenimo akrilno steklo, ki
ga uporabljajo za umetne lece.

%
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FK fluoritno kronsko steklo
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Abbejevo Stevilo

SLIKA 2.
Abbejev diagram, v katerem posamezna tocka predstavlja doloceno vrsto stekla. Abscisa je Abbejevo Stevilo, ordinata pa lomni
koli¢nik stekla pri valovni dolzini 587,6 nm [2].

Za naSe potrebe pa tako preprost opis loma v steklu ne zadoS¢a. Lomni koli¢nik lahko izmerimo na
intervalu valovnih dolZin in primer za nasSo prizmo kaZe graf na sliki 5. Graf na diagramu ni premica, za
katero bi zadoScala dva podatka, temvec¢ monotono padajoca krivulja. Krivuljo dobro opiSemo z empiri¢no
Sellmeierjevo enacbo [3]: n%(A) = 1 + Y, %MCL B; in C; so za dano snov konstante, ki jih imenujemo
Sellmeierjevi koeficienti. Za opis komercialnih stekel obicajno zadoS¢ajo trije pari koeficientov, ki jih lahko
poiS¢emo na spletu [4].

Pri poskusu, opisanem v [1], smo svetlobo razklonili na njene spektralne komponente s stekleno priz-
mo tako, da smo ozek curek bele svetlobe usmerili na eno stranico prizme. Curek se je ob dveh lomih
pahljacasto razklonil in na zaslonu naredil mavricni trak. Valovno dolZino meje vidne svetlobe o¢esa smo
Zeleli dolociti iz lege vidnega roba na mavri¢nem traku. Kako je koordinata v mavri¢cnem traku povezana
z valovno dolZino svetlobe, ki to tocko osvetljuje? Na to vpraSanje odgovorijo lomni zakon in geometrija
poskusa. Tloris poskusa kaze slika 3. Skica ni v pravem merilu, saj sta zaradi preglednosti a in b narisana
dvajsetkrat manjSa, kot sta bila pri poskusu, razklon pa je narisan ustrezno vecji. Zaslon je stal vzporedno
z vpadnim curkom svetlobe na razdalji b od curka. Os x, vzdolZ katere Zelimo meriti valovno dolZino, tece

1 4 PRESEK 48 (2020/2021) 5
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po zaslonu tako, da je izhodiSce pri svetlobi rdece barve z valovno dolZino 700 nm, usmerjena pa je proti
krajSim valovnim dolZinam.

zaslon

SLIKA 3.

Skica tlorisa poskusa, curek bele svetlobe vstopa v prizmo spodaj pod
kotom @( = 56,4° glede na pravokotnico stranske ploskve prizme. Zarek
svetlobe z valovno dolzino A se med prehodom prizme dvakrat lomi in
doseze zaslon v tocki s koordinato x.

Pri poskusu smo uporabili halogensko Zarnico. Mavri¢ni trak, ki je nastal pri poskusu, kaze slika 4. S
pisalom so oznacene valovne dolZine, ki smo jih izmerili s spektrometrom. Koordinate valovnih dolZin C,
D in F dolo¢imo z linearno interpolacijo med izmerjenimi tockami. Lomni koli¢nik izra¢unamo za dano
koordinato x s slede¢im premislekom. Curek bele svetlobe vpada na prizmo pod vpadnim kotom g in se
lomi v prizmo pod kotom @1, za katerega velja lomni zakon sin ¢y = nsing;. Lomljeni Zarek vpada na
nasprotno stranico prizme pod kotom @, = 60°—@ in se lomi ven iz prizme pod kotom @3, za katerega velja
sin 3 = n sin @». Zarek se med prehodom skozi prizmo odkloni od prvotne smeri za kot g4 = @3+ @o—60°.
Zaslon je vzporeden z vpadnim curkom in oddaljen za b = 250 cm. Zarek vpade na zaslon na razdalji a — x
naprej od prizme (@ = 210 cm). Dimenzije prizme lahko v primerjavi s temi razdaljami zanemarimo in
kot 4 je potem podan tudi s tg@4 = ;—. S temi preprostimi zvezami lahko povezemo koordinato x na
mavri¢nem traku z lomnim koli¢nikom stekla z izrazom

2
= n(Ad) = \%\/(Sin (arctan <xba> —@o + 60°>> + sin (arctan (xha) — @o + 60°> sin@g + sin® Qo-

Z znanimi koordinatami valovnih dolZin C, D in F iz gornjega izraza izracunamo ustrezne lomne koli¢nike:
np = 1,678, ng = 1,693 in n¢ = 1,672. 1z teh vrednosti izracunamo Abbejevo Stevilo 32. Vidimo, da podat-
koma n ~ 1,7 in Vp ~ 32, v diagramu na sliki 2 ustreza gosto flintno steklo Stevilka 5 (SF 5). Sellmeierjeva
enacba stekla SF 5 je:

1,52481889A2 0,187085527A2 1,42729015A2
= n(d) =41 5 + 5 + 5
A2 —0,011254756 um A2 —0,0588995392 um A2 —129,141675 pym

Graf enacbe je na sliki 5.

-
o)}

nadaljevanje
na strani
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SLIKA 4.

Mavricni trak, ki je nastal pri razklonu svetlobe halogenske Zarnice s trikotno stekleno prizmo pri poskusu, ki ga kaze slika 3.
Oznacena je os x, razdalje na njej so v centimetrih. Pod njo je izracunana os valovnih dolzin. S pisalom so oznacene valovne
dolzine, ki smo jih dolocili s spektrometrom, koordinate valovnih dolzin C, D in F pa smo dolocili z linearno interpolacijo.

n)
1,71
1,70f
1,69f

1,68 F —
C SLIKA 5.

Lomni koli¢nik flintnega stekla 5 (SF 5) v intervalu
valovnih dolzin okoli vidne svetlobe. Lomni koli¢-
nik je manjsi za vecje valovne dolzine (za rdeco je
manjsi kot za modro), odvisnost pa ni izrazita. Na
. e e e e P prikazanem intervalu se lomni koli¢nik spremeni le
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 za slabe 4 odstotke (kar poglejte interval na ordina-
tni osi).

1,67}

1,66}

A [um]

Koordinato tocke na mavricnem traku izra¢unamo za izbrano valovno dolZino z izrazom
b

tg (arcsin (n()\) sin (60° — arcsin (S;n(?\’)" ))) + @o — 60°> .

Odvisnost koordinate na zaslonu od valovne dolzine se skriva v odvisnosti lomnega koli¢nika od valovne
dolzine (Sellmeierjeva enacba). Na videz zapletena enacba vsebuje le osnovne matemati¢ne operacije in
funkcije, ki jih za nas brez teZav izracuna in izriSe (slika 6) raCunalnik. Izraza, s katerim bi izracunali valovno
dolzino za izbrano koordinato, ne moremo enostavno zapisati. Zato valovno dolZino raje kar odc¢itamo z
grafa na sliki 6. Vidimo, da koordinata x = 0 ustreza rdeci svetlobi z valovno dolZino 700 nm, tako kot smo
izbrali izhodisc¢e koordinatnega sistema. Ker smo uspeli doloc¢iti lastnosti stekla v intervalu, ki je dosegljiv
spektrometru, lahko uporabljamo graf tudi izven tega obmocja.

"X =qa—
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X(A) [m]

SLIKA 6.

Koordinata tocke v odvisnosti od valovne dolzine

svetlobe, ki osvetljuje to tocko. Krivulja omogoca,
R da za poljubno koordinato x najdemo ustrezno va-
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 lovno dolzino A in obratno. Tako umerimo skalo
A [um] valovnih dolzin po koordinatni skali x.

T

-01

Mavricni trak lahko opremimo s skalo valovne dolzine (kakor na sliki 4), iz katere neposredno odc¢itamo
valovno dolZino. Skala ni linearna, saj koordinata ni sorazmerna valovni dolZini. V tehniki pogosto upora-
bljamo tabele ali grafe, kadar nas zanima sovisnost dveh koli¢in. Z njimi se izognemo zahtevnim analiticnim
izrazom.

Razklon v steklu ni izrazit in belo svetlobo razgrne v dokaj ozko pahljaco. V spektrometru Zelimo pahljaco
¢im bolj razgrniti, da bo spektralna locljivost boljSa. Pomagamo si z vec¢ zaporedno postavljenimi prizmami,
kot je Amicijeva prizma, ali pa s prizmami, v katerih s popolnim odbojem ali zrcaljenjem doseZemo veckratni
razklon, npr. Pellin-Brocova prizmi ali Abbejeva prizma.

SLIKA 7.

Razlicne spektrometrske prizme, kjer vecjo kotno
razpr$enost dosezemo s kombiniranimi prizmami
ali pa odbojem na eni od stranic: A Amicijeva
prizma, B Pellin-Brocova prizma, C Abbejeva prizma.

Ugotovili smo, da lahko z razklonom na stekleni prizmi tudi merimo valovne dolzine svetlobe. Je pa zveza
med kotom, pod katerim se lomi Zarek, in valovno dolZino precej bolj zapletena kot pri uklonski mreZici,
kjer velja enostavna zveza d sin® = NA. Pri uklonski mreZici je d razdalja med sosednjima rezama, N red
ojacitve in ® kot med smerjo vpadnega ter smerjo uklonjenega Zarka.
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ASTRONOMIJA

Gibanje Zemlje in

merjenje Ccasa

vid
JURE JAPEL]

- Spremenljivo nocno nebo in letni casi sta le dve
izmed mnogih posledic gibanja Zemlje. Kljub temu,
da se o gibanju Zemlje uc¢imo Ze od malih nog, pa
je vseeno tako neintuitivno in v nasprotju z vsa-
kodnevnim izkustvom, da moramo za njeno razu-
mevanje napraviti kar nekaj miselnih akrobacij. V
tem prispevku si poglejmo, kako se Zemlja giblje
v Osoncju in kaksne posledice ima gibanje na nas

vsakdan.

Starodavne civilizacije so Ze davno tega spoznale,
da so nebesni pojavi ciklicne narave. Opazovali so
Lunine mene, navidezno pot Sonca po nebu ter spre-
minjanje poloZaja ozvezdij na no¢nem nebu. Pozna-
vanje nebesnega gibanja je vodilo do prvih koledar-
jev, s katerimi so si ljudje pomagali pri nacrtovanju
sajenja in pobiranja pridelkov. Starodavni astronomi
so v tisoCletjih podrobnih sistemati¢nih opazovanj
neba prepoznali Stevilne vzorce in uspeli dokaj na-
tan¢no napovedati gibanje nebesnih teles, med dru-
gim tudi Sonceve in Lunine mrke.

23.5°

smer ravnina ekliptike

Skorpijona

Jun 21

SLIKA 1.

Pravo razumevanje naravnih pojavov je prislo z
zavedanjem, da Zemlja ni stati¢na, temvec se giblje.
Potreben je kar precejSen miselni preskok, da sebe
kot opazovalca postavimo v gibajo¢ sistem. Kljub
posameznim brilijantnim dognanjem anti¢nih mate-
matikov in astronomov je do SirSega soglasja o med-
sebojnem gibanju Zemlje, Sonca in planetov prislo
Sele proti koncu Sestnajstega stoletja. Danes vemo,
da se Zemlja vrti okoli svoje osi ter kroZi okoli Sonca.
NasSanajbliZja zvezda se giblje okoli centra Galaksije,
ta pa je prav tako del SirSega kozmicnega plesa gala-
ksij. A za nas najpomembnejSe je gibanje Zemlje v
Osoncju, na kar se osredotocamo v tem prispevku.

V nadaljevanju predpostavljamo, da se opazovalec
nahaja na severni zemeljski polobli.

Soncev in zvezdni cas

Zemlja se giblje okoli Sonca v eklipticni ravnini (slika
1). Obenem se vrti tudi okoli svoje osi. Le tisti del
Zemlje, ki je v danem trenutku obrnjen proti Soncu,
je osvetljen. Prva posledica tega gibanja je torej iz-
menjavanje dneva in no¢i. Zemlja se vrti od zahoda
proti vzhodu. Za opazovalca na Zemlji torej Sonce

severni pol

ekvator

smer
Oriona

Stranski pogled na eklipticno ravnino. Zemlja se vrti okoli svoje osi, ki je za 23,5° nagnjena glede na eklipti¢no ravnino.
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1 dan

vzide na vzhodu, doseZe najvisjo tocko ter nato za-
ide. Opisana cikli¢na gibanja so se izkazala za nara-
ven nacin merjenja casa. Eno leto je cas, v katerem
Zemlja enkrat obide Sonce. Dan pa je definiran kot
povprecen ¢as med dvema zaporednima prehodoma
Sonca, najviSje tocke na nebu. Taki definiciji dneva
pravimo Soncev dan, ki traja 24 ur!.

Za potrebe orientacije na nebu si je uporabno
predstavljati, da Zemljo obdaja ogromna nebesna
sfera, na katero so pritrjene zvezde. Ker stojimo
na vrte¢i Zemlji, se nam med no¢nim opazovanjem
neba zdi, da se nebesna sfera vrti. Zvezde krozijo
okoli navidezno nepremicne tocke v bliZini zvezde
Severnice. To je tocka, kamor kaZe os vrtenja Zemlje
ali severni pol. Ce bi natan¢no opazovali poloZaje
zvezd, bi izmerili, da Zemlja za en obhod okoli svoje
osi potrebuje dobrih 23 ur in 56 minut, kar imenu-
jemo zvezdni ali siderski dan. Siderski dan, merjen
relativno na oddaljene zvezde, se torej razlikuje od
Soncevega dneva. Zakaj takSna razlika?

Zemlja naredi en obrat ali 360° v siderskem dne-
vu. A v tem Casu je Zemlja potovala okoli Sonca,
pri Cemer se je premaknila za nekaj manj kot stopi-
njo (slika 2). Zemlja se mora zavrteti za skoraj 361°,
Ce Zelimo, da Sonce za opazovalca najviSjo tocko na
nebu doseZe ob istem ¢asu ob dveh zaporednih dne-
vih. Planet potrebuje priblizno Stiri minute, da se za-

IEgipcani so dan razdelili na 24 ur, kar je delno posledica
vzhajanja doloc¢enih zvezd na nebu, delno pa njihovega Stetja, ki
je temeljilo na osnovi 12 namesto 10. Zaradi zapletenega gibanja
se je dolzina egipcanske ure spreminjala. Grki so privzeli 24-urni
dan ter z natan¢nimi meritvami dolo¢ili fiksno dolZino ure.

ASTRONOMIJA

------- >
Oddaljene
zvezde
SLIKA 2.
_________ > Zemlja se mora vsak dan zavrteti sko-

raj za 361°, da z enako stranjo zopet
gleda na Sonce.

vrti za dodatno stopinjo. Opazimo, da ima sidersko
leto en dan ve¢ od Soncevega. To lahko zapiSemo z
enacbho

- 22y, &)
T, T

oziroma
1 1 1

n - = _ = 2
T T. P’ 2)

kjer je P cas obhoda Zemlje okoli Sonca (ali perioda),
T, je trajanje siderskega dne, T pa Soncevega dne.

Prakticna posledica razlike med siderskim in Son-
Ccevim dnevom za zvezdogleda je, da doloCena zvez-
da vsako noc vzide Stiri minute bolj zgodaj kot prej-
$njo no¢. Cez leto se zato spreminjajo tudi ozvezdja,
ki jih vidimo na nebu. V zimskih mesecih je visoko
na nebu ozvezdje Oriona, medtem ko v poletnih nad
nami kraljuje ozvezdje Skorpijona.

Nagnjena os vrtenja in letni ¢asi

Zemljina os vrtenja ni pravokotna na eklipti¢no rav-
nino, temve¢ nagnjena za 23,5° od navpicnice (slika
1). Nagnjena os je glavni vzrok za pojav letnih ¢asov
na Zemlji, saj v veliki meri dolo¢a, kako se Sonce giba
po nebu skozi leto.

Ce vsak dan ob istem ¢asu opazujemo Sonce, opa-
zimo, da se njegov poloZaj na nebu spreminja. Po-
leti je Sonce viSje na nebu kot pozimi. ViSina Sonca
je odvisna tudi od geografske Sirine, na kateri se na-
hajamo. Odvisnost spreminjanja viSine med letom
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SLIKA 3.

2350

Poletni Soncev obrat

2350

Zimski Soncev obrat

Visina Sonca na nebu h za opazovalca na geografski Sirini @ ob enakonocju (levo), poletnem solsticiju (sredina) in zimskem

solsticiju (desno).

je razlozena na sliki 3 ob treh mejnih primerih (za
boljSo predstavo se ozrite tudi na sliko 1, sliko 4 in
sliko 5). Pot Sonca na nebu skozi leto, imenovana
ekliptika, se pomika severno in juzno od ekvatorja.
Ekvator precka dvakrat, in sicer okoli 20. marca in 23.
septembra. Dogodka imenujemo enakonocje ali ek-
vinokcij. Ce Zemljina os vrtenja ne bi bila nagnjena,
bi Sonce vedno ostalo nad ekvatorjem. Zaradi na-
gnjenosti pa Sonce navidezno potuje severno od ek-
vatorja in okoli 21. junija, ob poletnem Soncevem
obratu ali solsticiju, dosezZe najviSjo tocko. Nato se
zacne njegova pot proti jugu, ob jesenskem enako-
nocju precka ekvator in okoli 21. decembra, ob zim-
skem Soncevem obratu, doseZe najniZjo tocko.

Sedaj je jasno, zakaj imamo na Zemlji letne case.
Sonce je precej viSje na nebu med poletnim kot zim-
skim Soncevim obratom. To pomeni, da je Sonce dalj
Casa na nebu-poleti je dan veliko daljsi kot pozimi-
in je severna polobla osvetljena dalj casa. Se veg,
snop svetlobe s Sonca poleti na Zemljo pada pod ve-
¢jim kotom kot pozimi, zato je prejeta koli¢ina sve-
tlobe na enoto povrSine vecja (glej nalogo 4).

Velja omeniti, da se Zemlja okoli Sonca giblje po
elipti¢ni orbiti, zato se tako njena hitrost kot odda-
ljenost od Sonca skozi leto spreminjata. Zmotno je
naivno prepricanje, da so letni casi posledica elip-
ticne orbite. Pravzaprav je Zemlja Soncu najblizje
januarja, najdlje pa julija. Je pa pri razumevanju

poti Sonca po nebu vseeno potrebno upostevati uci-
nek elipticne orbite, ki vsekakor ni zanemarljiv. Pot
Sonca po nebu moramo razumeti za u¢inkovito upo-
rabo sonc¢nih elektraren, arhitekturo in za modelira-
nje klimatskih sprememb.

Severni
pol

Horizont

Juzni
pol Nebesni ekvator

SLIKA 4.

Spreminjanje polozaja Sonca na nebu kot posledica nagnjenosti
Zemljine osi vrtenja. Nebesni ekvator je ravnina, v kateri lezi
Zemeljski ekvator (glej tudi sliko 6).
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Zemlja kot vrtavka in gibanje pomladisca

Zaradi vrtenja Zemlja nima popolne sferi¢ne oblike
temvec je na ekvatorju izbocena. Luna in Sonce s svo-
jim gravitacijskim privlakom poskuSata poravnati
Zemljin ekvator z eklipti¢no ravnino: vsota sil kaze
pravokotno na eklipti¢no ravnino. A Zemlja se ne da.
Posledicno je njeno gibanje dokaj zapleteno. Lahko
si ga ponazorimo z gibanjem vrtavke (slika 52). Ce
nevrteco vrtavko postavimo pod kotom na ravno po-
vrS§ino, bo navor sile gravitacije vrtavko prekucnil.
Vrteca vrtavka pa ima vrtilno koli¢ino, ki kaZe v sme-
ri osi vrtenja. V tem primeru se zaCne vrtavka vrteti
okoli navpicnice, ker je navor vzporeden s povrsino
in pravokoten na smer vrtilne koli¢ine. Takemu giba-
nju pravimo precesija.

SLIKA 5.

llustracija precesije vrtavke. Sila gravitacije, delujo¢ na masno
sredisce, ustvari navor T v smeri pravokotno na vrtilno koli¢ino
L. Velikost vrtilne koli¢ine se ne spremeni, se pa spremeni
njena smer. (Vir: OpenStax)

2phys.Tlibretexts.org/
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Ravno tako kot vrtavka tudi Zemlja precesira (sli-
ka 6) s periodo okoli 26000 let. Prakti¢no to pomeni,
da os vrtenja ne kaze ves Cas v isto smer, temvec po-
Casi, s kotno hitrostjo ~ 1° na 72 let opisuje krog z
radijem 23,5°. Trenutno se nebesni severni pol na-
haja 0,7° od zvezde Severnice.

Skupaj z Zemljino osjo se vrti tudi nebesni ekvator
(slika 6). To pomeni, da se pomladiS¢e-pomladansko
enakonocje oz. tocka, kjer se sekata ravnini nebe-
snega ekvatorja in ekliptike-premika s casom.
Vsako leto se pomladiSce premakne za priblizno 50”
glede na zvezde. Sonce tako vsako leto prispe do po-
mladisc¢a preden naredi celoten krog glede na zvezde.
Prvi dan pomladi vsako leto nastopi na zgodnejsi da-
tum. Cas med dvema zaporednima obiskoma Sonca
v pomladis¢u imenujemo tropsko leto, ki traja
365,2422 dni. Sidersko leto po drugi strani traja
365,2564 dni. Kako torej definirati dan? Omenimo,
da poleg precesije definicijo dneva onemogoca tudi
nestalna hitrost potovanja Zemlje okoli Sonca zaradi
elipti¢ne orbite. Ker Zelimo, da dan v vsakodnevnem
zivljenju vsak dan traja enako dolgo, moramo pri
merjenju ¢asa narediti doloCene popravke. Iz zagate
se reSimo tako, da si zamislimo povprecno sonce, ki
se s konstantno hitrostjo giblje po nebesnem ekva-
torju in naredi en obhod v tropskem letu. Ta defini-
cija pomeni, da se letni Casi glede na nas$ koledar ne
bodo spreminili: poletje bo vedno nastopilo junija in
zima decembra. Spreminja pa se polozaj Zemlje v
orbiti okoli Sonca, ko nastopi dolocen letni cas.

Zal gibanje Zemlje vsebuje Se dodatne komponen-
te. Luna se giblje okoli Zemlje glede na Sonce, zato
se njen vpliv na Zemljino gibanje s casom spreminja.
Najmocnejsi ucinek je nutacija, pri kateri Zemljina
os koleba s periodo 18,6 let. Spreminja se tudi na-
klon Zemeljske osi od navpicnice: s periodo 41000
let se naklon spreminja med 22,1° in 24,5°. Obenem
se vrtenje Zemlje okoli svoje osi pocasi ustavlja za-
radi plimske interakcije z Luno.

Osnova merjenja Casa je siderski cas, saj ga lahko
natan¢no izmerimo z opazovanjem vzhajanja in za-
hajanja nebesnih teles. A zaradi zapletenega gibanja
Zemlje natanc¢ni ¢as, ki ga uporabljamo v praksi, vse-
buje Stevilne popravke.

Ker Stevilo dni v letu ni celo Stevilo, se tudi koledar
sooca s teZavami. Ker leto traja priblizno 365,25 dni,
v koledarju pa imamo samo 365 dni, moramo vsake
Stiri leta imeti prestopno leto. A ker je prava Stevilka
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SLIKA 6.
Zemljina os vrtenja v ~ 26000 letih opiSe en krog okoli svoje
osi. Posledica precesije je premikanje pomladisca.

malenkost drugacna od 365,25, moramo upoStevati
Se nekaj dodatnih pravil. Prestopno leto imamo vsa-
ke Stiri leta, razen Ce je leto deljivo s 100. Edina iz-
jema so leta deljiva s 400; leto 1900 npr. ni bilo, leto
2000 pa je bilo prestopno. Koledar je danasnjo po-
dobo dobil leta 1582 (reforme papeza Gregorja XIII).
Tudi gregorijanski koledar ni popoln: ¢ez pribliZno
3300 let bo razlika s tropskim letom Stela en dan.

Zakljucek

Dobro se je zavedati, da je dinamika nebesnih teles
zapletena. Zemlja tu ni nobena izjema; podobna gi-
banja lahko pripiSemo tudi drugim telesom v Oson-
C¢ju. Vse skupaj se zdi Se bolj zapleteno, kot je v
resnici, zaradi naSe potrebe po natantnem merjenju
Casa. Zanimivo je, kako tesno je ¢loveStvo povezano
z gibanjem Zemlje. Cikli¢ne spremembe so v ljudeh
vzbudile Zeljo po natantnem opazovanju in napove-
dovanju naravnih pojavov. Bi se ¢loveSki kulturni in
tehnoloski razvoj odvil drugace, Ce Zemljina os vrte-
nja ne bi bila nagnjena in bi bil en dan precej bolj
podoben drugemu?

Vprasanja

Naloga 1

Luna se okoli Zemlje giblje v nasprotni smeri uri-
nega kazalca. Njen son¢ni mesec, obhod okoli Ze-
mlje glede na Sonce, traja 29,5 dni, siderski mesec
pa 27,3 dni. Kako dolg bi bil Soncev mesec, Ce bi se
Luna okoli Zemlje gibala v obratni smeri? Predposta-
vite, da se siderski mesec ne spremeni.

Naloga 2

Hitrost vrtenja Zemlje se ustavlja. Pred 600 milijoni
let je za en obrat potrebovala 21 ur. Ob predpostavki,
da je hitrost ustavljanja konstanta, izracunajte, kdaj
je sidersko leto trajalo to¢no 365,25 dni.

Naloga 3

Neke noci opazujete zvezdo Betelgezo. Ko jo opa-
zujete naslednjic, se je zvezda okoli Severnega pola
zavrtela za 15°. Koliko dni je minilo med prvim in
drugim opazovanjem, Ce je ura v obeh primerih ka-
zala enako?

Naloga 4

Luka Zeli izmeriti geografsko $irino, na kateri se na-
haja. 21. junija se odpravi iz mesta na odprto polje
kjer izmeri, da je Sonce opoldne 67° nad obzorjem.

= Na kateri geografski Sirini se nahaja Luka? Poma-
gajte si s sliko 3.

= Kako visoko bo Sonce opoldne ob jesenskem ena-
konocju?

= QOceni razmerje osvetljenosti tal 21. junija in 21.
decembra. Pri oceni zanemari vpliv atmosfere.

= Kako visoko nad obzorjem lahko Luka ponodi pri-
cakuje Severnico?

" dmia-zaloznistvosi
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RACUNALNISTVO

DinamiCno programiranje in
problem nahrbtnika

N2
INES MERSAK

- Dinamicno programiranje je metoda reSevanja
dolocenih problemov, ko iS¢emo najboljsi rezultat,
npr. najkrajSo pot ali najvecjo nagrado. Problemi,
ki jih lahko resSimo tako, da jih razbijemo na manj-
Se, poiScemo najboljSo reSitev le-teh in te reSitve
zdruzimo v reSitev vecjega problema, so zelo pri-
merni za dinami¢no programiranje. Ce se nekateri
podproblemi prekrivajo, potem uporaba dinamic-
nega programiranja mocno pospesi algoritem za re-

Sevanje.

Zgodovina in poimenovanje

Izvor imena dinamicno programiranje je nenavaden
in zanimiv. Kot bomo videli, ni pri dinami¢nem pro-
gramiranju ni¢ preve¢ dinamic¢nega, metoda pa tudi
ni neposredno povezana s programiranjem, saj gre
pravzaprav za matemati¢no tehniko. Dinami¢no pro-
gramiranje je v petdesetih letih prejSnjega stoletja
razvil ameriSki matematik Richard Bellman in v svoji
avtobiografiji [1] opisal razlog za ¢udno poimenova-
nje. Petdeseta leta niso bila najboljSa za financira-
nje matematicnih raziskav. Da bi Bellman pridobil
financiranje ministrstva za obrambo, je moral s pri-
merno izbranim imenom zakriti, kaj bo v resnici po-
cel. S svojo tehniko je Zelel reSevati probleme op-
timalnega nacrtovanja. A besedo nacrtovanje je za-
menjal z besedo programiranje. Ker je Zelel opisati,
da se metoda dogaja v vec korakih, je izbral Se be-
sedo dinamicno, delno zato, ker Ze ima mocan fizi-
kalen pomen, in delno zato, ker jo je tezko uporabiti
v zani¢evalnem smislu. Z besedno zvezo dinami¢no

programiranje je bil zadovoljen, saj je bila dovolj ge-
nericna, da poslanci in ministri niso ugovarijali; finan-
ciranje raziskav je bilo tako zagotovljeno.

llustrativni primer

Osnovni primer dinami¢nega programiranja, ki kaze
strukturo ponavljajoc¢ih podproblemov, je izracun n-
tega Fibonaccijevega Stevila. Spomnimo se, da so Fi-
bonaccijeva Stevila definirana z zvezo

= Fo=1, F1 =1, Fy =Fy_1 + Fy_>,

torej je vsako naslednje Stevilo vsota prejsnjih dveh,
pri cemer zatnemo z 1, 1. Ce bi funkcijo za izracun
n-tega Stevila napisali kot

def fib(n):
if n <= 1: return 1
else: return fib(n-1) + fib(n-2)

in izracunali fib(5), bi dobili zaporedne klice:
= fib(5) = fib(4) + fib(3)
= (fib(3) + fib(2)) + (fib(2) + fib(1))
= ((fib(2) + fib(1)) + (fib(1)+
+fib(0)))+((fib(1)+fib(0))+fib(1))
= (((fib(1) + fib(0)) + fib(1))+
+ (fib(1) + fib(0))) + ((fib(1)+
+ fib(0)) + fib(1))
V zadnjem izra¢unu, vidimo, da se kar trikrat ponovi
izracun fib(2), kot oznaceno z zvezdico:
= (((fib(1)+fib(0))+fib(1)) + (fib(1)+fib(0)))+

* *

+ ((fib(1) + fib(0)) +fib(1)).
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To je primer manjSega podproblema enake oblike.
Zato, da bi izracunali fib(5), moramo izraCunati
fib(3) in fib(4), za ta dva pa potrebujemo fib(3),
fib(2) (dvakrat) in fib(1). Vidimo, da bi fib(3)
in tudi fib(2) pri razlicnih podproblemih racunali
veckrat; to je druga lastnost, ki omogoca uporabo
dinamicnega programiranja (manjsi podproblemi se
prekrivajo). Popolnoma nepotrebno in racunsko po-
tratno je vsaki¢ znova ponavljati enak izracun za
fib(2). Dovolj je le, da ga izracunamo samo enkrat
in si zapomnimo rezultat. Ko za fib(5) potrebu-
jemo fib(4) in fib(3), najprej racunamo fib(4).
Za to potrebujemo fib(3) in fib(2) in najprej izra-
cunamo fib(3). Za to potrebujemo fib(2) in
fib(1). Zopet najprej izracunamo fib(2), za kar
potrebujemo fib(1) in fib(0), ki ju oba Ze pozna-
mo, ju seStejemo in dobimo fib(2) = 2. S tem smo
izracunali prvi del izracuna za fib(3), drugi del,
fib(1), pa poznamo po definiciji in tako dobimo
fib(3) = 3. S tem smo dobili prvi del izracuna za
fib(4). Lotimo se racunanja drugega dela fib(2).
To smo Ze izracunali: rezultat je enak 2, tako dobimo
fib(4) = 5. S tem smo izracunali prvi del za izra-
cun fib(4), drugi del pa zahteva izracun fib(3).
Vemo, da je rezultat 3 in dobimo fib(5) =

Alternativni nacin racunanja, ki je morda v tem
primeru lazji, je, da raCunamo od »spodaj«. Ker ve-
mo, da bomo potrebovali vrednosti fib od 0 do 5,
jih Iahko racunamo kar po vrsti, tako da jih imamo
vedno na voljo, ko bo potrebno. Ce ra¢unamo tako,
dobimo

= fib(0) = 1
Fib(l) = 1
fib(2) = fib(1) + fib(0) =1+ 1 =2
fib(3) = fib(2) + fib(1) =2+ 1 =3
fib(4) = fib(3) + fib(2) =3 +2 =5
fib(5) = fib(4) + fib(3) =5+ 3 = 8.

V obeh primerih se izognemo dodatnim izracunom.
Za izracun fib(100) bi potrebovali vec ur, za izra-
¢un s pomocjo dinami¢nega programiranja pa potre-
bujemo le nekaj milisekund.

Problem nahrbtnika

Oglejmo si Se en problem, pri reSevanju katerega
nam uporaba dinami¢nega programiranja da opti-

malno reSitev. Predstavljajmo si, da smo v vlogi ro-
parja, ki ima s sabo samo en nahrbtnik z omejeno
prostornino, iz zlatarne pa Zeli odnesti ¢im ve¢ pred-
metov. Kako izbrati predmete?

Podajmo problem malo natancneje in bolj rigoro-
zno: dan imamo nahrbtnik, v katerega lahko damo
najve¢ W kilogramov, in n predmetov s celoStevil-
skimi masami wy,...wy, ki so vredni pq,..., pn. Nas
cilj je zlozZiti predmete v nahrbtnik tako, da bomo
v njem imeli najve¢jo vrednost predmetov, seveda
uposStevajoc, da je skupna masa predmetov v nahrb-
tniku manjsa ali enaka W. Pri tem predmetov ne
smemo deliti: za vsak predmet se odlo¢imo, ali ga
vzamemo ali ne. Tak problem nahrbtnika se imenuje
tudi 0-1 nahrbtnik.

Morda najprej pomislimo, da bi predmete razvr-
stiti glede na razmerje vrednosti in mase f}‘ tako,
da so na zacetku tisti, ki imajo najvec svrednosti na
kilogram«. Taki reSitvi reCemo poZresna, nas pa ne
pripelje vedno do optimalne odlocitve. Oglejmo si
primer.

Recimo, da imamo nahrbtnik, v katerega lahko zlo-
Zimo W = 5 kilogramov, na voljo pa imamo tri pred-
mete, katerih masa in vrednost sta prikazana v
tabeli 1.

vrednost : masa : razmerje
predmet 1 10 4 2,5
S e R o
B ......... S ......... —

TABELA 1.
Prikazan je primer 0-1 nahrbtnika z omejitvijo W = 5, kjer po-
zresna strategija ne deluje.

Ce predmete razvrstimo padajote po razmerju
med vrednostjo in maso, ima prvi predmet najboljSe
razmerje 10/4 = 2,5, nato drugi predmet z razmer-
jem 7/3 ~ 2,33, najmanjSe razmerje pa ima tretji
predmet 4/2 = 2. Ce torej vzemamo predmete po vr-
sti, v nahrbtnik pospravimo prvi predmet, masa na-
Sega nahrbtnika je zdaj 4 kilograme, vrednost pa 10.
Drugega predmeta ne moremo vec vzeti, saj bi sku-
pna masa bila 4 + 3 = 7, kar je ve¢ kot 5 kilogramov,
kar je naSa omejitev.
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Vendar pa to ni najboljsSa reSitev, ki jo lahko dose-
7emo s temi predmeti. Ce namre¢ vzamemo drugi in
tretji predmet, bo skupna masa nasSega nahrbtnika
Se ravno dovoljenih 5 kilogramov, vrednost pa bo 11.
PoZreSen pristop nas v tem primeru ni pripeljal do
prave reSitve.

Ali se lahko problema lotimo z dinami¢nim pro-
gramiranjem? Poskusimo najti reSitev s pomocjo re-
Sitve manjSih podproblemov. Lahko se omejimo na
manjSe Stevilo predmetov, namesto da uposStevamo
vse predmete naenkrat, in se vprasamo, kakSna bi
bila optimalna vrednost, ¢e bi imeli na voljo le en
predmet, dva predmeta ipd. Poleg tega lahko kot na
podproblem gledamo tudi, ¢e je volumen nahrbtnika,
ki ga imamo na voljo, manjsi.

Oznacimo optimalno vrednost problema nahrbtni-
ka z omejitvijo w kilogramov in uposStevajo¢ pred-
mete 1,...,i s k(w,i). Za na$ primer si zamislimo
najbolj enostaven podproblem: recimo, da imamo na
voljo le 1 kilogram prostora v nasem nahrbtniku, to-
rej w = 1. Vsi trije nasi predmeti imajo maso vecjo
od 1, torej v nahrbtnik ne moremo spraviti nobenega
izmed njih. Optimalne vrednosti so torej enake O ne
glede na to, koliko predmetov upoStevamo (samo pr-
vega, prvega in drugega, vse tri):

= k(1,1) = k(1,2) = k(1,3) = 0.

Povecajmo prostornino nasega nahrbtnika za 1, to-
rej w = 2. Ce upostevamo prvi predmet, ali pa prvi
in drugi predmet, bo optimalna vrednost nahrbtnika
enaka 0, saj sta oba predmeta pretezka. Ce pa upo-
Stevamo vse tri predmete, lahko v nahrbtnik spra-
vimo le tretji predmet. Optimalna vrednost bo v tem
primeru torej p3 = 4:

= k(2,1) =k(2,2) =0, k(2,3)=4.

Za omejitev w = 3 je prvi predmet Se vedno preve-
lik. Ce uposStevamo prva dva predmeta, je optimalna
vrednost ravno vrednost drugega predmeta:

= k(3,1)=0, k(3,2)=p2="7.

Kaj pa, ¢e uposStevamo vse tri predmete? Sedaj ima-
mo dva predmeta, ki bi Sla v na§ nahrbtnik (drugi
predmet in tretji predmet). Vzamemo najvecjega, to-
rej drugi predmet. Poglejmo Se drugace: reSitev, ki
uposSteva vse tri predmete, lahko sestavimo iz reSi-
tve, ki upoSteva prva dva. Torej se pravzaprav od-
locamo, ali Zelimo tretji predmet dati v nahrbtnik

RACUNALNISTVO

ali ne. Ce ga damo, potem je preostala prostornina
nahrbtnika Se 1, torej je vrednost nahrbtnika v tem
primeru seStevek vrednosti tretjega predmeta in op-
timalne vrednosti za podproblem z omejitvijo nahrb-
tnika 1, upostevajo¢ prvi in drugi predmet. Ce pa ga
ne dodamo v nahrbtnik, imamo na voljo Se vse 3 kilo-
grame, vrednost naSega nahrbtnika je kar optimalna
vrednost podproblema za w = 3, upoStevajoc prvi
in drugi predmet. Optimalna vrednost bo seveda ma-
ksimum obeh dveh vrednosti:

ne vzamemo predmeta 3

= k(3,3) =max{ k(1,2)+p3 , k(3,2) }

vzamemo predmet 3

=max{0+4, 7} =7.

Na hitro si poglejmo Se optimalne vrednosti za w =
4. Ko upoStevamo le prvi predmet, ga seveda vza-
memo, v nahrbtnik pa potem ne moremo spraviti
nicesar ve¢. Ce upostevamo prvi in drugi predmet,
ugotovimo, da lahko v nahrbtnik spravimo le enega
od teh dveh, torej je bolje vzeti vrednejSega, to je
prvi predmet. Podobno ugotovimo, ko upostevamo
vse tri, torej

= k(4,1) = k(4,2) = k(4,3) = p1 = 10.

Sedaj lahko resimo na$ primer za omejitev, ki nas
res zanima, w = 5. Ce upostevamo le prvi predmet,
ga vzamemo; vrednost nasega nahrbtnika je 10. Ce
upostevamo prva dva predmeta, se torej odlo¢amo,
ali bi vzeli drugega, pri cemer bi v nahrbtniku ostala
2 kilograma prostora, kar ne bi bilo dovolj za prvega,
ali drugega predmeta ne bi vzeli, v tem primeru bi
torej vzeli optimalno reSitev podproblema za w = 5,
ki smo ga ravnokar izracunali. Ker ima prvi pred-
met precej boljSo vrednost, je maksimum dosezen
pri drugi opciji. Sedaj poglejmo Se, kako je, ¢e upo-
Stevamo vse tri predmete. Odlocamo se, ali izbrati
tretji predmet ali ne. Ce ga izberemo, potem imamo
na voljo Se 3 kilograme, vrednost naSega nahrbtnika
je torej seStevek vrednosti tretjega predmeta p3 in
optimalne reSitve podproblema nahrbtnika z omeji-

PRESEK 48 (2020/2021) 5

27



RACUNALNISTVO

%

tvijo w = 3, uposStevajoc¢ prva dva predmeta:

= k(5,1) = p1 = 10,
k(5,2) = max{k(2,1) + p2,k(5,1)}
= max{0 + 7,10} = 10,
k(5,3) = max{k(3,2) + p3,k(5,2)}
— max{7 + 4,10} = 11.
Optimalne reSitve vseh podproblemov lahko tabeli-
ramo, kar je prikazano v tabeli 2. Odgovor na naSe
vpraSanje se skriva desno spodaj, kjer je vrednost

nahrbtnika upoStevajoc vse predmete in zacetno po-
dano omejitev mase.

TABELA 2.
Tabela optimalnih reSitev podproblemov (vrednosti k(w, 1)) za
izbrani primer 0-1 nahrbtnika.

Sedaj razmislimo o problemu v sploSnem in po-
skusimo ugotoviti, kako se manjsi problemi upora-
bijo za reSevanje vecjega ter poskusimo zapisati
splo$no rekurzivno formulo. Spomnimo se, da s
k(w,1i) oznatimo optimalno vrednost problema na-
hrbtnika z omejitvijo w kilogramov in upostevajoc
predmete 1,...,1, pri Cemer imamo skupaj N pred-
metov. Vrednost k(w, i) Zelimo izracunati s pomo-
¢jo resitve podproblemov za razlicne omejitve nahrb-
tnikov, kjer upoStevamo samo predmete do i — 1.
Predstavljajmo si torej, da Ze imamo reSitve vse pod-
problemov, kjer upoStevamo samo predmete doi—1,
za razlicne omejitve nahrbtnikov od 1 do w.

Na tej tocki se Zelimo odlociti, ali vzeti predmet
i ali ne. Ce se odlo¢imo, da predmeta ne vzamemo,
potem je naSa vrednost nahrbtnika enaka vrednosti
nahrbtnika k(w,i — 1) z omejitvijo w, upoStevajoc
predmete do i — 1. Ce predmet vzamemo, potem
imamo v nahrbtniku le Se w — w; prostora, torej je
vrednost naSega nahrbtnika enaka seStevku vredno-
sti predmeta p; in vrednosti nahrbtnika k(w —w;, i—

1). Izberemo tisto izmed moZnosti, ki da vecjo vre-
dnost nahrbtnika. Pri tem moramo upoStevati, da
je moznost, da predmet vzamemo, na voljo le, ¢e
nam omejitve nahrbtnika to dopuscajo: veljati mora
namre¢ w > wj, sicer je edina mozZnost, da ga pu-
stimo. Formula za izracun optimalne vrednosti je
tako enaka

max{k(w,i—1), k(w—w;,i—1)+pi},
Cew > w;

k(w,i—1),
sicer

= k(w,i)=

(1)

Za popolno reSitev moramo razmisliti Se o kon¢nih
pogojih. Podobno kot v primeru, ki smo ga obrav-
navali prej, je vrednost nahrbtnika z omejitvijo teZe
0 enaka 0, saj ne moremo vanj shraniti nobenega
predmeta. Prav tako je vrednost nahrbtnika enaka
0, ¢e nimamo na voljo nobenega predmeta ne glede
na kapaciteto, ki je na voljo. Zapisano s formulami
so robni pogoji enaki

zavsew od 0 do W
zavseiod Odo N 2)

= k(w,0)=0
k(0,i) =0

Resitev lahko zapiSemo tudi s pomocjo programske
kode, ki tesno sledi zgornji razlagi. Funkcija
knapsack spodaj sprejme omejitev W, seznam tez
predmetov weights, ki hrani wy,...,wy, ter seznam
vrednosti predmetov prices, ki hrani vrednosti
P1,---, PN Vrednosti k(w, i) izraCunamo za vse w =
0,....,.Wini = 0,...,W. Za zacetek si pripravimo
prazno tabelo, v katere bomo vpisovali vrednosti
k(w,i). Nato v dveh zankah nastavimo robne po-
goje prii = 0 in w = 0, kot smo opisali v enacbi (2).
Na koncu po vrsti izracunamo Se vse ostale vredno-
sti k(w, 1), pri cemer jih raCunamo s pomocjo for-
mule (1). Pri tem vrednosti raCunamo v pravem vr-
stnem redu, tako da sta pri racunanju k [w] [1] manj-
Sa podproblema k[w] [i-1] in k[w-w_i][i-1] Zeiz-
racunana.

def knapsack(W, weights, prices):
N = len(weights)
k = [[None for _ 1in range(N+1)] for _
in range(W+1)]
for i in range(N+1):

28
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k[OI[i] =
for w in range(W+1):

k[w][0] =

for w in range(l, W+1):

for i in range(l, N+1):
w_i, p_i = weights[i-1],
prices[i-1]
if w_i > w:
k[w][i]

else:
k[w][i]
k[w-w_i][i-1]

k[w][i-1]

max(k[w][i-1],
p_i)

+

return k[W][N]

Ta tehnika racunanja resi problem v pribliZzno W -
N korakih, kar je precej bolj ucinkovito, kot ¢e bi
preverili vse moznosti. Bralci ste tudi spodbujeni,
da preverite, ali podana programska koda izracuna
enake Stevilke, kot so dane v tabeli 2. Lahko pa po-
skusite reSiti primer z npr. petimi ali ve¢ predmeti in
se prepricate o pravilnosti in enostavnosti postopka.

Literatura

[1] R. Bellman, Eye of the Hurricane: An Autobio-
graphy, World Scientific, 1984.

ReSitev
nagradne
uganke

N\
BoST)AN KuzMAN

9

Bralcem smo v c¢lanku 21 aritmeti¢nih vpraSanj
o Stevilu 2021 v prejSnji Stevilki zastavili naslednjo
uganko: Za katera naravna Stevila n se Stevilo n! v
obicajnem desetiSkem zapisu konca z natanko 2021

MATEMATIKA

niclami? Do 14. marca 2021 smo v uredniStvu pre-
jeli dve reSitvi, obe pravilni: iskano Stevilo sploh ne
obstaja. UspeSna reSevalca Ivan Lisac iz Kopra in An-
drej Jakobcic iz Novega mesta bosta za nagrado pre-
jela knjigo o teoriji Stevil iz ponudbe DMFA - zalo-
ZniStva. ReSitev, do katere lahko pridemo tudi brez
racunalnika, je zapisana v nadaljevanju.

Oznacimo Stevilo kon¢nih nicel Stevila n! z ozna-
ko t(n). Kot je bilo opisano Ze v ¢lanku, je Stevilo
t(n) enako eksponentu prafaktorja 5 v prafaktoriza-
ciji Stevila n!, saj vsaka kon¢na nicla nastane z mno-
Zenjem para prafaktorjev 2 in 5. Ker je med 1 in
n natanko [z] veckratnikov Stevila 5, natanko [zz]
veckratnikov Stevila 25 in tako dalje, lahko za dani

n vrednost t(n) izracunamo po De Polignacovi (ozi-
roma Legendrovi) formuli t(n) = >, [5—’?{]

Da bi dolocili Stevilo n z lastnostjo t(n) = 2021,
je potrebno razmisljati v obratno smer. Stevila n se-
veda ni mogoce direktno izraziti iz enaCbe. Ker pa
za funkcijo celi del velja [x] < x, lahko z uporabo
formule za vsoto geometrijske vrste dobimo oceno

- S 11 ()

=

oziroma n > 8084. Za n = 8085 zdaj z uporabo
De Polignacove formule dobimo £(8085) = 2018, to-
rej je treba n nekoliko povecati. Opazimo lahko, da
zaradi preStevanja veckratnikov Stevila 5 velja, da je

t(n) > t(n — 1), Ce je n veckratnik Stevila 5, sicer
pa je t(n) = t(n —1). Zato hitro ugotovimo, da je
t(8090) = = t(8094) = 2019 in t(8095) = ... =
t(8099) = 2020, toda t(8100) = 2022, saj je 8100
deljivo s 25. Dokazali smo, da iskano Stevilo n ne
obstaja.

Omenimo Se, da lahko ro¢no racunanje z De Poli-
gnacovo formulo precej pohitrimo z uporabo znane
zveze [n/(ab)] = [[n/a]/b], po kateri lahko rekur-
zivno izracunamo izraze oblike [n/pk]. Za Stevili
n = 8085 in p = 5 dobimo denimo [8085/5] =1617,
[8085/5°] = [1617/5] = 323, [8085/5%] = [323/5] =
64, [8085/5%] = [64/5] = 12, [8085/5°] = [12/5] = 2
in [8085/5%] = [2/5] = 0, od koder sledi t(8085) =
1617 +323 +64+ 12+ 2+ 0 =2018.

X X X
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Vzorci v ledu

N2
VESNA PIRC JEVSENAK

- Ce ste se ze kdaj na mrzel dan po snezenju spre-
hajali ob ribniku ali jezeru, ste morda v ledu na po-
vrSju opazili cudne vzorce, ki spominjajo na zvez-
de ali rastlinske cvetove. Take vzorce je bilo mo¢
videti tudi po prvem sneZenju letoSnje zime. Zakaj

pa ti vzorci nastanejo?

Da pride to tega pojava, mora biti zrak nekaj dni
pred sneZenjem precej mrzel, torej se morajo tem-
perature gibati okoli O °C. Pri temperaturi zraka pod
to temperaturo se namrec¢ na povrsju mirujocih voda
zacne delati led. Ce so temperature dolgo ¢asa tako
nizke, se tudi voda pod ledom moc¢no ohladi in se
naredi debela plast ledu. Ko se ¢ez dan za nekaj ur
temperatura dvigne nad lediSCe, se nastajanje ledu
ustavi, voda pod ledom pa ostane pri nekaj stopi-
njah nad 0 °C. Ko na tako, nekaj milimetrov debelo
plast ledu v kratkem casu zapade nekaj centimetrov
snega, se ustvarijo idealni pogoji za nastanek zani-
mivih vzorcev.

Ko se debela plast snega usede na tanko plast ledu,
se ta pod teZo sneZne odeje rahlo potopi v vodo. Pri
tem led izpodrine nekaj vode, ki se razlije po snegu.
Namocen sneg hitro zamrzne, Ce je le ozracje dovolj
mrzlo. Tak led je na videz bel, saj vsebuje veliko
zracnih mehurckov, na katerih se siplje svetloba. Ce
pa je temperatura vode pod ledom viSja kot 0 °C, po-
nekod, kjer je led malo tanjsi, le-tega stali in zaradi
pritiska, ki ga ustvarja sneZna odeja, pronica na za-
mrzujoCi sneg. Ker je ta voda topla, Se naprej tali
sneg in led; luknja se zacCne Siriti. Nekaj Casa se Siri
v obliki kroga, nato pa se zacnejo delati kraki in lu-
knja zacne dobivati podobo nekakSne zvezde. Sca-
soma se voda dovolj ohladi, da ne more ve¢ nadalje-
vati svojega talilnega pohoda, zvezda se neha Siriti.

Zdaj so v ledu sicer luknje, vendar tudi te na mr-
zlem zraku kmalu zamrznejo. Ker pa tu led nastane
na drugacen nacin, torej ne iz snega temvec kar iz
vode, je v njem mnogo manj zracnih mehurckov in

SLIKA 1.
Zanimiva vodna gladina

posledicno izgleda temnejSi. Tako dobimo izrazite
zvezdaste vzorce, ki so na prvi pogled videti sko-
raj nenaravni. Na fotografiji morda opazite tudi, da
so okoli zvezd Se nekakSni krogi. Ti so posledica
tega, da v vodi poteka konvekcija oz. meSanje. V
t. i. konvekcijskih celicah se na sredini voda z dna
zaradi manjSe gostote dviga proti gladini, na robu
konvekcijske celice pa se voda z gladine spusc¢a proti
tlom. Na sredini take celice je led malo tanjsi, torej
temnejsi, proti robu pa postaja debelejsi in svetlejsi.
Nad srediScem konvekcijske celice se v ledu naredi
zvezda, na meji med celicami pa nastanejo ¢rte. Ve-
likost zvezd in krogov okoli njih je torej odvisna od
velikosti konvekcijskih celic, ki pa so v globlji vodi
po navadi vecje kot v plitvi. Zato v globlji vodi, npr.
na sredini ribnika ali jezera, nastanejo vecje zvezde,
v plitvini pa manjSe ali celo samo krogi.

Naslednji¢, ko bo zapadel svez sneg in bodo vre-
menski pogoji primerni, se odpravite do bliZnjega
ribnika ali jezera in si oglejte ta cudoviti pojav. Ne
bo vam Zal.
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv nac¢in za-
stavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej Evropi,
hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drZav sveta. Tekmovanje
je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. V Sloveniji Drustvo mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za uc¢ence od prvega razreda osnovne
Sole do Cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in
strokovnih Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe moZno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razloZena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNTI MEDNARODNI
MATEMATIENT MATEMATICNT MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU KENGURU

2005-2008 2009-2011 2012-2016 2017-2020

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR V pripravi

Pri DMFA - zaloZniStvo je izSlo Ze pet knjig Matematitnega kenguruja. Na zalogi so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

V pripravi na tisk pa je Ze Sesta knjiga Matemati¢nega kenguruja. IzSla bo v aprilu.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-

stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:
http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni naroc¢niki revije Presek, ¢lani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu starej-
Sih zbirk nalog pri DMFA - zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!





