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MATEMATICNI TRENUTKI

/Mmes
matematike
in kuhanja

i

- Povezave med matematiko in kuhanjem sezZejo
dlje od sadne pite, na katero nas spominja ime zna-
menite krozne konstante. Z uporabo diferencialnih
enacb za opis gibanja tekoc¢in in prevajanja toplote
so skupine raziskovalcev odkrile, kako se Spageti zvi-
jejo med kuhanjem, kako zavrteti ponev, da bi spekli
popolno palacinko, in kakSna je najboljSa tempera-
tura za popoln zrezek. IzkuSeni kuharji vedo pove-
dali, da je bolje meriti sestavine glede na maso kot na
prostornino, saj sladkor, moka in druge sestavine v
trdnem stanju zaradi zrnatosti ne napolnijo 100 %
prostornine posode, ki jo zasedajo, ampak vcasih
precej manj.

Problemi pakiranja so aktivno podrocje matema-
ticnih raziskav. Raziskovalci iS¢ejo razporeditve
objektov, ki porabijo najmanj prostora v posodi, ali
pa razporeditve, ki porabijo ¢im manj posod. Rezul-
tati razli¢nih raziskav o pakiranju so lahko uporabni
tudi pri kodah za popravljanje napak, ki so klju¢ne
za komuniciranje s pomocjo mobilnih telefonov ali
interneta. Vec o tem si lahko preberete v knjigi Euge-
nie Cheng: How to bake Pi: An Edible Exploration of
the Mathematics of Mathematics. Pa dober tek!

SLIKA.

Ena izmed nagrajenih
Pit (avtor Jernej Puc)
na tekmovanju ob Pi
dnevu 14. 3. 2019 na
Fakulteti za matema-
tiko in fiziko Univerze
v Ljubljani.

Izvirno besedilo: Mixing Math and Cooking, Mathematical Mo-
ments from the AMS. Prevod in priredba: Bostjan Kuzman
X X X
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Presek objavlja poljudne in strokovne ¢lanke iz matematike,
fizike, astronomije in racunalnistva. Poleg ¢lankov objavlja Pri-
kaze novih knjig s teh podro¢ij in porocila z osnovnosolskih in
srednjesolskih tekmovanj v matematiki in fiziki. Prispevki naj
bodo zanimivi in razumljivi §irSemu krogu bralcev, uc¢encem vis-
jih razredov osnovnih Sol in srednjesolcem.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (0z. avtorjev) in sedez
institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo oSte-
vil¢ene, morajo imeti dovolj iz¢rpen opis, da jih lahko ve¢inoma
razumemo loceno od besedila. Slike v elektronski obliki morajo
biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps ...), velikosti vsaj 8 cm pri
locljivosti 300 dpi. V primeru slabse kakovosti se slika primerno
pomanjsa ali ne objavi. Avtorji ¢lankov, ki Zelijo objaviti slike iz
drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (copyri-
ght). Zazelena velikost ¢rk je vsaj 12 pt, razmak med vrsticami
pavsaj 18 pt.

Prispevke posljite odgovornemu uredniku na naslov uredni-
Stva DMFA-zalozni$tvo, Presek, p. p. 2964, 1001 Ljubljana ali
na naslov elektronske poste info@dmfa-zaloznistvo.si.

Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispevek
sprejet v objavo in Ce je besedilo napisano z racunalnikom, po-
tem uredni$tvo prosi avtorja za izvorne datoteke. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih razli¢ic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajSalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejSo ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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MATEMATIKA

Kocka Soma

N Z
NADA RAZPET

- Kocko Soma je iznaSel Piet Hein (1905-1996), ko
je Studiral naravoslovje. Leta 1936 je poslusal pre-
davanja Wernerja Heisenberga o kvantni mehaniki.
Ker je predavatelj govoril o delitvi prostora na koc-
ke, je zacel iz enotskih kock sestavljati telesa. Ime-
novali jih bomo gradniki. Odlocil se je, da bodo
imeli gradniki le tri ali Stiri enotske kocke in da
med njimi ne bo kvadrov. Takih gradnikov, ki
imajo Stiri enotske kocke, je Sest, s tremi pa je
eden. Ko je imel gradnike, jih je zacel sestavljati.
Ugotovil je, da lahko iz teh sedmih gradnikov se-
stavi kocko. Imenoval jo je kocka Soma. Hein se je

kasneje uveljavil kot literat, izumitelj in Se kaj.

V Preseku so kocko Soma ze omenjali [1]. Tokrat
se bomo posvetili moznim legam gradnikov pri se-
stavljanju kocke in na¢inom zapisovanja leg. Dodali
bomo Se primer telesa, ki ga lahko zloZimo iz teh
gradnikov.

Igra je bila prvi¢ objavljena leta 1958 v reviji Sci-
entific American, vendar ni vzbudila sploSnega zani-
manja. Priljubljena je postala Sele, ko je o njej v isti

SLIKA 1.
Sedem gradnikov, sestavljenih iz enotskih kock.

reviji julija 1969, v rubriki Mathematical Games, pi-
sal Martin Gardner [2]. Kasneje je o tem objavil Se
vec Clankov.

Iz omenjenih gradnikov lahko sestavimo kocko na
240 razli¢nih nacinov, kar so Sele v osemdesetih le-
tih prejSnjega stoletja dokazali Christoph Peter-Orth,
Jon Brunvoll s skupino avtorjev in mnogi drugi. Pri
tem iskanju in zapisovanju reSitev so si pomagali z
racunalniki.

Na sliki 1 je fotografija gradnikov kocke Soma.
Gradnike si lahki predstavimo tudi s programom Ge-
ogebra. Pri sestavljanju se morajo gradniki med se-
boj dotikati po celih ploskvah enotskih kock. Gra-
dnike lahko izdelate sami iz lesenih kock ali iz pa-
pirja. Navodila za papirnate gradnike najdete na
spletu, ce v iskalnik vtipkate Origami sonobe Soma
cube. Ce imate 3D tiskalnik, pa jih natisnite.

Oznake gradnikov in njihove mozne lege

Najprej gradnike oznac¢imo s Stevilkami od 1 do 7,
kakor kaze slika 1. Opazimo, da sta gradnika 5 in
6 zrcalno simetri¢cna. Gradnik 1 sestavljajo tri enot-
ske kocke, vse ostale gradnike pa Stiri enotske kocke,
skupaj torej 27 enotskih kock, kar je ravno prostor-
nina kocke z robom tri enote. Razli¢ni avtorji bar-
vajo gradnike razli¢no, poleg tega nekateri gradnike
oznacujejo s ¢rkami V, L, T, Z, A, B in P.
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Kam lahko postavimo posamezni gradnik? Gra-
dnik 1, 4, 5, 6 in 7 lahko postavimo tako, da pokrijejo
en vogal ali pa nobenega (slika 2).

SLIKA 2.

Zgoraj. Gradniki 1, 4, 5, 6 in 7 ne pokrivajo vogalov sestavljene
kocke. Spodaj. Tloris gradnikov v legi, ko ne pokrivajo vogalov
kocke.

Gradnik 2 lahko pokrije ni¢, enega ali dva vogala.
Gradnik 3 (zaradi boljse vidljivosti je na skicah te-
mno rjave barve namesto barve lesa) pa lahko po-
krije dva vogala ali pa nobenega (slika 3).

Kako zaceti?

Nekateri avtorji predlagajo, da zacnemo z naslednjo
nalogo. 1z samo dveh gradnikov sestavite skulpturo
na sliki 4. Katere pare gradnikov lahko uporabimo?
Odgovor: (2,5) ali (2,8). Poskusite.

Sestavljamo kocko

Za sestavljanje kocke sta torej najpomembnejsi legi
gradnikov 2 in 3. Imamo naslednje moZnosti:

= Gradnika 2 in 3 pokrijeta po dva vogala, ostane Se
pet gradnikov, od katerih eden ne sme pokrivati
vogala (primer uravnoteZene kocke).

= Gradnik 2 pokrije dva vogala, gradnik 3 nobenega,
ostalih pet gradnikov pa ne more pokriti Sest vo-
galov, zato na ta nacin ne moremo sestaviti kocke,
saj nimamo pokritih vseh osem vogalov.

= Gradnik 3 pokrije dva vogala, gradnik 2 pokrije en
vogal, potem mora ostalih pet gradnikov pokriti
vsak po en vogal. Kako v tem primeru sestavimo
kocko, pa opiSimo v naslednjem primeru.

MATEMATIKA

-g-

o

SLIKA 3.
Gradnik 2 pokriva ni¢, dva ali en vogal, gradnik 3 pokriva dva
vogala ali nobenega.

SLIKA 4.
Iz samo dveh gradnikov sestavite to skulpturo.
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Gradnik 3 pokrije dva vogala, vsi ostali gradniki
pa po en vogal

PoskusSajmo zapisati, kako sestavimo kocko. Dogo-
vorimo se, da bomo sestavljena telesa opisovali po
plasteh, nekako tako, kot so npr. po plasteh predsta-
vljeni nacrti za sestavljanje Lego kock.

Za primer vzemimo, da iz gradnikov sestavimo
kocko, ki ji re¢ejo tudi uravnoteZena kocka, to pa
zato, ker jo lahko podpremo z enim samim prstom
na sredini spodnje osnovne ploskve, pa se ne sesuje
na sestavne dele.

Spodnja plast Srednja plast Zgornja plast
214 |6 216|6 2121
41416 5/5|3 711011
4513 71513 71713

Kako smo iz gradnikov sestavili kocko, kaze slika
5. Oglejmo si najprej spodnjo plast. Sestavlja jo ena
od enotskih kock gradnikov 2, 3 in 5, dve enotski
kocki gradnika 6 in gradnik 4. Kako to zapiSemo? V
prvi vrstici prvega stolpca tabele je vpisana Stevilka
gradnika, katerega enotska kocka je v najniZji plasti
zgoraj levo, to je enotska kocka rumenega gradnika,
ki ima Stevilko 2. V drugem stolpcu prve vrstice je
zapisana Stevilka gradnika, katerega enotska kocka
je v najnizji plasti v zgornji vrstici na sredini, to je
enotska kocka rdeCega gradnika, ki ima Stevilko 4, in
tako naprej, vrstico za vrstico in plast za plastjo.

Sprva so mislili, da je moZno sestaviti uravnote-
Zeno kocko na en sam nacin, potem pa je Stuart Col-
lins leta 1998 ugotovil, da je takih moZnosti vec. Sle-
dil je plaz in z leti so dodajali nove reSitve za uravno-
teZzeno kocko. Leta 2012 je Hartwig Beusch zapisal
27 nacinov sestavljanja uravnoteZene kocke, pri Ce-
mer niso vStete zrcalne ali rotacijske simetrije.

Literatura

[1] F. Savnik, Pozabljeno med vsakdanjostmi, Pre-
sek, 33 (2005/2006), 7-9, DMFA - zaloZniStvo,
Ljubljana.

[2] M. Gardner, The 2nd Scientific American book
of mathematical puzzles & diversions, Univer-
sity of Chicago Press, Chicago, 65-77, 1987.

SLIKA 5.

Prva slika. Le gradnik 4 leZi (ves) v prvi plasti, ostale gradnike
vidimo v prerezu. Druga in tretja slika. Sestavljanje kocke iz
gradnikov.

[3] Soma cubes, dostopno na WWW .
mathematische-basteleien.de/somacube.
htm, ogled 18. 1. 2021.
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MATEMATIKA

21 aritmeticnih vprasan|

0 Stevilu 2021

N
BoST)jAN KuzMAN

> Matematika je kraljica znanosti,
teorija Stevil pa kraljica matematike.
(Carl Friedrich Gauss, 1777-1855)

Pa za¢nimo leto 2021 po kraljevsko, z ugankami iz
teorije Stevil oziroma aritmetike, vede, ki je od antike
dalje vznemirjala veleume, kot so bili Pitagora, Ar-
himed, Evklid, Eratosten, Diofant, Fibonacci, Fermat,
Euler, Gauss, Legendre, Lagrange in Stevilni drugi ve-
liki matematiki.

21 vpraSanj o Stevilu 2021 na spodnjem seznamu
je izbranih tako, da bi bila zanimiva in razumljiva
¢im SirSemu krogu bralcev. Vecine vprasanj se lahko
lotimo povsem naivno s preiskovanjem in tabelira-
njem, vsaj dve tretjini vpraSanj pa je elegantno re-
Sljivih s srednjeSolsko matematiko (in nekaj vztraj-
nosti). Velik del vpraSanj je sicer povezan s klasic-
nimi izreki teorije Stevil, zato bodo teoreticno do-
bro podkovani bralci na nekatera vpraSanja odgovo-
rili skoraj brez razmiSljanja, drugi pa si bodo morali
malo pomagati z literaturo in brskanjem po spletu.
Bralci z osnovnim znanjem programiranja bi sicer ve-
¢ino nalog zlahka reSili s pomoc¢jo racunalnika, toda
preverjanje lastnosti Stevila 2021 z grobo silo je po-
dobno nabiranju travniskih cvetlic z buldoZerjem, ci-
sto vseh odgovorov pa s pomocjo racunalnika niti ni
mogoce dobiti.

Vabljeni, da sprejmete izziv in preizkusite svoje
znanje, ali pa se Se kaj novega naucite. In Ce se
vam slucajno kje zatakne, najdete reSitve na nasle-
dnjih straneh. Tam vas ¢aka tudi dodatna, nagradna
uganka.

1. Ali je 2021 praStevilo?
2. Ali je 2021 popolno Stevilo?
3. Ali je 2021 Fibonaccijevo Stevilo?

4. Ali je 2021 trikotniSko Stevilo?

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

. Ali je 2021 k-kotniSko Stevilo za kakSen k <

20217

. Ali je 2021 vsota dveh praStevil?
. Ali je 2021 vsota treh prasStevil?
. Ali je 2021 vsota treh trikotniskih Stevil?

. Ali je 2021 vsota vsaj treh zaporednih naravnih

Stevil?

Ali je 2021 razlika dveh kvadratov?
Ali je 2021 vsota dveh kvadratov?
Ali je 2021 vsota Stirih kvadratov?

Katero je najmanjSe Stevilo, ki ima natanko
2021 deliteljev?

Koliko manjSih naravnih Stevil je tujih Stevilu
20217

Ali obstaja 2021 zaporednih sestavljenih Ste-
vil?

Ali obstaja Stevilo z vsoto deliteljev 20217

Ali obstaja celoStevilski pravokotni trikotnik s
stranico dolzine 20217

Ali obstaja prastevilo med Steviloma 22920 in
22021?

Koliko je [v1]+[v2]+[v3] +...+[v2021], kjer

je [x] celi del Stevila x?

S koliko ni¢lami se konca Stevilo 2021! v obicaj-
nem desetiSkem zapisu?

Ali velja x2021 12021 — 72021 74 kaks$no trojico
naravnih Stevil x, y, z?

%
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Odgovori

1. Ce 2021 ni prastevilo, mora biti deljivo z ne-

kim praStevilom, ki je manjse od v/2021 < 45.
Ze na dale¢ vidimo, da Stevilo 2021 ni deljivo
z 2,3 ali 5. Po zaporednih deljenjih s prastevili
7,11,13,...,43 prav v zadnjem, Stirinajstem
koraku ugotovimo, da velja 2021 = 43-47, torej
je Stevilo 2021 sestavljeno. Primer lepo pokaZe,
kako racunsko zahteven je lahko problem fak-
torizacije Stevila z dvema velikima prafaktor-
jema, ¢e uporabimo najbolj preprosto metodo
z zaporednim deljenjem. Faktorizacijo bi v tem
primeru nasli precej hitreje, ¢e bi opazili, da je
2021 = 45% — 22 = (45 — 2)(45 + 2).

. Ne, saj je vsota pravih deliteljev Stevila 2021

enaka 1 + 43 + 47 = 91. Marsikateri bralec bi
verjetno znal iz glave naSteti Stiri najmanjsa po-
polna Stevila 6, 28, 496 in 8128, ki jih je poznal
ze Evklid. Ker je 2021 liho Stevilo, pa lahko
omenimo Se, da je vseh 51 doslej znanih po-
polnih Stevil sodih. VprasSanje obstoja lihega
popolnega Stevila je Se vedno odprto.

. Ne. Zaporedje Fibonaccijevih Stevil 0,1,1, 2, 3,

5,8,13,21,... lahko opiSemo z rekurzivno zve-
zo F, = Fy_1 + F,,_» zan > 2 in zacetnima
pogojema Fy = 0,F; = 1. Ker Stevila narascajo
zelo hitro, bomo tudi brez racunalnika hitro
ugotovili, da je F17 = 1597 in F1g3 = 2584, torej
Stevilo 2021 ni Fibonaccijevo. Lahko pa bi upo-
rabili tudi kriterij Ire Gessla (1971), ki je doka-
zal, da je Stevilo N Fibonaccijevo natanko tedaj,
ko je vsaj eno od Stevil 5N? + 4 popoln kvadrat.

. Ne. TrikotniSka Stevila, katerih lastnosti so pre-

ucevali Ze Pitagora in njegovi ucenci, predsta-
vljajo vsoto prvih n naravnih Stevil: T, = 1 +
2+...+n =" Yvadratna enacha "L —
2021 pa nima reSitev v naravnih Stevilih.

. Ne. Ze anti¢ni matematik Nikomah je v knjigi

Uvod v aritmetiko iz 2. stoletja naSega Stetja
ugotovil, da zvezo med veckotniSkimi in triko-
tniSkimi Stevili dobimo s pomocjo razreza k-
kotnika na trikotnike. Od tod sledi, da lahko n-
to k-kotniSko Stevilo opiSemo z izrazom
Pn(k) = 5(2 + (k — 2)(n — 1)) in hitro se pre-

10.

11.

. Da. Enacba (a+1)+...+(a+k) = ka+

pricamo, da enacba Py, (k) = 2021 nima reSitev
v naravnih Stevilih za k < 2021.

. Ne. Ker je 2021 liho Stevilo, bi iz p + g = 2021

sledilo, da je eno od prastevil p, g sodo, torej 2,
toda potem bi bil drugi seStevanec 2019, to pa
ni praStevilo, ker je deljivo s 3.

. Da. Lahko se sklitemo kar na Sibko Goldba-

chovo domnevo, ki jo je dokazal Harald Hel-
fgott leta 2013: vsako liho §tevilo, vecje od 5,
lahko zapiSemo kot vsoto treh praStevil. Z ne-
kaj ugibanja hitro najdemo kaksSno od mozno-
sti, denimo 2003+13+5, iskanja vseh 3392 mo-
Znosti pa se raje lotimo z racunalnikom. Kot
zanimivost pa omenimo Se, da je Se vedno ne-
dokazana izvirna Goldbachova domneva iz pi-
sma Eulerju leta 1742. Ta pravi, da lahko vsako
sodo Stevilo, ve¢je od 2, zapiSemo kot vsoto
dveh praStevil.

. Da. Domnevo, da lahko vsako naravno Stevilo

zapiSemo kot vsoto najvec treh trikotniskih Ste-
vil, je zapisal Ze Fermat leta 1636, leta 1796 pa
jo je prvi dokazal takrat 19-letni Carl Friedrich
Gauss. Stevilo 2021 lahko sicer zapisemo na 9
nacinov, eden je Tg; +T15+ T4 = 1891+120+10.
Pri iskanju takega zapisa je ugodno zaceti s ¢im
vecéjim prvim ¢lenom in s tem zmanjsati Stevilo
moznosti za druga dva Clena.

k(k+1)
2 =

%(Za +k + 1) = 2021 ima za k > 3 dve re-
§itvi v naravnih Stevilih: (a = 19,k = 47) in
(a = 25,k = 43). Stevila, ki jih lahko zapiSemo
kot vsoto vsaj dveh zaporednih naravnih Ste-
vil, pa sicer imenujemo tudi trapezna Stevila,
saj predstavljajo razliko dveh trikotniSkih Ste-
vil. Znano je, da so taka vsa naravna Stevila
razen potenc Stevila 2.

Da. Znano je, da lahko vsako liho naravno Ste-
vilo vsaj na en nacin zapiSemo kot razliko dveh
kvadratov: 2k +1 = (k + 1)?> — k?. Ta nacin
je edini, kadar gre za prastevilo, v nasem pri-
meru pa z obravnavo enacbe 2021 = x? — y? =
(x + ¥)(x — ) dobimo dve resitvi: 2021 =
452 - 22 =1011% — 10102

Ne. Iz Fermatovega izreka o vsoti dveh kvadra-
tov sledi, da lahko dano naravno Stevilo zapi-

PRESEK 48 (2020/2021) 4




SLIKA 1.
Nekaj knjig o teoriji Stevil slovenskih avtorjev iz ponudbe DMFA - zaloznistva.

MATEMATIKA

PODIPLOMSKI SEMINAR 1Z SMATEMATIKE

26.

Janko Bragie

UVOD VANALITICNO
TEORLIO $TEVIL

12.

13.

14.

Semo kot vsoto dveh kvadratov natanko tedaj,
ko v njegovem razcepu na prafaktorje vsi pra-
faktorji tipa p = 3 (mod 4) nastopajo s sodo
potenco. To seveda ne velja v primeru Stevila
2021 =431 . 471,

Da. Lagrangejev izrek o Stirih kvadratih zagota-
vlja, da lahko vsako naravno Stevilo na vsaj en
nacin zapiSemo kot vsoto (najvec) stirih kvadra-
tov. Verjetno je to slutil Ze anti¢ni matematik
Diofant v svoji knjigi Aritmetika. Stevilo 2021
lahko sicer tako zapiSemo na 57 nacinov, eden
je 442 + 92 + 22 4+ 0°. Brez racunalnika je za-
pis najugodneje iskati tako, da zacnemo s ¢im
vecjim ¢lenom, v naSem primeru 44, in posku-
simo ustrezno izbrati ostale tri.

Ker je 2021 = 43 - 47, iz osnovnega izreka arit-
metike sledi, da so naravna Stevila z natanko
2021 delitelji bodisi oblike p2920 bodisi p*2q*°,
kjer sta p in g razli¢ni prastevili. NajmanjSe
tako Stevilo pa je 246 . 342,

Med vkljucno 1 in 2020 = 43-47 — 1 je natanko
46 vecCkratnikov Stevila 43 in natanko 42 vec-
kratnikov Stevila 47. Ker ni skupnih veckratni-
kov, je preostalih 2020 — 46 — 42 = 1932 Ste-
vil tujih 2021. Bolj elegantno lahko problem
reSimo z Eulerjevo funkcijo ¢ (n), ki oznacuje
Stevilo vseh Stevil od 1 do n — 1, ki so tuja Ste-
vilu n. Potem za praStevilo p velja@(p) = p—1,

15.

16.

saj so Stevilu p tuja vsa manjSa Stevila. Zdaj
lahko vsak sam poskusi dokazati, da za razli¢ni
prastevili p, g velja p(pq) = @(p)p(q). Posle-
dicno je @(2021) = @(43)@p(47) = 42 - 46 =
1932.

Da. Stevila 2022142, 2022!1+3, ..., 2022!+2022
so oCitno zaporedna in sestavljena. Z istim tri-
kom lahko ugotovimo, da za vsako naravno Ste-
vilo n obstaja n zaporednih sestavljenih Stevil.

Ne. Lahko bi seveda pregledali vsote deliteljev
vseh Stevil do 2020, nekoliko bolj elegantna, a
kljub temu precej zavita pot pa je naslednja.
Naj bo o (n) vsota vseh pozitivnih deliteljev Ste-
vila n. Znano je, da je funkcija o multiplika-
tivna, torej je o(ab) = o(a)o(b), Ce sta a in
b tuji Stevili. Ce velja n = pk - m, Kkjer je p
prastevilo, ki je tuje m, potem sledi

on)=oc(@EPom)=1+p+...+pXo(m).

Da bi bil ta izraz liho Stevilo, mora biti p = 2 ali
k sodo Stevilo, za primer o (n) = 2021 = 43-47
pa lahko sklepamo Se, da ima » najvec dva pra-
faktorja, torej je n = p* ali n = p*ql. Zato
bi moralo $tevilo o (p*) deliti 2021 oziroma za-
vzeti vrednost 43,47 ali 2021 za neki p. Za
p = 2 je zaporedje vrednosti o (2¥) enako 3, 7,
15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023, 2047, ..., zato
2k ne deli n. Podobno izlo¢imo $e potenco 3%

%
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MATEMATIKA

%

17.

18.

19.

20.

za sode k < 6, potenco 5% za sode k < 4 in na-
zadnje Se potence p? za prastevila med 7 in 43.
Tako smo preverili, da vsota deliteljev 2021 ni
mozna.

Da. Stevilo 2021 mora biti element pitagorej-
ske trojice (a,b,c) z lastnostjo a’ + b*> = c?.
Po Evklidovih formulah lahko vse take pitago-
rejske trojice zapiSemo kot a = t(m? — n?),
b = t(2mn) in ¢ = t(m? + n?), kjer so m, n, t
naravna Stevila, m > n, Stevili m in n pa sta
tuji in razlicne parnosti. Iz zapisa 2021 z raz-
liko kvadratov 2021 = 452—22 takoj razberemo
eno reSitevt = 1,m = 45,n = 2, ki da pitago-
rejski trikotnik s stranicami (2021, 180,2029),
mozne pa so Se tri druge reSitve, katerih iska-
nje bomo prepustili kar bralcu.

Da. Najlazje je to utemeljiti s sklicevanjem na
Bertrandov postulat, ki pove, da za vsako na-
ravno Stevilo n > 2 obstaja praStevilo med n
in 2n. To Bertrandovo ugotovitev je sicer prvi
uspel dokazati Pafnutij Cebisev leta 1852.

Opazimo lahko, da se v vsoti zapored pojavlja-
joenakicCleni: 1+1+1+2+2+24+2+2+3+....
Natan¢neje, 27 + 1 ¢lenov med vkljuéno [vn?]
n [vn2 + 2n] ima vrednost n. Za zgornjo mejo
n? +2n lahko zato z uporabo znanih formul za
vsoto kvadratov izraCunamo

n?42n n
= > [Wkl= Dl (k+ 1)k
k=1 k=1
n
:22k+2k
k=1 k=1
k(k +1)(4k +5)

6

Po tej formuli zdaj hitro izracunamo iskano vre-
dnost za zgornjo mejo 2024 = 442 + 2 .44 in
nato odStejemo 3 - 44, da dobimo iskano vre-
dnost 59598.

Stevilo nicel na koncu zapisa Stevilan! =1 -2 -
3....-m = 22.3b.5¢... je enako potenci c,
s katero nastopa prastevilo 5 v razcepu Stevila
n! na prafaktorje, saj vsaka nicla na koncu Ste-
vila nastane z mnoZenjem para prafaktorjev 2
in 5. To potenco pa lahko presenetljivo hitro

izraéunamo zZ uporabo De Polignacove formule

Za n = 2021 dobimo

2,

= [2021]
k
k=1 >

2021 . 2021 N 2021 N 2021
| s 25 125 625

=404 +80+ 16+ 3 = 503.

21. Ne. To pove znameniti veliki Fermatov izrek,
ki ga je dokazal Sir Andrew Wiles leta 1994.
Podrobnosti dokaza prepus¢amo nadebudnim
bralcem, saj na teh straneh zanje ni dovolj pro-

stora.

-'-‘ *o% % “meonarooni DAN
MATEMATI KE

14. MAREC

SLIKA 2.

Nagradna uganka

Za katera naravna Stevila n se Stevilo n! v obicaj-
nem desetiSkem zapisu konca z natanko 2021
niclami?

ReSitev z razlago poSljite na e-naslov
info@dmfa-zaloznistvo.si s pripisom Nagradna
uganka 2021. Med pravilnimi reSitvami bomo na
Mednarodni dan matematike 14. 3. 2021 izZrebali tri
nagrajence, ki bodo za nagrado prejeli knjigo o teo-
riji Stevil iz ponudbe DMFA - zaloZniStvo. Tudi letos
pa bo pri DMFA potekalo Se nekaj aktivnosti ob Med-
narodnem dnevu matematike. Obvestila o tem bodo
objavljena na spletni strani www.dmfa.si.

10
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MATEMATIKA

lzjemen uspehnabl. mednarodni
matematicniolimpijadi

NN
BoSTjAN KuzMAN

- 61. Mednarodna matemati¢na olimpijada (v na-
daljevanju MMO) je zaradi epidemije Covid-19 na-
mesto v ruskem Sankt Petersburgu potekala 21. in
22. septembra 2020 na daljavo tako, da so tekmo-
valci vec¢ine drzav naloge resSevali v svoji domo-
vini pod nadzorom mednarodnih predstavnikov.
Slovenski tekmovalci so naloge reSevali v Plemlje-
vi vili na Bledu, kjer so preziveli nekaj dni skupaj
s Svicarsko ekipo. Najvecji uspeh je dosegel Luka
Horjak s 1. gimnazije v Celju, ki je osvojil prvo
zlato medaljo na MMO v zgodovini samostojne Slo-
venije. S 33 tockami od 42 mozZnih je osvojil abso-
lutno 22. mesto med 616-imi tekmovalci iz 105-ih
drzav. Njegov izjemen uspeh so dopolnili Se Lovro
Drofenik (I. gimnazija v Celju) s srebrno medaljo,
Job Petrovci¢ (Gimnazija Bezigrad) z bronasto me-
daljo ter Tevz Lotri¢ (Gimnazija Kranj), Jan Genc
(Il. gimnazija Maribor) in Jaka Vrhovnik (1. gimna-

zija v Celju) s pohvalo.

Za radovedne bralce pa predstavimo reSitev ene
izmed letoSnjih nalog. Tretja naloga prvega dneva
olimpijade je po tradiciji kombinatori¢na in med naj-
slabse reSevanimi - letos je bil povprecni rezultat pri
tej nalogi komaj 0,94 tocke od sedmih moZnih. Na-
loga je enostavno razumljiva, a brez ustrezne ideje
je tezko priti do reSitve. S pravim namigom pa je
reSitev cudovito preprosta.

SLIKA 1.
Luka Horjak je osvojil prvo slovensko zlato medaljo doslej.

Naloga. Na mizi je 4n kamnov, katerih mase so
1,2,3,...,4n. Vsak kamen je pobarvan z eno od n
barv in z vsako barvo so pobarvani Stirje kamni. Do-
kazi, da lahko razdelimo kamne na dva kupa z enako
skupno maso, tako da vsak kup vsebuje natanko dva
kamna vsake barve.

Resitev. Vsako mnoZico Stirih kamnov iste barve si
predstavljamo kot eno vozliSce grafa, v katerem vsak
par kamnov z vsoto 4n+1 predstavlja eno povezavo.
Dobljeni (multi)graf ima lahko zanke ali ve¢ razlic¢-
nih povezav med istim parom vozli§¢. Graf ni nujno
povezan, ampak ima lahko ve¢ komponent, vsaka od
njih pa ima vsa vozli§¢a stopnje 4. Zato ima vsaka
komponenta grafa Eulerjev obhod sode dolzine, v ka-
terem lahko izmenicno izberemo vsako drugo pove-
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IMO 2020 The closing ceremony (new version)
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SLIKA 2.
Lovro Drofenik je prejel srebrno medaljo za dosezenih 28 tock,
kar je tretji najboljsi slovenski dosezek vseh casov.

zavo. Kamne, ki predstavljajo kraji§ca izbranih pove-
zav, zlozimo na en kup, preostale na drugega. Tako
smo na prvi kup zbrali po dva kamna vsake barve,
skupna masa pa je ravno polovica celotne.

Zgled. Denimo, daimamo 12 kamnov razli¢nih mas,
od tega Stiri rdec¢e z masami 2, 5, 6, 11, Stiri modre z
masami 7, 8, 9, 12 in Stiri zelene z masami 1, 3, 4, 10.
Ce zdruzimo po §tiri kamne iste barve v eno vozli§ce
in poveZemo pare kamnov z vsoto 13, dobimo pove-
zan multigraf s Sestimi povezavami in tremi vozlisci
stopnje 4. Zaporedje povezav (4,9)—(7,6)—(2,11)—
(5,8) — (12,1) — (3,10) predstavlja Eulerjev obhod v
tem grafu. Ce izberemo vsako drugo povezavo (0zna-
Ceno ¢rtkano) in zberemo njene kamne, ima ustre-
zni kup {1,2,4,9,11, 12} po dva kamna vsake barve,
vsota mas pa je ravno polovica celotne.

@
(19
®
©) E

/
\

© &0 ©

® 00 06

Barvni sudoku

i

- V 8 x 8 kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh osem Stevil.

~

RESITEV BARVNI SUDOKU

R A2

12
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Siva mrena

FIZIKA

N A Z
ALES MOHORIC IN JOZE RAKOVEC

- Ste se kdaj vprasali, ali se vas vid in dojemanje
barv z leti spreminjata? Zakaj je znameniti impre-
sionisticni slikar Claude Monet naslikal japonski
most v svojem vrtu dvakrat tako zelo razlicno, kot
vidimo na sliki 1?

SLIKA 1.

Claude Monet 1840-1926 je bil francoski impresionisti¢ni sli-
kar. Zgoraj je slika Vodne lilije in japonski most, ki je nastala
med leti 1897-1899, spodaj pa slika Japonski most, 1920-
1922. Isti motiv, a zelo razlicni sliki. Prva vsebuje mnogo po-
drobnosti ter zive, zelene barve, kot jih pri¢akujemo ob ribniku
in na vrtu, druga je zabrisana in v rumenih odtenkih s prevla-
dujocimi toplimi barvami.

Med zgornjo in spodnjo sliko 1 sta dobri dve de-
setletji razlike. Monet je prvo naslikal, ko je bil star
slabih Sestdeset let, drugo pa pri starosti nad osem-
deset let. Morda bi razliko lahko pripisali eksperi-
mentiranju s slogom, a mnogi so mnenja [1, 2], da
so k drugacnim barvam bolj pripomogle teZave z vi-
dom. Slavni slikar je trpel za hudo obliko sive mrene
[1, 2]. Siva mrena je degenerativna bolezen ocesne
leCe, ki prizadene skoraj vse starejSe in je posledica
naravnega staranja. S starostjo postaja leta motna in
porumenela (slika 2 zgoraj), zato se vid spreminja ter
slabSa. Svoje zaznavanje barv lahko preverite z eno-
stavnim spletnim testom [3]. Na sreco zdaj obstaja

10 let 50 let 80 let

SLIKA 2.

Zoraj: risbe ocesne leCe v razlicnih Zivljenjskih dobah, na ka-
terih se vidi njeno rumenenje [6]. Spodaj: umetna leca, foto:
Frank C. Muller. CC BY-SA 3.0.

PRESEK 48 (2020/2021) 4
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SLIKA 3.
Prepustnost lec iz Stirih razlicnih snovi [4, 5]. Mlada naravna

ocCesna leca ima vecjo prepustnost od stare lece v modrem ob-
mocju. Umetne leCe so narejene iz razli¢nih prozornih mate-
Leca iz al-
kenskega polimera od prikazanih prepusca najvec vijolicne sve-

rialov, prikazana sta PMMA in alkenski polimer.

tlobe, kar je lahko motece, ¢e jo uporabimo kot zamenjavo za

naravno leco. Nobena od prikazanih snovi ne prepusca ultravi-

joliéne svetlobe z valovno dolzino, krajSo od 300 nm.

dokaj enostavna reSitev za sivo mreno: ostarelo leco
med ambulantno operacijo zamenjajo z umetno leco
(slika 2 spodaj). Umetna le¢a ima nekoliko drugacne
opti¢ne lastnosti od naravne in spremembo pacient
zazna, a se nanjo s casom navadi.

Oglejmo si dve opti¢ni lastnosti le¢, prepustnost
in lomnost. Lomnost je obratna vrednost gori§cne
razdalje izraZena v enotah dioptrija (1d = 1 m~!).

Leca z ve¢jo lomnostjo bolj mo¢no lomi svetlobo kot
leca z manjso lomnostjo. Lomnost ve¢ zaporednih
le¢ pa je kar vsota lomnosti posameznih le¢. Lo-
mnost ocesa je okoli 60 d, od tega roZenica prispeva
40 d, leca sama pa okoli 20 d. Prednost lece je, da se
njena lomnost prilagaja razdalji, na katero Zelimo z
ocesom izostriti pogled. Ce Zelimo gledati na blizu,
miSice stisnejo lec¢o, da se bolj ukrivi, poveca svojo
lomnost in oko lahko izostri pogled bliZje oCesu. Z
leti leca izgubi naravno proznost in se cedalje slabSe
odziva na stiskanje ter s tem ostrenje pogleda na bli-
Zino, kar imenujemo starostna daljnovidnost. Kaj
pa je prepustnost lece? Prepustnost dolo¢imo kot
koli¢nik prepuscenega in vpadnega svetlobnega toka.
Za prozorno snov si mislimo, da enako prepusca ka-
terokoli barvo svetlobe, pa ni tako. Pri obarvanem
steklu - barvnem filtru, takoj opazimo, da nekatere
barve prepusca bolj, druge pa manj. Rumen barvni
filter npr. prepusSca vec¢ rumene in manj modre (ru-
meni komplementarne) svetlobe. Prepustnost je to-
rej lahko razlitna za razlitne barve svetlobe. Eno-
barvno (monokromati¢no) svetlobo opiS§emo z njeno
valovno dolzino. Odvisnost prepustnosti lece od va-
lovne dolzine najlazje prikazemo z grafom in za ne-
kaj lec iz razli¢nih snovi jih kaze slika 3.

Diagram na sliki 3 obsega obmocje valovnih dol-
7in okoli obmocja vidne svetlobe, ki je za povprecno
oko v intervalu od 400 do 700 nm. Prepustnost stare
naravne lece je za modro svetlobo (krajSe valovne
dolZine) precej manjSa kot prepustnost mlade lece.
Slika, ki jo vidi oko s sivo mreno (s staro leco), je v
primerjavi z mladim oCesom videti porumenela. Za-
kaj porumenela? Vtis bele svetlobe v oc¢esu ustvari
meSanica svetlobe ene barve in njej komplementarne
barve, ki pa mora imeti pravo intenziteto. Cim raz-

SLIKA 4.

Levo, pogled, kot ga vidi zdravo oko; sredina, pogled skozi sivo mreno; desno, pogled skozi umetno leco. Pri ocesu s sivo mreno
je slika rumenkasta, motna in neostra, pri o¢esu z umetno leco pa modrikasta in jasna.

14
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SLIKA 5.
Levo, fotografija poskusa; spredaj levo je grafoskop z rezo, za objektivom grafoskopa je prizma; na desni strani leve fotogra-
fije vidimo zaslon z mavri¢nim trakom. Sredina: trikotna prizma za objektivom grafoskopa. Desno, tloris poskusa, s prizmo,
razklonjenim snopom svetlobe in mavri¢nim trakom na zaslonu.

FIZIKA

zaslon

mavricni tra

///

N prizma
vpadni snop bele svetlobe

merje ni pravo, se barvni vtis prevesi proti mo¢nejsi
komponenti. Modri barvi komplementarna pa je ru-
mena barva. Do enakega spoznanja pridemo, e barv-
ni vtis opiSemo s tremi primarnimi barvami, npr. mo-
dro, zeleno in rdeco. Vse tri zmeSane v pravem raz-
merju dajo vtis bele, ¢e pa je modre premalo, pa pre-
vlada meSanica zelene in rdece. MeSanica zelene in
rdecCe pa je rumena.

Zaradi neproZnosti in motnosti lece je slika tudi
manj ostra in motna. Nadomestne umetne lece so
izdelane iz razli¢cnih snovi, obic¢ajno je to akrilna pla-
stika ali poli-metil metakrilat (PMMA), snov, iz katere
je narejeno pleksi steklo. Akril je poceni, enostaven
za predelavo, obstojen in ni strupen. Prepustnost le¢
iz umetnih stekel je v intervalu bliznje ultravijoli¢ne,
od 300 do 400 nm, viSja od prepustnosti naravne
lece. Zato pacienti po zamenjavi stare lece z umetno
opazijo nenavadno povecanje obcutljivosti ocesa v
modrem in vijolicnem delu spektra. Pacientu z ume-
tno leco je vse videti nekoliko bolj modrikasto. Opi-
sane razlike v vidu med zdravim o¢esom, oCesom S
sivo mreno in o¢esom z umetno leco ponazarja slika
4. Fotografije na slikah so obdelane s programom in
prirejene na podlagi pricevanj oseb, katerim so za-
menjali leco.

Mejo obcutljivosti o¢esa na svetlobo pri razli¢nih
osebah lahko primerjamo z enostavnim poskusom.
Na mavrici z opazovanjem poiS¢emo skrajni rob sve-
tlobe, ki jo Se vidimo. Mavrico naredimo iz snopa
bele svetlobe, sonc¢ne ali svetlobe halogenske Zarnice,
z uklonsko mreZzico ali razklonom na prizmi. Seveda
je meja vidnosti odvisna tudi od jakosti svetlobe. Ce
pa nas zanima le primerjava med razli¢cnimi o¢mi, je
dovolj, ¢e poskrbimo, da so vsi opazovalci v enakih
okoliS¢inah. Bolnikom s sivo mreno obicajno zame-
njajo leco najprej na enem in Sele ¢ez nekaj ¢asa tudi
na drugem ocesu. Tako je pacient po prvi operaciji
idealen kandidat za primerjavo spremembe vida, saj
lahko sam primerja vid z enim in drugim ocesom.

Primerjavo vida smo naredili z dvema osebama (A
in B, starima 50 in 40 let) in osebo, ki je imela eno
le¢o umetno (Um), na drugi pa sivo mreno (Sm). Trak
mavri¢ne svetlobe lahko naredimo z grafoskopom.
Na zaslon projiciramo rezo, osvetljeno z belo sve-
tlobo halogenske Zarnice. ReZo izreZemo v karton,
ki ga polozimo na grafoskop tja, kamor obic¢ajno po-
loZimo prosojnico. Grafoskop izostrimo tako, da na
zaslonu nastane ostra slika reZe. Za objektiv grafo-
skopa postavimo prizmo, ki curek svetlobe iz reze
razkloni v mavri¢ni svetlobni trak. Ta trak ne na-

-
o)}

nadaljevanje
na strani
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Nagradna krizan
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SLIKA 6.
Fotografija zaslona z mavri¢nim trakom in oznacenimi kratkovalovnimi mejami, do koder vidi oko z umetno le¢o (Um), oko s sivo
mreno (Sm) in dve drugi ocesi (A in B).

stane tam, kjer bi nastala bela slika reZe, e ne bi
postavili prizme, temvec¢ se na prizmi odkloni in raz-
kloni. Zaslon, na katerem smo opazovali mavri¢ni
trak, je bil vzporeden curku bele svetlobe, ki je vpa-
dal na prizmo, kot kaze slika 5.

Fotografijo zaslona z mavri¢nim trakom kaze sli-
ka 6. Kratkovalovno mejo vidne svetlobe je zelo eno-
stavno razbrati: na zaslonu na modrem delu mavrice
vsak opazovalec oznaci, do kam vidi svetlobo. Raz-
lika med ocesom z umetno leco (Um) in oCesom s
sivo mreno (Sm) je ocitna. Na traku sta oznaceni Se
meji dveh mlajsih oces (A in B).

Skalo za valovno dolzino smo dolocili s spektro-
metrom na nekaj razlicnih mestih. Skala ni linearna,
a iz nje lahko z linearno interpolacijo med izmerje-
nimi razdelki priblizno dolo¢imo kratkovalovno me-
jo vidnega obmocja. Pri ofesu s sivo mreno je ta
pri 435 nm, pri o¢esu z umetno leco pa je meja pri
375 nm, torej skladno z diagramom prepustnosti na
sliki 3.

Zdaj razumemo, zakaj je vid pri oCesu s sivo mre-
no rumenkast. Manjka mu modre svetlobe, ki ne
pride skozi leco. Ker je leca toga in motna, je vid
tudi manj oster, opazi se manj podrobnosti. Pravza-
prav je Monet s svojima slikama kar dobro zabeleZil
razvoj bolezni. Zdaj teZave olajSajo zdravniki z za-
menjavo leCe z umetno. Z oCesom z umetno leco
vidimo svet okoli sebe v modrikastih odtenkih, saj je
modre prevec. MoZgani se scasoma navadijo drugac-
nega vida in preseZek modre ni motec.
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Virialni teorem

N2
KRISTOF SKOK

- Virialni teorem je pomembna fizikalna enacba,
ki povezuje kineti¢no in potencialno energijo sis-
tema delcev v stacionarnem stanju. Leta 1870 ga
je prvi formuliral nemski fizik in matematik Ru-
dolf Clausius, ki je bil eden od utemeljiteljev ter-
modinamike. Kasneje so ga nadgradili mnogi fi-
ziki in astronomi ter uporabili v raznih podrocjih
fizike. Viralni teorem je zelo uporaben v astrofi-
ziki, saj je mocno orodje, s katerim iz opazovanj
dinamike delov sistema izracunamo kljucne lastno-
sti sistema; pogosto je to njegova masa. Pri tem je
govora o zvezdnih kopicah, ki so gravitacijsko ve-
zane skupine zvezd; o galaksijah, pri katerih iz gi-
banja zvezd izracunamo t. i. virialno maso; o jatah
galaksij, ki so gravitacijsko vezane skupine gala-
ksij, in Se o kaksSnih drugih, ki bodo podrobneje
opisani v ¢lanku. Najprej se bomo podali v izpe-
ljavo teorema in si nato ogledali, kako je teorem

opozoril na obstoj temne snovi.

Izpeljava

Zamislimo si, da imamo sistem vec¢ delcev, tj. toCka-
stih teles. Recimo, da kot Mali princ plujemo po pra-
znem vesolju, ko iz Zepa zagrabimo pest N frnikol in
jih posujemo po prostoru. Gibanje naSih frnikol opi-

SLIKA 1.

Slika Jate v Berenikinih kodrih posneta s kamero Advanced ca-
mera for surveys na vesoljskem teleskopu Hubble. Vidno polje
je veliko 9,01 x 6,40 lo¢nih minut in zajema le srediscni del jate.
Sicer se jata na nebu razprostira na obmocju, ve¢jem od dveh
stopinj, foto: NASA, ESA, Hubble Heritage Team (STScl/AURA).

Semo v inercialnem sistemu. PoloZaje matemati¢no
zapiSemo z radij vektorji r, torej vektoriji, ki kazejo
od koordinatnega izhodiSca do delcev. Hitrost je po
definiciji casovni odvod polozaja v = %, gibalna ko-
licina pap = m

Zactnimo z definiranjem koli¢ine Q:

de-
- QEZPi-l‘i, 1)

pri Cemer sta p; gibalna koli¢ina in r; radij vektor
delca i. Vsota tece po vseh delcih sistema. Na dolgo
bi vrsto zapisali kot Z]L-Vzl, a v literaturi je navada, Ce
gre vsota po vseh moznih vrednostih, ki jih sumacij-
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%

ski indeks i lahko zavzema (tukaj od 1 do N), potem
samo napisemo ;. Casovni odvod koli¢ine Q je

Z(dpl TP ‘21‘";>. (2)

Enacbo (1) lahko zapiSemo Se drugaCe. Namesto gi-
balne kolic¢ine i-tega delca vstavimo njeno definicijo
m; ¥ ter namesto r; - & zapigemo 3 & (r?):

dQ  d ay,  dwld,
dt _dt;m ar T dtZZdt (mar)
1d21

Na koncu prepoznamo izraz za vztrajnostni moment
i-tega delca, vsota po vseh delcih pa da celotni vztraj-
nostni moment sistema: I = >;I; = >; m;r?. Ena-
¢imo oba izraza za Casovni odvod ((2) in (3)) in do-
bimo

La

L drl _ dpi
2 dt?

dt ~ < dt i

C))

- Z pi-
i
Drugi clen na levi strani lahko Se nadalje izracunamo:

- _Zpl drl B Zmlvl Vi = —ZZ%mivf = —2K.
i

Na koncu prepoznamo izraz za kineti¢no energijo i-
tega delca, vsota po vseh delcih pa nam da skupno
kineti¢no energijo sistema K. Ko ta rezultat vhesemo
\% ena(zbo (4) in uposStevamo drugi Newtonov zakon
F; = =, pridemo do izraza

t

1d?r1
E@—2K=;Fi.ri (5)
Na desni strani enacbe imamo kolic¢ino, ki se imenuje
Clausiusov virial ali na kratko le virial. Sila, ki deluje
na delec, izvira iz ostalih delcev v sistemu. To zapi-
Semo kot F; = Zj’j#iFij. F; je skupna sila, ki deluje
na delec i, F;; pa je sila, s katero deluje delec j na
delec i. Vsota tece po vseh delcih j, seveda z izjemo
delca i, saj ta ne deluje s silo sam nase. Uporabimo
e en trik r; = 3 (r; +1;) + 3 (r; —1;) in zapi§imo

virial malo drugace

;Fi.rFZ > Fij

i \J.J#l

‘T =

fZ ZFU rl+r1)+;Z N Fij|- (ri-t)).

i \J.J#l i \Jj,Jj#l

Po tretjem Newtonovem zakonu velja F;; = —Fj;. Za-
mislimo si, da dvojno vrsto v prvem ¢lenu zadnjega
izraza na dolgo razpiSemo. Ko prva vrsta po i pride
do delca k in druga vrsta po j pride do delca L, bo
ta ¢len vrste %Fkl (rx +17). V nekem drugem clenu te
vrste pa imamo obratno, i = L in j = k. Ta clen je
%Flk (r; +1ry). Ker sta si sili po tretjem Newtonovem
zakonu ravno nasprotni, se ta dva Clena odStejeta.
To sklepanje velja za vsak par delcev, zatorej je celo-
tna vrsta enaka ni¢. Tako lahko virial zapiSemo kot

;Fi~ri_ DD Eij (

i _]1751,

—rj). (6)

Tipi¢no v astrofiziki delca med sabo interagirajo
preko gravitacijske sile. Njena definicija kot vektor-
ska koli¢ina je

mim;rj—r;

" Fyj =Gyt %)
Y Tizj Tij
pri cemer je rij = ‘rj - ri( razdalja med delcema i

in j. Izraz za gravitacijsko silo (7) vnesemo v izraz
za virial (6) in racunamo:

YEen= 52 Y 67 (1 - x)’

i J,Jj#i lJ

_ 72 3 Gm‘mJ ®)

ijj#l

V zadnjem izrazu smo dobili izraz za gravitacijsko
potencialno energijo med delcema

Gmim;
] Ul] — _#_

Yij

Seveda velja U;j = Ujj, to je ena in ista koli¢ina. Po-
dobno kot smo imeli prej, imamo v vrsti v zadnjem
izrazu (8) pri enem Clenu i = k, j = [ ter pri nekem
drugem c¢lenu i = I, j = k. Zato se nam v vrsti dva-
krat pojavi potencialna energija para delcev k in [ in

20
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je vsota vrste enaka dvakratniku celotne gravitacij-
ske potencialne energije sistema U. Kon¢no lahko iz-
racunamo virial:

SFer= 33 % 6™ )
i

i

EZUU—

i g

)

Vrnimo se k nasi prvotni izpeljavi. V izrazu (5)
virial nadomestimo s potencialno energijo sistema:

2
IEM_ZK U.

2 de? (10

Naslednji korak je, da zapiSemo ¢asovno povprecje
te enaCbe. Povprecje matemati¢ne funkcije izracu-
namo po istem kopitu kot povprecje diskretnih koli-
¢in, npr. meritev. SeStejemo vse meritve in delimo
s Stevilom meritev. Ker je funkcija zvezna, namesto,
da seStevamo, integriramo ter namesto, da delimo
s Stevilom sumandov, delimo z velikostjo integracij-
skega intervala. Matemati¢no definiramo kot

(- daf(x)dx

b—-a
Casovno povpreéje pa samo pomeni, da funkcijo ¢a-
sa integriramo po ¢asovnem intervalu. Ravno to na-
redimo na enacbi (10)

3 (G -0 =W

Povprecje drugega odvoda vztrajnostnega momenta
lahko izracunamo:
) . @an
0

()=t h
dt?

Ce je sistem periodi¢en, kot na primer dvojne zvez-
de, lahko za T dolo¢imo periodo sistema in se Clena
zadnjega izraza odstejeta. Ce pa to ne velja, pa pov-
precje vseeno pade na ni¢, Ce le dovolj dolgo pov-
pre¢imo, torej T — oo. To velja za sisteme, ki so
7e dosegli statisticno ravnovesje, oz. recemo, da so
virializirani. V takem primeru je odvod g{ omejen
med najvecjo in najmanjSo vrednostjo, razlika v okle-
paju v (11) je kon¢na koli¢ina, faktor % pa gre proti
ni¢, ko gre T proti neskon¢nosti. Sedaj, ko imamo

dl

. dt

@1 dar
arz? dt

ASTRONOMIJA

2 " . . .
%> = 0, smo konc¢no prispeli do virialnega teo-

rema

= 2(Ky+{U).=0 (12)

Celotna mehanska energija je E = K + U, zato velja
Se

= (By= (K,
By = 5U)

Potencialna energija satelita v krozni Zemljini orbiti
jeU = —Gl‘fm, pri cemer je M masa Zemlje, m masa
satelita in r polmer krozenja. Ker je njegova krozilna
. GM . 1. iy " muv?
hitrost v = 4/==, je KinetiCna energija K = —— =
GMm
2r

satelita je E =
E=-K=3U.

. Tako res velja U = —2K. Mehanska energija
U+K = —-9" tako da velja tudi

2r

Pomen in primer uporabe

Fritz Zwicky je bil Svicarski astronom, ki je ve¢ino Zi-
vljenja deloval na California Institute of Technology
ter bil del osebja na observatorijih Mount Wilson in
Palomar. V ¢asu med in po drugi svetovni vojni se
je ukvarjal z raketnim pogonom. Znan je po mnogih
stvareh; ena od teh je, da je skupaj z Walterjem Ba-
adom skoval termin supernova. Te je zavzeto iskal
na no¢nem nebu s primerjanjem fotografksih plosc
na oko; v Zivljenju jih je odkril kar 120. Je tudi oce
termina nevtronska zvezda. Leta 1937 je objavil Cla-
nek, dolg pol strani, v katerem je predlagal, da bi kot
posledica takrat Se svezZe Einsteinove sploSne teorije
relativnosti galaksije delovale kot gravitacijske lece.
To bi dalo novo preizkusnjo za novo teorijo gravita-
cije ter omogocilo opazovanja sicer pretemnih, zelo
oddaljenih objektov. Nenazadnje bi to bil nac¢in me-
ritve mase galaksije, ki deluje kot leca. Tako bi lahko
razjasnili neujemanje njegovega predhodnega odkri-
tja, ki se tiCe naSega virialnega teorema.

Leta 1933 je Zwicky objavil ¢lanek, v katerem je
komentiral takratno novo tehniko dolo¢evanja raz-
dalj do izvengalakti¢nih meglic (kot so takrat rekli
galaksijam) preko rdecega premika in mozne teore-
ticne kozmoloSke razlage tega pojava. Eno poglavje
¢lanka nosi naslov Komentarji o disperziji hitrosti v
Jati v Berenikinih kodrih. V njem najprej omeni opa-
zovane razlike v hitrosti galaksij od 1500 do 2000

%
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SLIKA 2.
Fritz Zwicky, foto: Caltech, Palomar Observatory.

km/s. Ce je sistem Jate v Berenikinih kodrih (ang.
Coma cluster) v mehani¢nem stacionarnem stanju,
potem zanjo velja virialni teorem (12). Privzemimo,
da je masa porazdeljena enakomerno po Jati, da po-
enostavimo oceno. Jata ima pribliZen polmer R en
milijon svetlobnih let in vsebuje 800 galaksij, vsaka
z maso 10° mas Sonca. Tako imamo maso

= M ~800-10°-2-10% kg =1,6-10* kg.

Potencialna energija gravitacijsko vezane homogene
krogle je
_3GM?

5 R
Specificna potencialna energija Jate, torej potencial-
na energija na maso, je

= U=

U m?
v —64-10%—-.
Specifitna kineticna energija je potemtakem
N gm?
(—:k——?—32~10 —

Ce to ena¢imo z %2, je povprecna hitrost v = 80’%”.
V enem od prejsSnjih poglavij izvornega clanka je za-
pisana opazovana povprecna hitrost galaksij te jate,

ki je 7500 km/s, kar je mnogo vec¢, kot smo naracu-
nali. Kot pravi Zwicky po zadnjemu rezultatu: »Da
bi pridobili, kot opazovano, zmeren Dopplerjev efekt
1000 km/s ali ve¢, bi morala povprecna gostota Jate
v Berenikinih kodrih biti vsaj 400-krat vecja kot izra-
¢unana na podlagi opazovanj svetle snovi /.../. Ce
bo to potrjeno, bo vodilo do presenetljivega rezul-
tata, da je gostota temne snovi mnogo vecja od go-
stote svetle snovi.«

Ta Zwickyjev ¢lanek je prelomen v zgodovini razi-
skovanja vesolja, kajti je eno od pionirskih del, kjer
so astronomi prisli na sled obstoju temne snovi. Av-
tor je podal mocan argument za njen obstoj kot re-
Sitev neujemanja rezultatov novih opazovanj. Dolgo
Casa so zamisel obravnavali kot le eno izmed moZno-
sti za razlago uganke; Siroko sprejeta je postala Sele
v 70-ih in 80-ih letih z odkritji ravnih rotacijskih kri-
vulj galaksij.

Predstavljen izracun, ki sledi originalnemu c¢lanku,
naj sluzi kot primer pomembnosti virialnega teore-
ma v astrofiziki. Vec ostalih racunskih primerov pa
si lahko obetate v prihodnjih Stevilkah Preseka.
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RACUNALNISTVO

O predstavitvi podatkov v
racunalniku: decimalna Stevila

N2

JURE SLAK

- Z racunalniki lahko dandanes izvajamo
kompleksne  matemati¢no-fizikalne izracune

in simulacije. V marcu 2020 je omrezje
Folding@Home, Ki se uporablja za izracune zlaga-
nja proteinov, preseglo 1.5 exaFLOPS-a, to je vec
kot 1,500,000,000,000,000,000 racunskih operacij
na sekundo. Ze v enoti sami, ki jo uporabljamo
za merjenje hitrosti FLOPS, se skriva glavni podat-
kovni tip, ki stoji za vsemi simulacijami. FLOPS na-
mrec¢ pomeni floating point operation per second
in pove, koliko racunskih operacij z decimalnimi
Stevili lahko naredimo v eni sekundi. V tem pri-
spevku se bomo poglobili v to, kako decimalna
Stevila sploh predstavimo v racunalniku in kako

z njimi racunamo.

Decimalna ali realna Stevila

Velikokrat se pogovorno rece, da v racunalniku hra-
nimo realna Stevila. Nekateri programski jeziki, npr.
razlicne verzije SQL, tudi uporabljajo besedo real
za oznako tipa. Vendar kljub temu v racunalniku
nekaterih realnih Stevil ne moremo predstaviti zelo
enostavno. Iracionalna $tevila, kot npr. 1/2 ali 1, obi-
¢ajno le aproksimiramo. Ravno Stevilo 1T je v pro-
gramskem jeziku C definirano kot

= #define M_PI 3.14159265358979323846,

torej »le« na 20 decimalk, precej manj kot trenutni
slovenski rekord 3333 decimalk, ki jih je znal na
pamet povedati zmagovalec zadnjega 1r-dneva. Kot
bomo videli, racunalnik uporablja le racionalna Ste-
vila omejene natanc¢nosti - morebitna realna Stevila

So ustrezno zaokroZena. To nam omogoca enostav-
nost racunanja in hitrost, natan¢nost pa ni najvecja.
A brez skrbi, ve¢inoma so decimalna Stevila, ki jih
uporablja racunalnik, povsem dovolj natancna.

Fiksna in plavajoca pika

FLOPS se v prvih dveh ¢rkah nanasSa na operacije
s plavajo¢o piko.! Predstavitev decimalnih Stevil s
plavajoco piko je ena izmed dveh osnovnih nacinov
predstavitve Stevil. Druga, enostavnejSa moznost je
predstavitev s fiksno decimalno piko. Pri slednji
imamo na voljo nekaj mest za del pred piko in nekaj
mest za decimalno piko. Denimo, da imamo dve me-
sti pred in dve mesti po piki. Stevila, ki jih lahko zapi-
Semo, so torej od 00.00 do 99.99. Interval od [0, 100]
smo enakomerno pokrili s 10000 Stevili na razdalji
0.01. Tem Stevilom recemo predstavljiva, vseh osta-
lim pa nepredstavljiva. Vsako realno Stevilo, s kate-
rim Zelimo racunati, moramo zaokroZziti; ponavadi
izberemo najblizje predstavljivo Stevilo. Za Stevilo x
bomo z fl(x) oznacili predstavljivo Stevilo, kjer zao-
krozimo x.

SeStevanje in odStevanje predstavljivih Stevil je
enostavno in natancno, lahko pa pride do prekora-
¢itve ali podkoracitve; to pomeni, da rezultat leZi
izven razpona moZnih vrednosti. Pri mnozenju in
deljenju pridemo do novih tezav. Ce pomnoZimo
0.5 in 0.41, pri totnem racunanju dobimo 0.205, kar
pa ni predstavljivo; rezultat je potrebno zaokroziti
na najblizje predstavljivo Stevilo. V naSem primeru
imamo dve izbiri: zaokroZzimo lahko na 0.20 ali na
0.21. Ceprav je v resni¢nem Zivljenju pogosto, da
polovice zaokrozamo navzgor, v racunalniStvu pona-

lpogosto se jim v slovenscini re¢e tudi §tevila s plavajoco
vejico, saj je vejica v slovenscini locilo, ki se uporablja za ozna-
Cevanje decimalnih mest. Vendar je v racunalniStvu precej bolj
pogosta pika, zato jo bomo uporabljali tudi v tem prispevku.

%
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vadi velja, da polovice zaokroZamo proti »sodemu
Stevilu«. V naSem primeru bi zaokrozili k 0.20, saj
je zadnja Stevka 0 soda. Tako pravilo uporabljamo,
da bolj enakomerno razporedimo realna Stevila k nji-
hovim decimalnim Stevilom, saj se nekatere polovice
zaokrozijo navzgor, nekatere pa navzdol. Racunanje
s fiksno decimalno piko zagotavlja doloceno absolu-
tno natanc¢nost: v naSem primeru bo zaokroZitvena
napaka kvec¢jemu 0.005, polovica locljivosti Stevil, s
katerimi delamo. Napisano z enacbo:

= |x —fl(x)| < 0.005.

Absolutna natanc¢nost pa prinese tudi svoje teZave.
Kaj Ce Zelimo izrac¢unati 0.05 x 0.08? TocCen rezultat
bi bil 0.04, kar se zaokroZi na 0. Podobno ne mo-
remo izracunati 30.12 x 40.23, saj je rezultat vecji
od 99.99. Racunanje s fiksni decimalno piko prepro-
sto ni dovolj fleksibilno za delo z velikimi ali majh-
nimi Stevili; dobro deluje le, ¢e so vsa Stevila, s ka-
terimi delamo, med O in 99.99. Tukaj pa je pred-
nost drugega sistema predstavitve Stevil, predstavi-
tev s plavajoco piko (angl. floating point). V tem sis-
temu Stevila predstavimo v obliki m x 10¢, za Stevilo

€ [0,1), ki se imenuje mantisa, in naravni ekspo-
nent e. Kako sistem deluje, si poglejmo na podob-
nem primeru kot pri predstavitvi s fiksno decimalno
piko. Denimo, da imamo na voljo dve mesti za man-
tiso m in dve za eksponent e. Nekaj moznih Stevil
je tako 0.23, 0.54-10'2, 0.10-10'. Za eksponente
bomo namesto dvomestnih Stevil od 0 do 99 dovolili
Stevila od —50 do 49. Se vedno obdrzimo enako koli-
¢ino Stevil, le malo jih zamaknemo, da lahko delamo
tudi z negativnimi eksponenti. Tako so tudi Stevila
0.1-107'?in 0.43 - 1033 veljavna.

Ker lahko Stevila zapiSemo na vec razlicnih naci-
nov (npr. 1 = 1 = 0.1-10! = 0.01 -10?), se dogovo-
rimo, da vedno piSemo v normalizirani obliki, to je
v obliki, kjer se Stevilo zacne z 0.x, za nenicelno de-
cimalko x. Stevilo 0.0062 bi napisali kot 0.62 - 102,
Stevilo 123 pa bi zaokrozilina 0.12 - 102. Razpon §te-
vil, ki ga s plavajoco piko lahko doseZemo s Stirimi
mesti, je precej vecji kot pri fiksni piki: najmanjSe
normalizirano pozitivno $tevilo je 0.1 1079, torej
0.0000000000000000000000000000000000000000
00000000001, najvecje 0.9 - 10*9, torej 900000000
00000000000000000000000000000000000000000.
Seveda nimamo povsod enake absolutne natancno-
sti, saj imamo Se vedno na voljo samo 10000 Stevil -

pri Stevilih okoli 500 bo razlika med sosednjimi Ste-
vili 10 (npr. med 0.5-10% in 0.51 - 103), pri $tevilih
okoli 700000 bo locljivost 10000, pri Stevilih okoli
0.0003 pa 0.00001. Vidimo, da se locljivost prilagaja
velikosti Stevil. To je tudi smiselno: ¢e raCunamo ne-
kaj v kilometrih, pricakujemo tudi natan¢nost v redu
velikosti kilometrov, ce pa racunamo v mikrometrih,
prav tako pri¢cakujemo natan¢nost v mikrometrih. Za
Stevila, predstavljena s plavajoco piko, pravimo, da
imajo priblizno enako relativno natan¢nost. Ce Ste-
vilo x zapiSemo s plavajoco piko, bo absolutna na-
paka pri zaokrozitvi morda velika, relativna napaka

. 1) — x|
x|

pa bo vedno manjsa od 0.05. Tej vrednosti recemo
osnovna zaokrozitvena napaka.

Za konec si razliko med fiksno in plavajoco vejico
poglejmo Se graficno. Na sliki 1 vidimo primerjavo
predstavljivih Stevil v fiksni in premic¢ni piki.

Racunanje s premicno piko

Premicna pika je bolj fleksibilna pri racunskih ope-
racijah. Racunalnik nam za osnovne racunske ope-
racije (+, —, x, /) zagotavlja, da bo rezultat opera-
cije zaokroZen na najblizje predstavljivo $tevilo. Ce
seStejemo 6.3 in 7.4 bi pri totnem izracunu dobili
13.7, vendar se rezultat zaokroZi na 14, saj imamo
na voljo le dve mesti natancnosti. Formalno izracun
poteka tako:

= 0.63-10' +0.74-10' = f1(1.37-10') = 0.14 - 102

Podobno se zgodi pri mnozenju: 6.3 pomnozeno s
7.4 bi s tonim racunanjem dalo 46.62, v premicni
piki, pa se izracuna v

= 0.63-10'x0.74 - 10" = f1(4.662 - 10') = 0.46 - 10°.

Ker imamo le dve mesti natan¢nosti, moramo pri re-
zultatu zavreci dve decimalki, toda relativna napaka
(46.62 —46)/46.62 ~ 0.013 je manjSa od osnovne za-
okroZitvene napake 0.05. Poglejmo Se primer 0.05 x
0.08, ki je pri fiksni decimalni piki povzrocal teZave.
Tocen rezultat je 0.004, v premicni piki dobimo

= 0.5-107'x0.8-107! = 1(0.04-1071) = 0.4- 1072,
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SLIKA 1.
Primerjava pogostosti predstavljivih
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1.1

19 Stevil na treh razlicnih delih realne

osi. Stevila s fiksno piko imajo enako
absolutno natancnost ne glede na lo-
kacijo, Stevila s premi¢no piko pa po-

1.15

x

stajajo cedalje bolj redka, toda ohra-

8.5 9 9.5 10

10.5

+  fiksna pika

x  plavajoca pika

kar je popolnoma to¢no. Ce bi dodali malo ve¢ deci-
malk in izracunali 0.053 x 0.082, bi izracun potekal
tako:

= 0.53-107! x0.82-107! = 1(0.4346 - 10~ 1)
=0.43-1072.

V tem primeru rezultat ni toCen, je pa precej boljsi
kot pri fiksni piki. Njegova relativna napaka je pribli-
7zno 1%.

Pouc¢no je tudi,kaj se zgodi, e izracunamo npr.
100 + 0.1. Dobimo

= 0.1-10° x 0.1 = 1(0.1001 - 10%) = 0.1 - 103.

Rezultat je zopet tocno 100, saj vrednost 0.1 ni bila
dovolj velika, da bi jo upostevali, in se je zgubila pri
zaokroZevanju. Se vedno pa je to znotraj zaokrozi-
tvene napake: 0.1 predstavlja le 0.1% od 100, kar je
mocno znotraj dovoljene 5% napake.

Dejanska Stevila v racunalniku

Pri delu z decimalnimi Stevili v racunalniku ne upo-
rabljamo le dveh decimalnih mest, kot smo jih mi
do sedaj, a principi racunanja kljub temu ostanejo
enaki. Delo z decimalnimi Stevili predpisuje stan-
dard IEEE 754. Glavni tip, ki ga najpogosteje upo-
rabljamo, se imenuje double. Velik je 64 bitov in
se imenuje dvojna natanc¢nost - tako ime ima, ker je

11

T njajo enako relativno natancnost. Na
12 grafih se spreminjajo enote, zato Ste-
vila s fiksno piko izgledajo, kot da so
Cedalje bolj gosta, Stevila s premicno
piko pa se zdijo enako gosta.

11.5

dvakrat vecji od 32-bitnega tipa single, ki predsta-
vlja enojno natan¢nost. Decimalna Stevila so shra-
njena v dvojiSkem sistemu, ne v desetiSkem. Primer
Stevila bi bilo npr.

= 0.101101 x 23,
kar pretvorimo v

= (1-27'4+0-27241-2341-274 1 0.27°+1-279)
x 23 = 5.625.

Izmed 64 bitov, ki so na voljo, jih je 11 rezervira-
nih za eksponent, 52 za mantiso (decimalke), in 1 za
predznak Stevila (+ ali —). 11-bitni prosto za ekspo-
nent nam omogoca eksponente od —1022 do 1023,
najmanjsi in najvecji eksponent —1023 in 1024 pa
sta rezervirana za posebna Stevila, o katerih bomo
vec povedali kasneje. V dvojiSkem sistemu velja ome-
niti tudi posebno obliko normaliziranega zapisa. Ce
Stevilo zapiSemo v obicajnem normaliziranem zapi-
su, bo oblike 0.x, Kjer je x nenicelna Stevka. Toda v
dvojiSkem je ta Stevka lahko le 1, zato je nepotrebno,
da jo shranjujemo, in se raje dogovorimo, da kot nor-
malizirano obliko za dvojiska decimalna Stevila vza-
memo 1.x, kjer je x poljuben, 0 ali 1. Tako najbolje
izkoristimo 52 dvojiSkih decimalk, ki jih imamo na
voljo, kar je enako priblizno 16 desetiSkim decimal-
kam natancnosti. V tem sistemu je osnovna zaokro-
Zitvena napaka enaka 1.11-10-16,
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Decimalno Stevilo s 64 biti je v racunalniku pred-
stavljeno kot:

= Seee...eccemmm...mmm,
-

11 bitov
za eksponent

52 bitov za mantiso

kjer s predstavlja en bit za predznak.
Poglejmo si konkreten primer. Bitni zapis Stevila
4269.6842 je enak

= 0 10000001011 0000101011011010111100100
111101110110010111111101100,

kjer so vrinjeni presledki za lazje branje. Prvi bit je
enak 0, kar nam pove, da je Stevilo pozitivno. Sledi
eksponent; ¢e 10000001011 pretvorimo v desetiSko,
dobimo 1035. Vendar so eksponenti zamaknjeni, saj
nimajo razpona od 0 do 2048, temve¢ od —1023 do
1024. Z upoStevanjem zamika je iskani eksponent
enak 1035 — 1023 = 12. Zapisano Stevilo je tako
enako

= 1.000010101101101011110010011110111011
0010111111101100 x 212,

kar je enako

= 1000010101101.101011110010011110111011
0010111111101100

oz. priblizno 4269.6841999999996915. Kot vidimo,
rezultat ni totno 4269.6842, temvec je za pribliZzno
3.09-10713, kar (relativno gledano) ustreza osnovni
zaokrozitveni napaki.

Posledice zaokrozZevanja

ZaokroZevanje na najbliZjo vrednost pomeni, da obi-
¢ajna pravila ra¢unanja ne drzijo ve¢. Ce v racunal-
niku izracunamo (a + b) + ¢, to ni ve¢ nujno enako
kot a + (b + c). Poglejmo primer: vzemimo a = 0.88,
b =0.56in ¢ = 0.13-10'. Ce izratunamo a + b + c
od leve proti desni, dobimo

" a+b+c=0.88+0.56+0.13 10!
=fl(1.44) +0.13 - 10!
=0.14-10' +0.13 - 10!
=11(0.27-10') = 0.27 - 101,

Ce pa izratunamo a + b + ¢ od desne proti levi,
dobimo

* a+b+c=088+0.56+0.13-10!
= 0.88 +f1(1.86) = 0.88 + 0.19 - 10!
=11(2.78) = 0.28 - 10'.

Razlika je majhna, vendar Stevili nista enaki. To je
tudi eden izmed razlogov, da decimalna Stevila red-
ko neposredno primerjamo, ali imajo popolnoma
enako vrednost. Ze majhne razlike v nacinu izracuna
namre¢ lahko prinesejo napake pri zadnjih decimal-
kah. Posluzimo se raje primerjanja s toleranco: na-
mesto da bi pogledali, ali je a = b, pogledamo, ali
je absolutna vrednost razlike med a in b manjsa od
tolerance t: |a — b| < t, zanpr. t = 0.00001. Z izbiro
vrednosti t lahko tudi dolo¢imo, kako velike napake
so Se sprejemljive.

Se ena zanimivost se pojavi pri racunanju aritme-
ticne sredine dveh Stevil. V matematiki smo navajeni,
da aritmeti¢na sredina “T*h dveh Stevil a in b leZi na-
tanko na sredini med Steviloma. Pri decimalnih Stevi-
lih temu ni tako: vzemimo npr. a = 0.21 in b = 0.24.
Njuna izracunana aritmeti¢na sredina je

a+b 1 1
S = 5(0.21+0.24) = 5 f1(0.43) =

= %(0.43) — 1(0.215) = 0.22,

kar ni toCen rezultat 0.215, toda je (eden izmed) naj-
boljsih moznih priblizkov.

Oglejmo si Se en primer izracuna aritmeticne sre-
dine, tokrat za a = 0.66in b = 0.67:

1

. 410 (0.66 +0.67) =  f1(1.33) =

2

(0.13-10') = f1(0.65) = 0.65.

N|—= N =

Tokrat smo dobili, da je sredina Stevil 0.66 in 0.67
enaka 0.65, kar seveda lezi izven intervala
[0.66,0.67]! Ce pogledamo izracun, vidimo, da je bil
glavni krivec za izgubo natanc¢nosti to, da smo zaSli
v prevelika Stevila. Pri predstavitvi 1.33 smo lahko
obdrzali le dve mesti in smo bili prisiljeni zadnjo za-
vreci, da smo shranili 1.3.

Izracun bi lahko popravili tako, da bi ga namesto

‘%’h napisali kot a + bg—“. V tem primeru ne bi prislo
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do dela s tako velikimi Stevili in rezultat bi bil

b 5 2 _0.66 + %(0.67 ~0.66)

Ia+

—0.66 + % f1(0.01)

=0.66 + %(0.1 -1071)

=0.66 + f1(0.05-1071)
= 0.66 + 0.5 -1072 = f1(0.665) = 0.66.

V tem primeru je rezultat do zadnjega koraka kljub
vmesnim zaokroZitvam tocen, na koncu pa se zao-
krozi na najboljSi mozni priblizek.

PokaZzimo Se nekaj zanimivih primerov dejanske
dvojne natancnosti. V izbranem programskem je-
ziku (npr. Python) izracunajmo s = 0.1 + 0.1 + 0.1 +
0.140.1+0.140.1+0.140.1+0.1. Ce bi bilo racuna-
nje toCno, bi rezultat moral biti enak 1. Vendar, ko
preverimo s == 1, dobimo odgovor False, da ena-
kost ne drzi. Res, Ce izpiSemo vrednost s na dovolj
decimalk, dobimo s = 0.99999999999999988898,
oz. razliko |s — 1| = 1.110223 - 106, Ce bi pri pre-
verjanju uporabili toleranco npr. 10~!>, bi dobili pra-
vilni rezultat, da sta odgovora enaka.

Ponovimo eksperiment z 0.5 namesto 0.1. Rezul-
tat bi v tem primeru moral biti 5, in vrednost s je
5.00000000000000000000 ter primerjava s ==
vrne True. Zakaj tokrat nismo dobili 4.99999999999
999999 namesto 5? Odgovor je, da so bila vsa Stevila,
ki so v rac¢unu nastopala, torej 0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5
itd..., predstavljiva in nikoli ni prislo do zaokrozeva-
nja. Tako je bil tudi rezultat tocen. Ce pazljivo izbi-
ramo Stevila, lahko sicer konstruiramo primere, kot
je zgornji, kjer napak ni. Vendar v praksi na kaj ta-
kega ne moremo racunati - sprijazniti se je potrebno
z napakami in znati z njimi ustrezno ravnati.

Posebne vrednosti

Prej smo omenili, da sta eksponenta —1023 in 1024
rezervirana za posebne vrednosti. To je potrebno,
ker poleg decimalnih Stevil standard vsebuje tudi po-
sebna Stevila +co in NaN, ki predstavljajo (pozitivnho
ali negativno) neskocnost, in pa posebno Stevilo »not
a number, ki oznacuje, da je rezultat neveljaven ali
nedolocen. Najlazji nacin, da dobimo vrednost oo, ki
ga obicajno napiSemo z besedilom kot »inf«, je, da

RACUNALNISTVO

poskusimo izracunati npr. 1.0 / 0.0. Vecina program-
skih jezikov (z izjemo Pythona) bo vrnila vrednost
inf. Za racunanje z neskon¢nostjo veljajo naslednja
pravila:

" 04+ a=aw

0 —a=00
ow; tea>0
NaN; cea =0
—0; Cea <0

w; Cea>=0
w/a = B
—oo; Cea<0

0-a=

0; Celal <1
1; Cela| =1
oo; Celal > 1
0; Cea<0
1; ¢Cea=0
ow; cea>0

Pri tem smo predpostavili, da je a obicajno Stevilo
(torej ni oo ali NaN). Definirano pa je npr. tudi oo+ =
o in o - = . Definicije so smiselne z vidika
matemati¢nih limit: ¢e imamo dve zaporedij Stevil,
ki gresta proti oo, gre proti co tudi njun produkt ali
vsota. Za razliko ali kvocient pa to ne velja, zato so
rezultati izrazov co/c0, 00 — 0, 0/0 ali 0- oo enaki NaN.
Racunanje z NaN pa je enostavno definirati: ¢im je
eden od operandov enak NaN, je tudi rezultat NaN:
torej a + NaN = NaN, a - NaN = NaN, aNaN — NaN,
...S posebnimi vrednostmi pa znajo delati tudi ele-
mentarne funkcije. Velja npr. /o0 = o, v/—2 = NaN,
sin(c0) = NaN, arctan(oo) = 17/2.

Za NaN pa velja Se ena posebnost: ¢e ga primer-
jamo samega s sabo, vrne False. Torej, Ce npr. nare-
dimo x = 0.0/0.0 in nato izracunamo x == X, do-
bimo False. Ta posebna lastnost velja samo za NaN
in ne drZi za nobeno drugo decimalno Stevilo. Kot
smo videli, je to le ena izmed pasti, v katero se lahko
ujamemo pri delu z decimalnimi Stevili. S tem, kako
racunati, da se v naSe izracune ne prikrade prevec
napak, se ukvarja numericna matematika. Ta tudi
neveScemu racunalnicarju omogoca zanesljivo delo
Z decimalnimi Stevili.

X X X
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Odboj in interferenca

morskih valov

Yy
JURI) SENIC

- V zadnjih dnevih decembra 2019 sem se spre-
hajal po Peskeri v Porecu in opazil ter fotografiral
zanimiv valovni pojav oz. veC pojavov naenkrat.

Fotografija na sliki 1 prikazuje rahlo vzvalovano
morsko gladino ob utrjenem kamnitem nabreZju, ki
v daljavi preide v kamnito morsko obalo. Najbolj oci-
tno dogajanje, ki sem ga ujel na fotografijah in ga
najbrz najprej opazi tudi bralec, je odboj ravnih va-
lov na gladini od ravnega kamnitega obalnega zidu.
Ravni valovi so tisti, ki jih lahko prikaZzemo z rav-
nimi valovnimi ¢rtami, ¢rtami, ki lezijo na vrhovih
valov.

Na sliki 2 je oznaCena smer vpadnega in odbitega
valovanja z belima pusSc¢icama. Odbiti val je tisti, ki
se zactne pri steni v tocki (trenutnega) odboja T in se
njegova valovna ¢rta nadaljuje proti spodnjemu robu

SLIKA 1.
Zanimiva morska gladina

fotografije (z zidom, rdeCo premico vzdolZ roba zi-
du, oklepa kot §). Ce si natan¢neje ogledamo val,
kjer se sreca s steno, lahko opazimo, da oklepa va-
lovna ¢rta vpadnega vala (bel poltrak) z zidom, od
katerega se odbija, kot «, in da oklepa valovna ¢rta
odbitega vala (drugi bel poltrak) z zidom kot 6. Od-
bojni zakon pravi, da sta kot, pod katerim valovanje
vpada na povrsino, in kot, pod katerim se valovanje
od povrsine odbije, enaka. Na fotografiji to ni o¢itno,
za kar je kriva projekcija 3-dimenzionalnega prizora
v ravnino fotografije. V realnem 3D svetu sicer vzpo-
redne premice (npr. rdece premice na sliki 2) niso
videti vzporedne, zelena premica, ki je pravokotna
na zid, ni videti pravokotna na rdeco, ki je vzdolZ
zidu. V eni od prihodnjih Stevilk bom morda skusal
pojasniti, kako ugotovimo, da odboj valovanja, ki ga
prikazuje fotografija, ne krSi odbojnega zakona.

SLIKA 2.

Valovna Crta vala (prikazana z belima poltrakoma), ki se odbija
od ravnega zidu. Z zeleno je narisana vpadna pravokotnica, z
rdeco pa premica, vzporedna kamnitemu obalnemu zidu. Bela
puscica oznacCuje smer vpadnega in odbitega valovanja.
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Od povrsin se odbijajo vsa valovanja, ne le mor-
sko, in njihov odboj po odbojnem zakonu ima za-
nimive posledice. Zaradi odboja svetlobe od vodne
dini v daljavi opazimo odsev osonCenega drevesa in
bliZznje okolice. Rahlo vzvalovana vodna gladina na
sliki 3 deluje kot nagubano zrcalo, od katere se sve-
tloba odbija tudi proti opazovalcu (oz. njegovemu
fotoaparatu). Ta vidi na gladini odsev drevesa. V
bonaci, ko je gladina povsem mirna, pa je odsev tako
razlocen, da mu recemo slika.

Mojo pozornost pa je kasneje najbolj pritegnil po-
jav, ki ga pravzaprav nisem nameraval ujeti v objek-
tiv. Ob ogledu zaporedno zajetih posnetkov mi je v
oko padla podrobnost, ki se na fotografiji nahaja na
mestu, kjer se vpadni val sreca s prejSnjim, od stene
odbitim valom. Opazimo lahko, da je mesto sreca-
nja obeh valov konica z viSino priblizno enako vsoti
viSin obeh valov. Temu pojavu recemo interferenca
valovanja in je prisotna v mnogih vsakodnevnih pri-
zorih.

Interferenca

Interferenca je seStevanje valovanj. Pri predstavi, ka-
kSno seStevanje to je, pomaga, Ce si prej predsta-
vljamo samo valovanje - kako se premikajo deli sno-
vi, po kateri valovanje potuje. Ko poblizje pogle-
damo, kako se premika voda ob vzvalovani gladini,
ugotovimo, da to gibanje ni najbolj enostavno. A

za to, da razumemo, kaj pomeni seStevanje valovanj,
podrobnosti niti niso bistvene. Dovolj je, ¢e si pred-
stavljamo gladino morja in to, da se vsak del¢ek vzva-
lovane gladine premika samo v navpi¢ni smeri kot
Zoga, ki plava na gladini, se dviga in spusca, kot jo
dvigajo in spuscajo valovi, ki potujejo pod njo?. To
gibanje je nihanje gor in dol okoli ravnovesne lege;
ravnovesna lega gladine pa je tam, kjer je gladina, ko
ni valov. Frekvenco in amplitudo, s katerima delc¢ek
gladine niha, narekujejo valovi; zato sta enaki fre-
kvenci in amplitudi valovanja. Valovi narekujejo tudi
Casovni potek nihanja delcka gladine. V skrajni zgor-
nji legi so, ko skozi njih potuje vrh vala, in v skrajni
spodnji, ko skozi njih potuje dolina vala. Koli¢ino, s
katero opiSemo trenutno lego delcka gladine in tudi
to, ali se v tistem trenutku dviga ali spusc¢a, imenu-
jemo faza. Ce s ¢rto povezemo sosednje delcke gla-
dine, ki so soCasno na vrhu vala (in so med seboj v
fazi), dobimo valovne crte.

Ko se dve valovanji z enako valovno dolzino in fre-
kvenco sreCata na istem mestu, se glede na fazo va-
lovanja to lahko zgodi na vec razlicnih na¢inov. Lo-
¢imo dva skrajna primera:

= V prvem primeru sta valovanji v fazi, kar pomeni,
da se srecata valovna vrhova obeh valovanj. Am-
plitudi valovanj se seStejeta in na mestu srecanja

2Ko so valovi, je obi¢ajno tudi veter, ki jih povzroéi. Veter po
gladini zana$a tudi Zogo.

SLIKA 3.
Odsev okolice na vodni gladini in vpadni valovi pred odbojem od stene.
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SLIKA 4.

Konstruktivna interferenca. Amplitudi dveh valovanj v fazi se
seStejeta v skupno, ki je dvakratnik posamezne. (Vir slike:
Wikipedija)
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SLIKA 5.

Destruktivna interferenca. Amplitudi dveh valovanj v protifazi
se seStejeta v skupno, nic¢elno in nihanje se ustavi. (Vir slike:
Wikipedija)

dobimo dvojni vrh vala. Tak§nemu pojavu recemo
konstruktivna interferenca (slika 4).

= V drugem primeru pa se srecata npr. valovni vrh
prvega in valovna dolina drugega ali obratno, ce-
mur reCemo protifaza. Tudi tokrat se amplitudi se-
Stejeta, vendar se zaradi njunih nasprotnih pred-

znakov tak$ni valovanji iznic¢ita. TakSen pojav
imenujemo destruktivna interferenca (slika 5).

N

Seveda pa so mozni tudi vsi ostali vimesni primeri,
le da ti nimajo kakSnega posebnega poimenovanja.
Vsota amplitud vmesnih primerov je prav tako odvi-
sna od fazne razlike med obema valovanjema in se
lahko giblje med obema skrajnima primeroma bodisi
bliZje konstruktivni bodisi destruktivni interferenci.

Tudi v primeru na fotografiji imata seveda obe va-
lovanji enako frekvenco, saj imata en sam izvor va-
lovanja, in sicer skupek vetrnih in plimskih pogojev,
razlikujeta pa se v smeri Sirjenja. Na mestu, Kkjer se
srecata vrhova vpadnega in od zidu odbitega valova-
nja, se ustvari ojacitev, ki jo vidimo kot visji vrh oz.
konico. Na mestih, kjer se srecata vrh in dolina ome-
njenih valovanj, pa bi morala gladina mirovati, saj se
tam ustvari oslabitev. Tega zaradi zornega kota in
veCje valovne dolzine na fotografiji ne opazimo.

SLIKA 6.
fle de Ré. Foto: Michel Griffon

Dobra tocka za opazovanje interference morskih
valov, ki je bila opisana v tem prispevku je zahodna
obala francoskega otoka ile de Ré, kjer se sre¢ajo va-
lovi, ki so nastali na razli¢nih koncih Atlantskega oce-
ana in v razli¢cnih vremenskih pogojih. Ti valovi se
sekajo pod pravim kotom in v morju izriSejo vzorec
Sahovnice, kot je viden na sliki 6.

X X X
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv nac¢in za-
stavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej Evropi,
hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drZav sveta. Tekmovanje
je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. V Sloveniji Drustvo mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za uc¢ence od prvega razreda osnovne
Sole do cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in
strokovnih Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe moZno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razloZena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNTI MEDNARODNI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURUV KENGURU KENGURU

2005-2008 2009-2011 2012-2016 2017-2020

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR V pripravi

Pri DMFA - zaloZniStvo je izSlo Ze pet knjig Matemati¢nega kenguruja. Na zalogi so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

V pripravi na tisk pa je Ze Sesta knjiga Matemati¢nega kenguruja. IzSla bo v februarju ali marcu.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. PodrobnejSe pred-

stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:
http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni naroc¢niki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu starej-
Sih zbirk nalog pri DMFA - zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!




