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MATEMATICNI TRENUTKI

Slika ¢rne luknje

i

- Slika prvega obrisa ¢rne luknje je bil velik uspeh
astrofizike, vendar podobno kot ostali znanstveni in
tehnoloski preboji tudi ta ne bi bil mogo¢ brez ma-
tematike. S pomocjo geometrije, trigonometrije in
kompleksnih Stevil so znanstveniki uskladili in zdru-
7ili ogromne kolic¢ine podatkov osmih observatorijev
v slikovno predstavo, za katero bi sicer potrebovali
teleskop v velikosti Zemlje. Da so zagotovili nepri-
stransko obravnavo podatkov, je signale analiziralo
ve¢ neodvisnih ekip, ki so s pomoc¢jo matemati¢nih
metod podatke spremenile v sliko ¢rne luknje, ki jo
lahko vidite na tej strani. Ker so se slike razli¢nih
raziskovalnih skupin presenetljivo ujemale v tisoce-
rih parametrih, je bil to dovolj trden dokaz, da so
svetu lahko predstavili nekaj, kar je bilo prej nevi-
dno.

Slika je navdusila tudi, ker potrjuje mnoge teore-
ticne rezultate o ¢rnih luknjah, ki izhajajo iz enacb
splosne relativnosti. Ceprav so te enacbe zelo tezko
resSljive, je 50 let po njihovi postavitvi matematik Roy
Kerr navdusSil znanstveno srenjo z eksaktnimi resi-
tvami enacb za primer vrtecih se ¢rnih lukenj in s po-
membnimi lastnostmi, ki jih opisujejo, npr. njihovo
vrtilno koli¢ino. TaksSne raziskave skuSajo razumeti
zelo pomembna, a na videz protislovna astronomska
telesa, ki so hkrati ¢rna in svetla ter imajo ogromno
maso skoncentrirano v majhni tocki. BoljSe poznava-
nje ¢rnih lukenj bi lahko prispevalo celo k poenote-
nju teorij kvantne mehanike in gravitacije.

Kogar tema bolj zanima, si lahko prebere ¢lanek
»Black hole imaged for first time«, ki ga je v reviji
Nature aprila 2019 objavil Davide Castelvecchi.
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SLika NA NasLovnick: Komet NEOWISE z uradno kataloSko oznako C/2020 F3 so astronomi odkrili konec marca letos. Po prisoncju
je sicer prej skromni komet razvil velik prasnati in nekoliko manj izrazit ionski rep in postal v juliju viden Ze s prostim ocesom.
V zacetku julija smo ga lahko obcudovali na jutranjem nebu, od sredine julija pa na vecernem nebu. NEOVISE je dolgoperiodi¢ni
komet z zelo ekscentri¢no orbito in izhaja iz Oortovega oblaka, skrajnega roba Osoncja. Njegovo jedro je veliko vsega 5 kilometrov.
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Marija Vencelj (1941-2020)

NN
UREDNISTVO

- Sredi junija 2020 je umrla upokojena viSja pre-
davateljica mag. Marija Vencelj, bivSsa odgovorna
urednica Preseka. Urejala ga je v letih od 1991 do
2003 in obenem skrbela tudi za matemati¢no vse-

bino casopisa.

Rojena je bila v Kranju, kjer se je Solala, preden je
leta 1959 na Univerzi v Ljubljani zacela §tudirati ma-
tematiko. Diplomirala je leta 1963 kot pripadnica
prve generacije t. i. tehni¢nih matematikov. V za-
Cetku se je ukvarjala z numeri¢no matematiko in bila
v pionirskih ¢asih racunalniStva na Slovenskem ena
od prvih racunalniSkih pogramerjev. Potem je po-
stala asistentka na katedri za matematiko ljubljan-
ske univerze, kjer je vodila vaje iz analize in dru-
gih predmetov. IstoCasno je na 3. stopnji v Zagrebu
Studirala topologijo in tam leta 1970 magistrirala.
Cez pet let je bila v Ljubljani izvoljena za predavate-
ljico (Stiri leta kasneje za vi§jo predavateljico) in pri-
Cela predavati na pedagoski smeri matematike pred-
met elementarna matematika z metodiko, v zaCetku
osemdesetih let pa Se voditi pedagoski seminar. Od
tedaj je vse do svoje upokojitve imela na skrbi iz-
obrazevanje bodoc¢ih srednjesolskih (in nekaj ¢asa
tudi osnovnosSolskih) uciteljev matematike. Pripra-
vljala jih je na pedagoski poklic, po njihovi diplomi
pa z njimi Se naprej sodelovala v zvezi s hospitaci-
jami in nastopi vedno novih generacij Studentov. Po-
leg tega je predavala osnovno matematiko Se na dru-
gih, v glavnem tehniskih, Studijskih smereh ljubljan-
ske univerze.

SLIKA 1.
Mag. Marija Vencelj (foto: Peter Legisa).

Se bolj kot na pedagoskem je mag. Marija Vencelj
zaznamovala slovensko matematiko na podrocju po-
pularizacije matematike. V okviru stalnega strokov-
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nega izpopolnjevanja uciteljev matematike in na
strokovnih srec¢anjih DruStva matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije je na seminarjih veckrat pre-
davala uciteljem o razlicnih matemati¢nih temah. O
njih in o Stevilnih drugih zanimivostih iz elementar-
ne matematike in njene uporabe je veliko pisala v slo-
venske matematicne ¢asopise, kot so Presek, Obzor-
nik za matematiko in fiziko ter Matematika v Soli. Za
zbirko KnjiZnica Sigma je prevedla Matematicni leksi-
kon za nematematike avtorja Zlatka Sporerja.
Prispevala pa je svoj del tudi k drugim knjiznim iz-
dajam pri druStvu in drugje.

Njeno glavno in najpomembnejSe delo v zvezi s
popularizacijo matematike pa je povezano prav s Ca-
sopisom, ki ga drZite v roki. S Presekom je zacela
intenzivneje sodelovati konec osemdesetih leti prej-
Snjega stoletja. Leta 1989 je postala ¢lanica uredni-
Skega odbora, Cez dve leti pa odgovorna urednica in
urednica za matematiko. To dolZnost je opravljala
do leta 2003. Bila je prva, ki je Presek urejala tako
dolgo obdobje; prejSnji uredniki so zdrzali najvec
Stiri leta. Urejala ga je z veliko predanostjo v skladu
Z njegovim poslanstvom, tj. Sirjenjem zanimanja za
matematiko med mladimi, z veliko lastno angaZzira-
nostjo in z ob¢utkom za bralce. Imela je posluh za
jezik, za lepo slovensko besedo in tudi smisel za ¢i-
sto tehni¢na vprasSanja urejanja publikacije. S pri-
merno in raznovrstno vsebino ¢asopisa je skrbela za
ohranjanje visokega strokovnega nivoja. Predvsem
pa je v ¢asu urejanja, pa tudi Se desetletje po tem,
zelo veliko sama pisala v Presek. V njem je obja-
vila (poleg 13 prevodov besedil drugih avtorjev) vec
kot 200 lastnih prispevkov, vecino v zaporednih le-
tih od 1988 do 2010, kaksno leto tudi ve¢ kot 20
zapisov. Med njimi je seveda veliko kratkih prispev-
kov (raznih ugank, zanimivih igric in matemati¢no
pobarvanih zgodbic, posameznih domiselnih nalog
in njihovih resitev), a tudi daljSih besedil (npr. ocene
novih slovenskih knjig ali porocil o aktualnih doma-
¢ih in tujih dogodkih o matemati¢nih temah). Ob-
javila je celo nekatere prave ve¢ strani dolge stro-
kovne razprave, nekatere v nadaljevanjih. Vsebin-
sko je obravnavala naloge iz teorije Stevil (npr. razni
kriteriji za deljivost, Stevilski sestavi), tudi iz kom-
binatorike, pa seveda Stevilne probleme iz elemen-
tarne geometrije (npr. razlicne konstrukcijske naloge
in drugo), topologije (npr. mala Sola topologije v vec
delih, vprasanje dimenzije). DaljSe razprave je napi-

sala tudi o geometriji (npr. Eulerjeva poliedrska for-
mula, Cevov izrek, posebne konstrukcijske naloge,
Pitagorov izrek, Reuleauxov trikotnik), kriptografiji
(npr. Sifriranje, tajnopisi), o uporabi matematike pri
proucevanju naravnih in drugih pojavov (npr. ma-
vrica, vzorci v naravi, urejena lepota rastlin: filota-
ksa in Fibonaccijeva Stevila, matematika in glasba).
O znamenitih svetovnih matematikih preteklih stole-
tij najdemo serijo zapisov (o Sonji Kovalevski, Loba-
Cevskem, Descartesu, Hilbertu, Laplaceu, Da Vinciju,
Galoisu, Vieteu, Abelu, Jacobiju, Cramerju, Gaussu,
Bernoulliju in Eulerju), med porocili o aktualnem do-
gajanju pa omenimo zapise o srecanju mladih razi-
skovalcev, o petindvajseti obletnici smrti profesorja
Plemlja, o drZzavni znanstveni nagradi profesorju Vi-
davu, o reSitvi Fermatovega problema, o prvem kon-
gresu matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
o ustanovitvi Abelove nagrade in njenem prvem dobi-
tniku, o 90-letnici profesorja Vidava ter o priznanju
Preseku s strani Slovenske znanstvene fundacije.

Za svoje pedagosko delo in za trud na podrocju
popularizacije matematike je leta 1999 prejela dru-
Stveno priznanje, leta 2002 pa je gospa Marija Ven-
celj postala Castna ¢lanica DMFA Slovenije. Obema
priznanjema se s posthumno zahvalo njenemu pre-
danemu in pozrtvovalnemu delu za mladino s tem
zapisom pridruzuje tudi urednistvo Preseka.

V tej Stevilki prinaSamo ponatis dveh daljSih
¢lankov mag. Marije Vencelj s skupnim naslovom
Glasbena lestvica iz prve in druge Stevilke 16. letnika
Preseka (1988/89) ter nalogo z naslovom Skrita ra-
¢una na vazi iz prve Stevilke 36. letnika (2008/09).

X X X

dmfa-zaloznistyo.si
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MATEMATIKA

Glasbena lestvica

N \%
MARIJA VENCEL)

- Ste Ze kdaj pogledali v klavir pod tisti veliki po-
krov, ki ga na koncertih dvignejo? Koliko strun
skriva v sebi, posebno ¢e ga primerjamo s kitaro
ali violino! In vendar je teh strun v nekem smislu

malo, kot bomo videli.

Da se bomo laze razumeli, si za zacetek oglejmo
nekaj fizikalnih in glasbenih pojmov. Pri tem se bo-
mo omejili le na najnujnejSe, kar potrebujemo za ta
sestavek.

Vsako nihajoce telo je izvir prostorskega longitudi-
nalnega valovanja, ki se Siri na vse strani in po vseh
snoveh. Ena od bistvenih znacilnosti nihanja telesa
in z njim vzbujenega valovanja je njuna frekvenca,
to je Stevilo nihajev v eni sekundi. Merska enota za
frekvenco je 1 s—!, za katero pogosto uporabljamo
tudi oznako 1 Hz (Hertz). Clovesko uho je sposobno
zaznati valovanje zraka v Sirokem frekvencnem ob-
mocju od 16 do 20 000 Hz in ga pretvoriti v slusni
drazljaj. Prostorsko longitudinalno valovanje v tem
frekventnem obmocju imenujemo zvok. Zvok je to-
rej vse, kar lahko slisimo. Nihajoce telo, ki je izvir
zvoka, bomo imenovali zvocilo.

Pomudimo se Se malo ob zvoku. Zvocne pojave
lahko razdelimo na tone, zvene in sume. Ce obidemo
strogo fizikalno definicijo, lahko recemo, da je sum

neurejena mesSanica valovanj vseh mogocih frekvenc,
ki jih s sluhom ne lo¢imo med seboj. Glede zvenov in
tonov se glasbena in fizikalna definicija nekoliko raz-
likujeta. Ton je s fizikalnega staliS¢a zvok z neko na-
tanko doloceno frekvenco. Mi bomo takemu zvoku
rekli cisti ali sinusni ton, za razliko od glasbenega
tona. Ustvarimo ga lahko le umetno s tonskimi ge-
neratorji. Glasbeni ton pa je posebna kombinacija
Cistih tonov. Poleg osnovnega, to je tona, ki ima v
tej kombinaciji najmanjso frekvenco, recimo f, na-
stopajo v njej Se tako imenovani delni ali alikvotni
toni, to so sinusni toni, katerih frekvence so veckra-
tniki frekvence osnovnega tona: 2 f, 3 f,.... VnaSem
uSesu zveni taka kombinacija sozvocno. Dejansko
posameznih delnih tonov s sluhom niti ne razlo¢imo,
zaznavamo eno samo tonsko viSino - visino glasbe-
nega tona. Ta je doloCena s frekvenco f osnovnega
tona. Cim vedja je ta frekvenca, tem visji se nam zdi
ton. Od Stevila in medsebojnega razmerja jakosti po-
sameznih delnih tonov pa je odvisna tako imenovana
barva glasbenega tona. Vec jih je, bogateje in pol-
neje nam ton zveni. Na vpraSanje, zakaj je tako, je
odgovor preprost: tako smo pac narejeni. Glasbeni
ton je poseben primer tistega, kar v fiziki imenujemo
zven. Ta je sestavljen iz vecjega Stevila cistih, ne
nujno alikvotnih tonov. Razen za glasbene tone se
pojma fizikalnega in glasbenega zvena ujemata. Za
primer navedimo, da je zven npr. zvok zvona, gonga,
Cinel.

ton a i d i e i N I 2
frekvenca 260 294 330 349 392 440 494 523
TABELA 1.
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Vsi zvoki lahko postanejo glasbeno gradivo. So-
dobne skladbe vsebujejo tudi Sume, evropska glasba
zadnjih stoletij pa je uporabljala predvsem glasbene
tone in zvene. Najosnovnejsi zidaki so glasbeni toni.
Kako neizmerno je to zvocno gradivo, povesta dva
podatka. Da sega naSe slusno obmocje od 16 Hz do
20 000 Hz, ze vemo. Drugi podatek pa pravi, da smo
v bolj obcutljivem delu tega obmocja tja do 4000 Hz
sposobni med seboj lociti tona, ki se razlikujeta za
vsega 1 Hz. Zato ni ¢udno, da si je clovek Ze od nek-
daj prizadeval v glasbo vnesti dolo¢eno enotnost in
red. Nastali so razni tonski sestavi s svojimi glasbe-
nimi lestvicami, ki so dolocale mnoZico tonov, iz ka-
tere je dani tonski sistem ¢rpal svoje tone. Poznamo
veliko lestvic, ki so bile v razli¢nih zgodovinskih ob-
dobjih razlicno pomembne. Prav gotovo vsi poznate
C-durovo lestvico, ki je del zahodnoevropskega ton-
skega sestava, v katerem oblikujejo skladbe zZe vec
kot tristo let. Poglejmo tabelo pribliZnih frekvenc za
tone prve oktave:

Ze iz tabele 1 lahko sklepamo, da v glasbi upo-
rabljamo le majhno Stevilo tonov. V tem sestavku
bomo pogledali, na osnovi kaks$nih principov so iz-
brani toni evropskega tonskega sestava in do kakSne
mere so ta nacela realizirana.

Prej pa smo dolZni Se neko pojasnilo. Zgoraj smo
rekli, da so tonski sestavi nastali iz ¢lovekove Zelje
po urejenosti v glasbi, ne nazadnje zaradi mozZnosti
njenega zapisa. Mogoce pa se to vpraSanje sploh ne
bi pojavilo, ali vsaj ne s tako nujnostjo, ¢e bi na vsa-
kem glasbilu lahko dobili ton poljubne viSine - glede
na frekvenco zvezen zvok brez presledkov. Na Ste-
vilnih glasbilih - na kitari, violini, violoncelu ... - res
lahko zaigramo poljuben ton (v mejah obsega glas-
bila). Obstajajo po tudi instrumenti, katerih zgradba
dopusca le razmeroma majhno Stevilo moznih tonov,
denimo orgle, klavir, harfa. Ce bi povecali §tevilo do-
pustnih tonov v tonskem sistemu, bi to izredno po-
vecalo nekatere instrumente in zapletlo njihovo kon-
strukcijo. Vidimo torej, da je tudi iz tehnicnih razlo-
gov potrebno, da vsebuje glasbena skala razmeroma
malo tonov.

Pozoren bralec je lahko opazil, da smo ze dva-
krat primerjali klavir z godali. Ugotovili smo, da ima
klavir precej strun, pa zmore razmeroma malo to-
nov, violina pa ima strun malo, tonov pa lahko iz nje
izvabimo zelo veliko. Kako razloziti to navidezno
nasprotje, Se vecje, ker je v obeh glasbilih osnovno

MATEMATIKA

zvocilo struna? Za to je potrebno vedeti, kako niha
struna, in pozorno opazovati igri violinista in piani-
sta.

Nihanje strune je mogoce teoreticno obravnavati
s sredstvi viSje matematike. Pojav je zelo zanimiv
za fiziko, pa tudi z glasbenimi instrumenti se da na-
praviti nekatere poskuse, ki nam dajo dolocene in-
formacije o frekvencah, s katerimi struna niha. Mi
se bomo tu seznanili le z rezultati. Najprej povejmo,
da struna nikdar ne niha z eno samo frekvenco. Po-
leg najmanjSe frekvence, s katero niha, to je osnovne
lastne frekvence f, niha Se z vsemi frekvencami, ki
so veckratniki te osnovne frekvence. Struna torej ne
oddaja cCistega tona, ampak glasbeni ton. Osnovna
frekvenca f oziroma viSina tona je odvisna od karak-
teristik strune. To so doZlina in presek strune, go-
stota materiala, iz katerega je narejena, ter velikost
sile, s katero je struna napeta. Pri dani struni sta njen
presek in gostota materiala dolo¢eni, nespremenljivi
kolic¢ini. Pac¢ pa lahko npr. spremenimo silo, s katero
je struna napeta. Vsi smo Ze kdaj videli violinista pri
uglasevanju violine. Dejansko pri tem s sukanjem
kljucéev na vratu violine uravnava velikost sil, ki na-
penjajo strune. Podobno je pri klavirju. Od casa do
Casa vijaki, s katerimi so napete strune, popustijo
in poklicati je treba uglasevalca. - Pa denimo, da
sta sedaj violina in klavir vsak po svoje dobro ugla-
Sena. Torej o viSini tona odloca le Se dolZina strune.
No, tu pa je bistvena razlika med klavirjem in vio-
lino. Klavirske strune dolocenih dolZin so pritrjene
lepo na varnem v resonanc¢ni omari instrumenta. Pi-
anist povzroci, da struna zaniha, tako da udari tipko
klaviature, udarec pa se nato preko kladivca prenese
na struno. Po vsem, kar smo povedali, je oCitno, da
lahko iz klavirja izvabimo kvec¢jemu toliko glasbenih
tonov, kot je v njem strun. Drugace je z violino. Vi-
olinist povzroc¢i nihanje strune tako, da potegne po
njej z lokom. Isto¢asno s prsti proste roke pritiska
strune ob podlago in pri tem mesto pritiska nepre-
stano menjava. S tem spreminja dolzino nihajoc¢ega
dela strune in z njo tonsko visino. Ocitno torej res
lahko na violino zaigramo poljuben ton v mejah nje-
nega obsega.

Povrnimo se sedaj k naSemu problemu. Radi bi
odgovorili na vprasanje, zakaj so ravno nekateri toni
vkljuceni v glasbeno skalo.

Konstrukcija glasbene skale ni tako preprosta kot
na primer zgradba temperaturne skale. Tam je inter-
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val med zmrziS¢éem in vreliSCem vode razdeljen na
sto enakih delov. Pri glasbeni skali pa je treba upo-
Stevati dolo¢ena nacela, ki slede iz narave zvocil in
iz obcutkov, ki jih v nas ustvarjajo razne kombina-
cije tonov. Po prvem nacelu je treba skalo izbrati
tako, da bodo uporabljeni toni najbolj sozvo¢ni. Po-
vedali smo Ze, da so toni dvojne, trojne, ... frekvence
povsem sozvocni s tonom osnovne frekvence. To-
rej moramo zahtevati, naj glasbena skala hkrati s to-
nom frekvence f vsebuje vsaj ton frekvence 2f. Ce
bomo govorili tudi o frekvencah, manjsih od f, bomo
najprej postavili zahtevo po tonu frekvence f/2. In-
terval med danim tonom in tonom dvojne frekvence
imenujemo oktava. Je kar precej Sirok in za glasbo
so samo oktavni intervali premalo. Pri izbiri nadalj-
njih tonov, ki naj zapolnijo oktavne intervale, mo-
ramo izpolniti Se en pogoj. Vsi vemo, da lahko isto
pesem pojemo vise ali nize, pa¢ glede na glas. Ce
zanemarimo ritem, torej o melodiji ne odloca zapo-
redje tonov dolocenih viSin, saj bi se ob prenosu na
vi§je ali niZje sicer skazila. Tudi razlike med frekven-
cami zaporednih tonov niso odloc¢ilne za melodijo,
kot bi kdo lahko prehitro napak pomislil. Isto me-
lodijo sliSimo, Ce je razmerje frekvenc tonov, ki jo
sestavljajo, obakrat isto. Spet bomo rekli, da smo
tako narejeni. Prenesti melodijo viSe torej pomeni
izvesti jo z drugimi, primerno viSjimi toni, toda z
natanc¢no ohranitvijo razmerij frekvenc tonov, ki jo
sestavljajo. NaSa druga zahteva, ki jo bomo posta-
vili pri konstrukciji glasbene skale, bo sposobnost
poljubnega prenosa katerekoli melodije viSe ali niZe.
Predpostavimo, da smo uspeli konstruirati tako
skalo, to je skalo, ki izpolnjuje naslednja pogoja:

a) hkrati s tonom frekvence f vsebuje tudi tona
frekvence 2 f in f/2,

b) dopusca naj prenos vsake melodije brez skazZe-
nosti.
Denimo, da so v tej skali v mejah ene oktave toni
naslednjih frekvenc:

s f=fo<h<fo<...<fm1<fm=2f

Ze zaporedje teh tonov pomeni preprosto melodijo.
Prenesimo jo navzgor neskvarjeno tako, da bo naj-
nizji ton fj presel v f1. Nova melodija bo zacela s to-
nom f) in se koncala z nekim tonom f;, 1, ki mora
biti oktavni dvakratnik tona f, ker je fi, = 2fo. Po-
leg tega mora biti razmerje med prvim in zadnjim
tonom melodije obakrat isto. Ton f,,1 je Ze visji od
zadnjega tona f,, v oktavi, je pa prvi za njim. Res.
Ce bi nasa skala vsebovala neki ton f’ med f, in
fma1 = 2f1, potem bi bil zaradi zahteve a) v njej
tudi ton f'/2, za katerega bi iz 2fy = fm < f' <
Jma1 = 2f1 sledilo:

= fo<f'/2<fi.

To pa je protislovje, ker med fy in f; po predpo-
stavki ni nobenega tona v skali.

Nasa zacetna melodija sestoji iz (m + 1) razlicnih
tonov. Navzgor prenesSena jih ima seveda prav toliko,
zacCenja pa s tonom f) in konc¢uje s tonom f,, 1. To-
rej mora porabiti ravno vse tone od f; do fy,,1 in je
takale

" fi<fo<...<fm<fmi1.

Ker mora biti zaradi zahteve b) neskvarjena, sledi od
tod enakost razmerij:

N s S
o i o T fm

Zahtevama a) in b) torej lahko ustrezajo le tako ime-
novane enakorazmerne skale. Matemati¢no se lepSe
slisi, ¢e reCemo, da morajo frekvence fy, f1, f2, ...,
Jfn tvoriti geometrijsko zaporedje. ZacCetni ¢len je fp,
pois¢imo $e koli¢nik. Ce ga oznacimo s g, imamo

= fm=a"fo="2f,
torej
= g™ =2.

Skala bo natan¢no dolocena, ¢e bo znano Stevilo m,
to je Stevilo stopnick med fy in 2 fp.
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Geometrijsko zaporedje navadno podamo z zace-
tnim ¢lenom, koli¢nikom in Stevilom ¢lenov. Pri glas-
beni lestvici je naravneje podati namesto zacetnega
Clena kakSen ton iz dobro sliSnega obmocja, takSen,
ki ga lahko zaigramo na vecCino inStrumentov in ki
ga lahko zapoje vec¢ina ljudi. Po mednarodnih stan-
dardih je to ton a;, ki ima frekvenco 440 Hz. Le-
genda pripoveduje, da je v starem veku vsako jutro
ob zori oddajal ta ton ogromen Memnonov steber v
bliZini egipcanskih Teb, tako da so po njem glasbe-
niki lahko uglaSevali svoje inStrumente. Steber naj
bi prenehal zveneti ob zacetku nasSega Stetja. Danda-
nasnji pa ta ton oddajajo obicajno glasbene vilice, ki
jih uporabljajo uglasevalci.

Od tona a; navzdol in navzgor je nato zgrajeno
geometrijsko zaporedje teoreticno smiselno do mej
nasSega sluSnega obmocja.

Ugotovili smo Ze, da ustreza koli¢nik tega zapo-
redja enacbi

=g =2 (1)

kjer je m naravno Stevilo, ki pove, na koliko delov je
razdeljen oktavni interval. Stevilo m ne sme biti pre-
veliko, ker bi bila potem tudi nekatera glasbila pre-
velika; prav tako ne more biti enako ena, ker bi bila
glasba s samimi oktavnimi intervali revna. Stevilo m
pa je sicer lahko Se poljubno, kar nam omogoca, da
za glasbeno skalo postavimo Se kaksno dodatno zah-
tevo. Lahko bi npr. v glasbeno lestvico na intervalu
(f,2f) uvedli kakSen tak ton, ki bi bil lepoti glasbe
posebej v prid. Sama od sebe pa se ponuja tudi misel,
naj bi bil v skali razen 2 f denimo Se alikvotni ton 3 f
(ton frekvence 4f je kot dvakratnik 2 f Ze vkljucen).
Videli bomo, da si Zelji pravzaprav ne nasprotujeta.
Poleg pogojev a) in b), ki smo ju postavili v prvem
delu, postavimo torej Se pogoj

¢) hkrati s tonom frekvence f naj vsebuje skala tudi
ton frekvence 3 f.

Ker mora zaradi pogoja a) skala z vsakim tonom vse-
bovati tudi ton polovi¢ne frekvence, to pomeni pri-
sotnost tona % f v skali. Ta ton pa lezi med f in

2f. Interval ( f, % f) se imenuje Cista kvinta, harmo-

nicen (socasen) zveni posebej lepo. Dejstvo, da ¢love-
Skemu uSesu cCista kvinta lepo zveni, potrjujejo tudi
analize narodne glasbe. To je eden intervalov, ki naj-
pogosteje nastopajo v mnarodni glasbi vecine
evropskih narodov.

MATEMATIKA

Zdi se, kot da smo pri koncu naSe naloge. S po-
mocjo pogoja c) bomo dolocili Se eksponent m iz
enacbe (1) in delo bo opravljeno!

Pa temu ni tako! Vse skupaj se Sele sedaj prav
zaplete: ciste kvinte v enakorazmerni razdelitvi ok-
tavnega intervala ni mogoce realizirati.

Nobeno geometrijsko zaporedje namre¢ ne more
hkrati vsebovati ¢lenov f, % fin 2f. Res! Za vsako
geometrijsko zaporedje s koli¢nikom g, katerega Cle-
na sta f in 2f, velja enacba (1) za neki m € N. Ce bi
tako zaporedje vsebovalo Se ¢len % f, bi to pomenilo,
da obstaja tako naravno Stevilo k, za katerega je

3
" fa“=3f, ()
torej
3
s gk 2
=5

za neki k € N. S potenciranjem dobimo iz enacbe (1)

- qkm=2k

in iz enacbe (2)

To da
3 m
n k j— —
2 (2) 3)
oziroma
- 2k+m —3m, (4)

Enacba (4) pa je za k,m € N protislovna, saj imamo
na levi sodo, na desni pa liho $tevilo. Ciste kvinte
torej v enakorazmerni skali ni!

Kaj sedaj? Treba se bo neCemu odpovedati. Ena-
korazmerni skali bi se zaradi prenosa melodij teZko,
laze se odpovemo c¢isti kvinti. Natanc¢neje povedano,
odpovemo se njeni ¢istosti, kvinti sami pa pravza-
prav ne. To naredimo z izbiro takega m v enacbi (1),
da bo v enakorazmerni skali nastopal tudi ton, ki bo
dober priblizek za % f. Dober pribliZzek pomeni to, da
naSe uho ne bo zaznalo razlike, torej se bo moral ta
priblizek v slusno najbolj obcutljivem obmocju raz-
likovati od % f za manj kot 1 Hz. Videli bomo, da

%
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se to res da doseci in to pri relativno majhnem m.
Poglejmol!

Potrebovali bomo nekaj ve¢ matematiCnega zna-
nja kot doslej. Nadomestimo obe strani enacbe (3)
z njunima logaritmoma z osnovo 2. Ce nato $e de-
limo z m, dobimo

k
o log, . (5)

Ker ni takih naravnih Stevil k in m, ki bi ustrezali
enacbi (3), sledi, da ni takega ulomka %, da bi bila
izpolnjena enacba (5). LepSe povedano: log, % ni ra-
cionalno Stevilo. So pa racionalna Stevila povsod go-
sta v mnozici realnih Stevil. To pomeni, da lahko
k vsakemu realnemu Stevilu najdemo tak racionalen
priblizek, da bo razlika med njima poljubno majhna.
Torej obstaja tudi tak ulomek %, ki bo za naSe po-

trebe dovolj blizu Stevila log, %
Za konstrukcijo racionalnih pribliZkov iracional-

nih Stevil so zelo dobro sredstvo tako imenovani ve-
rizni ulomki, to so izrazi oblike

" a)+ 1
S
as +

ag+...

kjer so ai, a, a3, ...naravna Stevila, a; pa je lahko
tudi 0. Vsako pozitivho realno Stevilo lahko na en
sam nacin razvijemo v veriZni ulomek - neskoncen,
Ce je Stevilo iracionalno. NajnujnejSe informacije o
veriznih ulomkih, kakor tudi to, kako pridemo do

e 3 o . .
razvoja Stevila log, - v veriZni ulomek, boste nasli

v dodatku ob koncu tega sestavka. ZapiSimo nekaj
prvih ¢lenov tega razvoja:

3 1
= log, 5= T (6)

1+
1
I+ ———g
A
2+

3+...

: H.«fw/

Vrednosti zaporednih delnih ulomkov

. 1 1 1 1 1 3
1~ 1~ >» 1 ~ %
1 1+I 2 1+ 1 >

145
1 _ 7
1+ 1 12
1
1+ 1
24
2
1 24
= —, itd.
1+ 11 41
1+
1
2 + 1
242
3

so Cedalje boljsi racionalni priblizki Stevila log, %
Povejmo Se to, da so priblizki, ki jih dajejo delni
ulomki veriznega ulomka, v nekem smislu najprepro-
stejSi racionalni priblizki danega Stevila. Velja na-
mre¢, da ima vsak ulomek, ki dano Stevilo aproksi-
mira bolje kot neki delni ulomek temu Stevilu prire-
jenega veriznega ulomka, imenovalec vec¢ji od imeno-
valca tega delnega ulomka. Za nas je ta vidik Se kako
pomemben. Imenovalec ulomka %, ki ga bomo vzeli

za priblizek Stevila log, % bo, kot vemo, pomenil Ste-
vilo tonov v eni oktavi. Torej bomo dobili z veriZnimi

10
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ulomki optimalno aproksimacijo kvinte glede na Ste-
vilo tonov v eni oktavi.

Poglejmo zaporedne priblizke! Prva dva: 1 in 1/2
sta pregroba Ze na prvi pogled. Izracunajmo, kako
natancen pribliZek Ciste kvinte v prvi oktavi dajejo
naslednji ulomki. Prva oktava zacenja s tonom cy,
ki ima frekvenco 262 Hz. Torej nas zanima aproksi-

macija tona s frekvenco % - 262Hz 393 Hz. Ce
vzamemo tretji pribliZek, torej logZ% o~ % je % A
23/5, Hitro lahko izracunamo, da je 23/> . 262 Hz =
397 Hz. To pa je preslab priblizek za 393 Hz, saj
je razlike kar za 4 Hz. Po teoriji mora biti naslednji
priblizek boljsi. Res dobimo za % = % vrednost
27/12.262 Hz = 392,5 Hz, kar pomeni aproksimacijo
Ciste kvinte na 0,5 Hz natanc¢no. Zato se bomo odlo-
cili za priblizek % To sicer pomeni, da bo napaka
Ciste kvinte v drugi oktavi, kjer so vse frekvence po-
mnozZene z dva, Ze enaka 1 Hz. Toda raje se bomo
sprijaznili s tem, kot da bi vzeli naslednji pribliZek,
ki nam ponuja kar 41 stopenj v eni oktavi.

Vidimo torej, da tako imenovana dvanajststopenj-
ska enakorvazmerna lestvica uspeSno reSi nas
problem. Omeniti pa moramo Se nekaj. Iz analize
narodne in umetne glasbe sledi, pa tudi teoreticno
lahko spoznamo, da so poleg oktave in kvinte v glas-

bi pomembni Se nekateri intervali, npr.: velika se-
kunda (f, %f), mala terca (f, gf), velika terca

(f, %f), kvarta (f, %f), mala seksta (f, %f), ve-
lika seksta (f, %f), velika septima (f, %f). Tudi
ti intervali so v dvanajststopenjski lestvici dokaj do-
bro aproksimirani, ¢eprav ne tako zelo dobro kot
kvinta. Se najbolj moti slaba velika terca, pomemben

interval, aproksimiran v prvi oktavi le z natan¢nostjo
2,5 Hz.

MATEMATIKA

Tako smo matematicni del naloge opravili. Glas-
bena lestvica je torej zaporedje tonov, katerih fre-
kvence tvorijo geometrijsko zaporedje s ¢lenom aq,
ki ima frekvenco 440 Hz, in koli¢nikom q = %/2, kar
zam = 12 izraCunamo iz (1) . Glasbeniki tako izbiro
osnovnih zidakov glasbe imenujejo tudi dvanajststo-
penjske temperirana uglasitev.

Frekvenci dveh sosednjih tonov v skali se torej raz-
likujeta za faktor /2. Ta najmanj$i moZni zvocni in-
terval imenujemo polton. Interval, ki sestoji iz
dveh sosednjih poltonov, se imenuje cel ton.

Poleg tona a; imajo imena tudi drugi toni glasbene
lestvice. Vsa skala je razdeljena na oktave, istolezni
toni v posameznih oktavah imajo isto ime. Iz katere
oktave so, lo¢imo z indeksi ali velikostjo ¢rke, npr.
A, a, a1, a», ...Razdelitev na oktave je prikazana na
sliki 2.

Poimenujmo sedaj tone prve oktave. V njej lezi
tudi ton ay, in sicer devet poltonskih stopenj za za-
Cetnim tonom. Zacetni ton se imenuje c;. Najprej
poimenujemo osnovne tone, to so toni, ki so v nasi le-
stvici priblizki za wveliko sekundo, veliko terco,
kvarto, kvinto, veliko seksto in veliko septimo. V raz-
dalji celega tona od c; je ton d;, Se cel ton dalje je
ey in Se pol tona viSe fi. Ti Stirje osnovni toni tvo-
rijo tako imenovani tetrakord. V drugem delu oktave
imamo drugi tetrakord, kot melodija identicen s pr-
vim. Zacenja z g, ki tvori s ¢; kvinto, Cez cel ton
imamo ai, Se ¢ez cel ton h; in nato Se polton do c».
To pa je ze oktavni dvakratnik c; in smo ga zato spet
imenovali ¢. To so toni, za katere smo navedli fre-
kvence v tabeli 1 na zacetku sestavka. Zaigramo jih
lahko z belimi tipkami na klavirju. Ostalo nam je Se
pet tonov. Tem damo imena po sosednjih osnovnih
tonih z dodajanjem besedice is ali es, kar pomeni za
polton viSe ali za polton nize od ustreznega osnov-

subkontraoktava
kontra- velika mala prva druga tretja Cetrta peta
oktava oktava oktava oktava oktava oktava oktava oktava
/R /_/\
SLIKA 2.
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mala oktava prva oktava

druga oktava

1 2 3 4 5

1—cis =des
2—dis =es
3— fis = ges
4— gis=as
5— ais = hes

LA N N SR S AN SN S S N A A
g a

h ¢ di e1r fi 91 a1 ht c2 dz e

nega tona. Na klavirju jih predstavljajo ¢rne tipke
(slika 3).

»Melodija« iz osnovnih tonov ¢, d, e, f, g, a, h,
c se imenuje C-durova lestvica. Ce to melodijo pre-
nesemo nespremenjeno navzgor, z zacetki na razlic-
nih mestih v oktavi, dobimo Se 11 durovih lestvic.
Vsaka nosi ime po svojem zacetnem tonu. Obstaja
pa Se 12 tako imenovanih molovih lestvic. Tako ima
c-molova lestvica melodijo: ¢, d, es, f, g, as, b, c.
Ostale dobimo z ustreznim prenosom. Medtem ko
je intervalni sestav durovih lestvic: cel ton, cel ton,
polton, cel ton, cel ton, cel ton, polton, imamo za
molove lestvice: cel ton, polton, cel ton, cel ton, pol-
ton, cel ton, cel ton. Praviloma so skladbe pisane v
nekem izbranem duru ali molu, pri ¢emer - razen
morda na redkih posami¢nih mestih - uporabljajo le
tone ustrezne lestvice. Drugace izbrani osnovni toni
molskih tonalitet vnaSajo v melodije neko prikrito di-
sonanco, zato imajo v molu pisane skladbe znacilen
mehko otoZen znacaj.

Za zakljucek omenimo Se nekaj, cesar glasbena te-
orija doslej Se ni povsem razjasnila. NaSa zgornja
premisSljanja nas silijo k zakljucku, da vseh 12 duro-
vih tonalitet identi¢no zveni, podobno vseh 12 mo-
lovih. Vendar glasbeniki ugotavljajo, da imajo po-
samezne tonalitete individualne lastnosti. Tako npr.
C-dur ustvarja soncne, jasne, spokojne obcutke (Be-
thovnova »Aurora«), E-dur strastno napeto pricako-
vanje ($tevilna Lizstova dela, Cajkovskega »Bo pre-
vladal dan«) in Fis-dur romanticno veselje (Griegova
»Pomlad«). MoZato Zalost oznanja c-mol (»Posmrtna
koracnica« iz Bethovnove simfonije »Eroica«), globo-
ko tragiko es-mol (arija Pauline iz Cajkovskega

(udi ) g3,

opere »Pikova dama«). Ni povsem jasno, ali gre pri
tem za ustaljeno tradicijo ali za kako objektivno za-
konitost.

Dodatek

Verizni ulomki

VeriZni ulomki so bili in so Se predmet Stevilnih ma-
temati¢nih raziskav. Obstajajo cele knjige, ki obrav-
navajo le verizne ulomke.

Ce zapiSemo neko pozitivno realno §tevilo a v
obliki

" a=a + 1 (7)
R U

as+ ——
ag+...

kjer so ¢leni a;, a», as, ...naravna Stevila, a; pa je
lahko tudi 0, pravimo, da smo Stevilo a razvili v veri-
Zni ulomek. Tako je npr.

1

1
R
2+

in 2=1+

1
3

24+...

kjer se Clen 2 ponavlja v nedogled. Verizni ulomek
je torej lahko koncen ali neskoncen. Ni pa nujno, da
je periodicen, kot je na$§ drugi zgled. Koncne veri-
Zne ulomke imajo racionalna Stevila, neskon¢ne vsa
ostala.

12
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Verizne ulomke a;, a; + a%, a, + —, ...ime-
az+_——
a

nujemo delni ulomki veriZznega ulomka (7). Njihove
vrednosti so ocitno racionalna Stevila. Te vrednosti
konvergirajo k Stevilu a, vsaka naslednja je blize a
od vseh prejSnjih. Kot zanimivost povejmo Se, da so
izmeni¢no ena manjsa, druga vecja od a.

Kako po iS€emo nekaj zacetnih Clenov veriZnega
ulomka, ce je Stevilo a iracionalno, ilustrirajmo na
primeru a = log, % Po definiciji logaritma je

=27 = (8)

3
>
Kerjea <1,jea; =0. Clen a, bomo dobili kot celi
del Stevila x = é 1z (8) dobimo

3 P

MATEMATIKA

lezi x med 1 in 2, torej je a» = 1. ZapiSimo sedaj
x =1+ % Izracunajmo as, ki mora biti celi del
Stevila . V ta namen preoblikujmo enacbo (9) v

.§. §1/J’_2
2 2 T

od koder dobimo <3) = 5. Spet ugotovimo, da je

1 2
(%) < % < (%) = %6, kar pomeni, da je a3 = 1. Ce
tako nadaljujemo, dobimo Se a4 = as = 2 in ag = 3,
tako, da je zacetek razvoja Stevila log, % tak, kot ga
kazZe formula (6).
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Skrita racuna
na vazl

N2
MARIJA VENCEL]

- Matematiku so prijatelji za rojstni dan poklonili
Sopek vrtnic z vazo, na katero so napisali dva skrita
racuna seStevanja, enega v angleSkem in drugega v
francoskem jeziku.!

1Ra¢una so prijatelji priredili iz ene od angleskih knjig rekre-
ativne matematike. %

PRESEK 48 (2020/2021) 1

13



MATEMATIKA

%

Poskusite ju reSiti tudi vi. Za reSevanje veljajo pra-
vila, ki so pri takih nalogah obic¢ajna. Nad vodoravno
¢rto so skrito zapisani seStevanci, pod njo njihova
vsota. Enake ¢rke moramo nadomestiti z enakimi de-
setiSkimi Stevkami in razli¢ne z razlicnimi tako, da
dobimo pravilen ra¢un. Vodilne §tevke nastopajocih
Stevil so od nic¢ razli¢ne.

H A P P Y
H A P P Y
H A P P Y

D A Y S
A H E A D

1. racun (slika 1)

V nalogi je pravzaprav v anglescini zapisano vo-
Scilo prijatelju (happy = srecen, day(s) = dan (dnevi),
ahead = spredaj, v prihodnje). Racuni, ki imajo, tako
kot tale, tudi v skriti obliki dolocen pomen, so nekaj
posebnega in jih je tezko sestaviti. Posebej imenitni
so taki, ki imajo samo eno resSitev.

DOUZE|D O UZ E

NINC C S
mim < Z Z

wn| T
| O T
— |G o

2. racun (slika 2)

Tudi drugi racun ima pomen Ze v skriti obliki. Po-
glejmo prevod uporabljenih francoskih besed: un =
ena, deux = dve, douze = dvanajst in seize = Sest-
najst. Res je

= 1+1+2+12=16.

Pri reSevanju bistrovidno upoStevajte tudi pripis de-
sno ob racunu, pa naj se vam zdi napisani pogoj Se
tako Cuden in nepotreben.? Napisan je bil tudi na
vazi, a se na fotografiji ne vidi.

2Nenavaden zapis DOUZE|D O UZE pomeni, da je Stevilo, ki
je, zapisano s Stevkami DOUZE, deljivo z 12. V izvirni inacici
naloge je na vazi poleg francoske dvanajstice pisalo na Se bolj
zavit nac¢in n = 0 (mod n), kar je nalogo naredilo teZje razu-
mljivo.

SLIKA 1.

SLIKA 2.

SLIKA 3.

Ob praznovanju devetdesetega rojstnega dne je med drugimi
darili profesor Vidav dobil od svoje nekdanje asistentke in dol-
goletne sodelavke mag. Marije Vencelj lep Sopek vrtnic in vazo,
na kateri sta bila napisana njemu v razvedrilo dva skrita raCuna
(kriptaritma) v anglescini in francoscini (glej sliki vaz).

X X X
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FIZIKA

Slike znakov na morskih valovih

N\
NADA RAZPET

- Na mirni vodni gladini mlak, jezer ali pocasi te-
kocih rek lahko opazujemo slike okolice. Kaj pa na
morski gladini? Odgovor je - kakor kdaj.

SLIKA 1.
Tri fotografije slik kopaliskih znakov na rahlo vzvalovani mor-
ski gladini.

Nekega pomladanskega jutra, ko je bilo Sonce Se
nizko nad obzorjem in morje le rahlo vzvalovano,
smo na morski gladini opazili slike kopaliSkih zna-
kov (slika 1). Vcasih je bilo slik ve¢, vcasih manj.
Opazili smo, da je bil na nekaterih slikah najviSje po-
stavljeni kopaliski znak zgoraj, na drugih pa spodaj.
Trije kopaliski znaki so bili postavljeni na skupnem
drogu in obrnjeni proti vzhodu, tako da jih je Sonce
ravno lepo obsijalo (slika 2).

&

SLIKA 2.

Kopaliski znaki na skupnem drogu, pritrjenem ob koncu po-
mola, obrnjeni proti vzhodu. Pri poskusu smo namesto znakov
uporabili tulec, na katerega smo nalepili tri dvojne obroce izo-
lirnega traku.

Poskusi z zrcalno folijo

Seveda nas je zanimalo, ali lahko naredimo poskus,
pri katerim bi opazili podobne slike na rahlo nagu-
bani povrSini. V ta namen smo vzeli kos samole-
pljive zrcalne folije. Njene zaSc¢itne podlage nismo
odstranili. Na debelejsi karton smo na vsakih osem
centimetrov nalepili dvostranski selotejp in nanj na-
lepili zrcalno folijo. Gube smo naredili s priblizno
dva centimetra Sirokimi in pet milimetrov debelimi
letvicami. Namesto znakov smo na kartonski tulec
nalepili Sest trakov. Uporabili smo dva rdeca, dva

=y
0o

nadaljevanje
na strani
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SLIKA 3.

Zrcalno folijo smo v enakih razdaljah z dvostranskim selotej-
pom zalepili na karton in vmes pod folijo potisnili pet milime-
trov debele letvice. Na »valovih« se vidijo slike barvnih trakov.
Kaj vidimo, je odvisno od razdalje in viSine, s katere gledamo
na folijo. Sliki sta posneti iz enakih visin in razli¢nih razdalj.

rumena in dva modra izolirna trakova. Tulec smo
postavili navpi¢no na podlago tako, da smo na foliji
videli slike barvnih obrockov (slika 3).

Koliko slik in katere barvne obroce vidimo pri dani
valovitosti folije in legi tulca, je odvisno od razdalje
in viSine, s katere gledamo.

Opazimo, da je na nekaterih slikah rdec¢ obrocek
zgoraj, na nekaterih pa spodaj. Ker so letvice, ki smo
jih potisnili pod folijo, pribliZno vzporedne, so hrbti
valov med seboj vzporedni - recemo, da smo naredili
ravne valove. Slike niso »zverizene«, kot to opazimo
na fotografijah. Hrbti so izbocena cilindri¢na zrcala,
doline pa vbocena cilindri¢na zrcala.

Zdaj pa precke premaknimo tako, da niso vzpore-
dne. Opazimo, da so zdaj slike obroc¢kov nekoliko
»zveriZene« (slika 4 levo).

Ce folijo pustimo dolgo ¢asa zalepljeno na kar-
tonu in podprto z letvicami (dan ali dva), potem pa
jo odlepimo, je folija Se vedno rahlo nagubana. Ko
pogledamo slike, opazimo, da so precej podobne fo-
tografijam kopaliSkih znakov (slika 4 desno).

Naredimo Se skico poskusa. Omejimo se na en
hrbet in eno dolino. Na izbo¢enem delu folije se se-
kajo podaljski odbitih Zarkov, slika je pokonc¢na in
navidezna. Na vbocenem delu pa se sekajo odbiti

SLIKA 4.

Levo: Slike obrocev na foliji, ko valovni hrbti niso vzporedni.
Desno: Slike obrocev na foliji, ko smo po enem dnevu odstranili
letvice in jo odlepili od podlage.

zarki, slika je realna in obrnjena. Na sliki 5 smo z de-
belo puscico oznacili tudi smer gledanja. Da vidimo
slike obrocev, mora pasti odbita svetloba od zrcala
v oko, zato s premikanjem viSine glave vidimo raz-
licne slike, odvisno od tega, katere odbite Zarke zaja-
memo. Na skici smo tulec postavili blize hrbtu zato,
da je skica preglednejsa.

Ce Zelimo videti ve¢ slik, morajo od obrocev odbiti
zarki na folijo vpadati pod veéjim vpadnim kotom,
torej moramo tulec oddaljiti od roba ali pa obrocke
postaviti nizje. Pri tem se obe sliki pomakneta blize
povrsini zrcala in tezko opazimo, da je ena slika v
»zraku«.

Da je ena slika navidezna, ena pa realna, se pre-
pricamo tudi tako, da naredimo malo daljsi val in
predmet postavimo nad valovito folijo. Ce predmet
postavimo v pravo razdaljo in gledamo z ustreznega

18
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SLIKA 5.

Slika pik na izbo¢enem delu folije, konveksnem cilindricnem
zrcalu, je navidezna in pokoncna, sekajo se podaljski zarkov.
Slika pik nad vbocenim delom, konkavnem cilindri¢cnem zrcalu,
pa je realna in obrnjena. Gledamo v smeri debelejSe puscice.

mesta, vidimo, da slika »lebdi« nad zrcalno folijo.
Imamo dve ocesi, zato vidimo globinsko; fotoaparat
pa ima le eno »okok, zato lahko razliko opazimo le,
Ce nastavimo ostrino na realno sliko, potem so ostale
slike in predmeti, ki so v drugacni oddaljenosti, ne-
jasne. To je vidno na fotografiji 6. Realna slika pred-
meta je spodaj desno.

Na taksni valoviti zrcalni foliji lahko torej poka-
zemo sliko enega predmeta v dveh razli¢nih zrcalih
hkrati, na izbo¢enem in vboc¢enem.

Hitro pripravljen poskus

Ali lahko take slike na vodnih valovih opazujemo
tudi doma, v sobi? Odgovor je pritrdilen. V kadicko
smo nalili vodo, na dno pa postavili ¢rno folijo. Do-
datno smo tulec osvetlili Se z baterijsko svetilko. Na
levo stran kadicke smo postavili zaslon in tako za-
strli svetlobo, ki prihaja skozi okno. TanjSo deScico
smo enakomerno pomakali v vodo in jo hkrati malo
odrinili proti tulcu. Hitro smo opazili, da moramo
ujeti pravo frekvenco pomakanja in da deScice pri
tem ne smemo prevec odriniti. Pri ravno pravih valo-
vih opazimo slike obrocev (slika 7). Poskusite!

www.dmfasi o

FIZIKA

SLIKA 6.

Predmet smo postavili nad folijo, vidimo ga na zgornjem de-
snem robu fotografije. Ostra je le fotografija realne slike
predmeta.

SLIKA 7.

Hitro postavljen poskus na jedilni mizi. Tulec dodatno osve-
tlimo z baterijsko svetilko. V kadicko nalijemo vodo, na dno
pa postavimo ¢rno folijo. Za boljSo vidljivost slik postavimo na
levi strani Se zaslon. Valove delamo s pomakanjem descice v
vodo.

X X X
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Magneti 2: Kaj smo spoznali
0 magnetnih sucnih nihalih?

ODGOVOR NALOGE

N 2Z
Mojca Cepit

- Danes se posvetimo raziskovanju magnetnih ni-
hal. Naj na hitro predstavim Se eno inacico izde-
lave magnetnega nihala. Med dva neodimska ma-
gneta je potrebno napeljati tanek, 20 do 30 cm dolg

sukanec.

Najenostavneje je, da magnet nalepite na selotejp,
selotejp z gladko stranjo poloZzite na mizo, preko
magneta na mizi pa na selotejp nalepite Se sukanec
(slika 1 a). Nato ob strani z dvema prstoma priti-

snete lepilni trak s sukancem vred ob mizo (slika 1
b), tej kompoziciji pa priblizate drugi magnet. Ko bo
drugi magnet dovolj blizu, bo »skocil« na prvega in
trdno stisnil sukanec med oba magneta. Drugi ma-
gnet trdno drZite in ga poskuSajte priblizati ¢im bolj
pocasi, da preprecite preve¢ sunkovit »skok«. Ma-

SLIKA 1.

gneti so namrec¢ krhki in se radi polomijo (slika 1c).
Selotejp z zunanje strani odstranite in nihalo je nare-
jeno. DaljSi sukanec potrebujemo zato, da si 10-20
cm sukanca navijemo okoli dlani, magnetni dvojec
pa prosto visi in se suce na priblizno 10 cm dolgem
prostem delu sukanca.

Sedaj se pa posvetimo nalogam oziroma povze-
mimo, kaj ste najverjetneje opazili, Ce ste se z ma-
gnetnimi nihali igrali.

Naloga je bila [1]: Sukanec dvignimo, da magnet
prosto obvisi. Oglejte si ga? Kako je usmerjena sime-
trijska os magnetov?

Ce niste magnetov na sukancu dvignili preve¢ sun-
kovito, je dvojec su¢no zanihal in se pocasi umiril.
Ce eno stran dvojca ozna¢imo, opazimo, da ob hoji
po prostoru orientacija magnetov ostaja enaka. Tudi
Ce se zasuCemo, sta magneta vedno zasukana v
enako smer.

Leva: Potrebscine za pripravo nihala. Srednja: Z eno roko trdno primemo selotejp z nalepljenima magnetom in sukancem, z
drugo pa priblizamo drugi magnet. Desna: Bodimo previdni, ker so neodimski magneti zelo krhki in se radi lomijo.

N

0
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Kot smo omenili Ze zadnji¢, je Zemlja velik ma-
gnet, vsi pa se neprestano nahajamo v njenem ma-
gnetnem polju. Magnetno polje ni prav veliko. Vodo-
ravna komponenta gostote magnetnega polja v Slo-
veniji je pribliZzno 22 uT in velikost gostote magne-
tnega polj pribliZzno 48 uT. Pri nas smer gostote ma-
gnetnega polja oklepa priblizno 63° z vodoravnico.
Da smer magnetnega polja ni vodoravna pokaze tudi
naSe nihalo, saj simetrijska os dvojca magnetov okle-
pa z vodoravnico manjsi kot (slika 2).

SLIKA 2.

Magnetni dvojec visi navpi¢no ob lesenem ravnilu in se ga z gor-
njim robom dotika. Vidimo, da spodnji rob dvojca odmaknjen
od roba ravnila. Navor zaradi zemeljskega magnetnega polja
poskusa dvojec zasukati v nasprotni smeri kot navor njegove
teze.

Pozorno oko pa opazi, da se orientacija dvojca ma-
gnetov vcasih spremeni. Ce dvojec priblizamo Zele-
znemu predmetu, se bo zasukal tako, da bo simetrij-
ska os dvojca bolj ali manj obrnjena proti predmetu.
Zelezo se namre¢ v magnetnem polju dvojca magne-
tizira, predmet iz Zeleza postane magnet in povra-
tno spremeni polje na mestu, kjer dvojec visi. To je
razlog za privlak Zeleznih in drugih predmetov iz fe-
romagnetnih snovi. Ce orientacija dvojca na nekem
mestu odstopa od obicajne, boste v neposredni bli-
Zini gotovo nasli kaj feromagnetnega.

F

1ZIKA

Magnet na sukancu tudi su¢no niha. Ce ga pribli-
7amo Zelezu ali drugemu magnetu, vidimo, da se fre-
kvenca sucnega nihanja poveca, iz Cesar lahko skle-
pamo, da velja: v ¢im ve¢jem magnetnem polju se
dvojec magnetov nahaja, tem vecja je frekvenca ni-
hanja.

Sedaj pa poskusimo frekvenco Se zmanjsati. Lah-
ko povetamo vztrajnostni moment magnetnega dvoj-
ca. Vzemimo pribliZno 4 cm dolg in 1,5-2 cm Sirok
kos papirja in ga po dolgem dva do trikrat prelozimo.
Vsako stran tako nastale ploske pali¢ice vpnemo v
dvojec magnetov, na sredino paliCice pa priveZemo
sukanec (slika 3). Kako niha pali¢ica z magnetnim
dvojcem? V kateri smeri se pali¢ica umiri, Ce sta ma-
gneta na obeh konceh enako orientirana? V kateri
pa, Ce sta nasprotno? Kaksna je frekvenca nihanja v
obeh primerih? Ta vpraSanja so Ze nova naloga.

SLIKA 3.

Magnetno nihalo z ve¢jim vztrajnostnim momentov. Orienta-
ciji dvojcev sta lahko enaki ali nasprotni in to vpliva na smer
ravnovesne lege in sukanje. Kako?

Sedaj pa Se malo teoreti¢ne razlage. Kot Ze ome-
njeno, je dvojec magnetov magnetni dipol. Magne-
tni dipolni moment oznac¢imo s p,,. Magnetni dipol
dvojca je vektor v smeri simetrijske osi usmerjen iz
severnega pola dvojca, ki smo ga dolocili Ze zadnjic.
Kadar dipol oklepa z magnetnim poljem na mestu di-
pola nek kot, se pojavi navor, ki ga suCe v ravnovesno

\
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lego, v kateri je smer dipola vzporedna z magnetnim
poljem.

* M=pmxB (1)
Zaradi navora magnet zaniha okoli ravnovesne lege
" pmBsingp =J@ (2)

kjer je @ kot med dipolom in magnetnim poljem,
J vztrajnostni moment dvojca okoli osi v smeri vr-
vice ter @ je trenutni kotni pospesek sukanja dvojca
magnetov. Za majhne kote je nihanje sinusno in iz
enacbe (2) razberemo kotno frekvenco nihanja w =
21tv oziroma frekvenco nihala

_ 1 /pmB
V= on J

Odgovorimo Se na zadnje vpraSanje. Kako zmanj-
Sati frekvenco nihanja ali celo doseci, da se magne-
tni dvojec prosto vrti? Odpraviti oziroma zelo zelo
zmanjSati moramo magnetno polje. A Zemljino ma-
gnetno polje je povsod okoli nas. NariSimo najprej
silnice okoli dvojca magnetov (slika 4).

Dvojec magnetov stoji na robu na podlagi, ki je
na sliki oznacena z dolgim modrim pravokotnikom.
Simboli¢no sta oznacena tudi severni (N) in juZni (S)
pol dvojca. Silnice magnetnega pola so zakljucene,
tudi tista na sredini, ki se dale¢ stran obrne ... Sil-
nice ponazarjajo magnetno polje dvojca, mali dvojci
pa svojo orientacijo, ¢e bi v oznacenih polozajih pro-
sto viseli in ne bi bilo drugih magnetnih polj, npr.
Zemljinega. Kjer so silnice bolj goste, je magnetno
polje veéje in sucno nihalo iz magnetnega dvojca bi
nihalo z vec¢jo frekvenco.

Takle, na svojem robu na mizi stojec¢i dvojec pa
lahko izkoristimo tudi za iznicenje Zemljinega ma-
gnetnega polja. S pravilno orientacijo dvojca na mizi
lahko dosezemo, da je v eni tocki magnetno polje,
ki ga povzroca magnetni dvojec na mizi, nasprotno
enako zemeljskemu. Ker je ploskev dvojca na vrvici
skoraj navpicna, je dovolj, ¢e najdemo tocko, v ka-
teri sta nasprotno enaki vodoravni komponenti. V tej
tocki se bo su¢no nihalo iz magnetnega dvojca sko-
raj prosto vrtelo. V ravnovesno lego ga vraca le Se
sukanec, navori zaradi zvijanja sukanca pa so zelo
zelo majhni. Kako je potrebno zasukati dvojec na
mizi, da to lahko doseZemo? Pa je pred vami Se ena
nalogica.

Tudi ta delavnica je nekoliko predelana delavnica
LeosSa Dvoraka [2, 3].

(3)

SLIKA 4.

Pogled s strani na dvojec magnetov, ki na podlagi stoji na robu.
Simboli¢no sta pola oznacena tudi barvno, polozaj ¢rk naj ne
zavede. Na desni je juzni pol kombiniranega magneta, a levi
severni. Ce bi magneta razdruzili, bi za vsakega od njiju lahko
oznacili oba, moder in rdec del, kot kazejo simboli¢ne slike
manjsih magnetov in njihove orientacije v magnetnem polju
dvojca.
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Retrogradno gibanje

N
ViD Kavcic

9

Uvod

Telesa v naSem Osoncju, to so planeti, pritlikavi pla-
neti, kometi, asteroidi in ostala telesa, se gibljejo
okoli Sonca. Ce Osoné¢je pogledamo iz smeri nad
Soncevim severnim polom, se vecina teles giblje v na-
sprotni smeri urinih kazalcev, nekatere izjeme pa v
smeri, enaki gibanju urinih kazalcev. Za prve od teh
pravimo, da je njihovo pravo gibanje progradno, iz-
jeme pa se gibljejo retrogradno.

Skoraj vsi planeti Oson¢ja (Merkur, Zemlja, Mars,
Jupiter, Saturn, Uran, Neptun) se gibljejo okoli svoje
osi progradno, izjema je Zemljina dvojcica Venera, ki
se okoli svoje osi edina giblje retrogradno. Toda prav
vsi planeti se gibljejo progradno po svojih tirnicah
okoli Sonca.

Predstavljajmo si, da sredi neke jasne noc¢i na ne-
bu opazujemo rdeci planet Mars. Ker se tako naSa
modra Zemlja kot tudi Mars okoli Sonca gibljeta pro-
gradno in je kotna hitrost Zemlje okoli Sonca vecja
od Marsove, gre sklepati, da se Mars na naSem nebu
glede na zvezde pomika v smeri vzhoda. Pomika se
in pomika, vzhodno in Se bolj vzhodno, po nekem
Casu pa bo naredil polni obhod, ¢ez nekaj Casa Se
enega, potlej Se enega ... Vse se zdi prav enostavno,
a le na prvi pogled. Zmoti nas Marsovo nadvse Cu-
dno vedenje. Opazimo ga, ¢e pod nebesnim svodom
prezivimo mnogo dni, veliko enostavneje pa lahko
njegovo nenavadno vedenje razberemo s slike 1.

Mars se oCitno do neke tocCke giblje povsem obi-
¢ajno v smeri vzhoda, nakar se zacne premikati v
nasprotno stran - v smer zahoda, ¢ez ¢as pa si pre-
misli in svojo pot kot prej ponovno nadaljuje v smeri
vzhoda.

Navideznemu gibanju planeta v nasprotni smeri
gibanja ostalih teles v Osoncju pravimo navidezno
retrogradno gibanje. Ker je le-to za nas na tem me-
stu veliko zanimiveje od pravega retrogradnega giba-
nja, bomo sedaj z besedno zvezo retrogradno giba-
nje mislili na navidezno retrogradno gibanje. Za opa-

SLIKA 1.
Zanimanja vreden posnetek Marsovega vedenja

zovalca na Zemlji je retrogradno gibanje predvsem
gibanje zunanjih planetov, ki so od Sonca oddaljeni
bolj kot Zemlja.

Retrogradno gibanje je za astronome sicer zelo za-
nimiv pojav. Pred davnimi ¢asi so Se verjeli, da je Ze-
mlja srediSce vesolja, v veljavi je bil t. i. geocentri¢ni
sistem. Ko so hoteli na podlagi tega modela uteme-
ljiti retrogradno gibanje, so s tezavo ugotovili, da
vsak planet, ki krozi okoli Zemlje, Se posebej krozi
okoli navidezne tocke na svoji orbiti, kot prikazuje
slika 2.

Kopernik je Sele na prehodu iz 15. v 16. stoletje
utemeljil svojo heliocentri¢no teorijo, ki upoSteva,
da se planeti in ostala telesa gibljejo okoli Sonca in
ne Zemlje. Tedaj je bilo potrebno poiskati novo raz-
lago za retrogradno gibanje planetov. Kaj se zares
zgodi? Odgovor na to vpraSanje Se najbolje razkriva
slika 3, ki prikazuje resni¢no gibanje Zemlje in Marsa
ter navidezno gibanje Marsa na nebesni sferi.

Gibanje nekega zunanjega planeta je torej retro-
gradno v Casu, ko ga Zemlja prehiteva, kar pa se do-
gaja v ¢asu okoli opozicije. Kar hitro pa se pojavi

%
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SLIKA 2.

Tako so skusali retrogradno gibanje pojasniti z geocentricnim
sistemom. Zemlja se giblje po majhni kroznici okoli sredisca
vesolja. Mars krozi okoli navidezne tocke, ki pa se premika po
rdedi tirnici okoli sredisca vesolja.

vpraSanje, koliko ¢asa retrogradno obdobje sploh
traja. Vsekakor bi to lahko ugotovili ob nekaj dnev-
nem druZenju z naSim rde¢im prijateljem, pa vendar
bi bilo verjetno hitreje in morda tudi bolj zanimivo,
da bi trajanje retrogradnega gibanja kar izracunali.
Poskusimo torej!

Cas retrogradnega gibanja

Za zacetek nariSemo dovolj verodostojno skico in
skuSamo opisati lego Zemlje in Marsa v odvisnosti
od casa t.

Predpostavimo, da sta orbiti Zemlje in Marsa kro-
Zni in da lezita v isti ravnini. V to ravnino postavimo
pravokotni koordinatni sistem s srediSCem v Soncu
in abscisno osjo skozi zveznico Sonce, Zemlja, Mars
v ¢asu opozicije Marsa, torej ko leZijo kolinearno.

Za planeta Zemljo in Mars napiSemo koordinate v
odvisnosti od Casa. Pri tem upoStevamo, da je kot
@ = w - t. V enacbah je d oddaljenost posameznega
planeta od Sonca in w kotna hitrost posameznega
planeta.

Za Zemljo piSemo

" Xg =de - oS (wat),
Yo = de - sin(wet),

zelo podobno tudi za Mars
" Xg =dg -cos(wat),
Vg =dg -sin(wgt).

Opazovali bomo smerni koli¢nik zveznice Zemlja-
Mars. Med progradnim gibanjem Marsa se le-ta veca,
med retrogradnim pa manjsa. Zato s pomocjo Ze do-
bljenih zvez zapiSimo izraz za ta smerni koli¢nik k
v odvisnosti od casa t.

ko By _Yo—Ye
Ax Xg — X
_ dg -sin(wgt) — de - sin (wet)

" dg -cos(wgt) —de - cos (wet)

(1)

Spreminjanje kotnega kolicnika k(t) graficno prika-
zuje slika 5.

Zanimata nas lokalna ekstrema tega koli¢nika; ¢as
med trenutkom enega in drugega je namrec Cas re-
trogradnega gibanja.

Zato moramo k odvajati in odvod izenaciti z 0. Ker
nas zanimajo lokalni ekstremi, je dovolj, da ugoto-
vimo, kdaj je Stevec odvoda enak nic.

Oznacimo Stevec in imenovalec k-ja:

= a=dg - sin(wgt) —de - sin(wet),

b=dgs - cos(wat) —de - cos(wet).
Zaradi preglednosti najprej odvajamo posebej a in
b. Pri tem uporabimo pravili za posredno odvajanje

kotnih funkcij sinusa in kosinusa, ki sta tudi posebej
navedeni v dodatku.

" a =wgdg - cos (wgyt) — wede - cos (Wet)

b' = wede - sin (wet) — wydy - sin (wt).
Po pravilu za odvajanje koli¢nika je Stevec odvoda
enak ni¢, ko velja
= ab-ab =0

a'b =ab’ (2)

V (2) vstavimo izraze za a,a’,b in b’ ter z uporabo
zvez med kotnimi funkcijami in adicijskega izreka

za kosinus razlike, navedenimi v dodatku, dobimo
ZVeZ0

w@dgz + weds
N d@doz . ((Ue; + (Uoz).

(3)

= cos ((wy — we)t)

24
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SLIKA 3.

Skica, ki nazorno razlozi retrogradno gibanje. Z rumenim S je oznaceno Sonce, najmanjsa kroznica je Zemljina tirnica, sledi ji
Marsova tirnica. Oznacenih je sedem zaporednih polozajev Zemlje in Marsa, ki so v casovnem razmiku okoli enega meseca. Krozni
lok na desni strani predstavlja nebesno sfero (na videz nepremi¢no ozadje daljnih zvezd), na kateri so s T; oznacene projekcije
zveznice Z;M; v polozaju i, ki so pravzaprav tisto, kar vidimo na nebu. Na sferi se tako Mars iz T; premakne v to¢ko T s, potlej
v T3 6, sledi polozaj opozicije T4, nato pa se Mars zopet premakne v T 5, nadalje pa spet v T3 in potem v T7.

Dobimo dve druZini reSitev Dobimo At = 72,72 dni, kar se lepo sklada s po-
W diz + we dé datkom 7-2 dni, ki .ga c.lolbimo V \iiru [1]. Eazlog z.a
= {; = arccos . odstopanje utegnejo biti nekolikSna sploS¢enost in
dedy - (We + wg) medsebojna nagnjenost (inklinacija) orbit obeh pla-
1 . netov, privzeli smo namrec¢, da sta orbiti planetov
- — + K- 360°, Krosni i .. _ .
Wy — We oZni in da kroZita v isti ravnini.
Zdaj pa bralca vabim, da se preizkusi v spodnjih
w d2 + w dz .] p ’ p p .]
t, = —arccos 97a o%e bolj ali manj trdih astronomskih orehih.
d@doz . ((Uq; + (UOZ)
1
. + K - 360°. Naloge bralcu
Wy — We
Cas retrogradnega gibanja izrazimo kot = Koliko ¢asa traja retrogradno gibanje Jupitra? Ves
. A le, da je Jupiter od Sonca oddaljen okoli 5,2 a.e.,
b=t —-t2= njegov obhodni ¢as okoli Sonca pa je 11,86 leta.
ooozalzoz + w@d‘é 1 = Ceprav je Merkur notranji planet, lahko tudi pri
2 -arccos dedy - (We + W) : Wy — we njem opazimo retrogradno gibanje. Koliko Casa

) traja obdobje retrogradnega Merkurja? Ves le, da
je Merkur od Sonca oddaljen pribliZno 0,39 a.e.
Na spletu najdemo natan¢ne podatke oziroma te iz- = Cezvesoljska zombi ladja obisce pritlikavi planet
racunamo; v enacbo (4) vstavimo dg = 1 a.e., dy = Ceres. Zombija Miho zanima, koliko ¢asa na nji-
1,524 a.e., wg = 0,986 °/dan, w4 = 0,524 °/dan. hovi postojanki traja retrogradno gibanje Saturna. %
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T(dcos@,dsinp)
dsin @ ¢

dclosqo

SLIKA 4.
Dovolj verna skica, s katero opiSemo koordinate posameznega
planeta v odvisnosti od casa.

Pomagaj Mihi poteSiti njegovo zombi radovednost!
Pri tem si lahko pomagas le s podatkoma, da je Ce-
res, ko je glede na Zemljo v (zgornji) konjunkciji,
od Zemlje oddaljen priblizno 3,77 a.e., in da Sa-
turn za obhod Sonca potrebuje 10365 dni vec kot
Ceres.

= Jupiter je bil v opoziciji 10. junija 2019. Kdaj se
je oziroma se bo po tem datumu pricel zopet gi-
bati retrogradno? Ves, da je navidezna magnituda
Jupitra na Zemlji v Casu opozicije —2,7, v casu ko-
njunkcije pa —1,85.

= Jzrazi Cas retrogradnega gibanja planetov kot
funkcijo obhodnih ¢asov dveh planetov.

Dodatek

V tem razdelku pojasnimo nekaj zvez v povezavi z
odvodom in kotnimi funkcijami, ki jih uporabimo v
reSitvi.

= sin®x 4 cos?x =1
= cos (X —))=cosx-cosy +sinx-siny
= sin’ (ax) = acos (ax)

= cos’ (ax) = —asin(ax)
- (g)’ _ ab—ab’
p) T B2

0.2
-150 -100 =50 0 50 100t (dnevi)
=02
2
-800 600 -4 -200 0 200 400 0 800t (dnevi)

SLIKA 5.

Zgoraj: Spreminjanje smernega koli¢nika k v ¢asu retrogra-
dnega gibanja.

Spodaj: Vidimo, da se v ¢asovnem intervalu, ki ga prikazuje
graf, retrogradno obdobje dogodi trikrat.

Grafa odvisnosti smernega kolicnika zveznice Zemlja-Mars v od-
visnosti od ¢asa k(t). Casovna enota je dan. Ce smo prebri-
sani, lahko cas retrogradnega gibanja priblizno odcitamo tudi
iz grafov.
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stopno na en.wikipedia.org/wiki/Apparent_
retrograde_motion, ogled: 13. 3. 2020.

[2] Vzvratno gibanje, Wikipedija, dostopno na
s1.wikipedia.org/wiki/Vzvratno_gibanje,
ogled: 13. 3. 2020.

[3] What is retrograde wmotion, EarthSky, do-
stopno na  earthsky.org/space/what-1is-
retrograde-motion, ogled: 21. 3. 2020.

PRESEK 48 (2020/2021) 1




RACUNALNISTVO

O predstavitvi podatkov v
racunalniku: cela Stevila

N2
JURE SLAK

- Velikokrat sliSimo, da racunalniki vse podatke

hranijo kot zaporedja nicel in enic. Vse lepo in

prav, to za moderne racunalnike drzi, vendar ne
pove prav veliko o tem, kako so shranjeni konkre-
tni podatki. Vecina podatkov, ki jih shranjujemo,
npr. slike, zvok ali besedilo, so shranjena kot zapo-
redja celih Stevil.

Obstaja ve¢ dogovorjenih nacinov, kako sliko,
zvok ali besedilo pretvorimo v zaporedje Stevil. Ti
nacini so vecini ljudi znani kot datote¢ni formati,
za slike poznamo jpg, png, gif (in druge), za zvok
mp3, flac ipd. Obicajni uporabniki ne potrebujejo
nobenega znanja o tem, kako formati delujejo, po-
membno je le, da oba programa, tako tisti, ki shra-
njuje, kot tisti, ki prikazuje, uporabljata enak format.
S predstavitvijo vecjih kosov podatkov, kot so slike
ali besedilo, se bomo ukvarjali kdaj drugi¢; tokrat
pa se bomo spustili Se en nivo globlje in se vprasali,
kako delamo s seznamom Stevil oziroma celo kako
predstavimo le eno celo Stevilo. Morda je odgovor
na prvi pogled preprost: pretvorimo Stevilo v dvoji-
Ski sistem, pa smo! To je tudi res, vendar bo po poti
potrebno resiti Se nekaj tezav.

Dvojiski sistem

Kot vam je verjetno znano, Stevila obicajno zapisu-
jemo v desetiSkem sistemu in za zapis Stevil upora-
bljamo Stevke od 0 do 9. Stevilo 593 tako pomeni

= 593=5-100+9-10+3=5-10°+9-10' +3-10°.

Podobno lahko vsako Stevilo zapiSemo v kakSnem
drugem sistemu, za racunalni$tvo je posebej zani-
miv dvojiski, saj ima le dve Stevki: 0 in 1. Stevilo

593 bi tako napisali kot

" 593 =1-512+0-256+0-128+1-64+0-32+
+1-164+0-8+0-440-2+1-1
=1-2940.-2840-2"4+1-264+0-2°+
+1-2440-2340-22+0-2' 41-2°

= 10010100012y,

kjer s podpisano (2) oznac¢imo, v katerem sistemu
je Stevilo zapisano (v desetiSkem podnapis ponavadi
izpustimo).

Drugi zanimivi sistemi so potence dvojiSkega, npr.
osmiSki in SestnajstisSki, saj dovolijo krajsi zapis kot
dvojiski, vendar jih je Se vedno enostavno pretvoriti
v dvojiSkega ali nazaj; enostavno pretvorimo vsako
Stevko posebej v ustrezno Stevilo bitov (obic¢ajno bi
morali uporabiti npr. Evklidov algoritem). Zgornje
Stevilo bi v osmiSkem zapisali kot 1121 s).

Sistemske omejitve

Osnovna enota informacije je en bit - vrednost, ki
je lahko le 0 ali 1. Toda, racunalniki s posameznim
bitom naenkrat ne morejo delati neposredno. Naj-
manjsa enota, ki jo lahko neposredno uporabimo, je
en bajt - ta ima osem bitov. Racunalniski pomnilnik
(RAM) si lahko predstavljamo kot ogromno tabelo s
prostori, ki so veliki en bajt. Ce imamo npr. 4GiB!
pomnilnika, imamo torej prostora za 4294 967 296

IFormalno obstaja razlika med enotama GiB in GB. Enote
brez »i¢, kot so kB, MB, GB, uporabljajo standardne fizikalne pred-
pone kilo-, mega-, giga- in faktor 1000, medtem ko enote z >is,
torej KiB, MiB, GiB, uporabljajo predpone kibi-, mebi-, gibi- in
faktor 1024. V praksi se uporablja zmesSnjava vsega. Vec o stan-
dardizaciji lahko preberete na strani ameriskega nacionalnega
inStituta za standarde in tehnologijo: physics.nist.gov/cuu/
Units/binary.html
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bajtov. Vsak bajt predstavimo kot zaporedje osem
bitov in ga shranimo v posamezno celico, kot je she-
matsko prikazano na sliki 1.

naslov podatek

0 | 10101001

1| 10110001

2 | 01011000

3 | 10100011

4 | 00001001
4294967294 | 01000000
4294967295 | 10011110

SLIKA 1.
Shema racunalniSkega polnilnika

Sedaj ko poznamo omejitve sistema, se lahko po-
govorimo o tem, kako velika Stevila bomo shranje-
vali. Nekateri programski jeziki, npr. Python, dopu-
S¢ajo uporabo poljubno velikih Stevil. Vendar je to
zgolj iluzija za uporabnika: ko Stevila postanejo pre-
velika, se v ozadju shranijo kot zaporedje manjsih
Stevil. Ce dopuscamo le omejena Stevila, je najbolj
skopuska mozZnost, da bi omejili delo s Stevili na en
bajt. Najvecje Stevilo, ki bi ga tako lahko zapisali, bi
bilo 111111112 0z. 255. To bi bilo za vsakodnevno
uporabo premalo, saj si hitro lahko zamislimo upo-
rabo za vecja Stevila. Obicajno imamo pri programi-
ranju opravka s Stevili, ki so velika 32 ali pa 64 bitov
(torej Stiri ali osem bajtov). Najvecje Stevilo, ki ga
lahko shranimo v 32 bitov, je 111111111111111111
11111111111111 2 oziroma 232 —1 = 4294 967 295,
kar je malo vec kot Stiri milijarde. Najvecje 64-bitno
Stevilo, pa je 26% — 1 = 18446744073709551615,
kar je nekaj ve¢ kot 18 trilijonov. Ze 32 bitna Ste-
vila so dovolj za vec¢ino prakti¢nih potreb, vendar so
kdaj neustrezna. NaStejmo nekaj znanih teZav, kjer
32-bitna Stevila niso bila zadostna. Ponavadi imamo
opravka s predznacenimi Stevili, ki lahko hranijo po-
zitivne in negativne vrednosti, tako da se zgornja
meja zmanjSa za priblizno polovico, na
2147483 647. Pred nekaj leti je YouTube video Gan-
gam style dosegel dovolj ogledov in so morali Ste-
vilo ogledov hraniti v 64-bitnih Stevilih. Za teZavami
z omejenimi Stevili trpijo tudi marsikatere (pogosto
starejSe) racunalniske igrice. Igra Minecraft je do ver-

zije 1.7.3 napacno generirala teren, ce je igralec Sel
predale¢ od sredine sveta (ta teren je postal znan
pod imenom Daljne dezele (Farlands)), in Se danes
imajo nekatere verzije to tezavo. Zanimiva tezava,
ki nas Se caka, pa je povezana s shranjevanjem casa.
Racunalniki pogosto shranjujejo trenutni ¢as kot Ste-
vilo sekund od 1. januarja 1970 in v torek 19. janu-
arja 2038 bo Stevilo sekund preveliko, da bi ga shra-
nili v 32-bitno Stevilo. Ta datum je znan kot »ko-
nec Casa« in do takrat morajo programi zaceti upo-
rabljati 64-bitna Stevila. Pri shranjevanju ¢asa bodo
64-bitna Stevila zadostovala Se za naslednjih 585 mi-
lijard let in nas pred tem lahko skrbi marsikaj dru-
gega.

Kljub temu, da kdaj povzrocajo tezave, so ome-
jena §tevila prakti¢no neizmerno uporabna. Ce se
dogovorimo, da bomo uporabljali 32-bitna Stevila, ve-
mo, da moramo prebrati naslednje Stiri bajte, in ti
vsebujejo naSe Stevilo. V nasprotnem primeru bi mo-
rali na kaksen bolj zapleten sporociti, kako dolgo je
Stevilo (morda najprej poslati dolZino, toda tudi to je
Stevilo, kako pa sporoc¢imo Stevilo). V praksi se pri
vecini zapisov in protokolov dogovorimo za omejitev
velikosti Stevil.

Veliki in mali endian

Denimo, da Zelimo zapisati ali poslati Stevilo
2740498 857 z bitno reprezentacijo

= 2740498857 =
10100011 01011000 10110001 10101001,

kjer smo Stevke s presledki locili po bajtih. Za lazje
razumevanje jih ostevil¢imo:

1. bajt
10100011

2. bajt
01011000

3. bajt
10110001

4. bajt
10101001

Pojavljata se dva smiselna nacina poSiljanja: ali
bajte poSljemo v vrstnem redu 1234 ali pa 4321.
Bomo najprej poslali bajt 1, ki vsebuje »najvecje«
Stevke (t. i. most significant byte) ali cetrti bajt z »naj-
manjSimi« Stevkami? V praksi glede tega ni bilo skle-
njenega kompromisa in uporabljata se oba nacina.
Pri komunikaciji prek omrezja se bajte ponavadi po-
Silja v vrstnem redu 1234, torej najprej »z velikega
konca, pri zapisu v pomnilnik ali pri procesorskih
operacijah pa se na ve¢ini modernih arhitektur upo-
rablja zapis 4321, torej »z manjSega konca«. Zgornje
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Stevilo je v pomnilniku na sliki 1 zapisano z manj-
Sega konca v celicah 0-3. Prikaz obeh zapisov je bolj
pregledno napisan na sliki 2.

mali endian

naslov podatek

x | 10101001 | 4. bajt
x+1 | 10110001 | 3. bajt
x+2 | 01011000 | 2. bajt
x+3 | 10100011 | 1. bajt

veliki endian

naslov podatek

x | 10100011 | 1. bajt
x+1 | 01011000 | 2. bajt
x +2 | 10110001 | 3. bajt
x+3 | 10101001 | 4. bajt

SLIKA 2.
Mali in veliki endian zapis Stevila 2 740498 857

Zapis Stevila 4 kot 32-bitnega Stevila z »manjSega
konca« bi bil tako

00000100
00000000
4 =00...0100 = 00000000 °

00000000

Angleski izraz za zapis »z velikega koncax, torej
1234, je big endian, za zapis »z manjSega koncag,
torej 4321, pa little endian. Izraza izhajata iz satiric¢-
nega romana Guliverjeva potovanja, ki ga je napisal
Johnatan Swift leta 1726. Roman je kritika takratne
angleSke druzbe; v njem Guliver dozivi brodolom in
se zbudi v deZeli Liliput, kjer Zivijo Liliputanci. De-
Zelo tezijo razdori in borbe med Liliputanci, eden iz-
med glavnih razlogov pa je, ali je treba trdo kuhano
jajce najprej razbiti na zgornji (manjsi) ali spodnji
(veCji) strani. V angleS¢ini so se zagovorniki strani,
ki je jajce razbijala z manjSega konca (from the lit-
tle end) imenovali little endians, njihovi nasprotniki
pa big endians. Izraz je v racunalniStvu popularizi-
ral Danny Cohen v malo manj, a kljub vsemu neza-
nemarljivo satiricnem clanku O svetih vojnah in pro-
Snja za mir [1], objavljenem s strani takratne »de-
lovne skupine za internet« (Internet Engineering
Task Force (IETF)). Tam potegne nekaj vzporednic
med zagovorniki ene in druge strani in jih tudi oklice

RACUNALNISTVO

za Little- ali Big-Endians. Od takrat se je izraz obdr-
zal, sploSnemu principu, kako lahko Stevila razli¢no
napisemo, pa reCemo endianess. V slovenskem pre-
vodu se zgornji in spodnji del jajca pri Liliputancih
imenujeta »vrSek« in »tuSek«, vendar terminologija
(Se?) ni prisla v rabo pri racunalniskih arhitekturah.

Negativna Stevila

Do sedaj smo se ukvarjali samo z zapisom pozitiv-
nih Stevil. Obicajna Stevila, ki jih uporablja racunal-
nik, so predznacena, torej imajo predznak + ali —, in
so lahko negativna. Kako pa zapiSemo ta? En nacin
je, da prvi bit Zrtvujemo za predznak: dogovorimo
se, da ¢e je prvi bit enak 0, pomeni, da je Stevilo po-
zitivno, sicer pa negativno, preostanek pa interpre-
tiramo kot obicajno pozitivno Stevilo. Tako bi npr.
00000001 pomenilo Stevilo 1, 10000001 pa —1. Ta
sistem se imenuje »predznak in velikost«, sign and
magnitude

Na Zalost se ta nacin ne uporablja pri celih Ste-
vilih. Zgoraj opisani nacin ima med drugim tezavo,
da ima dve nicli (+0 in —0), ki sta kot Stevili seveda
enaki, bitna zapisa imata pa razlicna. To povzroca
tudi tezave pri postopku za seStevanje. Sistem, ki se
veCinoma uporablja dandanes, se imenuje »komple-
ment dvojke« (two’s complement) in teh tezav nima,
ima pa tudi smiselno matemati¢no strukturo.

Da bo manj pisanja, denimo, da delamo z osem bi-
tnimi Stevili. Pa se vprasajmo, katero Stevilo je —57?
To je Stevilo, ki ga moramo priSteti 5, da dobimo 0.
Trdim, da je pri osem bitnih Stevilih to Stevilo v re-
snici 251. Pa poglejmo: 5 v dvojiSkem zapiSemo kot
1012), 251 pa kot 111110112). Pisno ju seStejmo:

00000101y =5
.+ 11111011 =251

— 100000000 =256

Ker imamo samo osem bitov, rezultatu »odpade«
prvi bit in dobimo odgovor 0. Ce torej velja, da je
5+ 251 = 0, je 251 nasprotna vrednost 5, torej —5.
Po enakem principu je tudi 5 = —251. Stvar dogo-
vora je, kako si bomo posamezna Stevila interpreti-
rali: ¢e se dogovorimo, da binarni zapis 251 ne po-
meni 251 ampak —5, potem pa¢ nimamo nobenega
nacina, da bi zapisali Stevilo 251. Ampak ni¢ hudega,
jasno je, da bomo morali nekaj Stevil Zrtvovati. Vseh

%

PRESEK 48 (2020/2021) 1

29



RACUNALNISTVO

%

Stevil je 256 in ¢e hocemo imeti nekaj negativnih Ste-
vil, moramo na nekaj pozitivnih Stevil gledati kot na
negativna. Smiselno je razdeliti na polovico. Ste-
vila od 0-127 ostanejo nedotaknjena (to so Stevila
od 00000000 do 01111111) in jih interpretiramo kot
prej. Stevila od 128 do 255 pa interpretiramo kot
negativna Stevila. Namrec¢ 255 + 1 = 256, kar je v 8-
bitnem sistemu enako kot 0. Podobno velja 254+2 =
0, 253+3 = 0 in na koncu 129 + 127 = 0. Odloc¢imo
se torej, da bomo 255 = 11111111y gledali kot —1,
in tako naprej do 129 = 100000012y kot —127. Od
tod tudi razlog za ime »komplement dvojice«: v n-
bitnem sistemu Stevilo negiramo tako, da ga odSte-
jemo od 2", v naSem primeru od 2% = 256. Resiti
moramo le Se Stevilo 128, ki je samo sebi nasprotno
Stevilo in ga lahko interpretiramo kot negativno ali
pozitivnho. Dogovor je, da ga gledamo kot negativno.
To ima prednost, saj lahko predznacenost Stevila Se
vedno ugotovimo, tako da pogledamo prvi bit - 0 po-
meni nenegativno, 1 pa negativno (le preostanek se
drugace interpretira).

NaS razpon Stevil torej izgleda takole:

bitni zapis | nepredznaceno predznaceno
Stevilo Stevilo
00000000 0 0
P T T B i R s
TV Ty v R A R Jr
FYRERRETY i R R TR
P ICEREE R i i s
BT T Y T
11111110 254 -2
EECERCE R i e

Zanimiva posledica takega zapisa je, kaj se zgodi,
Ce imamo predznaceno celo 8-bitno Stevilo, ki je na

zacetku 0 in ga poveCujemo za 1 v neskoncni zanki.

Vrednost bo rasla do 127 = 01111111y, nakar bo

postala 10000000, kar si interpretiramo kot —128.

Ko na desni strani prekorac¢imo najvecjo vrednost,
pridemo ven pri najmanjsi vrednosti. Ce sedaj na-
daljujemo, bo naslednja vrednost, ko pristejemo 1,
enaka 10000001, kar si interpretiramo kot —127. Na-
to bo sledila 10000010, kar je —126. Vidimo, da
se povecCevanje pravilno obnasa, razen ko preskoci
(kar ne drzi pri predstavitvi, opisani na zacetku). To
pomeni, da lahko racunalnik s Stevili pri seStevanju
in odStevanju dela, kot da so pozitivna, in samo na
koncu drugace pogleda na rezultat.

Naredimo en primer s polnimi 32-bitnimi Stevili.
Najprej izracunajmo razpon predstavljivih Stevil v n-
bitnem sistemu. V zadnjih n — 1 bitov kot obi¢ajno
zapiSemo §tevila od 0 do 2"~! — 1. Preostala Stevila
od —2"~1 do —1 so negativna. V 32-bitnem sistemu
je torej najvecje Stevilo 23! — 1 = 2147483647, naj-
manjSe pa —231 = —2147483648.

Primer, ki si ga je enostavno zapomniti, je Stevilo
Z zapisom

= 11111111 11111111 11111111 11111111.

To Stevilo je —1, kar hitro vidimo na dva nacina. Kot
pozitivno Stevilo je enako 232—1, torej je njegova vre-
dnost 232 — (232 — 1) = 1, obravnavamo pa ga kot ne-
gativno, ker ima prvi bit 1. Se lazje, pogledamo, kaj
se zgodi, ¢e priStejemo 1: dobimo same 0 in enico, ki
pade Cez rob - torej je to Stevilo plus 1 enako 0O in je
Stevilo torej —1.

Za vajo si sedaj interpretirajmo Se Stevilo z zapi-
som

= 10100011 01011000 10110001 10101001.

Obicajno interpretirano je to Stevilo 2740498 857.
Toda vidimo, da ima na prvem mestu 1, in si ga mo-
ramo interpretirati kot negativno: izratunamo 232 —
2740498857 = 1554468439 in vemo, da zgornji
zapis predstavlja —1554468439. S tem lahko tudi
seStevamo, kot da delamo s pozitivnimi Stevili. Izra-
¢unajmo na ta nacin

= — 1554468439 + (—5),

torej 2740498857 + 4294967291 = 7035466 148,
kar v bitih izgleda kot

= 10100011 01011000 10110001 10101001
+ 11111111111111111111111111111011
=110100011 01011000 10110001 10100100
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Enica, ki gleda ¢ez, odpade in preostane vrednost,
ki si jo interpretiramo kot —1554468444, kar je
pravilen rezultat. Enako velja tudi za pris-
tevanje pozitivnih Stevil. IzraCunajmo npr.
—1554468439 + 1554468444 in pricakujemo re-
zultat 5. Res, 2740498857 + 1554468444 =
4294967301 = 232 4 5, 0z. v dvojiskem

= 10100011 01011000 10110001 10101001
+ 01011100 10100111 01001110 01011100
=1 00000000 00000000 00000000 00000101,

kar je po tem, ko odrezemo enico, enako 5.

Za konec Se trik, kako lahko hitro dobimo bitni za-
pis nasprotnega Stevila, ¢e Ze poznamo bitni zapis
originala. Postopek gre takole: vzamemo bitni zapis
originala in obrnemo vse bite (0 postane 1 in obra-
tno). Nato priStejemo 1.

Najprej preizkusimo na primeru, potem pa razlo-
7zimo, zakaj deluje. Vzemimo Stevilo 19 z zapisom

= 00000000 00000000 00000000 00010011.
Obrnemo bite in dobimo

= 11111111 111111111111111111101100.

RAZVEDRILO

PriStejemo 1, dobimo
= 11111111 11111111 1111111111101101

in trdimo, da je to —19. Pa poglejmo: kot pozitivno
Stevilo je to enako 4294967277, toda ko ga seSte-
jemo z 19 dobimo to¢no 232, kar je v 32-bitnih $tevi-
lih enako kot 0, torej je moralo Stevilo res biti -19.

Premislimo Se, zakaj postopek res deluje. Imejmo
na zacetku Stevilo X, obrat bitov pa oznac¢imo z ~X.
Pokazati Zelimo, da je ~X + 1 nasprotno Stevilo od
X. To je najlazje storiti tako, da ju seStejemo, in
moramo dobiti 0. Poglejmo, kaj se zgodi, ko seSte-
vamo ~X in X. Ker so vsi biti nasprotni, je rezultat
vedno enak 11111...11. Ko temu priStejemo 1, do-
bimo ravno same nicle in enico, ki pade ¢ez rob, torej
je rezultat res O.

Literatura

[1] D. Cohen, On holy wars and a plea for pe-
ace, Computer, 14(10), 48-54, 1981, dosto-
pno na www.ietf.org/rfc/ien/ienl37.txt,
ogled: 5. 8. 2020.

X X X
] = [ RESITEV
0|P[AIR[T|S 0]s
TofRIOITID SIT NAGRADNE
RID[E[C|K[E M[E KRIZANKE
O|P|ISE=TIR 2L
CRE A oI PRESEK 47/6
PIN[E[VIM[0]K]O L|A[T|0]= . ..
~ K| 0 B0 KALEET 0 JIEEB|L|1|S|T|A|V|E|C Zpral‘gl.r}a rl‘zsm?v nf‘grta
8= D A[R[A|L TIO|RE K[A[M|G[A[RNEE K]0 |N[Z[E[R[V[A[C[T[J]A vne_lklzaneklz_ielse
EIRIR[T|T|T 1S CE[mK[o[REIT[EEHA[R[1]0|S|T|OME|N[E|S| Stevilke Preseka je Algo-
SII[S[CE= NI CIE KB AN EKISEEBRJAREE S 0/T|0/K5| ritem. Izmed pravilnih
PIP|TEEH|U DL VIA[NEEATGA|T H A A[N[J|AR{0 KO T 1| resitev so bili izZrebani
RION|TIE|L E\C/ABEEE[S|Klo[LEEA|L|E[K|SIE|JED|0[N|[Z[0[N| VIDKAVCIC iz Crnomlja,
IRE1[Z[AB MIEIN|T[A[T|0RE& Y|L|E|N|I|AE UR|A|L[=[K|R|T| MARTIN MAH iz Smar-
EI0PINAE AWmJ‘API%CQPWTENmFRA tnega pri Litiji in EMA
AlC|A|J|& O NJEIEM[E[RIS[T|C mTNgOJ:"!.AVT HAJNSEK iz Ljubljane, ki
NI T VIEEB SITIEP|LIJIUICIA ITLIA|S|T|E|R bodo razpisane nagrade
S|O|R = AD = C | 1|\ |®|K[D[EF AT [ K[RIA[K DAV

PRESEK 48 (2020/2021) 1

31



Zgodovina znanosti v stripu

Sredi decembra 2012 je Center za mladinsko knjizevnost in knjizni¢arstvo pri Mestni knjiznici Lju-
bljana Ze tretji¢ podelil priznanja Zlata hruska. Z njimi so tokrat odlikovali kakovostno najboljsih
deset odstotkov otrosSke in mladinske knjiZzevnosti, ki je izSla v letu 2011. DMFA-zaloZniStvo je pri-
znanje prejelo za strip Zivljenja Marie Curie.

Svicarski avtor Raphaél Fiammingo, s kratkim umetni§kim imenom Fiami, v tem stripu ve¢jega formata
duhovito predstavlja nekaj izsekov iz zgodovine kemije, od Aristotela do danaSnjega casa. V vsakem
razdelku nastopa dekle ali Zenska, katere ime je razli¢ica imena Marija, v Cast veliki znanstvenici
Marie Curie. Zgodbice ilustrirajo tudi vlogo Zensk v raznih zgodovinskih obdobjih. Predvsem pa so
zabavne in obenem poucne, saj zvemo marsikak§sno zanimivo podrobnost o nastanku znanstvenih
odkritij. Med najbolj posrecenimi je zgodbica o Mendeljejevu in njegovem sestavljanju periodnega
sistema elementov. Tudi druge pripovedi ne zaostajajo. Knjigo je odlicno prevedel prof. dr. Alojz
Kodre.
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Pri DMFA-zaloZniStvo sta v Presekovi knjiznici izSli Se dve knjigi istega avtorja

e Galilejeva Zivljenja, z zgodbami iz zgodovine astronomije, od Babiloncev do danes, ter
e Einsteinova Zivljenja, z zgodbami iz zgodovine fizike, vse od Sokrata do danes.

Ta dva stripa je prav tako izvrstno prevedel Alojz Kodre. Sta enako zanimiva, zabavna in pouc¢na in
bosta bralcu brez dvoma polepSala dan.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. PodrobnejSe pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:
http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni narocniki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite v
uredniStvu Preseka po telefonu (01) 4766 633.






