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MATEMATICNI TRENUTKI

Revolucija v panogt

i

Kdaj ste nazadnje placali zamudnino za film, ki
ste si ga ogledali doma? Sploh razumete to vpraSa-
nje?

Prve izposoje filmov so potekale tako, da smo si
videokasete izposodili v videotekah in jih morali, po-
dobno kot knjige v knjiznicah, v dolo¢enem roku vr-
niti. Tako je bilo, dokler se ni v ZdruzZenih drzavah
Amerike (ZDA) pojavilo podjetje, ki je z ukinitvijo
zamudnin naredilo pravo revolucijo v panogi. Ideja
sama prihaja iz naloge na podiplomskem Studiju ma-
tematike, z naslovom Koliksna je nosilnost in kaksna
je cena ZelezniSkega vagona, ki prevaza videokasete.
ReSitev problema je pokazala, da je mogoce kasete
poceni dostavljati s poSto in tako odpraviti obiske
videotek ter tudi zamudnine, ¢e le ni naenkrat izpo-
sojenih prevec kaset. PoStna dostava videokaset je
bila v ZDA zelo priljubljena in je dobro delovala, do-
kler se ni bistveno povecala hitrost interneta.

Danes se skoraj vsi filmi prenasajo sproti in znano
podjetje, ki filme predvaja prek spleta, ima milijone
naroc¢nikov. Matematika pa je v tem podjetju Se na-
prej izjemnega pomena. Pomemben del modela de-
lovanja podjetja so namre priporocila in nasveti
uporabnikom, ki temeljijo na zbranih ocenah drugih
uporabnikov. Ker pa je ocenjenih manj kot odstotek
ogledanih filmov, si moramo pri nasvetih pomagati
z algoritmi, ki temeljijo na statistiki, teoriji grafov
in trigonometriji (slednja da npr. oceno podobnosti
in razlicnosti dveh filmov). Priporocila so tako po-
membna, da je podjetje razpisalo nagrado v viSini
milijon dolarjev za algoritem, ki bi njihov sistem na-
svetov izboljsal za vsaj deset odstotkov. Po treh letih
se je kon¢no pojavil zmagovalec, in to na prav filmski
nacin: algoritma dveh ekip sta bila skoraj identicno
ucinkovita z 10,6 % izboljSanjem, a je zmagovalna
ekipa svoj algoritem poslala 20 minut prej!

Zavec informacij si lahko preberete knjigo The Po-
wer of Networks iz leta 2017, ki sta jo napisala G.
Brinton in M. Chiang.

X X X
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MATEMATIKA

Sedezni red v nekem

gledaliscu

N2
MARKO RAZPET

- Neko gledaliSce ima sedeZe razporejene v kro-
Znih lokih v parterju in na balkonu. Krozni loki
predstavljajo vrste in so oStevilcene neprekinjeno
od 1 naprej, ne glede na to, ali so v parterju ali
na balkonu, v vsaki vrsti posebej pa je oStevilcen,

tako kot je v navadi, Se vsak sedeZ posebej.

Med pocitnicami je direktor gledaliSca ukazal, naj
se sedeZni red preuredi tako, da bo v vsaki naslednji
vrsti en sedeZ vec, poleg tega pa mora biti Stevilo
sedeZev v parterju in na balkonu enako. Nasa naloga
je odgovoriti na vprasSanje, kdaj in kako je to sploh
mogoce.

balkon

SLIKA 1.
Parter in balkon v tlorisu

Vzemimo, da je v prvi vrsti parterja x + 1 sedez,
v drugi vrsti parterja x + 2 sedeza in tako dalje, v
zadnji vrsti parterja pa y sedezev. Stevilo vseh se-
deZev v parterju oznacimo s P. Prav tako vzemimo,
da je v prvi vrsti balkona y + 1 sedeZz, v drugi vrsti
balkona y + 2 sedeza in tako dalje, v zadnji vrsti bal-
kona pa z sedeZev. Stevilo vseh sedeZev na balkonu
ozna¢imo z B. Pri tem so x,y,z nenegativna cela
Stevila in x < y < z. Potemtakem lahko zapiSemo:

"P=(x+1)+Xx+2)+...+,
B=(+1D+(O+2)+...+2z.

V vsoti za Stevilo P je v — x zaporednih ¢lenov arit-
meti¢nega zaporedja, v vsoti za B pa z—y. Vemo pa,
kako se seSteje zaporedne ¢lene aritmeti¢nega zapo-
redja. Njihova vsota je enaka produktu aritmeti¢ne
sredine prvega in zadnjega Clena s Stevilom clenov.
V naSem primeru dobimo

- P=%(X+y+1)(y—x),
B:%(y+z+1)(z—y).

NaSa zahteva je P = B = N, torej

" (x+y+1)(y-x)=(y+z+1)(z—2y)=2N.

Iz prvega dela te relacije izpeljemo enacbo

= (P -x)+ (v -x) = (22 -y + (2 - ).

PomnoZimo jo na obeh straneh s 4 in nato dobljeni
rezultat predelamo v

= 2x+ 12+ (2z+1)> =22y +1)%

4
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Nato vpeljemo naravna Stevila

" X=2x+1, Y=2y+1, Z=2z+1,

ki zadoSc¢ajo kvadratni diofantski enacbi

= X%+ 72=2Y%

Pri tem so X, Y, Z liha Stevila in zanje velja X < Y <
Z. Z njimi izrazimo

= x:%(X—l), y:%(Y—l), z:%(Z—l).

Ker lahko zapiSemo

" (Z-X)?+(Z+X)?=2(X*+2Z% =4Y% = (2Y)?,

sestavljajo soda naravna Stevila Z — X,Z + X in 2Y
pitagorejsko trojico. To pomeni, da obstajata primi-
tivna pitagorejska trojica (a, b, c), kjer je a < b, in
naravno Stevilo u, tako da veljajo enacbe

= Z—-X=2ua, Z+X=2ub, 2Y =2uc,
iz katerih sledi
* X=ub-a), Y=uc, Z=ula+b),
in nazadnje
1
"X = §(u(b—a) - 1),
= l( c—-1)
y - 2 IJ ’
z= %(u(b +a)-1).
Stevilo 2N nato brez vecjih tezav izrazimo takole:
L o2 2
= 2N = (x+y+1)(y—x)=Z(Y - X°)
2
_ Mo 2y 15
= 4(0 (b—-a)°) zuab.
Nazadnje je pred nami preprosta formula

1
= N = —uab.
411
Ponovimo (ve€ o tem najdemo na primer v [1, 2]).
V primitivni pitagorejski trojici (a,b,c) so Stevila
a,b in ¢ naravna, brez skupnega faktorja, in zanje
velja zveza a® + b® = c°. Trikotnik s stranicami

MATEMATIKA

==
w |
(o)

9 3 4 5 4 22 : 31 : 243

1 16 : 63 : 65 : 23 : 32 : 39 : 252

3 8 15 : 17 : 10 : 25 : 34 : 270
TABELA 1.

Nekaj resitev naloge

a, b, c je pravokotni, a in b sta njegovi kateti, ¢ pa
hipotenuza. Brez Skode za sploSnost vzamemo, da
je a < b. Eno od Stevil a in b je liho, eno sodo,
Stevilo ¢ pa je vedno liho. Primitivne pitagorejske
trojice (a, b, c) generiramo z dvema naravnima Ste-
viloma m in n s formulami

2_n2 b=2mn, c=m?+n?

"a=m
kjer sta si m in n tuji Stevili razlicnih parnosti ter
m > n. Ce se zgodi, da je a > b, §tevili a in b za
potrebe naSe naloge med seboj zamenjamo. Vsaka
pitagorejska trojica je produkt neke primitivne z ne-
kim naravnim Stevilom.

Za neko primitivno pitagorejsko trojico (a,b,c)
in naravno Stevilo y morajo biti x,y,z v nasSi na-
logi naravna Stevila, zato mora biti faktor u liho Ste-
vilo. Za najmanjSo primitivno pitagorejsko trojico
(3,4,5) dobimo za u =1 Stevilax =0,y =2,z =3
in N = 3, ki nam dajo zelo majhen sedeZni red s Se-
stimi sedezi, tremi v parterju in tremi na balkonu.

%
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MATEMATIKA

SLIKA 2.
Parter in balkon s skupno 2N = 210 sedeZi

Vecjega dobimo z isto trojico za yu = 3, in sicer x =
l,y=7,z=10in N = 27.

Za pitagorejsko trojico (12,35,37)inu =1 je x =
11,y = 18,z = 23 in N = 105. S tem smo naSli
sedeZzni red z 210-imi sedezi, 105-imi v parterju in
105-imi na balkonu (slika 2).

Takih zgledov je neSteto. V poStev pride vsaka pri-
mitivna pitagorejska trojica (a, b, ¢) in liho Stevilo p.
Nekaj primerov je zbranih v tabeli 1, ki je urejena
glede na narascajoce N in je lahko direktorju gleda-
liS¢a v pomo¢ pri nac¢rtovanem sedeZnem redu.

Naloga. DokaZzi, da je Stevilo N v naSi nalogi vedno
deljivo s 3.

Literatura

[1] J. Grasselli, Diofantske enacbe, DMFA, Ljubljana
1984.

[2] 1. Vidav, Algebra, Mladinska knjiga, Ljubljana
1972.

Srecanje

N Z
IVAN LISAC

9

Uvod

Skupina prijateljev zivi vzdolz daljSe lokalne ceste.
Za skupna srecanja Zelijo izbrati tak kraj x, da bo
skupna poraba oz. kar skupna prevoZena razdalja
¢im manjSa. Jim lahko pri izbiri tega kraja kako po-
magamo?

Srecanje vzdolz premice

Zravnajmo v mislih cesto v premico in opremimo
kraje ob tej cesti s koordinatami

" g <ar<---<any. (1)

Za poljuben realni x lahko izracunamo vsoto
n

= S(x) =) |x—ail, )
i=1

ki nam pove vsoto razdalj tocke x od tock a;.

Primer. Vzemimo

" (a1,az,a3,a4,as) = (2,4,7,8,13).

Potem jenpr. S(5) =3+1+2+3+8=17.

Poskusimo poenostaviti izraz za S(x). Tocke
a,...,a, nam razdelijo premico na (najve¢) n + 1
intervalov. Od teh sta prvi in zadnji neomejena. Vze-
mimo k med 1 in n — 1 in si oglejmo zozitev Si(x)
funkcije S(x) na interval [ak, akx+1]. Za x na tem in-
tervalu velja ay < x < ay41 in zato (upoStevamo Se
definicijo absolutne vrednosti)

k n
= Six) =D (x—a)+ > (aj-x) 3)

i=1 Jj=k+1

k n
=k-(m-k)x->ai+ > aj

i=1 j=k+1
=k —n)x — Sg + (Sn — Sk)
=2k —n)x + (Sy — 2Sk),

6
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kjer smo oznacili Se Sy = Zle a; in podobno S, =
>, a;. Opazimo lahko, da je zoZitev Sk (x) pravza-
prav linearna funkcija spremenljivke x s koeficien-
tom (2k — m) in stalnim ¢lenom (S, — 2Sk). Zgornja
izpeljava velja tudi za oba neomejena intervala in zo-
zitev Sp(x) na intervalu (—oo, aq] ter zoZitev S, (x)
na intervalu [ay, o).

Funkcija S(x) je torej odsekoma linearna. Sose-
dnje zozitve Si(x) in Ski1(x) imajo v toCki api1
enako vrednost, saj je razlika vrednosti enaka

= Sk+1(ak+1) — Sk(ak+1)
=(2(k+1) -n)aks1 +Sn — 28k
— 2k —n)axs1 — Sn + 25k
=2ak+1 — 28k+1 + 25k = 2ax+1 — 2ak+1 = 0.

Iz enakosti (3) razberemo tudi, da funkcija S (x)
pada na intervalu [ag,ax+1] za k < n/2, saj je tam
koeficient 2k — n ustrezne linearne funkcije negati-
ven ali pa kve¢jemu 0. Podobno Sy (x) narasca na in-
tervalih [ay,ar+1] za k = n/2, saj je tam koeficient
2k — m pozitiven ali pa enak 0. Meja pa je ravno
pri k = n/2 (ko je n sodo Stevilo).

Funkcija S (x) torej na nekaj levih intervalih pada,
saj so zoZitve Si(x) tam padajocCe in nosijo sosednje
zozitve v skupni toc¢ki enako vrednost. Na ostalih
desnih intervalih pa funkcija S(x) narasc¢a (podoben
razlog). Velja torej:

= Ce je n liho §tevilo, potem funkcija S(x) doseze
minimum v tocki an+1),2.

= Ce je n sodo §tevilo, potem funkcija S(x) doseze
minimum na intervalu [a 2, an/2+11.

Primer take funkcije S(x) = [x-2|+|x—4|+|x—7|
kaze slika 1. Na njej je razviden minimum v tocki
x=4inS54) =2+ 0+ 3 = 5. Zanimivo je, da je
za lihi n optimalna tocka odvisna samo od srednje
vrednosti a(n+1),2, ni¢ pa od ostalih vrednosti. Za
sodi n pa je optimalna toc¢ka poljubna na intervalu
med dvema srednjima tockama [an2, anj2+1]-

Srecanje prijateljev krajanov

Vzemimo sedaj, da Zivi v kraju s koordinato a; kar
pi € N prijateljev. Skupaj je torej p = >, p; vseh
prijateljev, ki bi se radi srecali. Kako reSimo tak
problem? Vzemimo npr. (a;,az,a3) = (2,4,7) in

MATEMATIKA

10 T T T

ff(x)
f2(x)
3(x)

SLIKA 1.
Sx)=I|x-2l+|x—-4|+|x —-7|

(p1,p2,p3) = (3,1,5). Problem prevedemo na prej-
Snjega tako, da prijatelje iz istega kraja navedemo
veCkrat: za prvi kraj trikrat, za drugi kraj enkrat,
za tretji kraj petkrat. Tako dobimo zaporedje b =
(2,2,2,4,7,7,7,7,7) z resitvijo bs = 7 in §(7) =
3Xx5+1x3+5x0 = 18. Tako vidimo, da kraji z ve-
¢jim Stevilom prijateljev vleCejo optimalno tocko x
k sebi.

Kam postaviti Solo?

Vzemimo sedaj blokovsko naselje, po katerem se gi-
bljemo zgolj v vodoravni in navpicni smeri (slika 2 -
tloris). V nekaterih tockah Zivijo dijaki, ki bodo obi-
skovali Solo. Kam jo postaviti, da bo skupna vsota
razdalj do Sole ¢im manjSa? Tu ima vsaka tocCka
dve koordinati, recimo (ai,b;). Razdalja do tocke
(az, bp) je tu definirana kot |az —aq| + |b, — by |. Pra-
vimo ji tudi Manhattan metrika.

Kako pois¢emo optimalno tocko sedaj? Funkcija
S(x,y) ima sedaj dva argumenta in velja

M=

= S(x,y) =D (Ix—axl+1y —bl) = 4)

k=1

n
=Y Ix—akl+ > |y —bxl =
k=1 k=1

= Sa(x) + Sp(¥)

M=

kjer smo z S;(x) in Sp(y) oznacili ustrezni dve
vsoti. Vidimo, da dvorazseZni problem razpade na
dva, med seboj neodvisna enorazsezna problema, ki

PRESEK 47 (2019/2020) 1




MATEMATIKA
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SLIKA 2.
Sola v blokovskem naselju

ju Ze znamo reSiti od prej. Primer na sliki 2 ima
devet (Crnih) tock, katerih urejene a koordinate tvo-
rijo zaporedje (2,2,3,4,6,6,8,9,9), urejene b koor-
dinate pa tvorijo zaporedje (1,2,3,3,4,4,5,7,7).
Optimalna (rdeca) tocka za Solo nosi torej koordi-
nati (6,4), funkcija S(6,4) pa ima vrednost S;(6) +
Sp(4) = 21 + 14 = 35. Podobno kot prej lahko razsi-
rimo problem optimalne tocke na kraje, v katerih je
po vec dijakov hkrati.

Stirje prijatelji

Stirje skavti so se na obsezni ravnini oddaljili drug
od drugega. Sedaj se Zelijo srecati tako, da bo nji-
hova skupna hoja ¢im krajsa. Razdalja je tukaj obi-
Cajna evklidska razdalja, tj. dolzina zveznice dveh
tock, ki jo izratunamo po Pitagorovem izreku. Pri-
vzemimo, da njihovi poloZaji A, B, C in D tvorijo ogli-
§c¢a konveksnega Stirikotnika. Naj bo tocka E prese-
CiScCe diagonal AC in BD, F pa poljubna druga tocka
v notranjosti Stirikotnika. Oglejmo si sliko 3.

Ker je tocka E preseciSCe diagonal, gre najkrajSa
pot od tocke A do tocke C preko tocke E. Poljubna
druga pot od tocke A preko tocke F do tocke C je
daljSa od prve (trikotniSka neenakost). Podobno ugo-
tovimo, da je pot od toc¢ke B preko tocke E do tocke
D krajSa kot pot od toc¢ke B preko tocke F do tocke
D. Res je torej E iskana optimalna tocka. Natanc¢ni
bralec lahko premisli robni primer, ko je tocka F
na eni od diagonal. Primer nekonveksnega Stiriko-
tnika tu opustimo.

SLIKA 3.
Stirje prijatelji

Trije prijatelji

Poglejmo si Se primer treh prijateljev. Ta bo tezji
od predhodnega. Denimo, da so se trije skavti odda-
ljili drug od drugega v tocke A, B in C. IS¢emo takSno
optimalno tocko F, da bo vsota razdalj FA + FB + FC
minimalna. Povejmo vnaprej:

= [z optimalne toc¢ke F vidimo stranice trikotnika
AABC pod koti 120°.

Oglejmo si najprej pomozni Vivianijev izrek. Vze-
mimo poljuben enakostranicni trikotnik AA’B’C’ in
poljubno notranjo tocko G.

= Vsota razdalj od tocke G do stranic enakostranic-
nega trikotnika AA'B’C’ je neodvisna od izbire
tocke G.

Res. TocCka G porodi tri trikotnike AA'B'G,
AB'C'G in AC'A’G, katerih vsota ploScin je ocitno
enaka ploSc¢ini enakostrani¢nega trikotnika AA’B’C’
(slika 4). Visine teh treh trikotnikov zadosScajo enac-
bi av, +avy +av. = 2P, kjer je a stranica trikotnika
AA'B'C’, P pa njegova ploScina. Enakost delimo z a
ter preberemo: vsota viSin je 2P/a, kar je neodvisno
od izbire tocke G. Dokazano.
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SLIKA 4.
Vivianijev izrek

Poglejmo sedaj Se sliko 5. Na njej je osnovni triko-
tnik AABC ter tocka F, iz katere Ze vidimo stranice
trikotnika pod koti 120°.

Trikotniku AABC priredimo pomozni trikotnik
AA'B’'C’ tako, da nacrtamo v tockah A, B in C pra-
vokotnice na daljice FA, FB in FC. PreseciSca teh
pravokotnic med sabo poimenujmo A’, B" in C’. Kot
pri tocki A’ je cetrti kot v Stirikotniku A’CFB in meri
360° — 120° — 2 x 90° = 60°. Podobno ugotovimo
za kota pri tockah B" in C’. Torej je AA’B'C’ enako-
stranicni trikotnik.

Opazimo, da so tri rdece daljice s krajiS¢em F raz-
dalje do oglis¢ A, B in C v trikotniku AABC, hkrati
pa tudi razdalje do stranic trikotnika AA’B'C’. Vze-
mimo sedaj Se poljubno drugo tocko G in iz nje po-
tegnimo zelene daljice GH, GI in GJ pravokotno na
stranice A’'B’, B'C’ in C'A’.

Tri zelene daljice pa so prav tako razdalje do stra-
nic trikotnika AA’B’C’, zato po Vivianijevem izreku

MATEMATIKA
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SLIKA 5.

Fermat-Toricellijeva tocka F

velja FA+FB + FC = GH + GI + GJ. Zelene razdalje

GH, GI,GJ pa so krajsSe od ¢rnih razdalj GC,GA, GB,
saj je npr. GI pravokotna na B'C’, GA pa ne. Torej
je FA+ FB + FC < GC + GA + GB, pri Cemer je bila
G poljubna druga notranja tocka. Res je torej F op-
timalna toc¢ka. Pravimo ji tudi Fermat-Toricellijeva
tocka.

Opomba. Ta razmislek velja za trikotnike, ki imajo
vse kote najveC 120°. Ostale primere tudi tu opu-
stimo. Enostavno konstrukcijo tocke F in nekaj do-
datne analize najde bralec v viru [2].

Literatura

[1] D.R. Davis, Modern college geometry, Cambridge,
Massachusetts: Addison-Wesley Press, Inc., 1949.

[2] Fermat point, dostopno na Wikipedia, en.
wikipedia.org/wiki/Fermat_point, ogled 24.
7.2019.
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- Ramanujan na 223. strani Druge belezke trdi na-
slednje (glej sliko 1):

Vzemimo daljico MM’ in tako tocko R na polkroznici
nad MM', da je ZM'MR < 1t/4. Naj bo P presecisce
pravokotnice na MM’ v R z daljico MM’. Izberimo
tocko Q na polkroznici nad MP, da bo |PM'| = |PQ].
Ce P deli daljico MM’ v razmerju zlatega reza, potem
premici MQ in MR sovpadata.

SLIKA 1.

Spomnimo, da P deli daljico MM’ v razmerju zla-
tega reza natanko tedaj, ko je |MP|/|PM'| =
IMM'|/|MP].

= Dokazi Ramanujanovo trditev. DokaZi tudi, da se
to zgodi natanko tedaj, ko velja [MP| = |[M'R]|.

= Uvedimo oznake ¢, = ZM'MQ, @2 = /ZM’'MR in
A =|MM'|/|MP|. Dokazi, da je singp; = A —11in

2/A -1
-
Ramanujan je ti zvezi uporabil pri ugotovitvi, da je

razmerje nihajnih ¢asov nitnih nihal z odmikoma
4@, in 2@; od ravnovesne lege ravno A.

= sin(2@y) =

Resitev. Pogoj ZM'MR < 1/4 zagotavlja, da je
|MP| > %IMM’I. To pomeni, da tocka Q obstaja. Naj
bo D presecisce daljice MR s polkroznico nad MP.
Po Talesovem izreku o obodnih kotih je ZMDP =
/MRM’ = 11/2, zato sta premici PD in M'R vzpo-
redni, ter ZPDR = Z/M'PR. Sledi /ZRPD = /PRM’,
zato sta trikotnika ARDP in AM’'PR podobna. Od
tod dobimo |PR|%? = [M'R| - |DP]|. Po drugi strani pa
nam Evklidov viSinski izrek za AMM’'R zagotavlja
|PR|2 = |MP| - |[PM’|. Torej je

IM'R| _ |PM'|
IMP| ~ |DP|"

Trikotnika AMPD in AMM’R sta tudi podobna, zato
IMM'|/|IMP| = |[M'R|/|DP]|. Sledi

(1)

MM'|  IMP| (IPM’I>2 @

IMP| ~ |PM’| \ |DP]

Torej tocka P deli daljico MM’ v razmerju zlatega
reza natanko tedaj, ko je |[PM’| = |DP|. Enakost (1)
nam tudi pove, da se to zgodi natanko tedaj, ko je
IMP| = |M'R]|. Po konstrukciji tocke Q pa se to zgodi
natanko tedaj, ko Q in D sovpadata, kar je ekvivalen-
tno trditvi, da premici MQ in MR sovpadata. S tem
je Ramanujanova trditev dokazana.

Ker je [MP|singp; = |PQ| = |PM’| in |PM'| =
IMM'| — |[MP|, imamo sing; = A — 1. Ker pa je Se
|IMP|sin@, = |DP|, iz (2) dobimo sin® @2 = (A -
1)/A. Torej je

4A-1)

Az
To pa Ze dokazuje zahtevano enakost, saj je 2@» <
TT.

= sin® (2@») = 4sin’ @ (1 — sin? ()92) =

X X X

10
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Kdaj postane (motorno) kolo
dvosledno vozilo

NN
FERDINAND GRESOVNIK

- Ko s kolesom z mokrega dela kolesarske steze
zapeljemo na suhi del, se za njim pojavi sled. Na-
vadno se sledi sprednjega in zadnjega kolesa vsaj
delno, ¢e ne v celoti prekrivata, ¢e vozimo narav-
nost. Kaj pa, ¢e zapeljemo v ovinek? Takrat imamo
krmilo zasukano za kot ¢; sledi sprednjega in za-
dnjega kolesa se ne prekrivata. Poglejmo, pri ko-

likSnem najmanjSem kotu zasuka se sledi locita.

Najprej naredimo poskus z modelom kolesa. Ko-
lesi smo namazali s tempera barvico, krmilo zasukali
za kot ¢ in se zapeljali po svetlem papirju. Kolesi sta
na papirju pustili sledi (slika 1). Ce je zasuk krmila
ves cas enak, sta sledi koncentri¢na krozna loka.

Zasulk krmila je konstanten

Obravnavajmo primer, ko je zasuk krmila konstan-
ten in kolesi ne drsita. Papir s sledjo smo fotogra-
firali in fotografijo vstavili na risalno povrsino pro-
grama GeoGebra. Na fotografirani sledi smo poiskali
tri toCke in narisali kroznico. Potem smo poiskali
srediSce te kroZnice in narisali Se kroZnico skozi iz-
brano tocko na drugi sledi. KroZnici se lepo ujemata
s sledema (slika 2). Po sledeh lahko tudi sklepamo,
v kateri smeri se je premikalo kolo. Ker se sled za-
dnjega kolesa zacCne prej kot sprednjega, vemo, da
se je kolo gibalo v nasprotni smeri urinega kazalca,
torej v pozitivni smeri.

Narisimo Se skico (slika 3). Tocko dotika zadnjega
kolesa s podlago ozna¢imo z Z, sprednjega pa z S.
Koordinatno izhodiS¢e je v tocki O. Vzemimo, da
imata sprednje in zadnje kolo enaka polmera in da je
medosna razdalja med kolesoma konstantna, ozna-
¢imo jo z d. Ce kolesi nista enako veliki, vzamemo
za d projekcijo daljice, ki povezuje osi koles na vo-

SLIKA 1.

Naredili smo model kolesa. Krmilo smo zasukali za kot ¢ in ga
drzali ves ¢as v isti legi. Sprednje in zadnje kolo naredita sledi,
ki sta koncentricna krozna loka.

doravnico. Smer sprednjega kolesa je oznacena s ko-
tom «, smer zadnjega pa s kotom S, merjeno glede
na os x.

Ce se sti¢na tocka prednjega kolesa S giblje po
kroZnici in je zasuk krmila, to je kot ¢, stalen, se
ohranja tudi kot med sprednjim in zadnjim kolesom.
Ker se S giblje po kroznici K, se tudi zadnje kolo gi-
blje po kroznici, ki ima manjsi polmer, to je po XK.
Trikotnik OZS je pravokotni trikotnik s pravim ko-
tom v Z, hipotenuza je polmer kroga X, to je R,
kateti pa polmer kroZnice, po kateri se giblje zadnje
kolo, to je R,, in medosna razdalja med kolesi, to

je d.
Iz slike razberemo, da velja
d d
" R = R, = .
* " sing " tan ¢
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SLIKA 2.

Na sledi zadnjega kolesa smo izbrali tri tocke in narisali kro-
Znico. Potem smo na drugi sledi izbrali tocko in narisali kon-
centri¢no kroznico. KroZznici se lepo ujemata s sledema.

Yy t1
&)

0 ro @

¢ R, /I’ I’I ¢
/C:/,’ S
R: /// d //
7 K
SLIKA 3.

Sticna tocka sprednjega kolesa je S, zadnjega pa Z. Krmilo
zasukamo za kot ¢. Sprednje kolo se giblje po kroznici Kj,
zadnje pa po kroznici XK.

V obeh izrazih zasledimo povezavo med medosno
razdaljo d in kotom zasuka krmila ¢, kar pomeni,
da je medosna razdalja zelo pomembna pri obvla-
dovanju ostrih zavojev, ko je ¢ velik in sta radija
kroznic majhna. Zato je zaradi varnosti kot ¢ pri
motornih kolesih omejen na kot, ki je precej manjsi
od 90°. Pri kolesu sicer krmilo lahko zasukamo tudi
za veC kot pravi kot, ampak bolje je, da tega ne po-
skusSate, Ce niste zelo spretni, pa Se to raje ne delajte
med voznjo.

In kdaj sta sledi lo¢eni? Polmera kroZnic se mo-
rata razlikovati vsaj za polovi¢no vsoto skupne sledi
koles. Naj bo debelina sledi sprednjega kolesa d,
zadnjega pa d., potem mora veljati

ds +d;
—
Razliko polmerov izrazimo s kotom ¢ in dobimo

_ . d dcos¢p d(l-cos¢)
? sing singp singp

= R, — R, >

n RS_R

Ce upostevamo $e povezave med celimi in polovi¢-
nimi koti, je

2d sin?(%

u RS_RZ:T(Z)d):dtan%
2sin = cos 5

in konc¢no
ds +d

. dtan% > %

O locenosti sledi torej odlocata kot zasuka in medo-
sna razdalja koles.

Za konec smo se poigrali Se s cikcakasto voZnjo.
Da smo locili sledi sprednjega in zadnjega kolesa,
smo zadnje kolo obarvali z rdeco tempera. Sledi sta
na sliki 4.

A

-
———

SLIKA 4.
Zasuk krmila smo med voznjo po papirju spreminjali. Sled za-
dnjega kolesa je rdeckasta, sled sprednjega pa modra.

Pri voznji s kolesom pa le poglejte, kaksni sledi
puscata kolesi. In seveda vozite z ustrezno opremlje-
nim kolesom, ¢elado in po pameti!

X X X
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Naredimo Galilejev

termoskop

N2
NADA RAZPET

- Danes imamo na voljo digitalne, infra rdece in
alkoholne termometre. Z njimi si merimo telesno
temperaturo, preverjamo temperaturo pri pecenju
in serviranju hrane ali pa ugotavljamo, kolikSno
temperaturo imamo v stanovanju ali zunaj njega.
Vcasih pa ni bilo tako (glej [1]), saj ljudje niso imeli
na voljo ustreznih merilnikov temperature in so se

morali zanasati na obcutke.

Spomnimo se poskusa, ko v tri kozarce nalijemo
hladno, mla¢no in toplo vodo (slika 1). Temperature
vode v kozarcih so po vrsti T} < Tp < T3. Tempe-
ratura tople vode ne sme presegati 40 °C, saj bi ob-
cutljive osebe pri poskusanju lahko dobile opekline.
Najprej kazalec ene roke pomoc¢imo v hladno, kaza-
lec druge roke pa v toplo vodo in po¢akamo kaks$no
minuto. Nato oba kazalca hkrati pomoc¢imo v koza-
rec z mla¢no vodo. S kazalcem, ki je bil prej v topli
vodi, obCutimo, da je voda hladna, s kazalcem, ki je
bil v hladni vodi pa, da je topla. Ampak oba kazalca
sta vendar v istem kozarcu in merita isto tempera-
turo. Zakaj ne obcutimo enako?

Nasi obcutki so odvisni od temperature okolice, v
kateri smo imeli kazalce pred zadnjim merjenjem. S
prsti torej ne moremo objektivno meriti temperature
tekocin, pa Se v vsako tekoc¢ino ne smemo pomakati
rok.

Med prvimi, ki so poskusSali narediti pripomocek
za merjenje temperature, je bil Galileo Galilei (1564-
1642). Ta je okoli leta 1592 naredil termoskop. To je
bila steklena okrogla posoda z dolgo cevko. Z roko
je stekleno posodo segrel in cevko potopil v posodo
z vodo. Ko se je zrak v okrogli stekleni posodi in
cevki ohlajal, se je po cevki voda dvigala. Cim veéja
je bila razlika med prej segretim zrakom v stekleni
krogli in seveda tudi v cevki, ter okolico, tem viSje se

&\ \F
LA

Temperature vode v kozarcih so po vrsti z leve na desno T} <
T> < T3. Najprej pomocimo kazalca v hladno in toplo vodo,
nato pa oba v mla¢no vodo.

je dvignila voda. Zdaj je lahko Galileo primerjal tem-
peraturi dveh snovi in ni bil ve¢ odvisen od obcut-
kov. Pripomnimo Se, da se lahko voda v cevki dviga
ali spusca tudi zaradi spreminjanja zracnega tlaka v
prostoru, kjer merimo temperaturo.

Beseda termoskop (termo-skop) izhaja iz dveh gr-
Skih besed: ¥epuédc, kar pomeni vroc, topel, in iz
oxonéw, kar pomeni gledam, opazujem.

Na zacetku termoskop ni imel merilne skale, dodal
mu jo je kasneje zdravnik Santorio Santorini (1561-
1636). Nekateri celo menijo, da je Santorini izdelal
prvi termoskop. Kako dolo¢imo skalo? Za doloca-
nje skale je potrebno dolociti temperaturi dveh stanj.
Vcasih so za eno izmed njih vzeli normalno telesno
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SLIKA 2.
Zrak v posodi in cevki se ohlaja, stolpec vode se dviga.

temperaturo, to je okoli 37 °C, za drugo pa lediSce ali
vreliS¢e vode. Potem so vmesno razdaljo razdelili na
enake dele. Vsak proizvajalec je stanji in Stevilo raz-
delitev dolocil po svoje, zato so bile skale razli¢ne.

Naredimo termoskop

Preprostega termoskopa ni tezko narediti. Vzamemo
manjSo plastenko, v pokrovcku naredimo luknjo in
vanjo vtaknemo slamico. Morebitne reZe zapremo
s silikonom ali kakSnim tekoc¢im lepilom. Mi smo
uporabili kar lepilo UHU. Plastenko segrejemo z roko
in cevko potopimo v kozarec z vodo. Vodo smo
zaradi boljSe vidljivosti obarvali (glej sliko 2). Pla-
stenko nato drzimo za pokrovcek, da ne segrevamo
ali ohlajamo zraka v plastenki in cevki, ter opazu-
jemo, kako se voda dviga in na kateri viSini se dvi-
ganje ustavi. Ce imamo na voljo $e infrardeci ter-
mometer, lahko spremljamo spreminjanje odvisno-
sti viSine vode v slamici od temperature zraka v pla-
stenki in cevki. Ce plastenko ne segrevamo z roko,
ampak nad radiatorjem, hitro opazimo, da je nava-
dna slamica za pitje sokov prekratka; takrat je treba
vzeti daljSo cevko. Tudi Ce je prostor zelo hladen,
navadna slamica ni dovolj dolga. Ko plastenko in
posodo z vodo prenesemo v drug prostor, se stol-

pec vode dvigne, ¢e je prostor hladnejsi, in spusti,
Ce je prostor toplejsi. Zakaj? Ce je prostor toplejsi,
se zrak v plastenki segreva, tlak zraka narasca in po-
riva stolpec vode navzdol, ¢e pa je hladnejsi, tlak v
plastenki pada in vodni stolpec se dviga. Pri alko-
holnih termometrih je drugace. Tam je alkohol v za-
prti cevki. Nad alkoholnim stolpcem je zelo nizek
tlak, skoraj vakuum, in alkoholni stolpec se dviga ali
spusca zaradi raztezanja ali kr¢enja pri segrevanju
ali ohlajanju. Tudi steklena cevka, v kateri je alko-
hol, se kr¢i ali razteza, vendar je ta raztezek/skrcek
majhen v primerjavi z raztezkom/skrckom alkohola.
Stolpec alkohola v cevki se torej dvigne, Ce je tem-
peratura prostora viSja, in spusti, Ce je temperatura
prostora niZja. Za boljso vidljivost je navadno al-
kohol obarvan rdece. Pri alkoholnem termometru je
dvig stolpca povezan z vi§jo temperaturo, pri termo-
skopu pa z niZjo temperaturo, lahko bi rekli, da ima
termoskop negativno skalo.

Dolocimo skalo termoskopa

Po nekaj zacetnih meritvah smo hitro ugotovili, da
mora biti temperatura vode v kozarcu ves ¢as me-
ritev priblizno enaka. Zato smo kozarec izolirali z
dvojnim papirnatim kozarcem in nanj postavili po-
krovcek. Prav tako mora biti tudi viSina potopljenega
dela cevke ves cas enaka, saj se z globino tlak veca,
zato smo plastenko s cevjo in kozarcem pritrdili na
stojalo, kot kaZe slika 3.

Dolocanje skale

Najprej smo plastenko segreli z roko, jo postavili
v stojalo tako, da je bila cev skoraj do dna poto-
pljena v kozarec z vodo. Ko se je vodni stolpec usta-
lil, smo oznacili nivo vode. Temperatura v prostoru
je bila 19 °C. To je bila naSa zacCetna tocka. Nato
smo termoskop s stojalom prenesli na stopniSce, v
neogrevano sobo in na balkon. Temperature in vi-
Sino stolpca smo zapisali v preglednico in narisali
graf odvisnosti viSine vodnega stolpca od tempera-
ture zraka v prostoru.

T[°C]
hlcm]

19 :13,5: 10 : 6
0 :11,8:17,5: 27
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Plastenko s cevjo smo obesili na stojalo in cev potopili v koza-
rec z obarvano vodo. Tudi kozarec smo pritrdili na podstavek
stojala.

.
hlemN4°C

36

34 8cm

32

30

28

26

24

22

20

18

16

14

12

10

8

6

4

2

0

2 2 4 6 8 1012 14 16 18\0 22 T[OC]

Lo ___

SLIKA 4.

Graf odvisnosti viSine vodnega stolpca od temperature zraka.
Rdeca tocka je meritev po prenosu termoskopa v prostor s tem-
peraturo 21 °C.

Ker smo graf risali z GeoGebro, je program sam
narisal premico, ki se najbolj prilega meritvam. Iz
grafa na sliki 4 razberemo, da se pri razliki tempera-

FIZIKA

tur za 4 °C vodni stolpec dvigne ali spusti za 8 cm,
odvisno, ali se temperatura zniza ali zviSa. ViSina
stolpca se torej spremeni za 2 cm, Ce se temperatura
spremeni za 1 °C. Za kontrolo smo po meritvi na bal-
konu termoskop prenesli v sobo, kjer je bila tempe-
ratura 21 °C. Zadnja meritev je prikazana na sliki 5.
Stolpec vode se je ustalil 4 cm niZe kot pri zacetnem
merjenju pri 19 °C. Torej je skala dobro umerjena.
Termoskop je po dolocitvi skale postal termometer.

SLIKA 5.
Visina vodnega stolpca pri 21 °C se je znizala za 4 cm glede na
visino pri 19 °C, ki jo kaze rdeca Crtica na cevki.

Termoskopa ne smemo dolgo zadrZevati na me-
stih, Kjer so nizke temperature, saj se lahko voda v
kozarcu kljub izolaciji preve¢ ohladi, tlak v plastenki
se mocno zniza in plastenka se zacne deformirati.
Takrat se sliSi pok in stolpec vode se hitro zniza.

V dobi digitalne tehnike je dobro vedeti, kako so
osnovne merilne tezave premagovali nekdaj. Pri po-
novitvah starih poskusov pa si pridobimo tudi nekaj
eksperimentalnih izkuSenj. UspeSno merjenje vam
Zelimo.

Literatura
[1] J. Strnad, O merjenju temperature in termome-

trih: 1z zgodovine fizike, Presek 11 (1983/1984),
1, 34-39.

PRESEK 47 (2019/2020) 1

15



RAZVEDRILO

A2

Nagradna krizanka

- 0 SPANSKI
ISTEM ZNAKOV, < BAROCNI
KIOMOGOCASLEPIM | 5, MR | APAMOVA | g yeag
BRANJE IN PISANJE IN GRAFIK
(JUSEPE DE)
5
SLIKARSKA
GALERIJA
V MILANU
LOVSKI ALI
RUDARSKI
OKOLIS
EDINO
JORDANSKO
PRISTA-
NISCE
GLASBENIK
VAN JOHN
VIDAV NEKD SVED.
TENISAC
NEMZKA (STEFAN)
VESLACICA 3
(JULLIA)
ENOTA
_ ZAD0Z0
) / SEVANJA
ENAKOSTR. NEMSKI
STAROD | yepag | POKOINI leripikoThIK SKLADAT.
ke |AVTOBUSNA | PLENJENJE | JORUBSKO RACUNAL-
JURCEK PRAVILNEM AMERISKA (WERNER)
POSTAIA | DIVJADI | MESTO | Gevp\l | NIKAR | AMERTNS st
V NIGERUI ZAKRAJSEK | BOZGN s
NEVARNA
AFRISKA
MRZLICA
NAVIDEZNI PREMIK 5 BRITANSKA
OPAZOVANEGA e PEVKA
o ZARAD | KOLICINO | (VELIKA | MATIKE | ORK
SPREMEMBE POLO- SLAVILNA
zaJa0PAzZOVALCA | PADAVIN | NAGRADA) PESEM
i 6|
SLOVESA VOZILO, DEL PROZ-
oD DEL NEGA DELA
POKOJNIKA VLAKA | SIVIPINOT |
RIMSKA TGRALKA DLAKE POD
0PLOV BOGINJA, LIUB- | BERGMAN NOSOM
ELEKT- JGINIA, | jansko 2
RICNI socA | POKOPA- | [ipice\y OBSEGA ALT
AVTOMOBIL SATURNA | “SCE | (aiBERTO) DOLZINE
PRODUKT GLAVNO 7
TELESNA MESTO
RUBIDI) VAJA ZA ZAMBLIE
ZBRANOST
PRIJOGI LUTECL
FRANCOSKI VZPORED- STOPNJA
ASTRONOM, NICA SORODSTVA
FIZIK IN FRANCOSKA HUMO-
| MATEMATIK IGRALKA RISTKA
(DOMINIQUE) (SABINE) PUTRIH
NAS NEKD. NAS POKOJ, NAS NEKD.
ORJASKI KANUIST 13 NOGOMETAS NOGOMETAS
SEVERNI (SRECK0) (ZORAN) (MILENKO)
JELEN IGRALEC MENIENO
BOGARDE JAMSTVO VEDA
KRIZISCE 17 RUSJANOVO ISTOVE-
KARAVAN- LETALO TENJE
SKIH POTI 1ZBOGINA GLASBENIK
V OSRED. IN VBOCINA (KAREL)
NIGRU NA VODI S0SS
OMEJE- PISATELJ INDLISKI
VANJE FLISAR SAHIST
PRAVIC ASTRO- (VISVA-
ALISVO- NOMICAL NATAN)
BOSCIN JOURNAL TANTAL
ESTONSKI 4 SPORTNIK
OTOK, TEKAC, VELIK
CETRTI SKAKALEC MEHISKI
NAJVECJI ALI POLOTOK
V BALTIKU METALEC
PREHOD
ATRIUSKA OSREDNJA
FIBRI- FIGURA M0 ZADIVIAD
LACIJA PRI SAHU PREK
AVTOCESTE
‘I 6 PRESEK 47 (2019/2020) 1




RAZVEDRILO

NASA MAKEDON. |  AS
ZNAMKA | AVTOR NASA SPLETNA | SEVERNO- | VELIK
moTorNIH | marko, | NESTRU- | mcratka | | PLES | SMEMIVE | DoMENA | AMERISKI | MORSKL o¢E
oL BOKALIC | FENA (NINA) Kons HRANE " | SLOVASKE | INDUANEC | RAK
PREISKAVA 1
TKIVA,
VZETEGA
1Z ZIVEGA
TELESA
POLITIK ALT
URADNIK
TELESA
EVROPSKE
UNUE
AZLJSKA CEBELI
DRZAVA PODOBNA
SLOVENSKA ZELKA
PARTIZAN- ANTIGNI
SKA KAPA OGLEJ
RITMIGNA
ENOTA PRIPRAVA
NEMSKI ZA
0PTIK SEJANJE
(CARL)
CIL. REZI- ANTIENO 14
SER (RAUL) ;
HERCEGOV. GRSKEGA g
GORA NAD OTOKA /
TREBINJEM KEA _—
NOTRANJT .
IMPULZ, POKOINI | Liwsvo | pivo | TZLOSANE | wayyisyr | NIZOZEMSKIFIZIK
GIBALO PEVEC | VSREDNJI | STARH | ekl | NORDLISKI Ve
LITRSKA ROBIC AZUI | SLOVANOV BOGOVI
| RANJE MIKROSKOP (FRITS)
11 GLAVNI GRAFIGNO | PISARNISKI 9 i
PRITOK 0BLIKO- DELAVEC NASA
BALHASK. VANJE, | (SLABSAL,) PEVKA
JEZERA MATEVZ | FR.FIZIK (EVA)
V KAZAHST. BOKALIG | (FELIX)
REKAV SZ. 16 DRUZBENI
SPANLI RED
ENAKA SRBSKI
SAMO- IGRALEC
GLASNIKA (ZORAN)
JUDOVSKA AZLISKT NEKD. MAK.
KRALJICA VELETOK DRZAVNIK
SLABSALNI PRED- GLIGOROV
NAZIV ZA STOINIK KOSARKAR
AMERICANA SAMOSTANA MURIC
8 BLOVEK | SKRLEC |
TEMNE MOENQ
POLTI SINTETIENO
MAMILO
JELEN OPEGEN 15 LJUBITELJ
S STIRIMI | OBLOZENI MIRNEGA,
ODRASTKI | KRUHEK HARMO-
NA VSAKEM |STAROGRSKI _NICNEGA
ROGU | MATEMATIK ZIVLIENJA
POZITIVNA KROINA |12 KRAJ V 10
ELEKTRODA AFRISKA GORISKIH
UVAJALEC VAS BRDIH
DAINCICE SLADKOR TEKSTILNI
(PETER) VRNK IZDELEK
GRSKA AMERISKI OLIMPL-
CRKA REZISER SKE IGRE JEMENSKO
SREDISCE (MARTIN) NAS PRISTA-
BENESKIH NACIN TENISAC NISCE
SLOVENCEV SPOJITVE BEDENE
REDKA
. KRVNA
OTROSKI
SKUPINA
MEDVEDEK (—E0
HE NAGRADNI RAZPIS
MLADENIC |19 AVSTRL.
SVOBODNE- IGRALKA
GARODU (MARISA)
PRé STARIH OBCINA PRI
RKIH LJUBLJANI pa . x R . o .
18 KRITIE 20 - Crke iz oStevil¢enih polj vpiSite skupaj z
HEZNANEGA osebnimi podatki v obrazec na spletni strani
PRISLOV
KRAJA . .
www . presek.si/krizanka
ZIVALSKI
kRO ter ga oddajte do 15. oktobra 2019, ko
NEKDANJA bomo izZrebali tri nagrajence, ki bodo pre-
DO RAMEN
SEGAJOCA jieli iz
o jeli knjizno nagrado.
| LASULJA XXX |

PRESEK 47 (2019/2020) 1 1 7




FIZIKA

Magneti 1

N 2Z
Mojca Cepit

- PrejSnji teden sem v trgovini naletela na magne-
te, na taksSne, lepe, majhne, primerne in verjetno
tudi namenjene za izdelavo okraskov za na hladil-
nik, samozapirajo¢ih se Skatel in Se ¢esa podob-

nega.

Neodimski magneti, ki jih na sliki 1 vidite pritr-
jene na kovinski plosc¢ici, so precej »moc¢ni«. Dva ma-
gnetka se na razdalji debeline prsta Se vedno dovolj
privlacita, da magnet na spodnji strani prsta ostane
»prilepljen« nanj (slika 2). Zato je treba Se posebej
paziti nanje v prisotnosti majhnih otrok - nikakor jih
ne smejo pojesti. Ce otrok poje en sam magnet, ga
bo brez posebnih problemov izloc¢il. A ¢e poje dva,
in to ne ravno hkrati, da bi se Ze v Zelodcu sprijela,
lahko v ¢revesju pride do hudih teZav, ki jih je mo-
goce reSiti le z operacijo. Majhnih otrok enostavno
ne pustite v bliZino neodimskih magnetov!

Neodimski magneti so tudi krhki, zato je treba z
njimi postopati pazljivo. Posebej ob udarcih se lahko
zlomijo ali obkrusijo, a tudi okruski so Se vedno pre-
cej »mocCni« magneti, ki jih je treba ¢imprej odstra-
niti. Najbolje jih je skriti v plo¢evinko z dovolj pri-
mesmi Zeleza, da ta privlac¢i magnete in se okruski
prilepijo nanjo.

Spomnimo se na nekaj lastnosti magnetov.

Ljudje pogosto mislijo, da magneti privlacijo vse
kovine, a Se tako mocan magnet ne bo s tal dvignil
zlatega, srebrnega ali aluminijastega prstana. Ne
glede na taksSne izkusnje pa v fiziki vemo, da imajo
vse snovi magnetne lastnosti. Ene snovi magneti pri-
vlacijo, druge odbijajo, a te interakcije so tako Sibke,
da jih v vsakdanjem Zivljenju ne moremo opaziti,
razen pri feromagnetnih snoveh. Tem snovem se
v blizini magnetov, kjer je magnetno polje, spreme-

nijo lastnosti tako, da jih magneti privlacijo. Najbolj
znana taksna snov je Zelezo.

Kadar magnetnega polja ni, se predmeti iz teh
snovi obnasajo enako kot drugi predmeti. Dve Ze-
lezni sponki za papir se sami od sebe ne privlacita.

Magneti so narejeni iz feromagnetnih snovi. Ce
predmet iz feromagnetne snovi postavimo v magne-
tno polje, se struktura na ravni atomov, kemiki ji
pravijo »submikroskopska« struktura, tako spreme-
ni, da se predmet zacne obnaSati kot magnet. Kaj
to pomeni? Magneti imajo vedno dva pola, sever-
nega in juznega. Enaki poli se med seboj odbijajo,
nasprotni privlacijo. Okoli magnetov je magnetno
polje. Magnetno polje je vedno usmerjeno pro¢ od
severnega pola magneta ter proti juZnemu polu is-
tega ali drugih magnetov v bliZini. V ucbenikih in
na spletu lahko najdete ponazoritve magnetnega po-
lja razli¢nih magnetov. Ce se le lahko, se magnet v

SLIKA 1.
Neodimski magneti, kot jih najdemo v trgovini za izdelavo raz-
licnih okraskov in podobnega.

-
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PRESEK 47 (2019/2020) 1




SLIKA 2.
Magneta se skozi prst dovolj privlacita, da ne padeta z njega.

magnetnem polju zasuce s severnim polom v smeri
magnetnega polja. Z neodimskimi magneti iz zbirke
na sliki 1 razis¢imo njihovo obnasanje.

Potrebscine:

= §tiri neodimski magneti (iz zbirke na sliki 1),

= digitalna kuhinjska tehtnica (slika 3),

= selotejp,

= sukanec,

= ravnilo ali trikotnik, Ze Zelite tudi meriti,

= alkoholni flomaster, Ce Zelite magnete tudi ozna-
Cevati.

Najprej ugotovimo, kje sta pola magnetov.

Postavite dva magneta na razdaljo 10 cm plosko
na mizo. Ce Zelite razdalje, kjer postane dogajanje
zanimivo, tudi meriti, postavite ob magneta Se rav-
nilo. Na magneta pritisnite s kazalcema. Enega od
magnetov pocasi potiskajte proti drugemu. Kaj se
zgodi? Nato magnet, ki ste ga premikali, postavite
na izhodiS¢no mesto, obrnite ga za 180° tako, da je
stran, ki je bila prej obrnjena proti vam, sedaj obr-
njena proti mizi, in poskus ponovite. Kaj se zgodi
tokrat? Kako se rezultata poskusov razlikujeta?

Sedaj postavite na vsakega od magnetov Se en ma-
gnet tako, da se magneta sprimeta in nastane trden
nizek stolpec iz dveh magnetov. Ponovite prejSnja
poskusa. Kako se rezultati poskusov razlikujejo? V
¢em so si enaki?

FIZIKA

Ali lahko iz teh poskusov sklepate, da sta pola na
robovih med magnetoma vedno enaka ali nasprotna?
Kako bi svoj sklep preverili?

Raziskujmo dalje. Na narobe obrnjeno stekleno
¢aSo z ravnim dnom poloZzite stolpic iz dveh magne-
tov, kot kaze slika 4a. 1z bliZine ¢aSe odstranite vse
magnete, ki jih pri poskusu ne potrebujete. Prema-
knite jih vsaj pol metra proc. Se je z magnetoma kaj
zgodilo, ko ste ju spustili? Pocasi sucite ¢aso okoli
navpicne osi. Kaj se dogaja s stolpicem? Ali vam ta
poskus omogoca dolociti pola magnetnega stolpica?
Kako? Kaj Se morate poznati, da lahko dolocite pola?

Ce nimate ¢ase z ravnim dnom, lahko uporabite
keramicni kroznik ali drugo gladko podlago. Lahko
pa magneta tudi obesite na sukanec, kot kaze slika
4b.

Nazadnje naredimo Se naslednja poskusa. Na ku-
hinjsko tehtnico postavimo plosko en magnet, kot
je postavljen magnet na sliki 3. Ce tehnica ni iz fe-
romagnetne snovi, se magnet nanjo ne bo pritrdil.
Tedaj ga pritrdite s selotejpom. A obic¢ajno so po-
vr§ine tehtnic feromagnetne. Taro postavite na 0 g.
Ce poskusite odtrgati magnet, tehtnica pokaZe nega-
tiven rezultat. Ce z roko pritisnete na magnet, teh-
tnica pokaze silo roke, izrazeno v gramih. Tehtnica
namre¢ vedno meri sile, s katerimi je obremenjena
plosca. Gramska utez pritiska na plosco tehntnice s
silo 0,01 N.

SLIKA 3.
Kuhinjska tehtnica, ki meri na gram natancno.

\
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Sedaj lahko merite sile med dvema magnetoma ter
njihovo odvisnost od razdalje med njima. V roko
vzemite drug magnet in ga zasucite tako, da sta plo-
skvi magnetov vzporedni. Pocasi ga pribliZujte teh-
tnici in opazujte, kaj tehtnica kaZe. Nato magnet za-
sucite za 180° okoli vodoravnice in poskus ponovite.
Poskusa lahko ponovite tudi z dvojicama magnetov
ali z enim magnetom na tehtnici in z dvojico v roki
in obratno.

KaksSen je predznak »mase« na tehtnici, ¢e se ma-
gneta privlacita? KaksSen, ¢e se odbijata? Kako se

SLIKA 4.

Zgoraj: Magneta na steklu obrnjenega kozarca. Spodaj: Ma-
gnetno nihalo - med magneta je napeljan sukanec. Ce magnet
pustimo viseti na 10 cm do 20 cm dolgem sukancu, se obnasa
podobno kot magnet na kozarcu.

spreminja sila v odvisnosti od oddaljenosti med ma-
gnetoma? V odvisnosti od Stevila magnetov?

V naslednjih poizkuSevalnicah bomo o magnetih
spoznali Se marsikaj.

Navdih za predloge poskusov v tem prispevku so
bile delavnice, ki jih je na Pedagoski fakulteti v letih
2017 in 2018 in na konferenci GIREP v Dublinu 2017
izvedel prof. Leo$ Dvorak iz Karlove univerze v Pragi
[1, 2, 3].
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Poimenujmo eksoplanet

PRVO JAVNO ZBIRANJE PREDLOGOV ZA POIMENOVAN]JE
PLANETA IN NJEGOVE ZVEZDE V SLOVENI]JI

NAZ\%
ANDRE) GUSTIN, DUNJA FABJAN

IAU100

- Ob 100 letnici Mednarodne astronomske zveze
(IAU) po vsem svetu potekajo pod geslom 100 let
pod skupnim nebom Stevilne pobude za populari-
zacijo astronomije. PoimenujmoPlanet je ena naj-
vecjih mednarodno koordiniranih akcij. Mednaro-
dna astronomska zveza IAU je vsaki drzavi dode-
lila en planetarni sistem, za katerega je mogoce
javno zbiranje predlogov za ime. Ti eksoplaneti
in njihove zvezde bodo po koncu natecaja nosili
uradna imena, ki jih bodo izbrali v posameznih dr-
zavah. S tem natecajem Zelimo spodbuditi zaveda-
nje o naSem poloZaju v vesolju in razmislek o tem,
kako bi obstoj Zemlje zaznala morebitna civiliza-

cija na nekem drugem planetu.

Pobuda NameExoWorlds - PoimenujmoPlanet
drugod po svetu

Pri pobudi PoimenujmoPlanet sodeluje ve¢ kot 70
drzav. Mednarodna astronomska zveza, ki je od-
govorna za uradno poimenovanje nebesnih teles, je
prvi¢ leta 2015 sprozila iniciativo NameExoWorlds
za poimenovanje 19 eksoplanetov. Tokratni nate-
¢aj je nekoliko drugacen, ker geslo letosnje obletnice

100 let pod skupnim nebom poudarja mednarodno
povezanost in skupni trud za spoznavanje vesolja.
Zato so se pri IAU odlocili, da vsaki sodelujoc¢i dr-
Zavi dodelijo planetarni sistem, eksoplanet in ma-
ticno zvezdo. Vsaka izmed dodeljenih zvezd je vi-
dnaiz drzave in dovolj svetla, da jo lahko opazujemo
Ze z manjSim teleskopom.

Izbor imen bo v posami¢nih drzavah potekal od
junija do novembra 2019 skladno po pravilih nate-
Caja, kon¢na imena bo potrdil Upravni odbor nate-
¢aja IAU100 NameExoWorlds, rezultati pa bodo ura-
dno razglaSeni decembra 2019. Izbrana imena se
bodo lahko uporabljala poleg Ze prisotnega znan-
stvenega imena, pri tem pa se bo navedlo tudi pre-
dlagatelje.

0 izbranih zvezdah in planetih

Za natecaj PoimenujmoPlanet so bili izbrani plane-
tarni sistemi, ki jih lahko opazujemo z manjSim tele-
skopom iz geografske Sirine glavnega mesta vsake
sodelujoce drzave. Poleg mozZnosti opazovanja je
sistem v ve¢ primerih povezan z drZavo tudi zaradi
teleskopa, s katerim so planet odkrili, ali pa zaradi
drZavljanstva znanstvenika/ce, ki je sodeloval/a pri
odkritju planeta. Izbrani eksoplaneti so bili odkriti v
prvih dveh desetletjih opazovanj planetov v drugih
osoncjih, torej je bila veCina odkritij narejena pred
letom 2012. Obstoj planeta je zato v sploSnem pri-
znan, saj gre za sisteme, ki jih je bilo mozno dlje
Casa opazovati in tako potrditi njihov obstoj. Vi-
zualna magnituda sistemov se giblje med 6. in 12.
magnitudo. Planete so odkrili s spektroskopskimi
opazovanji Dopplerjevega pojava (meritev radialnih
hitrosti) ali metodo tranzita, vsi pa so bili odkriti z
zemeljskimi teleskopi. Izbrani planeti so najverje-
tneje plinasti velikani, podobni Jupitru in Saturnu, z
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% masami med 10 % in 500 % Jupitrove mase. Maticna = Obhodna doba: 6,871815 = 0,000042 dneva;
zvezda ne pripada veczvezdnemu sistemu, znan je 6 dni 20 ur 55 minut 25 sekund
pa samo en planet v orbiti okrog nje. Obstaja seveda = Ekscentri¢nost orbite: 0,0321 + 0,0044
moznost, da bodo opazovanja v prihodnosti odkrila
okrog iste zvezde Se druge planete, ali pa celo, da je
zvezda del ve¢zvezdnega sistema.

Zvezda WASP-38/HD 146389 Podatki:

= simbad.u-strasbg.fr/simbad/sim-id?
Ident=WASP-38

= Lega: Herkul

= rektascenzija (J2000,0): 16:15:50,0
deklinacija (J2000,0): +10:01:57

= (Oddaljenost: 446 svetlobnih let

= Spektralni tip: F8

* Navidezna magnituda V: 9,39 + 0,02

= Masa: 1,216 + 0,041 mase Sonca

= Efektivna temperatura: 6150,0 = 80,0 K

= Polmer: 1,365 + 0,041 polmera Sonca

SLIKA 1.
Tako naj bi bil od blizu videti eksoplanet tipa Vroci jupiter (lu-
stracije: NASA, ESA in G. Bacon (STScl)).

Slovenski eksoplanet

Slovenski eksoplanet je 446 svetlobnih let oddaljeni
WASP-38 b. Njegova materinska zvezda je WASP-38
oz. HD 146389 z navidezno magnitudo 9,4. Nahajata
se v ozvezdju Herkula.

Osebni izkaznici eksoplaneta in materinske zvezde SLIKA 2.

Lega zvezde WASP 38 na nebu (llustracija: Stellarium, Andrej

Eksoplanet WASP-38 b Podatki:

Gustin)
= exoplanet.eu/catalog/wasp-38_b
= Leto odkritja: 2010
= Metoda odkritja: prehod pred zvezdo .
= Tip planeta: Vroc¢i jupiter Zbiranje predlogov
= Masa: 2,712 + 0,065 mase Jupitra
= Polmer: 1,079 + 0,044 polmera Jupitra Do konca oktobra 2019 bomo na spletnem naslovu
= Temperatura: pribl. 1400 °C www.portalvvesolje.si zbirali predloge za imeni
= Velika polos tira: 0,07551 + 0,00085 astronomske planeta in zvezde. Kon¢ni izbor imena bo komisija
enote; 11,3 milijona km razglasila do sredine novembra 2019.
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SLIKA 3.
Z mobilnim telefonom se lahko tu neposredno povezete s sple-
tno stranjo za oddajo predlogov imen.

Kratka navodila za izbiro imena

= Predloga za imeni EKSOPLANETA in ZVEZDE naj
bosta SMISELNO POVEZANA.

= DolZina imena naj bo od 4 do 16 ¢rk latinske abe-
cede.

= Ime ne sme vsebovati Sumnikov, Stevilk ali drugih
znakov, ki niso ¢rke.

= ZaZelena je ena beseda.

= Ime ne sme biti enako Ze obstoje¢im imenom ve-
soljskih teles, ne sme biti zaljivo.

= Planet ali zvezda ne smeta biti imenovana po Zi-
vecih ljudeh oz. ljudeh, ki so umrli pred manj kot
sto leti.

= Niso dovoljena imena politi¢cnih, vojaskih in ver-
skih organizaciji ter podjetij, domacih ljubljenc-
kov.

Kaj je Mednarodna astronomska zveza (IAU)

Mednarodna astronomska zveza (IAU) je organiza-
cija, ki zdruzuje vec kot 13500 profesionalnih astro-
nomov iz ve¢ kot 100 drzav Sirom po svetu. Njena
naloga je spodbujanje astronomije v vseh njenih vi-
dikih, vklju¢no z raziskavami, komunikacijo, izobra-
Zevanjem in razvojem, s pomocjo mednarodnega so-

ASTRONOMIJA

delovanja. IAU je tudi mednarodno priznan organ,
ki dodeljuje oznake nebesnim objektom in povrSin-
skim znacilnostim na njih. Ustanovljena je bila leta
1919 in je najvecja svetovna profesionalna zveza
astronomov.

Spletne povezave

Portal v vesolje - www.portalvvesolje.si

Slovenska astronomska revija Spika -
http://astronomska-revija-spika.si

DMFA Slovenije - www. dmfa. si

Spletna stran mednarodnega projekta:
http://nameexoworlds.iau.org/

IAU 100 - https://www.iau-100.org/

Najdaljs
trajanja
Luninega

zakritja zvezde

1 v

| CdS

N2
MARIJAN PROSEN

- Pri svojem gibanju na nebu lahko Luna zakrije
(okultira) zvezde, planete, planetoide, glave kome-
tov, zvezdne kopice, radijske vire. To pomeni, da
so vsa ta vesoljska telesa od nas bolj oddaljena kot

Luna.
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Pri zakritju zvezda v hipu zaide za vzhodni Lu-
nin rob, v hipu tudi vzide izza zahodnega. Lunino
zakritje zvezde se zgodi v nekaj stotinkah sekunde.
Pojav lahko posnamemo. Natancni pregledi teh po-
snetkov kaZejo, da Luno vendarle obkroZa skrajno
redka atmosfera, tako zelo redka, da bi lahko rekli,
da je sploh nima. Pri izredno natan¢nem opazovanju
sij zvezde dve do tri sekunde, preden zvezda izgine
za Lunin rob, narahlo pade, zvezda nekako Sibko za-
migota oziroma obledi.

Iz Luninega zakritja zvezd je mogocCe izmeriti
skrajno majhne zorne kote zvezd (npr. 0,04” za
zvezdo Antares) in nato pri njihovi znani oddalje-
nosti izracunati njihove radije.

Z Luninimi zakritji zvezd ugotovijo tudi natan¢no
lego Lune, za katero vemo, da ji je zaradi zamo-
tanega gibanja zelo tezko dolociti, jo pa v raznih
izracunih pogosto potrebujemo. In Lunino zakritje
zvezd je nacin, ki nam to omogoca. Zakrite zvezde
imajo namrec¢ natan¢no izmerjeno ali izracunano ne-
besno lego. Natanc¢na lega srediS¢a Lune pa je od
natancne lege zvezde ob zakritju oddaljena samo za
zorni kot 0,25° polmera kroga (okrogle ploskvice), ki
jo na nebu zavzema Luna.

Za Lunina zakritja je znacilno Lunino mesec¢no gi-
banje na nebu, ki poteka v nasprotni smeri od dnev-
nega. Poteka od zahoda proti vzhodu (v levo, ¢e gle-
damo proti jugu) in zvezda zaide (izgine) za Luninim
vzhodnim robom in vzide (se pojavi) izza njenega
zahodnega.

Izrac¢unajmo najdaljsi ¢as trajanja srediS¢nega Lu-
ninega zakritja zvezde, tj., da Luna zakrije zvezdo
natanko vzdolZ svojega zornega kota (navideznega
premera), ki meri 0,5°. Deklinacijo zvezde in Lune
zanemarimo, kotna hitrost navideznega vrtenja ne-
besne krogle (s katero se ta kratek ¢as navidezno gi-
blje Luna) pa je w = 360°/24 h = 15°/h.

Zvezda glede na Luno miruje. V Casu t opisanega
zakritja Luna na nebu preide kot « = wt = 0,5° proti
vzhodu, potuje pa ¢as t = &/w = 2 min, kar lahko
izracunamo na pamet.

Ugotovili smo, da je maksimalni ¢as trajanja Luni-
nega zakritja zvezde enak dve minuti, ¢e je zakritje
srediScno, vsa druga (tj. nesrediS¢na) Lunina zakritja
zvezd so seveda krajSa.

SLIKA 1.
Spika, 30. 11. 1994 zjutraj, tik pred Luninim zakritjem zvezde

(levo zgoraj). Ko se Luna giblje po nebu, vcasih pride pred
kaksno zvezdo. Tako jo zakrije in nam zacasno prepreci, da
bi jo opazovali. Ker Luna skoraj nima atmosfere, ki bi pocasi
slabila zvezdino svetlobo, zvezda v hipu zaide (izgine za Luno -
zakritje) ali v hipu vzide (se pojavi izza Lune - odkritje). Lunino
mesecno gibanje glede na zvezde poteka v vzhodni smeri. Zato
se zaid (izginotje) zvezde dogodi na vzhodnem Luninem robu
(na sliki levo), vzid (pojav) zvezde pa na zahodnem. Povzeto s
svetovnega spleta.

X X X

Za vajo izracunajte cas trajanja Luninega zakritja
zvezde, ko Luna zakrije zvezdo vzporedno vzdolz
svojega zornega kota tako, da se Luninovo navide-
zno srediSce najbolj pribliZza legi zvezde na razdaljo
0,25°/2. Narisi skico. [+/3 min]
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Gaussova eliminacija

Y
KATARINA SIPEC

- Gaussov postopek oziroma Gaussova eliminaci-
ja je postopek za reSevanje sistemov linearnih

enach.

Kako bi reSili spodnji sistem?

= 2x+4y =10
x—-y=2

V Soli nas ucijo preprostega in logi¢nega postopka;
najprej prvo spremenljivko iz prve enacbe izrazimo
z drugo (npr. x = 5—27), jo vstavimo v drugo enacbo
((5-2y)—y = 2), reSimo dobljeno enacbo (y = 1) in
reSitev vstavimo v prvo enacbo (x =5-2y =5-2 =
3). Tako je v naSem primeru dobljena reSitev x = 3,
vy = 1. Ta postopek vedno deluje, a je precej zamu-
den. Lahko bi ga uporabili tudi za sistem osmih line-
arnih enacb z osmimi neznankami ali (v sploSnem)
za sistem m enacb z n neznankami. A koliko ¢asa bi
nam to vzelo? Obstaja preprostejsi in hitrejsi nacin.

Drugi nacin je, da eno enacbo (npr. drugo) po-
mnozimo s taksnim Stevilom, da je koeficient pred
eno neznanko enak v obeh enacbah (npr. s Stevilom
2, da dobimo 2 pred x). Tako dobimo nov sistem

= 2x+4y =10
2x -2y =4

in dobljeni enacbi odStejemo. S tem se znebimo
spremenljivke x in ostane nam le ena enacba in ena
neznanka (6 = 6), kar pa je precej laZje reSiti. Ta
postopek se Ze pribliza ideji Gaussove eliminacije,
le da bomo to poceli na bolj sistematiCen in pregle-
dnejsi nacin.

Matrike kot sistemi linearnih enacb

Geometrijski pomen sistema linearnih enacb

Ob besedni zvezi linearna enacba dobimo asociacijo
na premico. Res je v ravnini mnozica reSitev linearne
enacbe ax + by = c premica. Ko reSujemo sistem li-
nearnih enacb z dvema neznankama (torej v ravnini),

iS¢emo tocke v preseku premic, ki jih predstavljajo
naSe enacbe. Koliko je lahko takih tock?

Denimo, da imamo dve premici v ravnini. Lahko
sta vzporedni (sistem nima reSitve; slika 1), lahko
se sekata v eni tocki (reSitev sistema je ena sama;
slika 2) ali pa sovpadata (enachi predstavljata isto
premico; slika 3). V zadnjem primeru je mnoZica
reSitev cela premica.

V tridimenzionalnem prostoru linearna enacba
predstavlja ravnino. Sistem dveh linearnih enacb s
tremi spremenljivkami torej predstavlja presek dveh
ravnin. Ta je podobno kot v zgornjem primeru lahko
prazen, lahko je premica ali pa ravnina (enacbi pred-
stavljata isto ravnino). Ce imamo sistem treh enach
s tremi neznankami, nas zanima presek treh ravnin,
ki je lahko prazen, tocka, premica ali ravnina.

Nas bodo zanimali sistemi s poljubnim Stevilom
enacb in poljubnim Stevilom neznank. ReSevali bo-
mo torej sisteme m enacb z n neznankami. Ker si n-
dimenzionalne prostore tezZje predstavljamo kot rav-
nino ali prostor, bomo sisteme predstavili v drugacni
obliki.

Matrika sistema

Najprej se spomnimo, da je linearna enacba enacba
z veC neznankami, pri ¢emer so potence vsake ne-
znanke enake 1 ali O (Ce neznanka v enacbi ne na-
stopa). Vsaka linearna enacba n neznank je oblike

" a1X]tA2X2 ...+ anXy = d,

kjer x1, x2, ..., X, predstavljajo n razli¢nih spremen-
ljivk, a1, a» ..., a, pakoeficiente pred njimi. Zan < 4
bomo spremenljivke pisali kot x, y, z in w.

Sistem m linearnih enacb z n neznankami bomo
predstavili z matriko. Matrika je le matemati¢no ime
za tabelo, v katero vpisujemo Stevila, da so podatki
bolje urejeni. Ce ima matrika m vrstic in n stolpcev,
pravimo, da je velikosti m x n.

V naSem primeru je matrika le drugacen, bolj kom-
pakten zapis sistema linearnih enacb, ki ga tudi
lazje shranimo v racunalnik. V matriko velikosti
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x-y=2

x-y=3 1

SLIKA 1.

m x (n + 1) zapiSemo koeficiente pred neznankami.
Vsaka vrstica naj predstavlja eno enacbo iz sistema,
pri tem pa moramo biti pozorni, da je vrstni red
spremenljivk v vseh enacbah enak. Ce v i-ti (i < m)
enacbi spremenljivka x; (j < n) ne nastopa, vza-
memo a;j = 0.

Tako sistem

"oanXxytapx, +...+ainXn = dl
a»1X1 +a»xs +...+ Xy =do

predstavlja matrika
an  ap ain 1 di
> [
an ax - am | d2
4| u ‘ -
. -
x-y=2 2 @0 aAm1  aAm?2 Amn 1 dm
2x +4y =10 1
_ : L >, Enacaje predstavlja ¢rtkana crta, ki nas dodatno
. / spomni, da gre za sistem enacb.
Primer. Zgornji sistem 2x +4y =10inx —y =2
. predstavlja matrika
[ 2 4,10 }
— | -
SLIKA 2. 1 1 | 2
Rekli bomo, da sta si matriki A in B podobni, Ce sta
reSitvi sistemov, ki jih predstavljata, enaki. To bomo
oznacevali z vijugico, kot npr. A ~ B.
) MnoZico reSitev bomo zapisali kot urejen par, tro-
jico oz. v sploSnem n-terico, kjer j-to mesto pred-
’ stavlja vrednost x;. ReSitev x = 3 in y = 1 bi tako
zapisali kot (3,1).
o yx Gaussova eliminacija
Konc¢no se lahko posvetimo reSevanju sistema. Z Ga-
ussovo eliminacijo bomo sistem le poenostavili do
hitro resljivega sistema. Prvih nekaj, recimo j, spre-
menljivk bomo izrazili z zadnjimi. Tako bomo dobili
— reSitev oblike
SLIKA 3.
" (fl(xj+1;---,Xn),fZ(Xj+l,---,Xn);---,
fj(xj+li ey X’Vl)’xj+li xj+2’ .- -Xn),
2 6 PRESEK 47 (2019/2020) 1




torej mn-terice, ki imajo morda nekaj prostih spre-
menljivk, namesto katerih lahko vstavimo poljubno
realno Stevilo (to so naSe zadnje spremenljivke x;.1
do x;,), pa Se vedno dobimo reSitev. V zgornjem pri-
meru funkcije fi zgolj ponazarjajo, da so prve spre-
menljivke izraZene s kasnejSimi.

Ce razmislimo, kako bi izgledala matrika takega
sistema, ugotovimo, da ima naslednjo strukturo:

_’_L 1 —
1 0 O|le --- &
J{o .0 '-.15
i 0 0 1| ---, &
0 -~~~ 0[0 0 !«
R L0
_0...00...10_

Na mestih ¢ so poljubna realna Stevila, na mestu x
pa 0 ali 1. Vvsaki enacbi nad vodoravno ¢rto nastopa
nekaj izmed zadnjih n — j spremenljivk in natanko
ena izmed prvih j spremenljivk. Prva enacba nam
npr. predstavlja enacbo

" X1 +0x2+ ...+ 0Xj +ajr1Xje + .o+ AnXn = d,
torej
" X1+ Aj11Xj41 + e+ AnXn = d,

v kateri ni spremenljivk x», x3, ..., X;.

V matriki imamo pod ¢rto nicelne vrstice (razen
morda prve). Stevilo teh nam pove, koliko enacb (se-
veda ne poljubnih) je v sistemu odvec, torej koliko bi
jih lahko izbrisali, pa bi reSitev Se ostala ista. Npr.,
Ce enachi predstavljata isto premico, lahko eno brez
zadrzkov odmislimo.

Nas j izratunamo takole:

= j = Stevilo enacb(m) — Stevilo nicelnih vrstic
v Zeleni matriki.

Pri izracunu j kot nicelno vrstico upoStevamo tudi
vrstico z *, ¢etudi je » = 1.

Zvezdica nam pove, ali je sistem regljiv ali ne. Ce
je na mestu = enica, ta vrstica predstavlja enacbo
0 = 1, kar pa seveda ne drzi, in sistem ni reSljiv. Ce
je x = 0, tudi ta vrstica predstavlja enacbo 0 = 0,
pri cemer ni ni¢ spornega, tako nam je prvih j spre-
menljivk uspelo izraziti z zadnjimi n — j spremen-
ljivkami.

RACUNALNISTVO

Tako bi izgledale Zelene matrike za neresljiv sis-
tem (A), sistem z natanko eno reSitvijo (B) in sistem
Z reSitvijo z eno prosto spremenljivko (C):

1 0]1,2 1 00,2
=A=|0 1|2:5|, B=[{0 1 015 |,
[0 001 | 00 1'1
(1 01,2
C=]0 1215
| 0 0]/0'0

Kako dobimo tak$no matriko? Katere so dovoljene
poteze, torej katere so poteze, ki ne spremenijo resi-
tve sistema? Seveda lahko vsako enacbo pomnozimo
z nenicelnim Stevilom in reSitev ostane ista, ali pa
enacbi med seboj zamenjamo. Kaj pa Se lahko sto-
rimo? Pri Gaussovi eliminaciji uporabljamo tri po-
teze, ki jih oznac¢imo z V1, V2 in V3:

V1- menjava vrstic.

2 4,10 1 -1,2
1 -1'2 2 4 110 |
V matriki lahko med seboj zamenjamo poljubni

vrstici. S tem pravzaprav zamenjamo dve enachi,
vrstni red enacb v sistemu pa ni pomemben.

V2- mnoZenje vrstice z neniCelnim Stevilom.

2 4,10 1 2 .5
1 -1'2 1 -1'2 |

Ce enacbo pomnoZimo z neni¢elnim §tevilom, se
mnozica reSitev ne spremeni. V primeru smo dru-
go vrstico mnozili z %, torej delili z 2. Z manjSimi
Stevili je pac lazje racunati.

V3- pristevanje veckratnika ene vrstice k drugi vr-
stici.

2 4 | 10 _
1+ (=3) -1+(-3) '2+(-%)
[ ' 10
| 0 -3' -3 |

Ce neka n-terica resi prvo in drugo enacbo, bo re-
Sila tudi njuno vsoto. Pred tem pa po tocki V2

%
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lahko eno izmed vrstic tudi pomnozimo s kaks-
nim Stevilom. V primeru smo drugi vrstici pristeli
(—%)-kratnik prve. Tako smo se v zadnji vrstici
znebili prve spremenljivke in si Ze nekoliko poe-
nostavili sistem.

Opomba. Dovoljena je tudi menjava stolpcev (51),
a moramo biti pri tem pozorni na spremenjen vrstni
red spremenljivk v enacbah, kajti menjava stolpcev
ustreza preimenovanju spremenljivk.

Najprej en krajsi primer.

Primer. ReSitev sistema 2x +4y =10inx —y = 2:
2 410 1 2,5

1 —1] 2 1 —1]2

1 2,5 ] [12,5] [10,:3

0 -3'-3 0 1'1 0 1'1 |’

Zaporedje korakov je: V2 (prvo vrstico delimo z 2),
V3 (od druge vrstice odStejemo prvo), V2 na drugi
vrstici in V3 (prvi vrstici priStejemo (—2)-kratnik
druge).

Dobimo nov sistem, ki ga preberemo iz zadnje ma-
trike in se glasi x = 3 in v = 1. NaSa reSitev je torej
(x,») = (3,1).

Splosni Gaussov postopek bomo razlozili na sis-
temu Stirih enacb s Stirimi neznankami, s tega pri-
mera pa bralec lahko sklepa na reSevanje sploSnega
sistema enacb.

Gaussov postopek na sistemu Stirih enacb s Stirimi
neznankami

Imamo sistem:

= 3y +3z+ 21w = 36,
xX+y—-—z-2w=-2,
-z - 5w = =8,
x+y+3w =6.

Sistemu priredimo matriko

0 3 3 21,36
R B B
00 -1 -5,-8
11 0 3'6

V prvem delu bomo ustvarili zgornje trikotno ma-
triko, torej matriko, ki ima pod diagonalo same nicle
(naSa matrika bo imela na diagonali enice).

PoiS¢emo poljubno nenicelno Stevilo * v prvem
stolpcu (ta vedno obstaja, saj spremenljivka x na-
stopa v vsaj eni enacbi). V naSem primeru naj bo
to druga vrstica. Z menjavo vrstic (V1) premaknemo
to vrstico na prvo mesto in celotno vrstico delimo z
* (V2), da v levem zgornjem kotu dobimo enico (v
nasem primeru delimo z 1).

Z uporabo V3 vsaki od spodnjih vstic priStejemo
ustrezen veckratnik prve vrstice, da dobimo v levem
stolpcu pod enico same nicle. V nasi matriki je po-
trebno pristeti (—1)-kratnik prve vrstice le zadnji.

0 3 3 21,36
A e A
00 -1 -5,-8
11 0 6 |
(1 1 -1 -2,-21
03 3 21!36 |
00 -1 -5,-8
11 0 6
11 -1 -2,-2
0 3 3 2136
00 -1 -5,-8
L0 0 1 8 ]

11 -1 =2, -2
.| 03 3 21136 |
0l0 -1 -5,-8
L ojo 1 5 '8
11 -1 -2, -2
o/1 1 7112 | _
0lo0 -1 -5,-8
L oj0o 1 5 '8
1 1] -1 -2,-27
0 1]1 7 '12
0 0/1 5,8
L0 0/0 0'O0

Na ta nacin dobimo zgornje trikotno matriko. V na-
Sem primeru so v zadnji vrstici same nicle (torej tudi
* iz zgoraj omenjene Zelene matrike), zato je sistem

28
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resljiv. Imamo Stiri vrstice, od teh je ena nicelna. Na
tem koraku Ze vidimo j naSe Zelene matrike. Ta je
enak j =4-1=3.

LG
11 —1|-2,-2
_13{011712
00 1|58
00 0]0"'0

V drugem delu bomo zaceli spodaj desno in unicevali
Stevila nad diagonalo.

Z V3 spremenimo j-ti stolpec v stolpec, v katerem
je na j-tem mestu enica, nad njo pa same nicle tako,
da vsaki od zgornjih j — 1 vrstic priStejemo ustrezen
vecCkratnik j-te vrstice. V naSem primeru prvi vrstici
priStejemo tretjo vrstico, drugi pa (—1)-kratnik tre-
tje vrstice.

To ponovimo in od zgornjih j — 2 vrstic odStejemo
ustrezne veckratnike (j — 1)-e vrstice. V nasem pri-
meru prvi vrstici odStejemo drugo. Postopek nada-
ljujemo, dokler gre.

11 -1|-2,-2

Lot 17|
00 1|5 ,8

Lo 0 0]O0"'O

1 1 03,6 1 0/0 1,2
0 1 0{2'4| |0 1]0 2'4
0 0 1/5,8 0 0/1 5,8
0 0 0f|0'0 0 0/0 0'0

Prisli smo do Zelene oblike matrike, ki predstavlja
sistem:

= x+w=2

y+2w=4
z+5w =8
0=0.

ReSitev naSega sistema je torej
" (x,y,z,w)=2-w,4-2w,8 -5w,w),

kjer je w poljubno realno Stevilo. Naredimo Se pre-

RACUNALNISTVO

izkus z vstavljanjem reSitve v sistem.

= 3-4-2w)+3-(8-5w)+21lw =
12 - 6w + 24 — 15w + 21w = 36
R-w)+4-2w)-(8-5w) - 2w =
2—-w+4-2w-8+5w —-2w = -2
- (8-5w)-5w=-8+5w—-5w=-8
R-w)+4-2w)+3w =
2-w+4-2w + 3w = 6.

Oglejmo si primer nereSljivega sistema:

" x+z=2
y+2z=4
-2x+y =3.

Sistemu priredimo matriko in jo preoblikujemo z Ga-
ussovim postopkom:

Na mestu = je enica, torej sistem ni resljiv.

Omenimo Se, da nam Stevilo prostih spremenljivk
v resitvi pove dimenzijo preseka. Ce proste spremen-
ljivke ni, je reSitev ena sama tocka, torej O-dimenzio-
nalen prostor. Ce imamo eno prosto spremenljivko,
je v preseku premica, ¢e sta dve, pa ravnina.

Na primeru sistema Stirih enacb s Stirimi neznan-
kami smo se naucili postopka, ki ga brez tezav lahko
uporabimo na poljubnih sistemih. Nadobuden bralec
je vabljen, da ga poskusi implementirati v sploSnem.
X X X
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Marta Zabret Marta Zabret

MArTEMATICNE
MArTEMATICNE PRIGODE PRIGODE

146 strani
format 14 x 20 cm

12,50 EUR

IzSla je nova knjiga MaRtematicne prigode. Avtorica Marta
Zabret je profesorica matematike in specialistka matema-
ticnega izobraZzevanja. Knjiga je mnozica kratkih zgodb, v
katerih so strnjene mnoge izkusnje s podrocja poucevanja
in spremljajocih aktivnosti na srednjih Solah.

Jedro knjige so zanimivi zapisi o njenih dijakinjah in dija-
kih. Besedila so napisana lepo in strnjeno, v njih je tudi pre-
cej humorja. Zgodbe lahko beremo samostojno; nekatere so
prav kratke. Knjiga ima tudi nekaj Cisto matemati¢ne vse-
bine, denimo v obliki originalno predstavljenih problemov
na srednjesolskem nivoju.

Za lepo zunanjo in notranjo obliko knjige so poskrbele tri
nekdanje Martine dijakinje: Neza Vavpeti¢, Ariana Godicelj

in Ana Hafner.

Poleg omenjene lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih knjig. PodrobnejSe predstavitve so na spodnjem

naslovu, kjer lahko starejSe knjige tudi narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/cenik/

Dodatne informacije lahko dobite v uredniStvu Preseka po telefonu (01) 4766 633.
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- Tokratna naravoslovna fotografija na naslovnici
kaZe noc¢ni posnetek mocne ulicne svetilke. Na fo-
tografiji opazimo tudi mnozico svetlih krivulj. Te
svetle krivulje ponazarjajo tirnice gibanja noc¢nih
zuzelk, ki v neurejenih vijacnicah in spiralah le-

tajo okoli svetilke.

Posnetka ni bilo preprosto narediti. Zato, ker sem
Zelel na fotografiji ujeti daljSe sledi, sem moral na-
staviti primerno dolg ¢as osvetlitve. Med tem ¢asom
mora biti kamera pri miru, najbolje jo je postaviti
na stativ; meni je nekako uspelo tako, da sem jo na-
slonil na bliznjo ograjo. Ceprav je posnetek narejen
ponoci, se lahko v dovolj dolgem c¢asu osvetlitve na-
bere toliko signala, da je fotografija nadosvetljena
in je videti Cisto bela. To lahko preprec¢imo tako,
da zmanjsamo zenico objektiva kamere - pripremo
zaslonko. Koliko je zaslonka zaprta, pove zaslon-
sko Stevilo, ki je enako koli¢niku goriS¢ne razdalje
objektiva in premera vstopne zenice. Veliko zaslon-
sko Stevilo pomeni majhen premer zenice, priprto
zaslonko. Drug nacin zmanjSanja osvetlitve, ki se
je razSiril z uporabo digitalnih kamer, je zmanjSa-
nje obcutljivosti kamere. Kamere s svetlomerom obi-
¢ajno dopuscajo spreminjanje ene od vrednosti (Cas
osvetlitve ali zaslonsko Stevilo), drugo pa nastavijo
avtomaticno, da je slika normalno osvetljena. Pri ka-
merah, kjer lahko sami spreminjamo katerokoli od
treh koli¢in, bomo fotografijo hitro nad ali podosve-
tlili. Pri kamerah, ki omogocajo nastavitev dveh vre-
dnosti, tretja pa se prilagodi, nimamo vpliva na osve-
tljenost fotografije. Nekateri kameram lahko dopo-
vemo, da Zelimo fotografijo, ki je prevec ali premalo
osvetljena tako, da navedemo za koliko hocemo
spremeniti vrednost osvetlitve (po anglesko exposu-
re value, kratica EV). Vrednost osvetlitve povecamo
za ena, Ce bodisi podvojimo cas osvetlitve bodisi
podvojimo obcutljivost kamere bodisi podvojimo

N
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presek zenice (torej zaslonsko Stevilo zmanjSamo za
koren iz dve), ostalo pa pustimo nespremenjeno.

Pri fotografiji na naslovnici je bilo pri normalni
osvetlitvi videti le svetilko, sledi Zuzkov pa so bile
preSibke. Zato sem povecal vrednost osvetlitve za
2 EV. Fotografija je nadosvetljena (steber blizu sve-
tilke je ¢isto bel), vendar pa zdaj pridejo do izraza
tirnice Zuzkov. Podatki za fotografijo so obcutlji-
vost ISO 50, ¢as osvetlitve 4 sekunde, zaslonsko Ste-
vilo f/1,5, vrednost osvetlitve +2 EV. Take nastavitve
lahko upravljamo le na nekoliko boljsih kamerah.

Zanimivo podrobnost opazimo na povecavi foto-
grafije - sledi niso enakomerne, ampak izmenicno
svetlejSe in temnejSe. Premislite, je to posledica utri-
panja svetilke ali ¢esa drugega? Kako bi svojo idejo
preverili?
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv na-
Cin zastavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej
Evropi, hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tek-
movanje je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. Leta 2016 se ga je
udelezilo vec kot 6 milijonov tekmovalcev iz vec¢ kot 60 drzav sveta. V Sloveniji Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za ucence od prvega razreda osnovne Sole do
Cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in strokovnih
Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

2005-2008 2009-2011 2012-2016

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR
Pri DMFA-zaloZniStvo je v Presekovi knjiznici izSlo Ze pet knjig Matematicnega kenguruja. Na zalogi
so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni naroc¢niki revije Presek, ¢lani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu starej-
Sih zbirk nalog pri DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!




