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Tezave s
kopiCenjem
avtobusov

Pogosto se zgodi, da zelo dolgo ¢akamo na avto-
bus. Ko konc¢no prispe, se takoj za njim pojavi Se
eden. To nadlogo bi lahko poimenovali tudi kopice-
nje avtobusov. Hkrati se kopicijo tudi teZave. Na po-
zen avtobus bo ¢akalo vec¢ potnikov, ki bodo vstopali
vec ¢asa, in s tem Se povecali zamudo avtobusa. Pre-
zgoden avtobus pa bo ¢akalo manj potnikov, ti bodo
vstopili hitreje in avtobus bo prispel na naslednjo
postajo Se malenkost prej. Tezko predvidljiv pro-
met in naklju¢no Stevilo potnikov, ki se pojavijo na
doloceni postaji, naredita problem kopicenja avtobu-
sov zelo zapleten. Nekateri logisti¢ni sistemi upora-
bljajo tehnologijo sledenja avtobusov v povezavi s
kontrolno teorijo, ki s pomoc¢jo obic¢ajnih diferenci-
alnih enacb avtobuse obravnava podobno, kot ¢e bi
bili med seboj povezani z vzmetmi. Ce sta avtobusa
preblizu, dobita njuna voznika navodila, kako avto-
busa razmakniti; Ce sta avtobusa prevec¢ narazen, pa
navodila, kako doseci, da se bosta avtobusa zbliZala.

Raziskovalci so preizkusali reSitve tako s pomo-
¢jo simulacij z matemati¢nimi modeli kot tudi na re-
sni¢nih avtobusnih progah. Za najbolj uspesne pri-
stope so se izkazali tisti, ki se osredotoc¢ijo na posa-
micne avtobuse, poSiljajo povratne informacije voz-
nikom in jim nato prepustijo dokonc¢ne odlocitve na
podlagi prometa. Ti pristopi so veliko u¢inkovitejsi
kot hkratna kontrola celotnega sistema. ReSitev pro-
blema pomaga tako uporabnikom avtobusa kot tudi
ostalim. Zaradi vecje ucinkovitosti potniki rajsi upo-
rabljajo avtobuse, ki so bolj enakomerno zasedeni,
boljsa pa je tudi raba goriva, vozil in delovne sile.

Zavec informacij si lahko preberete prispevek Ma-
tematika razloZi, zakaj je vasa avtobusna proga tako
nezanesljiva avtorjev V. V. Gayah in S. I. Guler, ki je
bil objavljen junija 2018 v reviji The Conversation.

X X X
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Preckanje reke

N \%
ALEKSANDRA TEPEH

- Preckanje reke spada med tiste vrste nalog, v ka-
terih moramo z majhnim colnom z enega na drugi
breg reke prepeljati ljudi, zivali ali predmete. Pri
tem imamo podane omejitve, koliko oseb, zivali
oz. predmetov je lahko hkrati v ¢olnu ter v kaksni
druzbi so lahko. Te vrste nalog navadno srecamo
pri logiki, lahko pa se jih lotimo tudi s pomocjo te-
orije grafov. Ne samo, da tako nalogo reSimo na
drugacen, zanimiv nacin, najdemo lahko tudi vse
moZne reSitve in se prepricamo, katera med njimi

je najkrajsa.

Volk, koza in zelje

Moz, ki je obiskal zelo posebno trzZnico, se iz nje vraca
z volkom, kozo in zeljem. Na poti domov mora prec-
kati reko, vendar ima za to na razpolago le majhen
coln, v katerega gre poleg njega samo Se ena od stva-
ri, ki jih je kupil na trznici. A koze ne sme pustiti
same z volkom, ker bi jo volk pozrl. Prav tako ne
smeta ostati sama skupaj koza in zelje, saj bi koza
zelje pohrustala. Ali lahko moZ vse varno spravi na
drugo stran reke?

Ce ste se s tako ali podobno uganko Ze srecali, to
ni ni¢ presenetljivega. Ljudje se namrec¢ z njo ukvar-
jajo ze od srednjega veka dalje. Prvic je bila zapisana
Ze konec 9. stoletja v latinskem rokopisu Propositio-
nes ad Acuendos Juvenes, ki predstavlja eno najzgo-
dnejsSih zbirk zabavne matematike. Od tedaj se je
pojavilo veliko razli¢ic te uganke. V eni izmed njih

poleg kmeta nastopajo lisica, goska ter vreca fizola,
spet v drugi panter, praSicek in ovsena kaSa. Da-
nes jo v razlicnih preoblekah najdemo v racunalni-
skih igricah, pojavila pa se je tudi v priljubljeni risani
seriji Simpsonovi, kjer Homer skuSa ¢ez reko prepe-
ljati Maggie, kuzka in strup za podgane, ki izgleda
kot bonboni. V vseh rali¢icah uganke tako nastopajo
trije objekti A, B in C, pri Cemer ne A in Bne B in C
ne smeta ostati sama brez nadzora.

Uganko lahko resimo z naslednjim logi¢nim pre-
mislekom. Najprej mora moz na drugo stran reke
varno spraviti kozo, saj bo v nasprotnem primeru
volk pojedel kozo oz. bo koza pojedla zelje. Ko se
moZ vrne, ima na izbiro, da prepelje na drugo stran
bodisi volka bodisi zelje. Ce prepelje na drugo stran
volka in se sam vrne po zelje, bo medtem volk poje-
del kozo. Ce pa prepelje zelje in se vrne po volka, bo
koza pohrustala zelje. To tezavo lahko resi tako, da
na drugo stran odpelje volka ter s seboj nazaj vzame
kozo. Sedaj lahko prepelje na drugo stran Se zelje in
se brez bojazni vrne po kozo. Moz tako reko precka
sedemkrat v naslednjih korakih:

= prepelje kozo,

= Se sam vrne nazaj,

= prepelje volka,

= nazaj grede vzame kozo,

= prepelje zelje,

= ge sam vrne nazaj,

= prepelje na drugo stran Se kozo.

ReSitve uganke tako ni bilo posebej tezko poiskati.
A radovedni ugankar se bo vpraSal, ali je to edina
reSitev ali nemara celo obstaja resitev, kjer bi se moz
Cez reko peljal manjkrat. Odgovor na ti vpraSanji
lahko dobimo s pomocjo teorije grafov.
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Resitve uganke Volk, koza in zelje s pomocjo
teorije grafov

Kako pojmujemo graf, je Ze bilo pojasnjeno v pre-
teklih Stevilkah Preseka (zanimivo predstavitev upo-
rabe grafov lahko najdemo npr. v izdaji letnika 46).
Spomnimo se, da si pod grafom predstavljamo mno-
Zico vozliS¢ (tock) ter povezav (¢rt) med njimi. Ozna-
¢imo ga z G = (V(G),E(G)), kjer V(G) predstavlja
mnozico vozliS¢, E(G) pa mnoZico povezav grafa G.
Levi graf na sliki 1 predstavlja graf G, za katerega
velja V(G) = {a,b,c,d,e} in E(G) = {ab,ac,bc,bd,
cd,de}. Povezavo ab bi lahko oznacili tudi z ba,
saj je pomembno le to, da sta vozli§¢i povezani. Ce
sta vozliS¢i povezani s povezavo, reCemo da sta so-
sednji. V grafu G sta a in b sosednji, reCemo pa
tudi, da je a sosed od b (in b sosed od a), vsi sosedi
vozliS¢a b pa so a,c in d.

Ce vsako povezavo usmerimo od enega vozli§¢a k
drugemu, govorimo o usmerjenem grafu. Usmerje-
nemu grafu recemo tudi digraf. Obicajna oznaka za
digraf je D = (V(D),A(D)), kjer je V(D) mnoZica vo-
z1iS¢, A(D) pa mnoZica usmerjenih povezav digrafa
D. Primer digrafa vidimo desno na sliki 1. Zanj ve-
lja V(D) = {a,b,c,d, e}, mnozica usmerjenih pove-
zav pa je enaka A(D) = {(a,b),(a,c),(b,c),(c,d),
(d,b),(e,d)}, kjer smo s posebnim zapisom (a,b)
hoteli poudariti usmerjenost povezave med vozlis-
Cema a in b; ta povezava je usmerjena od vozliSca
a do vozlis¢a b. Ce bi pisali (b,a), bi to pomenilo
ravno nasprotno usmerjenost.

Spoznajmo Se pojem sprehoda v grafu oz.
digrafu. Tega si lahko predstavljamo kot zaporedje
vozliS¢, ki nam doloc¢a, po kakSnem vrstnem redu

b

/ d
a \/o—o e
C
SLIKA 1.

Graf G (levo) in digraf D (desno)

MATEMATIKA

se po povezavah »sprehajamo« od vozliS¢a do vo-
zliS¢a. Primera sprehodov v grafu G na sliki 1 sta
abcde in abcdedc. Ker nam v primeru digrafov pu-
Sc¢ice nakazujejo, v katero smer je mozno prehoditi
povezavo, govorimo o usmerjenih sprehodih. V di-
grafu D sta primera usmerjenih sprehodov abcd in
abcdbc. Opazimo, da ne obstaja usmerjeni sprehod
od vozlis¢a a do vozlisca e, saj lahko po povezavi
med d in e gremo le v smeri od e proti d, ne pa tudi
obratno.

Sedaj lahko uganko Volk, koza in zelje predsta-
vimo v jeziku teorije grafov. Graf, ki ustreza tej
uganki, bomo tvorili tako, da bo vsako stanje pred-
stavljalo eno vozliS¢e. Recimo, da so na zacetku
vsi (moZ, volk, koza in zelje) na levem bregu reke.
To stanje bomo predstavili z vozliS¢em a. Obratno,
konc¢no stanje, ko so torej vsi na desnem bregu reke,
oznac¢imo z b. Premislimo, kaksna stanja so Se do-
voljena. Moz seveda ne sme biti sam na enem bregu
reke, saj bi bili preostali na drugem bregu brez nad-
zora. Lahko pa je na enem bregu reke sam volk, pre-
ostali pa se nahajajo na drugem bregu reke. Pri tem
stanje, ko je volk na levem bregu, ostali pa na de-
snem, oznacimo s ¢, obratno stanje, ko je volk sam
na desnem bregu, pa z d. Podobno dobimo Se sta-
nja e, f, g, h, katerih pomen je razviden iz tabele 1
(v tej tabeli M predstavlja moza, K kozo, Z zelje in
V volka). Ko smo ugotovili vsa mozZna stanja, v ka-
terih je na enem bregu le en sam, smo seveda tudi
opisali Ze vsa stanja, ko so na bregu trije. Tako nam
ostanejo le Se stanja, v katerih sta dva na enem, dva
pa na drugem bregu. Toda to je moZno le, Ce sta na
enem bregu skupaj mozZ in koza, na drugem pa volk
in zelje. Ti stanji v tabeli 1 najdemo pod oznakama
iin j. Tako bo imel na$ graf 10 vozliSc.
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stanje i levibreg : desni breg
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TABELA 1.
Tabela stanj

Sedaj se lotimo Se iskanja povezav. Dve vozliSci
(stanji) bomo povezali le, ¢e je glede na omejitve
iz naloge moZen prehod iz enega stanja v drugega.
Tako je npr. mozen prehod iz stanja a v stanje i, saj
lahko moz prepelje kozo na desni breg, volk in zelje
pa ostaneta na levem bregu. Seveda je moZen tudi
obraten prehod, torej iz stanja i v stanje a, saj se
lahko moZ in koza vrneta na levi breg. Zato bomo v
grafu narisali povezavo med vozliS¢ema a in i. Ne
moremo pa npr. povezati vozli§¢ a in f, saj bi to po-
menilo, da se je koza sama peljala s ¢olnom. To se-
veda ni mozno, saj lahko s ¢olnom upravlja le moz.
Vozlis¢a a tudi ne moremo povezati z vozliS¢em b,
saj na ¢olnu ni prostora, da bi se vsi Stirje prepe-
ljali hkrati. Hitro lahko ugotovimo, da je vozliSce
a mogoce povezati le z vozliS¢em i. Nato se lotimo
premiSljevanja, s katerim vozliS¢em lahko povezemo
vozliSce b, sledi premislek glede vozliSca c itd. Tako
sistemati¢no pridemo do vseh povezav v grafu, ki je
prikazan na sliki 2.

Da bi poiskali reSitev uganke, je torej potrebno
najti sprehod med vozliS¢ema a in b. 1z grafa hitro
razberemo, da je takih sprehodov dejansko zelo ve-
liko (eden je npr. sprehod aifchedgfchejb).
NajkrajSa sprehoda pa sta le dva. To sta sprehoda
aifchejb in aifgdejb. Oba sta dolZine 7 (dolZino
sprehoda dobimo tako, da preStejemo Stevilo pove-
zav sprehoda), kar ustreza najmanjSemu Stevilu vo-

SLIKA 2.
Graf uganke Volk, koza in zelje

Zenj, ki jih mora opraviti moz, da vse prepelje na
drugo stran reke. ReSitvi, ki smo jo dobili v prej-
$njem razdelku, ustreza sprehod aifgdejb.

Misijonarji in ljudozerci

Trije misijonarji in trije ljudoZerci morajo preckati
reko. Na razpolago imajo majhen coln, v katerem
sta lahko hkrati najve¢ dve osebi. Ce so na kateri-
koli strani reke prisotni misijonarji (pri Cemer je mi-
Sljeno, da se lahko nahajajo na samem bregu ali Se
v ¢olnu), jih mora biti vec ali enako Stevilo kot ljudo-
Zercev. V nasprotnem primeru ljudoZerci misijonarje
pojedo. Kako lahko vseh sest ljudi varno precka reko?
Nalogo lahko reSimo z naslednjimi koraki.

= En ljudoZerec in en misijonar preckata reko.
= Misijonar se vrne na prvotno stran reke.

= Dva ljudozerca preckata reko.

= Eden od njiju se vrne.

= Dva misijonarja preckata reko.

= Vrneta se en ljudoZerec in en misijonar.

= Dva misijonarja preckata reko.

= En ljudoZerec se vrne na prvotno stran reke.
= Dva ljudoZerca preckata reko.

= En ljudoZerec se vrne na prvotno stran reke po
zadnjega ljudoZzerca.

= (Oba ljudozZerca se pridruzita vsem preostalim ose-
bam na drugi strani reke.

Spet nas bo zanimalo, ali poleg te reSitve obstaja
Se kaksSna. Ali morda obstaja reSitev, kjer bi bilo po-
trebno manjse Stevilo prevozov kot 11, kolikor je po-
trebnih v zgornji reSitvi?
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Resitev s pomocjo grafa

Po zgledu prejsnje naloge bi lahko misijonarje ozna-
¢ili npr. z A, B, C, ljudoZerce pa z X,Y,Z ter s po-
mocjo teh oznak zapisali vsa mozna stanja. Ker pa
misijonarjev ni treba lo¢iti med sabo in prav tako ne
ljudozerev, saj je pomembno le njihovo Stevilo na
posameznem bregu (glede na besedilo naloge se pri
tem Stejejo tudi potniki, ki so ob bregu na priveza-
nem colnu), bo za zapis vseh stanj zadostoval za-
pis s pomocjo urejenih parov. Tako bo urejeni par
(m, k) predstavljal stanje, ko se na levem bregu reke
nahaja m misijonarjev in k ljudoZercev. Stanj na de-
snem bregu reke nam ni treba posebej opisovati, saj
vemo, da mora biti skupno Stevilo misijonarjev in
ljudozercev v vsakem trenutku enako 3. Ker velja
0<m <3in0 < k < 3, obstaja 16 moznih urejenih
parov (m, k). Toda nekatere od njih je potrebno iz-
lociti, npr. par (1, 3), saj v tem primeru Stevilo ljudo-
Zercev na levem bregu presega Stevilo misijonarjev.
Prav tako je treba izlociti par (2, 1), saj to pomeni, da
sta na desnem bregu dva ljudozerca, misijonar pa le
en. Opazimo, da so torej dovoljeni le pari (m, k), ki
zadoscajo naslednjim pogojem:

= 0<m<3,
= 0<k<3,

= m=kalim=0alim=3.

Za boljSe razumevanje si jih lahko predstavimo z
diagramom na sliki 3, kjer so vsa moZna stanja pred-
stavljena s toCkami, pri cemer so dovoljena stanja
tudi obkroZzena.

Sedaj premislimo, med katerimi dovoljenimi sta-
nji je mogoce prehajati glede na omejitev, da se s
¢olnom lahko peljeta najve¢ dve osebi. Ce je prehod
iz enega stanja v drugega mozen, bomo v grafu, kjer
vozliSca predstavljajo stanja, ustrezni vozliSc¢i pove-
zali. PoveZemo lahko npr. vozlisci (3, 3) in (3, 2), saj
se lahko en ljudoZerec pelje iz levega na desni breg,
ali pa tudi obratno. Vozlisce (3, 3) lahko poveZemo
Se z (2, 2), kar bi v primeru sprehoda po tej povezavi
od (3,3) do (2,2) pomenilo, da sta se en misijonar
in en ljudoZerec peljala z levega na desni breg. Ce
pa bi se po omenjeni povezavi sprehodili v smeri od
(2,2) do (3,3), bi to pomenilo, da sta se ljudoZe-
rec in misijonar peljala z desnega na levi breg. Pri

MATEMATIKA
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SLIKA 3.

Diagram (dovoljenih) stanj

iskanju vseh vozlis¢, ki so sosednja z danim vozli-
S¢em (m, k), nam pomaga premislek, da bo prevoz
Colna z levega na desni breg zmanjSal vrednosti m
in k. Stevili m in k se skupaj zmanjsata za najve¢
2, saj lahko gresta hkrati na ¢oln najvec¢ dva ¢loveka.
Tako so kandidati za sosede vozlis¢a (m, k) vozli-
Ss¢a(m-1,k-1),(m,k-2),(m-2,k),(m-1,k) in
(m,k — 1), pri Cemer posamezna mozZnost ne pride
v poStev, Ce je v urejenem paru prvo Stevilo manjSe
od drugega ali pa je katero od Stevil negativno. Tako
dobimo graf, prikazan na sliki 4.

(0,3) (3,3)
(2,2/
(0,2) / (3,2)
(0,1) (3,1)
/1,1)
0,0) Y 3,0
SLIKA 4.

Graf uganke Misijonarji in ljudozerci
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Cilj naloge je poiskati usmerjeni sprehod iz vozli-
$ca (3, 3) do vozlisca (0,0). Morda nam pritegne po-
zornost kratek usmerjeni sprehod (3,3)(2,2)(1,1)
(0,0). Toda tako zaporedje vozliS¢ nam da tri pove-
zave (prva je povezava(3,3)(2,2), druga (2,2)(1,1)
in tretja (1,1)(0,0)), ki vse ustrezajo voZnjam colna
z levega na desni breg, kar seveda ne more biti resi-
tev. V prejsnji nalogi smo se lahko po povezavah
sprehajali poljubno, saj so vozliS¢a ustrezala tako
stanjem na levem kot na desnem bregu reke. V tokra-
tnem grafu pa vozliS¢a predstavljajo le stanja na le-
vem bregu. Kako torej poiskati sprehod od vozlisca
(3,3) do vozlis¢a (0,0), da bo upoStevana izmenic-
nost voZenj ¢olna z levega na desni breg in obratno?
Poiskali bomo usmerjeni sprehod, kjer bomo pazili
na ustrezno usmeritev povezav. Opazimo namrec
lahko naslednje: ¢e v grafu »vertikalno« povezavo
usmerimo od spodaj navzgor (taka je npr. povezava
med vozliS¢ema (0, 0) in (0, 2)), to pomeni povecanje
Stevila ljudozercev na levem bregu, zato taka pove-
zava predstavlja prevoz (ljudozercev) z desnega na
levi breg. Ce »vodoravno« povezavo usmerimo od
leve proti desni (taka je npr. povezava od (0,2) do
(2,2)), to ustreza povecanju Stevila misijonarjev na
levem bregu, kar ponovno pomeni voznjo ¢olna z de-
snega na levi breg. Po podobnem premisleku o preo-
stalih moZnih usmeritvah pridemo do ugotovitve, da
prevozom z desnega na levi breg ustrezajo usmeri-
tve:

= 1 (od spodaj nazgor),
= — (od leve proti desni) in
=/ (od spodaj levo do zgoraj desno),

prevozom z levega na desni breg pa ustrezajo usme-
ritve:

17;%

Preostale reSitve uganke

L
7

= | (od zgoraj navzdol),
= — (od desne proti levi) in
= / (od zgoraj desno do spodaj levo).

S pomocjo tega po krajSem premisleku najdemo us-
merjeni sprehod

= (3,3)(2,2)(3,2)(3,0)(3,1)(1,1)(2,2)(0,2) (0, 3)
(0,1)(0,2)(0,0)

na sliki 5, ki ustreza reSitvi, ki smo jo Ze navedli v
razdelku Misijonarji in ljudoZerci.

(0,3) (3,3)
(2,2)/

(0,2) & (3,2)

(0,1) T <//—. (3,1)
(1,1) I

(0,0) o (3,0)

SLIKA 5.
Ena od moznih resitev

Spet nas bo zanimalo, ali je to edina reSitev ali
nemara obstaja Se krajSa. Do odgovora pridemo s
pomocjo grafa na sliki 4, v katerem bomo za laZjo
razlago vsa vozlisc¢a grafa razporedili v tri mnoZice:

= L=1{(0,0),(0,1),(0,2),(0,3)},
= §=1{(1,1),(2,2)},
= D=1{(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)}.

L Z

~

. !
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Ker ni nobene povezave med vozliS¢em iz mnoZice
D in vozliStem iz mnozice L, mora iskana usmer-
jena pot od vozliS¢a (3,3) do vozlis¢a (0,0), ki bo
predstavljala reSitev naloge, nujno vsebovati vozli-
$¢e iz mnozice S. Ce bi se v vozli§¢e (2, 2) premaknili
iz vozlisca (3, 3) ali (3, 2), se moramo v naslednjem
koraku premakniti v vozliS¢e (3,2) ali (3,3). Tako
hitro vidimo, da mora iskani usmerjeni sprehod po
tem, ko zapusti vozliSc¢a iz D, nujno iti preko vozli-
$c¢a (1,1), edini moZni nacin za to pa je preko vozli-
Sca (3, 1). Edini mozni nacin, da iz (1, 1) pridemo do
nekega vozliscaiz L, je, daseiz (1,1) premaknemo v
(2,2) innatov (0, 2). Tako bo iskani usmerjeni spre-
hod zagotovo vseboval zaporedje (3,1)(1,1)(2,2)
(0,2). Od (3,3) do (3,1) je mozno priti na dva raz-
licna nacina: preko zaporedja (3,3)(3,1)(3,2)(3,0)
(3,1) ali (3,3)(2,2)(3,2)(3,0)(3,1). Prav tako ob-
stajata le dva razli¢na nacina, kako iz vozliSca (0, 2)
doseci vozlisce (0,0). Tako ugotovimo, da obstajajo
natanko Stiri razli¢ne reSitve uganke. Eno od reSitev
smo Ze videli na sliki 5, preostale prikazuje slika 6.
Vse §tiri reSitve zahtevajo 11 vozZenj ¢olna.

Nalogi, ki smo si ju ogledali, najdemo tudi na sple-
tni strani www.nauk.si/materials/418/out/
index.html#state=1, Kkjer je Se veC zanimivih
ugank. Morda koga zamika, da se s pomocjo teorije
grafov loti Se katere.

Literatura

[1] River crossing puzzle, dostopno  na
en.wikipedia.org/wiki/River_crossing_
puzzle.

[2] Fox, goose and bag of beans puzzle, dostopno
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materials/418/out/index.html#state=1.
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seg=1#metadata_info_tab_contents.

MATEMATIKA

Naloge na
Plemljevi
maturi

N2
MARKO RAZPET

-> Akademik prof. dr. Josip Plemelj (1873-1967),
svetovno znani matematik, prvi rektor ljubljanske
univerze, je obiskoval osemrazredno klasi¢no gi-
mnazijo v Ljubljani in na njej uspeSno maturiral v
Solskem letu 1893/94. Pot do njegove mature pa ni
bila gladka, ker se v zadnji razred zaradi incidenta
(podrobnosti so opisane v [3]) ni mogel vpisati. Kot
privatist je opravljal izpite za prvo polletje osmega
razreda na gimnaziji v Novem mestu, za drugo pol-
letje pa na gimnaziji v Ljubljani, kjer je tudi matu-

riral.

Gimnazije so na koncu Solskega leta objavile po-
rocilo o svojem delu. Letna porocila ljubljanske kla-
sitne gimnazije, ki jo je obiskoval Plemelj, so bila
tiskana, napisana pa so bila v nemscini. V porocilih
so bili objavljeni seznami profesorjev in dijakov po
razredih, seznami vsebin predmetov, potrebnih uc-
benikov, udil, poljudnih predavanj, Solska statistika,
pa tudi maturitetne naloge. Na zacetku porocil je bil
daljsi znanstveni prispevek kakega profesorja, v po-
rocCilu za Solsko leto 1894/95 npr. o lomu svetlobe
v Zemljini atmosferi z upoStevanjem spremenljivega
lomnega koli¢nika avtorja MatevZa Voduska.

Kot je razvidno iz letnih porocil [1, 2] ljubljanske
gimnazije, so potekali pisni maturiteni izpiti v po-
letnem roku od 11. do 16. junija, ustni izpiti pa so
se zaceli 9. julija in koncali 14. julija 1894. Za ta
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rok je bilo prijavljenih 41 rednih dijakov, en priva-
tist osmega razreda in trije eksternisti. Privatist ni
bil nih¢e drug kot Josip Plemelj, eksternisti pa so bili
dijaki iz drugih Sol.

Da si bomo bolje predstavljali takratno maturo,
zlasti njen matematicni del, navajamo teme pri pi-
snih izpitih: prevod iz nems¢ine v latins$¢ino, prevod
iz latin§Cine v nemscino, prevod iz grSc¢ine v nem-
S¢ino, nemsSki prosti spis, prosti spis iz zgodovine
slovenskega jezika za dijake, ki so obiskovali obve-
zni pouk slovenscine, in spis na temo izbrane sta-
rogrSke drame. Naloge iz matematike, napisane v
nemscini, pa so bile:

1. Nekdo vplaca na banki 16 000 gld, nato pa 10 let
prejema dekurzivno rento v visini 2 000 gld. Koliko
ima po tem casu Se na racunu in koliko ¢asa mora
Cakati, da mu znesek spet naraste na prvotnih 16 000
gld? Vselej se racuna z letno obrestno mero 4,5 %.

2. Pokonc¢na piramida ima stranski rob s = 1,4 m
in za osnovno ploskev trikotnik s stranicoa = 0,7 m,
kateri je nasproten kot o« = 57°54'44", preostali
stranici pa sta v razmerju 4 : 3. Kako velik je pol-
mer krogle, ki ima enako prostornino kot piramida?

3. Skozi goriic¢e parabole 16x2 — 24xy + 9y?2 +
50x — 100y + 50 = 0 poteka tetiva, ki je vzporedna
tangenti skozi krajiSce parametra. PoiSci enacbo no-
silke tetive in ploScino odseka, ki ga ta tetiva odreze
od parabole.

Opombe. Matematike je bilo povprecno tri ure te-
densko v vseh razredih. Uporabljali so Mo¢nikove in
Hocevarjeve ucbenike.

1. Goldinar (gld) je bila stara avstrijska denarna
enota. Leta 1892 so uvedli krone (K) in je veljalo 1 gld
= 2 K. Dekurzivno rento se izplacuje ob koncu leta.
Verjetno je v nalogi misljeno, da je bil znesek 16 000
gld vplacan na zacetku leta.

2. Pokonc¢na tristrana piramida ima vse tri stran-
ske robove enako dolge, tako da je pravokotna pro-
jekcija njenega vrha na osnovno ploskev v srediscu
njej oCrtanega kroga.

3. 0Od 5. do 8. razreda so pri geometriji in alge-
bri uporabljali Moc¢nikova uc¢benika. Ucbenik za ge-
ometrijo med drugim obravnava tudi zasuk koordi-
natnega sistema in krivulje drugega reda, zato na-
loga ne bi smela delati teZav. Parameter parabole je
v Mo¢nikovem ucbeniku tista njena tetiva, ki je pra-
vokotna na os parabole in poteka skozi njeno gori-
Sce.

Nalogo je najlaZe resiti z zasukom in vzporednim
premikom koordinatnega sistema, da s tem parabolo
prevedemo na kanonsko obliko.

Dijak Josip Plemelj je maturo brez tezav opravil,
se vpisal na dunajsko univerzo, kjer je doktoriral leta
1898 in postal zelo uspeSen matematik, kot lahko
preberemo v [3]. Ali bi znali reSiti vse tri matema-
ticne naloge tudi vi?

Literatura
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Obergymnasiums zu Laibach veréffentlicht am
Schlusse des Schuljahres 1893/94, Ljubljana
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[2] A. Senekovi¢, Jahresbericht des k. k. Staats-
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Schlusse des Schuljahres 1894/95, Ljubljana
1895.

[3] 1. Vidav, Josip Plemelj: ob stoletnici rojstva,
DMFA, Ljubljana 1975.
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Naloge z okroglim mestom

N2
MARKO RAZPET

- V prispevku bomo na primerih treh nalog spo-
znali delcek srednjeveske kitajske matematike. Ki-
tajci so v svoji vectisocletni zgodovini v matema-
tiki dosegli lepe uspehe. Zato ne bo odvec, da jim
posvetimo nekaj besed. Do nekaterih ugotovitev
so prisli celo vec stoletij prej kot Evropejci. Vec¢ o
tem lahko preberemo npr. v [2] in [3].

Pri zapisovanju kitajskih besed v latinici bomo
uporabljali mednarodno priznani sistem pinyin, na-
mesto modernih poenostavljenih kitajskih pismenk
pa kar tradicionalne, da bomo tako ostali blize av-
torjem iz 13. stoletja. Zaradi pravilne tonske izgo-
vorjave uporablja pinyin, Ce je potrebno, Se posebna
znamenja nad samoglasniki, ker bi sicer enako napi-
sana beseda lahko imela ve¢ pomenov. Glede pisave
in izgovorjave nam je lahko v veliko pomoc¢ svetovni
splet.

V Casu vladanja dinastije Song (960-1279) (Song,
%) je na Kitajskem zivel matematik Li Ye (1192-
1279) (Li Y&, Z5iR), ki se je rodil kot Li Zhi (Li Zhi,

SLIKA 1.
Diagram okroglega mesta (pogled od severa proti jugu)

Z=v4), a je kasneje spremenil svoje ime. Kitajcem
je v tistem obdobju kljub pogostim vojnam s sever-
nimi sosedi na znanstvenem in tehni¢nem podrocju
kar dobro Slo. Omenimo samo, da so Kitajci takrat
Ze dolgo Casa poznali papir in tisk, iznaSli pa so tudi
mehansko uro za pogon astronomskih naprav (glej
npr. [4]).

Leta 1248 je Li Ye dokoncal pomembno delo z ne-
navadnim naslovom Ceyuan haijing (Céyuan haijing,
I Bl $%), kar pomeni Morsko ogledalo meritev
kroga. V njem reSuje nekatere geometrijske naloge z
algebrskimi metodami, ki pripeljejo do polinomskih
enacb. Metodo imenuje tian yuan shu (tian yuan shu,
K TGHT), kar pomeni metoda nebesne neznanke.

Na zacetku Lijevega dela je diagram okroglega me-
sta, yuan cheng tu shi (yuan chéng tu shi, [5]# & =X).
Na njem so toCke oznacene s kitajskimi pismenkami.
Krog predstavlja obzidje mesta, ki ima Stiri vrata v
smeri glavnih strani neba: sever bei (béi, ]t), jug
nan (nan, 75), vzhod dong (dong, %) in zahod xi
(x1, /). Na sliki 1, ki je nepopoln preris originala,
so vrata oznacena s N,S,E,W. Druge tocke bomo
oznacili v konkretnih primerih, ki jih bomo obrav-
navali. Posebnost slike je tudi v tem, da so strani
neba prilagojene pogledu od severa proti jugu. Na
sliki je ve¢ pravokotnih trikotnikov, ki so po kitaj-
ski tradiciji postavljeni tako, da je ena kateta vodo-
ravna, ena pa navpicna. Krogu sta ocrtana kvadrat
in pravokotni trikotnik tako, kot kaZe slika 1. KroZzci
predstavljajo tiste tocke, ki jih je oznacil Li Ye in na
podlagi slike sestavil zbirko 170 nalog, pri katerih
je ve¢inoma treba iz danih podatkov izracunati veli-
kost mesta, njegov polmer ali premer. Podatki se iz-
razajo z nekaterimi razdaljami med oznacenimi toc-
kami. Zanimivo je tudi, da Li dotikaliS¢a hipotenuze
s krogom sploh ne uporablja.

Predpostaviti je treba, da mesto, ki je omenjeno v
nalogah, stoji na idealni ravnini, da se v vseh smereh
zunaj mesta dobro vidi in da je mogoce priti pes,
kamor je pac treba.

V obravnavanih nalogah bomo delali s sploSnimi
podatki in Sele na koncu reSili celoStevilski primer,
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po moZnosti s ¢im manjSimi Stevili. Za dolZinsko
enoto bomo vzeli kar kilometer. S tem ne bomo prav
ni¢ okrnili pomena Lijeve zbirke in metod v njej. Prav
tako pricujoce naloge niso popolnoma originalne, a
sestavljene so po Lijevih zgledih. ReSujemo pa jih
tako, kot to po¢nemo dandanes po nasih Solah.

1. naloga. JuZno od zahodnih vrat, 6 km dalec, ra-
ste visoko drevo. Neki ¢lovek gre od vzhodnih vrat 2
km proti vzhodu, ko zagleda omenjeno drevo. Kako
veliko je mesto?

ReSitev. Pomagamo si s sliko 2. Krog s sredi§¢em O
naj ima polmer x, vzhodna vrata so v tocki E, zaho-
dna v tocki W, drevo v tocki D, iz toCke A pa ¢lovek
opazi drevo v smeri hipotenuze pravokotnega triko-
tnika AWD. Hipotenuza se kroga dotika v tocki B.
Oznac¢imo a = |WD|, b = |AE].

Pravokotna trikotnika AOB in ADW sta si podob-
na, ker se ujemata v skupnem kotu z vrchom A in v
pravem kotu. UpoStevamo, da je |[BD| = a in da za
trikotnik AW D velja Pitagorov izrek. Dobimo zvezi

2x +b _ |AB
2=

, (JAB| +a)®> = a® + (2x + b)°.

Ce iz prve izrazimo |AB| in vstavimo v drugo, do-
bimo po preurejanju in krajSanju za neznani polmer
kroga enacbo

= 2x3 4+ bx?—a’b =0. (1)
Ce naértamo grafa funkcij x — 2x3 in x — a?b—bx?,
takoj opazimo, da ima enacba (1) samo eno pozitivno
reSitev, ki je iskani polmer okroglega mesta.

V konkretnem primeru je a = 6,b = 2. Tedaj je
treba resiti enatbo 2x3 +2x%2-72 = 2(x3+x2-36) =
0. ReSitev kar uganemo: x = 3. Premer mesta je torej
6 km.

Pripomba. V vseh treh tukaj obravnavanih nalogah
sta a in b racionalni Stevili, zato imajo polinomi na
levi strani enacb (1), (2) in (3) racionalne koeficiente.
Ce je potrebno, odpravimo ulomke, tako da imamo
na levi strani enacb polinome s celimi koeficienti. Na-
stane pa teZava, kako poiskati nicle teh polinomov.
Pri polinomih stopnje 1 in 2 to v srednjem veku ni
bilo tezko, vemo pa, da je bilo to teZe pri polino-
mih tretje, Cetrte in viSjih stopenj. Pri racionalni ni-
Cli p/q polinoma s celimi koeficienti, ¢e taka nicla

SLIKA 2.
Razmere pri 1. nalogi

sploh obstaja, je Stevec p delitelj konstantnega clena
in g delitelj vodilnega koeficienta polinoma. Ulom-
kov p/q pa ima polinom lahko zelo veliko in hitro
se zgodi, da nam preverjanje vzame veliko ¢asa, ni-
Cle pa kljub vsemu ne najdemo. V veliko pomo¢ nam
je Hornerjeva, tudi Ruffini-Hornerjeva metoda (vec
o tem npr. v [1]), po kateri hitro, samo z mnoZe-
njem, seStevanjem in odS$tevanjem, izracunamo vre-
dnost polinoma v dani toc¢ki xo. Za ime metode sta
zasluZna italijanski matematik Paolo Ruffini (1765-
1822) in britanski matematik William George Horner
(1786-1837).

V resnici pa so tako metodo poznali Kitajci Ze ve-
liko stoletij pred Hornerjem in Ruffinijem. V delu
Matematika v devetih poglavjih, kitajsko Shushu ji-
uzhang (Shushu jiizhang, & }. %) iz leta 1247, jo
uporablja avtor Qin Jiushao (1202-1261)
(Qin Jitishao, Z= JL##). Tudi Qin je reseval 2. nalogo,
dobil pa je za iskani polmer polinomsko enacbo pete
stopnje in jo za konkretni razdalji a in b tudi pra-
vilno resil.

Preostali resitvi enacbe x3+x2—36 = 0 najlaze do-
bimo ravno s Hornerjevo metodo. V nasem primeru
racun poteka takole:

1 1 0 -36
3 12 36
1 4 12 | O

Xo =3 |

To se pravi, da smo nasli razcep x3 + x2 —36 = (x —
3)(x% + 4x + 12). Toda enatba x2 + 4x + 12 = 0
ima konjugirano kompleksni resitvi —2(1 +1i+/2), kar
pomeni, da je x = 3 edina reSitev naloge.

12
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2. naloga. Visoko drevo raste 2 km od juznih vrat
proti jugu. Nekdo gre od severnih vrat proti vzhodu
in zagleda omenjeno drevo, ko prehodi 6 km. Kako
veliko je mesto?

SLIKA 3.
Razmere pri 2. nalogi

ReSitev. Oznacimo tocke in razdalje tako, kot kazZe
slika 3. Pravokotna trikotnika AND in BOD sta si
podobna, ker se ujemata v skupnem kotu z vchom D
in v pravem kotu. Za trikotnik BOD velja Pitagorov
izrek. Dobimo zvezi

., a+2x _ [BD|
b  x

, IBD|? = (x+a)?—x? = a(a+2x).

Ce iz prve izrazimo |BD| in vstavimo v drugo, do-
bimo po preurejanju in krajSanju za neznani polmer
kroga enacbo

= 2x% +ax? —ab® =0, (2)

ki ima eno samo pozitivno reSitev. V naSem primeru
jea = 2,b = 6. Tedaj je treba resiti enachbo 2x3 +
2x2—72 = 2(x3 4+ x2 - 36) = 0. Spet dobimo resitev
x = 3. Premer mesta je potemtakem 6 km.

3. naloga. Visoko drevo raste 3/4 km juzno od juz-
nih vrat. Neka oseba gre od vzhodnih vrat proti
vzhodu in zagleda omenjeno drevo, ko prehodi 2 km.
Kako veliko je mesto?

ReSitev. Oznacimo tocke in razdalje tako, kot kaze
slika 4. Za pravokotna trikotnika BOD in AOB zapi-
Semo Pitagorov izrek, za pravokotni trikotnik AOD

MATEMATIKA

SLIKA 4.
Razmere pri 3. nalogi

pa visinski izrek
" (a+x)%2=x%+|BD|% (b+x)?=x°+|AB|?,
|AB| - |IBD| = x?.

Iz vseh treh enacb izlo¢imo |BD| in |AB|. Dobimo
relacijo

= x* = (a® + 2ax)(b? + 2bx).
Po preureditvi je pred nami enacba
» x* - dabx? - 2ab(a +b)x — a’b? =0, (3)

ki ima eno samo pozitivno reSitev. V naSem primeru
jea =3/4,b = 2. Tedaj je treba resiti enacbo 4x* —
24x° —33x — 9 = 0. Spet dobimo reSitev x = 3.
Premer mesta je 6 km.
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FIZIKA

Smucarski poleti v Planici

N2
ANDRE] LIKAR

- Poleti v Planici privabijo mnoge gledalce. Tek-
movanje je vedno privlacno, a tam nas prevzamejo
tudi poleti sami. NajboljsSi tekmovalci so v zraku
tudi do osem sekund in pri skoku presmucajo ter
z veliko hitrostjo preletijo visSinsko razliko blizu
200 metrov. Motor je pri tem teza, ki dela s pov-
precno mocjo malo manj kot sedmimi kilovati. Z
vec¢jo mocjo dela teZa le Se pri prosto padajocem
padalcu, ¢e se omejimo na Sportne dejavnosti brez

vodenja strojev.

Planiska letalnica je ena vecjih v svetu. Pred tek-
movanjem v Planici je vsako leto v zraku pricako-
vanje svetovnega rekorda v dolzini poletov. Ali po-
znamo kake fizikalne omejitve pri dolzini poletov?
Edina omejitev je, kot vse kaZze, le velikost skakal-
nice. Pomembna ovira bi bil Se neenakomeren veter,
a izkusnje kazejo, da so tekmovanja izvedljiva tudi
pri precej nemirnem ozracju. Izurjenost dobro tre-
niranih skakalcev zagotavlja izjemno varnost, ki je
ne premore alpsko smucanje, posebno ne tekme v
smuku. Padci pri skokih in poletih so izjemno redki,
sploh pa zadnje Case ni padcev, kjer bi se tekmova-
lec resneje poskodoval. So pa tekmovalci izposta-
vljeni hudim obremenitvam nog pri doskoku v dno
skakalnice, kjer poSkodbe kolenskih vezi niso tako
zelo redke.

Oglejmo si fizikalno plat smucarskih poletov. Tu
fizika v podrobnostih ni prav preprosta, saj deluje
na skakalca poleg teze tudi sila zraka. Te ne moremo
preprosto in zanesljivo zajeti z nekaj enacbami, saj

je tekmovalceva geometrija skupaj z vso opremo ze-
lo zapletena. Poleg tega se pri odskoku zelo hitro
spreminja, tekmovalec se mora najprej krepko od-
riniti, potem na hitro poskrbeti za optimalno lego
smuci in telesa pri jadranju skozi zrak. Tudi pri pri-
stanku se lega telesa v kratkem Casu spremeni.

Ce nimamo v mislih zahtevne raziskovalne naloge,
ki bi morala ¢im natanc¢neje opisati smucarja pri po-
letu, lahko poskusimo s preprotim modelom. Naj-
prej moramo opredeliti sile na smucarja v zraku. S
teZo pac ni tezav: deluje navzdol z velikostjo mg,
kjer je m masa smucarja z opremo vred, g pa tezni
pospesSek. Sila zraka pa je neprimerno bolj zaple-
tena. Odvisna je od lege smucarja glede na zrac¢ni
tok, ki ga le-ta pri letu obcuti. Lego bomo opredelili
le z enim parametrom, in sicer kotom « med rav-
nino, ki jo tvorita smucki, in smerjo toka zraka. Ta
smer je nasprotna smeri leta skakalca skozi zrak, kot
to vidimo z roba skakalnice. Silo zraka na skakalca
razdelimo na dve komponenti, in sicer na silo upora
Fy, ki je vzporedna s hitrostjo zracnega toka, in na
silo dinami¢nega vzgona Fy, ki je na hitrost toka pra-
vokotna (glej sliko 1). V vetrovnikih so ti dve sili me-
rili in ju predstavili z naslednjima enacbama:

" Fy = %QUZSU

in
1
b FV = EQ’UZSV.

Gre torej za kvadratni zakon glede na velikost hitro-
sti zraka v, efektivna preseka Sy in Sy pa sta zaple-
teni funkciji lege telesa glede na zracni tok. Pri samo
enem parametru « in neki standardni legi skakalca,
ki je vec ali manj enaka pri vseh, je odvisnost efek-
tivnih presekov prikazana na slikah 2 in 3.

14
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SLIKA 1.

Komponenti sile zraka na skakalca med poletom. Fy je sila
upora, Fy pa sila dinami¢nega vzgona. Zrak se glede na ska-
kalca giblje s hitrostjo ¥. Kot med ravnino smuci in hitrostjo v
je oznacen z «.

1.2

1.0 |

0.8 1

0.6 -

S, [m?]

0.4 1

0.2 1

0.0

0 10 20 30 40 50
o [°]

SLIKA 2.
Efektivni presek sile upora v odvisnosti od kota «

Kako dobro smo s tem zajeli silo zraka na ska-
kalca, preverimo tako, da izracunamo skakalCev tir
in ga primerjamo s tirom, ki ga skakalec res opiSe. V
koordinatnem sistemu, kjer je os x vodoravna, os y

FIZIKA

10 20 30 40 50
o [’]
SLIKA 3.

Efektivni presek sile dinami¢nega vzgona v odvisnosti od kota
«

pa navpi¢na navzgor, zapiSemo Newtonov zakon za
skakalca takole:

" may = Fysin@ — Fycos @,
ma, = -mg + Fycos@ + Fysing,

kjer je kot @ trenutni kot med tirom skakalca in osjo
X, dx in a, sta pospeska v ustreznih smereh. Ta
kot je sicer blizu velikosti kota «, a je pomembno
upostevati naklon smuci glede na vodoravnico @, ki
je razlicen od nic¢. Pri letalnicah, kot je to planiska,
veCina tekmovalcev jadra nekoliko strmoglavo (glej
sliko 4).

Z Newtonovim zakonom in zacetnim vektorjem hi-
trosti, ki je vzporeden z odskocno mizo, ta pa je za
10° nagnjena glede na vodoravnico in velikostjo 28
ms~!, dobimo za tri naklonske kote 25°, 5° in —15°
tire, ki so predstavljeni na sliki 5. Maso skakalca z
opremo vred smo postavili na 60 kg.

Do tirov smo prisli s pospeski iz Newtonovega za-
kona, kjer smo s programom za vsako desetinko se-
kunde izracunavali prirastke hitrosti v vodoravni in
navpicni smeri, iz tako dobljenega vektorja hitrosti v
pa smo sproti dolocevali kot « in premike skakalca
vzdolz poti. Vidimo, da je pri kotu 5° polet najdaljsi.
Z izbiro naklonskega kota @, lahko smucar mocno

=y
0o

nadaljevanje
na strani
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RAZVEDRILO
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NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz o$teviléenih polj vpisite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

www . presek.si/krizanka
ter ga oddajte do 15. maja 2019, ko bomo
izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
Zno nagrado.

X X X
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FIZIKA

s strani

SLIKA 4.
Naklon skakalca @ glede na vodoravnico

vpliva na svoj dosezek. Seveda je zelo pomemben
tudi odskok, kjer so razmere zelo zapletene in jih
pri naSem racunu nismo upoStevali. Privzeli smo, da
se po odskoku smucar takoj postavi v lego s kon-
stantnim naklonom smuci in telesa.

Kako lahko skakalec vpliva na svoj rezultat? Prav
gotovo si s trdim treningom in z mnoZzico skokov
pridobi potrebno spretnost, da se v pravem trenutku
odrine in hitro postavi v najprimernejSo lego. Kako
pa na dolzino skoka vpliva njegova masa? Racun po-
kaze, da za vsak kilogram poviSane mase tekmova-
lec izgubi en meter pri dolzini skoka. Tekmovalci
se zato trudijo zmanjsati telesno maso, kar pri mla-
denicih ni zdravo. Da se hujSanje ne bi sprevrglo v
bolezen, so predpisali najmanjSo celotno maso ska-
kalca z opremo vred, ki mora ustrezati enacbi

2
[ ] mzzlhi_
kg m?

kjer je h telesna viSina. Pri 1,7 m visokem tekmo-
valcu to znese okrog 60 kg.

V Newtonovem zakonu nastopa razmerje med
efektivnima presekoma Sy in Sy ter maso m. Efek-
tivna preseka sta v grobem sorazmerna s kvadratom
tekmovalceve telesne visine h2. Pri enako grajenih
tekmovalcih se prednost majhne mase torej izgubi,
ker so pac laZji na racun manjSe viSine. A tekmo-
valci niso povsem enako grajeni in to nekaterim daje
majhno prednost zZe pred tekmovanjem. S krojem in

SLIKA 5.

Tiri pri treh skokih, kjer je naklonski kot ¢ 25° (zelena krivu-
lja), 59 (rumena krivulja) in -159 (rdeca krivulja). Krivulja v beli
barvi je profil skakalnice HS 215, krozci pa oznacujejo vredno-
sti koordinat v metrih. Tir pri najdaljSem poletu se dobro ujema
s tirom, ki so ga zabeleZili pri skakalcu Simonu Ammannu, ko
je poletel 233 m dalec¢. Profil skakalnice HS 215 najdemo na
spletu.

s tkanino skakalnega dresa lahko to prednost Se po-
vecajo. Zato morajo tekmovalci tudi pri dresih sle-
diti doloCenim pravilom, da se ta prednost ¢im bolj
zmanjSa. Ker so tekmovalci ve¢inoma mladenici, ka-
terih telo se iz leta v leto znatno spremeni, nas ne
preseneca zaton nekdaj vrhunskih tekmovalcev.

Na dolZino skoka moc¢no vpliva zacetna hitrost.
Vsak meter na sekundo vi§ja zacetna hitrost pomeni
10 m daljsi skok. Prevelika zaCetna hitrost in nena-
den vzgonski veter po skakalnici navzgor lahko pri-
pelje do boleCega in nevarnega pristanka v dno ska-
kalnice kljub zaviranju pred doskokom. Nadzor nad
zacetno hitrostjo je zato poglavitna skrb pri vodenju
poletov.

X X X

www.obzornik.si
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Naloge 26. sanktpeterbursSke
astronomske olimpijade

N\
ANDRE) GUSTIN

-> Tudi letoSnja sanktpeterburska astronomska
olimpijada (SAO) je postregla z izvirnimi in tezkimi
nalogami odprtega tipa. Tekmovanja se udelezu-
jejo najboljsi ucenci in ucenke ter dijaki in dijaki-
nje drzavnega tekmovanja iz znanja astronomije,
so pa naloge zanimive za vse, ki se navdusSujejo

nad astronomijo.

Naloge SAO so v treh sklopih. Izbirni del tekmo-
vanja je kot nekakSna domaca naloga, ki jo tekmo-
valci pripravijo samostojno oz. s kakrsnokoli pomo-
¢jo. Najbolje ocenjeni tekmovalci se nato uvrstijo v
teoretiCni in prakti¢ni del tekmovanja, kjer pa niso
dovoljena racunala in zbirke enacb ter konstant, kar
SAQ dela Se posebej zahtevno.

Izbirni krog SAO 2019

7. in 8. razred osnovnih Sol

1. Zaopazovalcana Zemlji imata dva planeta enako
kotno velikost na nebu. Katera planeta sta lahko to?

2. Astronom v Moskvi opazuje Merkur v vzhodni
elongaciji. Kateri od njegovih kolegov, iz Jekaterin-
burga ali Kaliningrada, lahko v istem dnevu tudi vidi
planet v vzhodni elongaciji?

3. Opazovalec, ki se nahaja v kenijskem mestu Na-
kuru, je teleskop usmeril natanko v zenit, da bi opa-

zoval kraterje na Luni. Izracunaj, v kolikSnem casu
Luna pobegne iz vidnega polja teleskopa, ki nima sle-
denja, ¢e je njena ploskvica na zacetku to¢no v sre-
dini polja. Zorno polje teleskopa je 2 stopinji. Oceni
Lunino meno, Ce je bilo opazovanje ob 18. uri po lo-
kalnem casu.

4. Zapovezavo z robotskim vozilom na Marsu upo-
rabljajo radijsko zvezo. Prihaja pa do zamika med
ukazi z Zemlje in reakcijami vozila. Preuci razloge za
to. Oceni, kako dolgi so lahko ti zamiki zaradi raz-
licnih razlogov. Zaradi poenostavitve naloge lahko
privzames, da orbita Marsa lezi v ravnini ekliptike.

5. V jedru galaksije M60-UCD1 je ¢rna luknja z ma-
so pribliZno 20 milijonov mas Sonca, kar je 15 % vse
mase te galaksije. Polovica mase vse galaksije se na-
haja v osrednjem obmocju s premerom 160 svetlob-
nih let. Koliko mase na kubi¢ni parsek je v povprecju
v tem obmocju?

9. razred osnovnih Sol

1. Zakolikokrat se lahko razlikujeta navidezna pre-
mera ploskvic Merkurja in Marsa za opazovalca na
Zemlji? Predpostavi, da sta orbiti planetov kroznici.

2. 'V reflektorskem teleskopu Newtonovega tipa
(premer primarnega zrcala je 116 cm, njegova go-
riS¢na razdalja pa 1 m) opazuje$S polno Luno z naj-
manjSo uporabno povecavo. Nato cev teleskopa po-
krijes s pokrovom, v katerem je okrogla luknja s pol-
merom 1,5 cm, sredi$ce katere je na sredini med sre-
dino in robom pokrova. OpiSi, kako se je v teleskopu
spremenila slika Lune.
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3. Astronomi predpostavljajo, da se je planetarna
meglica okoli objekta (zvezde) Sakurai pojavila in za-
Cela Siriti pred 8300 leti. Danes je premer vidnega
dela planetarne meglice 44 kotnih sekund. Oceni
povprecno hitrost Sirjenja meglice, ¢e je objekt od
Sonca oddaljen 5 kiloparsekov.

4. Satelit krozi okoli Zemlje v smeri njenega vrte-
nja po krozni orbiti s polmerom 38400 km. Nekega
dne je satelit letel nad krajem z zemljepisno Sirino
20 stopinj severno in zemljepisno dolzino 15 stopinj
vzhodno. Izracunaj zemljepisno dolZino kraja na isti
zemljepisni Sirini, nad katerim bo letel satelit ¢ez en
obhod orbite.

5. Ucenec Miki iz kraja Serpuhov je slikal »selfie«,
pri ¢emer je drZal roko vodoravno in pametni tele-
fon navpicno. Na posnetek je ujel Luno, ki se je do-
tikala vrha posnetka. Miki je fotografijo Se isti hip
poslal prijateljici SneZani v kraju Lisi¢ij nos s podpi-
som: »Luna danes ne bo ve¢ vzs§la.« SneZana je hotela
narediti prav tako fotografijo. Koliko ¢asa za Miki-
jem bo lahko posnela prav tako fotografijo? KolikSen
kot mora biti med SneZanino roko in vodoravnico, ce
ima enak telefon kot Miki in ga prav tako drZi nav-
picno? Geografske koordinate Serpuhova: 55 stopinj
severno, 37,5 stopinje vzhodno. Geografske koordi-
nate Lisi¢jega nosa: 60 stopinj severno, 30 stopinj
vzhodno.

Srednje Sole

1. Koliko prej ali pozneje po svetovnem Casu zaha-
ja Sonce v Jekaterinburgu (pg = 56°50’, A = 60°35’)
kot v Sankt Peterburgu (pg = 59°57’, A = 30°20")
na dan 27. julija? Zanemari atmosfersko refrakcijo,
navidezno velikost Sonca in ¢asovno enacbo.

2. Izsevneke zvezde je 6,4x103 izseva Sonca, njena
efektivna temperatura pa je 4460 K. Zamisli si, da
se ta zvezda nahaja na mestu Sonca. Med orbitama
katerih planetov bi se nahajalo povrsje (fotosfera) te
zvezde?

3. Zaradi absorpcije svetlobe v Zemljinem ozracju
se magnituda nebesnega telesa v zenitu zmanjsa za
0,2. Izracunaj, kolikSno je zmanjSanje navideznega
sija pri zenitni oddaljenosti 60°.

4. Satelita se gibljeta po kroznih orbitah nad ekva-
torjem Zemlje in vsakih 10 ur en satelit leti nad dru-
gim. Izracunaj obhodno dobo teh dveh satelitov, Ce
je razmerje polmerov njunih orbit 1:4.

5. Med radarskim opazovanjem nekega zunanjega
asteroida, ki se giblje po krozni orbiti v ravnini eklip-
tike, so astronomi ugotovili, da je ¢as potovanja si-
gnala do asteroida v opoziciji C-krat krajsi od casa,
ko je asteroid v (¢asovno) najblizji kvadraturi. Narisi
graf odvisnosti Casovnega intervala med opozicijo in
kvadraturo od parametra C.

Teoreticni del SAO 2019

7. in 8. razred osnovnih Sol

1. naloga Sredi novembra je radiant nekega mete-
orskega roja najvi§je na nebu tik pred zoro. Radiant
katerega meteorskega roja je to - Leonidov ali Eta-
Akvaridov? Odgovor utemelji.

2.naloga Vladar majhnega, a ponosnega kraljestva,
ki mu ureditev sodobnega koledarja ni bila vsec, je s
1. januarjem 2019 razglasil svoj koledar, v katerem
leto traja natanko 360 dni. Katerega leta po naSem
koledarju se bo naslednji¢ nas 1. januar ujel s 1. ja-
nuarjem po koledarju tega kraljestva?

3.naloga Dva astronoma, eden iz Sankt Peterburga,
drugi pa iz nekega drugega observatorija, opazujeta
zvezdo Vego. ViSina zgornje kulminacije Vege (naj-
vecja viSina zvezde nad obzorjem) se med opazovali-
SCema razlikuje za 3 stopinje, pri Cemer astronom na
observatoriju vidi zgornjo kulminacijo Vege juzno
od zenita. Znano je, da je Vega za opazovalca na ob-
servatoriju v zgornji kulminaciji 1 uro in 58 minut
prej kot v Sankt Peterburgu. Izracunaj zemljepisne
koordinate observatorija in oceni razdaljo med ob-
servatorijem in Sankt Peterburgom.

4. naloga V ¢asu meritev oddaljenosti asteroida Di-
omed z radijskim signalom, se Jupiter nahaja v vzho-
dni kvadraturi. Koliko Casa traja ena meritev odda-
ljenosti asteroida z radijskim signalom? Znano je,
da se Diomed okoli Sonca giblje po enaki orbiti kot
Jupiter in da je na orbiti za 1/6 obhodnega ¢asa pred
Jupitrom.

20

PRESEK 46 (2018/2019) 5




5. naloga 27. julija 2018 se je zgodil redek astro-
nomski pojav: velika opozicija Marsa je bila so¢asno
s popolnim (centralnim) Luninim mrkom. V sredini
popolne faze Luninega mrka je bil Mars na nebu za 2
magnitudi svetlejsi od Lune. Oceni, za kolikokrat je
bila takrat ena kvadratna kotna sekunda vidne plo-
skvice Marsa svetlejSa od ene kvadratne sekunde Lu-
nine ploskvice. Vemo, da razlika ene magnitude po-
meni, da je eno nebesno telo pribliZzno 2,5-krat sve-
tlejSe od drugega. Polmer Marsa je polovico polmera
Zemlje. Polmer Marsove orbite je 1,5 astronomske
enote.

9. razred osnovnih Sol

1. naloga Elon Musk sanja o tem, da bi bil internet
dostopen vsem. V ta namen nacrtuje, da bi v orbito
okoli Zemlje izstrelil mnoZico satelitov, ki bi bili vsi
na enaki visSini nad povr§jem Zemlje. Izracunaj ob-
hodno dobo satelitov in njihovo najmanjse Stevilo, s
katerim bi s signali pokrili vso Zemljo. Predpostavi,
da je na tleh komunikacija s satelitom mogoca, Ce je
satelit najmanj 40 stopinj nad obzorjem.

2. naloga Raziskovalec je leta 2018 na severnem
polu Zemlje opazoval vzhod Sonca in ugotovil, da se
je zgornji rob ploskvice Sonca pokazal prav na dolo-
Ceni toCki obzorja. Se bo leta 2019 zgornji rob Sonca
pokazal na isti tocki obzorja ali ne? Ce ne, koliksen
bo kot med smerjo proti tocki iz leta 20187 V katero
stran od tocke iz leta 2018 bo v tem primeru tocka
pojavljanja roba Sonca leta 2019? Vplive ozracja za-
nemari.

3. naloga Agatoklov Soncev mrk, eden najzname-
nitejSih opisanih anti¢nih mrkov, je bil 15. avgusta
310 pred naSim Stetjem. Kot popolni je bil viden nad
morsko ozino Dardanele (40 stopinj severne zemlje-
pisne Sirine, 30 stopinj vzhodne zemljepisne dolZi-
ne). Znano je, da so ta mrk videli tudi ucenjaki v
Aleksandriji (30 stopinj severne zemljepisne Sirine,
30 stopinj vzhodne zemljepisne dolZine), ki so opa-
zili, da se je Lunina senca gibala pravokotno na nebe-
sni poldnevnik. Oceni najvecjo fazo tega Soncevega
mrka v Aleksandriji.

4. naloga Oceni, kolikSen deleZ vseh zvezd, ki ka-
darkoli pridejo nad obzorje v Sankt Peterburgu, pri-
de v zgornjo kulminacijo severno od zenita.

ASTRONOMIJA

5. naloga Neka zvezda ima navidezno magnitudo
+7, njeno lastno gibanje na nebu pa ni enako ni¢. Ko-
likSna bo njena navidezna magnituda, ko bo njeno la-
stno gibanje na nebu Stirikrat manjSe? Predpostavi,
da se hitrost zvezde, s katero se giblje po vesolju, ne
spreminja.

Srednje Sole

1.naloga Satelit se okoli Zemlje giblje po krozni or-
biti na viSini 200 km in gre Cez zenit opazovaliSca.
Izracunaj, koliko Casa je kotna hitrost satelita, kot jo
izmeri opazovalec v opazovali§cu, vecja od polovice
najvecje kotne hitrosti satelita.

2. naloga Charles Messier, znameniti lovec na ko-
mete, je ob koncu 18. stoletja deloval v Parizu. Na
podlagi opazovanj z razlicnimi teleskopi, katerih la-
stnosti so bile v povprec¢ju enake opazovanju pri ide-
alnih pogojih z refraktorjem s premerom objektiva
6 centimetrov, je sestavil katalog meglicastih nebe-
snih teles. V Messierovem katalogu je mesto naslo
28 spiralnih galaksij. Oceni celotno Stevilo spiralnih
galaksij, v katerih lahko s sodobnimi opti¢nimi tele-
skopi vsaj naceloma razlo¢imo posamezne zvezde,
Ce seveda odmislimo eruptivne spremenljivke.

3. naloga AmeriSki Vanguard-1 je bil ¢etrti umetni
satelit v orbiti okoli Zemlje. Bil je v obliki alumini-
jaste krogle premera 16 cm in s Sestimi dolgimi tan-
kimi antenami. Satelit so v orbito izstrelili 17. marca
1958. Njegova obhodna doba je bila 134 minut, ek-
scentri¢nost orbite e = 0,184, nagib (inklinacija) or-
bite i = 34,2°. Kdaj je lazZje opaziti satelit iz Sankt
Peterburga: ko je v apogeju ali ko je v perigeju? Pred-
postavi, da je albedo aluminija 1.

4.naloga Znano je, da je izsevano Steviléno gostoto
fotonov n v neposredni blizini idealnega ¢rnega te-
lesa mogoce oceniti z izrazom n ~ 20 T3, kjer je
temperatura T v Kelvinih, n pa v cm~3. Oceni Stevilo
fotonov, ki so v tem trenutku v Galaksiji.

5. naloga Vesoljska sonda je utirjena v geostacio-
narno orbito okoli Zemlje. Specifi¢ni sunek sile nje-
nih motorjev je 4500 m/s. Masa sonde brez goriva
je ena tona, masa goriva pa je 6,4 tone. Ali lahko ta
vesoljska sonda zapusti Osoncje? Ce ne, zakaj? Ce
da, kako?
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Prakticni del SAO 2019

7. in 8. razred osnovnih Sol

Na Sestih fotografijah (slika 1) (A do G) so iz razlic¢-
nih krajev tekom leta posneti polozaji Sonca ob is-
tem srednjem Soncevem casu. Za vsako fotografijo
posebej zapisi, iz katere poloble Zemlje in v katerem
delu dneva (zjutraj, sredi dneva, zvecer) je bilo fo-
tografirano Sonce. Katera fotografija je bila posneta
najdlje od ekvatorja? Vse zakljucke pojasni.

Predpostavi, da je srednji Soncev cas tisti, ki ga
kaZe navadna ura, pravi Soncev cas pa je tisti, ki ga
kazZe soncna ura.

V minutah izraZena razlika med srednjim in pra-
vim Soncevim ¢asom (t. i. casovna enacba) v odvisno-
sti od dni v letu (od 1. januarja) je prikazana na grafu
slike 1.

9. razred osnovnih Sol

Zaporedje posnetkov Zemlje (slika 2) je naredila ve-
soljska sonda, ki se je gibala okoli Lune po krozni
orbiti. Oceni viSino sonde nad povrSjem Lune, Ce
ves, da je med zaporednima posnetkoma minilo 8 se-
kund. Predpostavi, da je masa Lune 81-krat manjSa
od mase Zemlje, polmer Lune pa 4-krat manjsi od
Zemljinega.

Srednje Sole

Asteroid YORP se neenakomerno vrti okoli svoje osi.
Na grafu (slika 3) je prikazana ¢asovna odvisnost po-
pravka faznega kota v stopinjah. Na abscisi je cas v
dnevih (0 je 27. julij 2001), na ordinati je popravek
faznega kota v stopinjah. Oznake na grafu so leta, v
katerih so bile narejene meritve.

Popravek je potrebno dodati ¢asovni odvisnosti
faznega kota za enakomerno vrtenje, da bi se re-
zultati ujemali z opazovanji. Dolo¢i matemati¢no
obliko odvisnosti opazovanega faznega kota od ¢asa
in dolo¢i parametre te odvisnosti. Predlagaj mozZne
razloge za tako neenakomernost.

www.presek.si
www.dmfa-zaloznistvo.si
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Vodnikovo leto

N2
MARIJAN PROSEN

- Leto 2019 je Vodnikovo leto. Spominjamo se
dvestote obletnice smrti pesnika, jezikoslovca in
novinarja Valentina Vodnika. Bil je kar najbolj za-
sluZen za uvedbo slovenscine v Solo v ¢asu Ilirskih
provinc. Je avtor prve slovenske pesniske zbirke.
Mediji in slovenski znanstveniki razlicnih profilov
so se v tem letu na Siroko razpisali o delu in de-
lovanju Valentina Vodnika, kaj vse da je bil in ko-
liko razli¢nih stvari da je opravljal in tudi uspesno

opravil v svojem Zivljenju. Se celo v astronomiji

je zapustil sledi - napisal je prvi slovenski astro-

SLIKA 2. nomski poljudni ¢lanek (nekaksno porocilo) o opa-

zovanju Venere z daljnogledom.

)

g 250 - 2005 |

<

2 200t . Kdaj so nasi predniki zaceli svoja astronomska
8 opazovanja zapisovati v slovens¢ini?

2 150 - Poglejmo nekoliko v zgodovino naSe astronomije.
go Perlah, Strauss, Kobav, Hallerstein, J. K. Schoettl niso
g 100- — pisali slovensko ampak latinsko. Potem je nemscina
& polagoma izrivala latin§¢ino. Vega je Ze pisal v nem-
= 50F . S¢ini. SlovensScina pa je ¢akala na svojo priloZnost.

E Prvo slovensko napisano porocilo o astronoms-
2 or - kem opazovanju je napisal Valentin Vodnik in ga ob-
o

javil v Lublanskih Novicah, ki jih je urejeval. Porocal

je o opazovanju Venere v druzbi strokovnjakov kot

dnevi od 1. 7. 2001 tudi v druzbi navadnih Ljubljan¢anov. Opazoval jo

je s teleskopom, ki je bil izdelan v Londonu. Imeno-

val ga je svesdno gledalo (najbrz je bil reflektor), a se

SLIKA 3. to ime za teleskop pri nas ni udomacilo. Predlagam,
X X X dav celoti preberete spodaj priloZen Vodnikov spis. %

PRESEK 46 (2018/2019) 5 2 3

0 500 1000 1500




ASTRONOMIJA

%

SLIKA 1.

Valentin Vodnik (1758-1819), slovenski duhovnik - franciskan,
razsvetljenec, pesnik, pisatelj, prevajalec, jezikoslovec, ucitelj,
novinar, urednik, celo opazovalec in komentator astronom-
skega opazovanja.

Vodnik je Venero imenoval Vesherniza ali Venus.
V clanku preberemo tudi ime Daniza za Venero. Lu-
blanske Novice (jan. 1797-dec. 1800) so izhajale ob
sredah in sobotah, da bi v njih Ljubljan¢ane navdu-
Seval tudi za astronomska raziskovanja.

Sele po 45-ih letih je visnjegorski Zupnik Janez Ci-
gler (1792-1869), sicer pisec prve slovenske povesti
Sreca v nesreci (1836), napisal drugi slovenski polju-
dni spis iz astronomije, in to o Luni. IzSel je leta
1843, v prvem letu izhajanja Bleiweisovih Novic.

Po Vodnikovem ¢lanku so torej minila kar dobra
Stiri desetletja do drugega slovenskega astronoms-
kega spisa. Vmes so pri nas izhajali le nemski astro-
nomski teksti v Casopisih Carniolia in Illyrisches
Blatt, obcasno tudi s kaksno astronomsko notico.

Naj zaklju¢im, da je po vsej verjetnosti ta Vodni-
kov c¢lanek zares prvi poljudni slovenski ¢lanek, da
pa je kapucin, oce Hipolit NovomeSki (pravo ime
Adam Gaiger; 1667-1722) Ze leta 1711 v svojem tri-
jeziénem slovarju Dictionarium trilingue v dveh de-
lih (latinsko-nemsko-slovenski in nemsko-slovensko-
latinski) prvi¢ zapisal nekaj pomembnejsih sloven-

i LUBLANSKE na vezher po fonzhnim sahodi (kusi dobre tei |
B ure; pol devetih sa hribe sajide  Nekateri sa= |
i N O ‘V g Z E fropni fo jo s menoj gledali fkusi eno dobro E
: svesdno gledalo katero je v Londoni nalafh sa |
¢ svgsde gledat narejeno  Potle fino pulili tudi |
JANN, FRIDR. EGERJA. ] main saftopnim notri gledat, Vi fimo vidili, de |
; . | je Planet Venus, to je po krajnfkim Vesherni- I
i R i 23, Onaje vidit , kakor mefez v'sazhetki sad-
; ! niga krajza; saksj ona nima laftne fvetlobe, ame
. 4 Syi " pak je od fonza rasfvitlena, kakor Luna Ima
drgda 140 4. St fvoje kraize; v’ zhafl je tamna, v'zhafi via fvit-
Lo, Kader je v sadnim keajzi, hodi sa fonzam, |
i inu fe pravi: Vezherniza. Ob pervim krajzi |
¥ hodi pred fonzam, fe lg sjutra vidi; inu takrat
§ - s | ji pravimo : Danfza. Kader je srak ali lufc en
{ { malo dimen, fe velika inu kofhata vidi; sato
| Nro. 12, £e) fo ludje menili, de ima rep; ali pa, deima
| nakvifhko sakulhtrane lafe; al fkusi. Svesdno
Tallaia 1 qlgdﬁln ff vidi I_hlna, fama na febi, bres sape-
. | livih sharjov, nizh ne migla, temuzh je kakor
rI‘g dni fo med TudRvam rasglafli, de fe vie en majhen mefez v'sadnim firtelzi; fe vidi ve-
di taifteh svesd ena, katere fo repate, i- | Tika per eni glihi, kakor en z¢l goldinar, ali
pol krone sa (htir petize. Kateri fhe nifo od

nu jim komét pravio. Al vfe to govorjenje je |
neumno.  Pervizh svesde s’ repam fo ena rezh ;
fama na febi, kakor druge nebefke telefa; one
fo nedolshne, inu nam Kk’ pridu ftvarjene ; ne pa
K’ nafhi fhkodi. Drugizh ni ref, de fe je te dni
en komét vidil, Uzheni moshje bi naf sa revne
nevedeshe fhteli, ako bi mi g famo nafhimu do-
mifhluvanju verjgli. Svesda, Katero fo Indje sa
tepato imeliy fo Vezherniza; ona fe vidi fedaj
na

tiga vedeli, fo fe zhudili nad tim majhenim me-
fezam, inu nad negovim majhenim rogam, Sves-
dogledai pa sh davno veds, de Daniza ali Ve-
zherniza gori inu doli jemle , kakor myfez. To

fim otel vfim povedat, de fe nebodo prasno ftra-

fhiti puftili 5 inu de nebodo menili, deni v'Lu-
blani tliko saftopnih, katgri bi snali rastozhit, J
Kaj je ta ali una svgsda, faj kar tg imenitnithi |
i svgsde sadgne.

SLIKA 2.
Trenutno Se vedno prvi slovenski poljudni astronomski ¢lanek
- prva in druga stran Vodnikovega spisa, ki je izSel v sredo,
14.2.1798 v Lublanskih novicah in nima nobenega posebnega
naslova. V arhivu NUK v Ljubljani ga najdemo pod naslovom O
repatici.

skih astronomskih izrazov in jih strokovno obravna-
val, ni pa napisal prvega slovenskega astronomskega
Clanka. Ta je priSel na vrsto Sele leta 1798, torej z
Vodnikom.

V slovens$¢ini napisani ¢lanki iz astronomije so se
StevilnejSe pojavili Sele po letu 1848. Vsi so bili po-
ljudni. Strokovni in znanstveni slovenski ¢lanki iz
astronomije so nastali dosti pozneje (po drugi sve-
tovni vojni). Danes je slovenScina glede astronom-
skega izrazoslovja in obravnavanja najrazlicnejsih
astronomskih vsebin na strokovnem in znanstvenem
nivoju povsem enakopravna ali enakovredna svetov-
nim jezikom, v dolo¢enih primerih pa je Se celo izra-
zno natancnejSa kot marsikateri od slovenscine sve-
tovno bolj znan jezik.

Literatura

[1] V. Vodnik, O repatici, Lublanske novice, 2 1798,
13.
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Generiranje nakljucnih Stevil

N
BLAZ STojaNOVIC

> Leta 1946 so v Los Alamosu fiziki, ki so v tem
casu izdelovali jedrsko bombo, prvic¢ pognali si-
mulacije z metodo Monte Carlo [1]. Dandanes al-
goritma ne uporabljajo le fiziki, temvec se ta na
Siroko uporablja tudi v financah, biologiji in ra-
cunalniski grafiki. Organizacija IEEE je Metropo-
lisov algoritem, razli¢ico metode Monte Carlo, uvr-
stila med deset najpomembnejSih algoritmov dvaj-
setega stoletja. Kljucnega pomena tako za Monte
Carlo algoritem kot Se za mnoge druge pa je gene-
riranje nakljucnih Stevil. Toda kljub veliki potrebi
po dobrih generatorjih naklju¢nih Stevil smo na-
nje cakali kar nekaj casa. Se leta 1988, 42 let po
iznajdbi Monte Carlo metode, je bil objavljen cla-
nek z naslovom Generatorji nakljucnih Stevil: do-
bre je tezko najti (Random generators: good ones
are havrd to find [2)).

Pred iznajdbo racunalnikov je bilo iskanje nakljuc-
nih Stevil zelo mucno. Sir Francis Galton, znan an-
glesSki polihistor, je leta 1890 v slavno revijo Nature
napisal, da ne obstaja boljSe naprave za nakljucno
izbiranje Stevil kot igralne kocke [3]. Da bi posto-
pek vsaj malce pospesili, so na zaCetku dvajsetega
stoletja, ko je potreba po taksnih Stevilih narasla, na-
stale dolge tabele polne nakljuc¢nih Stevil. Prvo je leta
1927 objavil Leonard Tippett, vsebovala pa je 41600
Stevk. Tippett je Stevila naklju¢no izbral iz cenzu-
snih registrov.

Prvi racunalnik, ki je lahko generiral prava naklju-
¢na Stevila, je bil Ferranti Mark 1, ki je 20 bitna na-
klju¢na Stevila ustvarjal s pomocjo elektricnega Su-
ma. Tudi danes lahko prava naklju¢na Stevila do-
bimo z meritvijo fizikalnih sistemov, za katere pri-

cakujemo, da so naklju¢ni. Pridobivamo jih npr. z
merjenjem atmosferskega in termi¢nega Suma ali pa
z meritvijo kakSnih kvantnih pojavov. Za veliko upo-
rab pravzaprav ni klju¢nega pomena, da so Stevila
zares nakljucna, zadostuje da so statisticno nakljuc-
na, kar pomeni, da zaporedja takih Stevil ne vsebu-
jejo nobenih vzorcev ali regularnosti in jih za prak-
ticne potrebe ne moremo lociti od zares nakljucnih.
Ta, t. i. psevdonakljucna Stevila, lahko brez vecjih te-
Zav generiramo z racunalniki, kar je mnogo hitreje
kot pridobivanje zares naklju¢nih Stevil.

Princip delovanja generatorjev psevdonaklju¢nih
Stevil

Princip delovanja generatorja psevdonakljucnih Ste-
vil je preprost. Zacnemo z zacetnim Stevilom s, ki
ga imenujemo seme (ang. seed), iz tega s pomocjo
prehodne funkcije f izracunamo novo Stevilo. Tako
generiramo zaporedje Stevil z zaporednim aplicira-
njem funkcije f kot s; = f(s9), $2 = f(s1) 0z. Vv
sploSnem

= 5= fsic1). (1)

Najpogosteje je seme sy doloceno kar z racunalni-
kovo uro, da je tudi samo do neke mere nakljucno,
lahko pa ga seveda nastavimo tudi sami. Zaporedje
Stevil, ki ga tako pridobimo po enachi (1), se po do-
lo¢enem Stevilu korakov zacne ponavljati. To Ste-
vilo korakov imenujemo perioda generatorja in jo
ozna¢imo s p. Perioda generatorja nakljucnih Ste-
vil je pomembna lastnost in Zelimo si, da bi bila pe-
rioda nasSega generatorja ¢im vecja. Kadarkoli upo-
rabljamo generatorje psevdonaklju¢nih Stevil pa se
moramo zavedati, da Stevila niso zares nakljucna,
saj novo Stevilo iz starega dobimo po nekem deter-
ministicnem, vnaprej predpisanem postopku. Znan
je citat slavnega matematika in fizika Johna von Ne-
umanna [4], ki je opozarjal na taksno »zlorabo« ge-
neratorjev naklju¢nih Stevil:

%
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Kdor se spogleduje z uporabo aritmeti¢nih po-
stopkov za generiranje naklju¢nih Stevk, je v
grehu. Kajti, kot je bilo veckrat poudarjeno, na-
kljucna Stevila sama po sebi ne obstajajo - ob-
stajajo le metode, ki ustvarjajo naklju¢na Ste-
vila, in dosleden aritmeticni postopek gotovo ni
ena izmed njih.

Any one who considers arithmetical methods of
producing random digits is, of course, in a state
of sin. For, as has been pointed out several ti-
mes, there is no such thing as a random number
- there are only methods to produce random
numbers, and a strict arithmetic procedure of
course is not such a method.

Citat ne pomeni, da je bil von Neumman proti upo-
rabi psevdonakljuc¢nih Stevil, temvec je Zelel le opo-
zoriti na pravilno uporabo.

Generiranje z rezanjem robnih Stevk

Prav John von Neumann je leta 1949 predlagal me-
todo srednjega kvadrata, ki spada v SirSo skupino
generatorjev, ki generirajo Stevila s pomocjo rezanja.
Algoritem je zelo preprost: zacnemo z n mestnim
semenom, ki ga kvadriramo, in dobimo neko kve-
¢jemu 2n mestno Stevilo, ki mu spredaj napiSemo
dovolj nicel, da je dolgo to¢no 2n. To Stevilo obre-
Zemo z leve in z desne, tako da spet dobimo n me-
stno Stevilo. Kot zgled si poglejmo prvi korak me-
tode kvadriranja, Ce je seme 13:

" Sy = 13
53 =0169
s1 = 0169 = 16

Najvecja teZava metod, ki uporabljajo rezanje Stevk,
je, da se hitro ujamejo v kratke cikle ali pa naletijo na
niclo, in tako vracajo le Se ni¢. Poglejmo nadaljevanje
zgornjega zaporedja:

"= 16-25-62-84~-5-2-0-0...

V 50-ih letih je Metropolis pokazal, da za 20-bitna
Stevila metoda s kvadriranjem lahko zaide v trinajst

razli¢nih ciklov, najdaljsi izmed njih pa je dolg 143
Stevilk [5]. Malce boljsa je metoda z mnozenjem, kjer
se naklju¢no Stevilo pomnozi z drugim nakljucnim
Stevilom, a ima tudi ta enake hibe kot metoda sre-
dnjega kvadrata.

V programskem jeziku Python lahko metodo sre-
dnjega kradrata implementiramo v eni sami vrstici.
Nas$ generator bo vracal Stirimestna Stevila, brez te-
Zav pa ga lahko bralec spremeni, da bo vracal Stevila
s poljubno mesti.

def generate(s):
return int(str(s*s).zfill(8)[2:6])

Stevilo s, podano kot parameter, najprej kvadriramo,
potem ga spremenimo v niz s funkcijo str. Ce ima
niz manj kot osem elementov, ga dopolnimo z ni-
Clami s pomoc¢jo metode zfi11 in potem vzamemo
Stevke od vklju¢no drugega do vklju¢no petega me-
sta, pri Cemer zatnemo Steti mesta z 0.

Oglejmo si delovanje generatorja s sliko nakljuc-
nih to¢k v ravnini. Ce ho¢emo generirati dvodimen-
zionalne tocCke, potrebujemo dve semeni. Standar-
dno je, da generator psevdonaklju¢nih Stevil vraca
vrednosti na intervalu od 0 do 1, zato vrednosti ki
jih dobimo po kvadriranju, delimo z najvecjim
Stevilom, ki ga lahko generator vrne. Funkcija
zaporedje_stevil vrne zaporedje N psevdonaklju-
¢nih Stevil s semenom s. Poklicemo jo dvakrat in
tako dobimo x in y koordinate tock.

m = 9999
def zaporedje_stevil(N, s):
rand =[]
foriin range(N):
s = generate(s)
rand.append(s/m)
return rand

X = zaporedje_stevil(1000, 5412)
y = zaporedje_stevil(1000, 1143)

Ustvarjene tocke so narisane na sliki 1 levo. Jasno
je vidna pomanjkljivost generatorja, prej ali slej se
ujame v cikel in vrednosti se zatnejo ponavljati. Za
zgoraj izbrana semena se to zgodi veliko prej kot v
tisoc iteracijah in posledi¢no je razli¢nih tock na sliki
precej malo.
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Linearni kongruentni generatorji

Prvo pravo izboljSavo je predlagal Lehmer, ko je pre-
dlagal linearne kongruentne generatorje. Generatorji
take vrste so Se danes zelo priljubljeni: v program-
skem jeziku C jo uporablja funkcija rand, Se vedno
se uporablja tudi v programskem jeziku Java.! Ge-
nerator deluje tako, da poleg semena izberemo Se tri
Stevila:

" m, modulus; m >0
a, multiplikator; m >a >0
c, inkrement; ¢

Nova Stevila dobimo s prehodno funkcijo
= f(s;) = (a-s;+c)modm,

kjer modm oznacuje ostanek pri celoStevilskem de-
ljenju z m. Pri izbiri naSih ¢arobnih Stevil m, a in ¢
moramo biti pazljivi, ¢e Zelimo, da je naS generator
¢im boljsi. Tipi¢no sta ¢ in m tuji, a pa je izbran
tako, da za vsak x € N velja, da a - x ni deljiv z
m. Jasno je, da dolzina cikla nikoli ne bo presegla
Stevila m, saj so ostanki pri deljenju z m med 0 in
m — 1. IzkaZe pa se, da jo lahko maksimiziramo, ce
so izpolnjeni naslednji pogoji:

= ¢ in m sta tuji,
= a—1 je veckratnik vseh prastevil, ki so delitelji m,
= g — 1 je veckratnik 4, kadar je m veckratnik 4.

Bralci, ki jih zanima dokaz, ga lahko najdejo v Knuth-
ovi slavni knjigi [5]. Implementacija je Se bolj prepro-
sta kot pri metodi srednjih kvadratov:

def generate(m, a, ¢, S):
return (a*s + ¢) % m

Seveda je treba pametno izbrati carobna Stevila. Mo-
dulus je ponavadi potenca 2, ker lahko racunalnik
ostanke pri deljenju s potencami 2 izracuna hitreje,
zato izberemo m = 232, Ostali $tevili sta izbrani
ustrezno po zgornjem predpisu, da je perioda gene-
ratorja m — 1, npr. ¢ = 1013904223 in a = 1664525.

Na sliki 1 vidimo, da je opisana metoda veliko
mocnejSa kot metoda srednjih kvadratov.

lyverzija 11
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Metoda srednjih kvadratov
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SLIKA 1.

TisocC tock ustvarjenih z metodo srednjih kvadratov in linearnim
kongruentnim generatorjem

Kljub temu, da linearni kongruenti generatorji ni-
majo veliko oc¢itnih tezav, je ena izmed njih lepo vi-
dna, ko generiramo tocke v ve¢ dimenzijah. Generi-
rane toCke namrec leZijo v enakomerno razmaknje-
nih ravninah, le-teh pa je najvec¢ (d! - m)é, kjer je
d §tevilo dimenzij. Ce so m, a in ¢ izbrani dovolj
slabo, lahko ta pojav tudi vidimo. Tak primer je ge-
nerator RANDU (m = 231, a = 65539 in ¢ = 0), ki
velja za enega izmed najslabsih vseh Casov.

%
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SLIKA 2.
2 - 10% tock v treh dimenzijah generiranih z RANDU, ¢arobna
Stevila so zelo slabo izbrana.

Mersenne Twister

Leta 1997 sta Makoto Matsumoto in Takuji Nishi-
mura iznaSla generator psevdonakjucnih Stevil, ki je
danes dale¢ najbolj razSirjen in sploSno uporabljan.
Imenovala sta ga Mersenne Twister, kar v sloven-
$¢ino priblizno lahko prevedemo kot Mersennov zvi-
jalec. Uporablja Mersennova praStevila, imenovana
po francoskem matematiku Marinu Mersennu. Poleg
tega Mersenne Twister v svojem imenu tudi skriva
zacetnici ¢rk avtorjev. Mersenne Twister je standar-
den psevdonakljucni generator v programskih jezi-
kih Python, R, Matlab, PHP, Lisp, na voljo pa je tudi
v C++. Ustvarjen je bil z namenom, da odpravi sla-
bosti psevdonaklju¢nih generatorjev, ki so bili v rabi
v tistem Casu. To metodi tudi uspe, saj ima razli-
Cica, ki je najpogosteje uporabljena periodo 219937 -1
in opravi tudi najteZje statisticne teste. Poleg tega
metoda izkoristi tudi binarno strukturo racunalnika,
kar jo naredi zelo hitro.

Izra¢un 1t z Monte Carlo

Poglejmo si, kako bi s pomoc¢jo naklju¢nih Stevil do-
bili priblizek Stevila 1r. Kot smo omenili zZe prej,

naklju¢ni generatorji Stevil vracajo Stevila v inter-
valu [0, 1), zato se je problema najlaZje lotiti tako,
da naklju¢no izbiramo tocke na enotskem kvadratu
[0,1) x [0,1) in Stejemo, koliko jih pade v notra-
njost kroga s srediS¢em v izhodiS¢u. Tu moramo biti
malce pazljivi, saj se v enotskem kvadratu namrec
nahaja le cetrtina kroga, kar se lepo vidi na sliki 3.
Razmerje med Stevilom vseh generiranih tock in ti-
stih, ki so se znaSle v notranjosti kroga, nam nekaj
pove o razmerju ploscin kvadrata in Cetrtine kroga.
Vemo namre¢, da za ploScino Cetrtine kroga Skrog/4
in plosc¢ino kvadrata Syyadrat Velja

Skrog/4 .

Skvudrat 4’

Ce sta seveda stranica kvadrata in polmer kroga ena-
ka. Verjetnost, da se bo naklju¢no izbrana tocka na-
hajala v krogu, je enaka ravno razmerju obeh plo-
s¢in. Od tod sledi, da je razmerje Stevila tock, ki se
nahajajo v krogu Nyyog, in Stevila vseh tock N pribli-
7ek za razmerje ploscin

Skrog/4 T

Nkrog/4 N
N Skvadrut 4°

PribliZek za 1T imamo tako na dlani:

Nkrog/4
- 47 ~
N m
Zgornji postopek je primer metode Monte Carlo in
pomembna lastnost postopka je, da napaka naSega
priblizka pada kot ﬁ z narasScajoCim Stevilom tock
N.

Oglejmo si, kako lahko takSen priblizek napravi-
mo v Pythonu. V knjiZnici numpy imamo na voljo
random. rand, ki uporablja Mersenne Twister. Pribli-
zek za 1t dobimo Ze v nekaj vrsticah.

import numpy as np

N = 10**4
tocke = np.random.rand(2, N) # naredimo nakljucne
tocke
r2 = np.sqrt(np.square(tocke[0]) +
np.square(tocke[1])) # kvadrat razdalje
k = r2[np.where(r2 <= 1)] # izberemo tocke v krogu

print(4*len(k)/N) # izracunamo pribliZek
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Danes uporabljamo veliko generatorjev nakljuc-
nih Stevil, za katere pa Zal ne moremo reci, da
so dobri. Premalokrat ljudje namrec¢ nismo pri-
pravljeni na uporabo novih metod dela, posebej,
Ce se nam zdi, da stare delujejo. Tako je tudi v
tem primeru - stare, ne ve¢ zadosti dobre me-
tode programerji prevzemajo drug od drugega,
uporabniki pa ne vedo nic¢esar o tem, da so prav-
zaprav Ze pomanjkljive.

Absolutna napaka

SLIKA 3.

(@) N =103, 1r = 3,18240, (b) N = 10%, 71 ~ 3,14818

(¢) N =10, 1 =~ 3,14029, (d) Odvisnost napake od $tevila to¢k.
Izracun Stevlia 11 z metodo Monte Carlo.

Na sliki 3 vidimo generirana Stevila pri razli¢nih N,
pa tudi napako naSega priblizka v odvisnosti od N.

Vendar pa racunanje priblizka 1t Se zdalec¢ ni vse,
kar bi lahko o generiranju nakjucnih Stevil povedali,
kajti nobena izmed naStetih metod ni dobra za krip-
tografsko uporabo. Kriptografsko varni generatorji
psevdonakljucnih Stevil so zanimivi tako iz mate-
maticnega kot prakticnega pogleda. Poleg tega smo
izpustili tudi razpravo o tem, kako se generatorje
psevdonakljucnih Stevil zares vrednoti; statisti¢ni te-
sti, ki se uporabljajo v te namene, so lahko iztoCnica
za nadaljnje branje.

Zgodba o nakljucnih Stevilih ni zanimiva le za ma-
tematike, je tudi pomemben nauk za vse, ki racu-
nalnike uporabljajo in hocejo iz njih iztisniti kar je
le mogoce. Opozarja na to, da je vcasih vredno po-
gledati pod pokrov, in se vprasati, kako stvari delu-
jejo, ali obstaja boljsi nac¢in. Donald Knuth je v svoji
knjigi Umetnost racunalniSkega programiranja (Art
of Computer Programming [5]) zapisal:

Many random number generators in use today
are not very good. There is a tendency for pe-
ople to avoid learning anything about such su-
broutines; quite often we find that some old me-
thod that is comparatively unsatisfactory has
blindly been passed down from one program-
mer to another, and today’s users have no un-
derstanding of its limitations.

Generatorji naklju¢nih Stevil in njihova uporaba
so se od takrat mocno izboljsali, vendar zgornja tr-
ditev morda danes velja za kaksSno drugo metodo, ki
jo uporabljamo vsak dan.
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RESITEV
NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 46/4

- Pravilna reSitev nagra-
dne krizanke iz cetrte
Stevilke Preseka je Afri-
Sko pleme. Izmed pra-
vilnih reSitev so bili iz-
Zrebani JURE KARO iz
Orehove vasi, MARKO
KUBALE iz RogaSke Sla-
tine in SUZANA AVSIC iz
Mirna, ki so razpisane
nagrade prejeli po posti.
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RAZVEDRILO

/akaj se sneg
na mostovih?

bolj oprijema

N2
KRISTINA PAHOR

> Na zacetku zime, ko zapade prvi sneg, lahko
opazimo, da se prvi sneg veliko lazje oprime na
mostovih in nadvozih kot kje drugje Vcasih se celo
zgodi, da je sneg le tam, drugod pa ga sploh ni. Za-
kaj je tako?

SneZi, ko je ozracje hladno. Ko zacne sneZiti, je
oprijemanje snega na Se nezasnezene povrsine odvi-
sno od dogajanja v prejSnjih dneh. Ce je bila tem-
peratura zraka in tal prej nad lediS¢em, se morajo
tla med snezenjem najprej ohladiti vsaj do lediSca.
Ohlaja jih vdor hladnega zraka, ki spremlja prihod
sneznih padavin. Hitrost spreminjanja temperature
tal je odvisna od koli¢ine zapadlega snega, njegove
temperature, temperature ozracja in toplotne prevo-
dnosti ter toplotne kapacitete tal.

Primerjajmo sedaj hitrost ohlajanja tal in mostov.
Tla se ohlajajo le skozi zgornjo ploskev. Mostovi
imajo za razliko izpostavljeno vecjo povrSino. Po-
leg tega so mostovi navadno grajeni iz betona in Ze-
leza, ki sta materiala z relativno majhno specificno
toploto. Taki materiali tudi dosti bolje prevajajo to-
ploto kot porozne snovi, npr. prst. Zato se tempe-
ratura podlage na mostu dosti lazje in hitreje prila-
gaja temperaturi ozracja. PovrSina mosta oziroma
cel most se lahko hitro ohladita, kar botruje oprije-
manju snega.

Pozimi moramo zato paziti, ko peljemo ¢ez mo-
stove, da primerno prilagodimo hitrost. Tudi na
sprehodih moramo biti previdni, saj je na mostu lah-
ko poledica tudi, ¢e je drugod ni.

SLIKA 1.
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