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MATEMATIENI TRENUTKI

MATEMATICNI TRENUTKI

Diagnosticiranje
avtizma

Avtizem prizadene vec kot odstotek otrok v Zdru-
Zenih drZzavah Amerike. Zal mnoge druZine nimajo
dostopa do ustreznega zdravnika ali pa morajo na
obisk specialista ¢akati ve¢ mesecev, ¢eprav je vsak
zamujeni mesec bistvenega pomena za otrokov ne-
vroloSki razvoj. Skupina znanstvenikov je razvila
aplikacijo, ki omogoca starSem, da sledijo otrokovim
odzivom na vidne draZljaje (na primer na mehurcke
s slike na strani 7), jih belezi in analizira ter priporoci
obisk zdravnika, ¢e se to zdi potrebno. Pomemben
del vizualnega dela aplikacije sestavljata racunalni-
Ski vid in strojno ucenje, ki temeljita na uporabi li-
nearne algebre in verjetnostnega racuna. Cetudi apli-
kacijo sestavljajo zapleteni algoritmi, je enostavna
za uporabo, njeni zakljucki pa so primerljivi z dia-
gnozami strokovnjakov. Aplikacijo Se vedno preiz-
kusajo, v prihodnosti pa bo omogocila zaskrbljenim
starSem bistveno izboljSan dostop do diagnoze.

Namen aplikacije ni nadomestiti zdravnika, bo pa
zelo pomagala ljudem, ki nimajo dostopa do stro-
kovnjakov, na primer tistim, ki Zivijo v manj razvi-
tih drzavah. V Afriki je recimo petdeset specialistov
za petsto milijonov prebivalcev. Razvijalci aplika-
cije so njeno uporabnost preverili tako, da so dva
telefona poslali medicinski sestri v Afriki in ji naro-
¢ili, naj aplikacijo preizkusi pri svojih obiskih v va-
seh. Brez dodatnega izobrazZevanja ji je uspelo apli-
kacijo uporabiti pri petdesetih otrocih, ki sicer nikoli
ne bi prisli do specialista. Zacetna uspesnost aplika-
cije obljublja veliko, znanstveniki pa upajo, da bodo
njene zmoZnosti prilagodili, tako da bo z njo moZno
ugotavljati tudi druge nevrolosSke motnje, na primer
posttravmatsko stresno motnjo.

Kogar tema bolj zanima, si lahko prebere ¢lanek
Automatic emotion and attention analysis of young
children at home: a ResearchKit autism feasibility
study, ki ga je H. L. Egger objavila junija 2018 v reviji
Digital Medicine.
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MATEMATIKA

Matematika afriskega
plemena ISango

N2
ViLKo DOMAJNKO

- Pred priblizno 20.000 leti, arheolosko receno v
obdobju mlajSega paleolitika, je leZala visoko v go-
rah v centralni ekvatorialni Afriki ob obali Edward-
sovega jezera, kjer izvira Nil, ribiSka vasica ple-

mena ISango.

Danes je to na meji med Zairom in Ugando. S po-
mocjo arheoloSkih izkopanin, ki so jih odkrili v pre-
teklih desetletjih na tem obmocju, lahko sklepamo,
da so bili ISangi tudi kanibali, kar ni bilo takrat prav
ni¢ nenavadnega. Njihova kultura je prisla v razvoju
toliko dalec, da so si pri delu Ze pomagali z razlic-
nimi orodji, ki so jih izdelali bodisi iz kamna, lesa ali
kosti, o Cemer pricajo arheoloske izkopanine. Ukvar-
jali so se z ribiStvom, lovom in poljedelstvom. To so
bili nasi intelektualni predniki, ljudje, ki so napravili
prve obotavljajoce se korake v smeri logi¢nega raz-
misljanja. Kultura na tem obmocju je izumrla zaradi
izbruha bliznjega vulkana.

Vecji del arheoloskih izkopavanj na tem obmocju
je opravil belgijski arheolog Jean de Heinzelin v letih
1960 in 1961. Pri tem gre veC¢inoma za mnozico kosti
in zob cloveSkega izvora.

Delovno orodje tedanjih ljudi je bilo, kot Ze re-
Ceno, Se precej primitivno, a vendar drugacno od
orodja, ki so ga arheologi nasli iz tega obdobja na
drugih krajih Afrike. Posebno pozornost je Ze takoj
pritegnilo orodje, podolgovata kost, ki je imela na
enem koncu pritrjen kristal kremena (tudi kamena
strela ali kvarc). Domnevali so, da je to orodje sluzilo
za vrisovanje kaksnih znakov ali zapisov bodisi v les
ali kamen, morda tudi za tetoviranje koZe. Morda
celo za pisanje.

SLIKA 1.

Se zanimivej$e pa so oznake na kosti. Na njej so
namre¢ kratke Crtaste zareze, ki tecejo vzdolz kosti
v treh vzporednih vrstah. Strokovnjaki so kaj kmalu
postavili domnevo, da te Crtice pomenijo vsekakor
kaj vec kot zgolj okrasje.

Ker je obmocje, kjer je de Heinzelin naSel kosti
ISangov, takrat pripadalo Belgijskemu Kongu, je kost
ISangov danes v Naravoslovnem muzeju v Bruslju.
In obiskovalcem je na ogled seveda le na posebno
prosnjo.
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SLIKA 2.

Na zgornji risbi so prikazane vse tri vrste (oz. stol-
pci) ¢rtic na omenjeni kosti. Na desnem koncu je
konica s kremenom.
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Bralcu za orientacijo morebiti ne bo odve¢ pribli-
Zzno nakazati, kaj pravzaprav pomeni v zgodovin-
skem oziru teh 20.000 let nazaj v preteklost. Vemo,
da iz obdobja pred pribliZno 45.000 leti izvira med-
vedova kost iz danasnje jame Divje babe pri Idriji, ki
je obveljala kot najstarejSe znano glasbilo, ki ga je iz-
delal clovek. V pribliZno istem Casu se je v Evropi iz
neandertalca (homo sapiens neanderthalensis) raz-
vil moderni misleci ¢lovek (homo sapiens sapiens).
V obdobje okoli 30.000 let nazaj datira naselitvena
skupnost na obmocju Potocke zijalke. Iz obdobja
okoli 25.000 let nazaj pa izvira znameniti kipec Wil-
lendorfske Venere, ki so ga nasli v Avstriji ob obali
Donave.

Kaj pomenijo oznake na kosti ISangov?

Crtice na kosti plemena I$ango so nanizane vzdolz
kosti v treh vrstah. Tudi v posameznih vrsticah so
Crtice razvrsSCene po skupinah, ki so med seboj ne-
koliko razmaknjene. Ce prestejemo ¢rtice v posa-
meznih skupinah, zlahka pridemo do Stevil. V prvi
vrstici dobimo tako zapovrstjo Stevila

= 11,21,19,9

v drugi vrstici

= 3,6,4,8,10,5,5,7
in v tretji vrstici

= 11,13,17,19.

Odkritelj de Heinzelin je sprva menil, da so ta Stevila
zapisana po povsem naklju¢nem izboru. Pa to zago-
tovo ne bo drzalo. Prav nasprotno. Zdi se, da ta tri
Stevilska zaporedja ponujajo moc¢no sugestivne iz-
toCnice. Seveda je tezko, Ce ne kar nemogoce reci,
kaj so ISangi v resnici oznacevali na tej kosti. Ugi-
bajmo, torej.

Poglejmo najprej nekoliko pozorneje na Stevila oz.
Crtice v prvi vrstici. Zlahka se domislimo morebi-
tnega pravila, po katerem bi lahko bila sestavljena:
= 10+1, 20 + 1, 20 -1, 10-1
Ali od tod Ze lahko sklepamo, da so ISangi Stevilu
10 pripisovali kak poseben pomen? Morebiti podob-
nega kot danasnja civilizacija, ki ima to Stevilo za

MATEMATIKA

osnovo, s katero zapisuje sploh vsa Stevila? Ali pa
so zgornja Stiri Stevila zgolj slucajno povezana na
tak nacin s Stevilom 107?

Premislimo $e o pomenu $tevil v drugi vrstici. Ste-
vili 3 in 6 lezita na kosti zelo blizu skupaj. Za njima
je vecji prostor, nato pa sta spet precej skupaj zari-
sani Stevili 4 in 8. Med njima in Stevilom 10 je spet
vecji prazen prostor, prostor je tudi med 10 in Ste-
viloma 5 in 5, ki sta prav tako zapisani precej blizu
drug drugemu. Na koncu vrstice je spet precej odma-
knjeno od drugih zapisano Stevilo 7, ki v tem nizu,
kot se zdi, ostaja brez oprijemljive logi¢ne razlage.

=3 6 4 8 10 5 5 7

Vsekakor se je tezko otresti misli, da je ta niz Ste-
vil na neki nac¢in povezan s podvajanjem. Pri tem
je treba vsaj opozoriti, kako pomembna bi utegnila
biti ta racunska operacija. Denimo - algoritem za
mnoZenje Stevil v sicer mnogo poznejsi kulturi sta-
rih Egipcanov je temeljil prav na podvajanju Stevil.

Tretja vrstica ponuja na videz Se najprepricljivej-
o razlago. Stevila v njej, 11, 13, 17 in 19, so seveda
prastevila. Pravzaprav edina Stiri praStevila med 10
in 20. A precej znanstvenikov opozarja, da so v tej
vrstici zapisana vendarle samo Stiri Stevila in da je
to, da so prastevila, morebiti zgolj nakljuc¢je. Pojem
prastevila v resnici presega nivo preproste racunske
matematike, je abstrakten in zahteva uporabo mi-
selno zahtevnejSih konceptov. Ne nazadnje tudi ni
znano, da bi se pojem prastevila v zgodovini pojavil
pred obdobjem starih Grkov v 7. stol. pr. n. §t.

Toda domiSljijo buri, da sta zadnji dve Stevili v
drugi vrstici (5 in 7) prav tako praStevili. Ali se tretja
vrstica torej zacne morebiti Ze v drugi vrstici? Na ta
nacin namrec¢ dobimo Ze Sest zaporednih prastevil.

In ne nazadnje - mar bi se Stevil v tretji vrstici ne
dalo interpretirati podobno, kot Stevila v prvi vrstici:
= 12-1, 1241, 18-1, 18+1
pri Cemer je 12 =2 - 6in 18 = 3 - 6. TakSna razlaga
vodi seveda do izpostavljene vloge Stevila 6.

Koledar?

Ponuja se Se ena razlaga Stevil, zapisanih na kosti
ISangov. Marsikomu se zdi celo oprijemljivejSa od
prejsnjih.
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Pleme ISango so kot lovci in nabiralci plodov zago-
tovo Zziveli v tesni povezavi z naravo in s spremem-
bami njenih letnih ¢asov oziroma z letnim vegetacij-
skim ciklom. Za njihovo okolje so bile znacilne celo
mocnejSe klimatske spremembe skozi letne cCase, za-
radi cesar je bilo to pleme najbrZ polnomadsko in so
se selili z niZjih na viSje leZece geografske predele in
nazaj. Tudi uspeh v poljedelstvu je bil mo¢no odvi-
sen od c¢asovnih predvidevanj oziroma orientacije v
letu. Povsem mogoce je, da so bili s tocno doloce-
nimi ¢asovnimi obdobji povezani tudi rituali in kul-
tni obredi.

Za lazje spremljanje vseh teh ciklicno ponavlja-
joc¢ih se dogodkov je primitivni ¢lovek zacel meriti
Cas. Izdelal si je prvi preprost koledar. Z njimi je
lahko dolodil trenutni ¢as v ¢casovnem oz. letnem ci-
klu, lahko pa je tudi predvidel oz. izracunal, koliko
Casa Se manjka do kaksSnega izbranega oz. ¢asovno
zakodiranega dogodka v tem ciklu.

Kako se lotiti sestave koledarja? Samo ugibamo
lahko, v kolikSni meri so si ljudstva v tej dobi pri se-
stavi koledarja pomagala tudi z opazovanjem spre-
memb na nebu. A tako rekoc¢ kar samo po sebi se
ponuja opazovanje treh ¢asovnih ciklov:

= menjavanje dneva in noci,
= spreminjanje Luninih men in
= menjavanje letnih casov.

Opazovanje Cetrtega casovnega cikla, Soncevega, je
najtezje, Ceprav prav to v resnici dolo¢a malo da ne
vse danasnje koledarje. Ce se pri sestavljanju ko-
ledarja opremo na preprostejSe opazovanje Lune in
Stetje njenih men, je cikel 0z. mesec ¢as med dvema
zaporednima mlajema.

Ali bi lahko bila tudi kost ISangov preprost kole-
dar? TakSne domneve namrec¢ vzbuja malo da ne
osupljivo dejstvo, da so v kar dveh vrsticah vsote
Stevil enake 60:

= 11 +13+17+19 =60
in
= 11+21+19+9=60

In 60 je Stevilo, ki je v tesni povezavi s spremembami
na nebu. Je denimo dvakratnik mesecevega tedna oz.

ciklusa. Ta traja sicer natancneje 29,53 dneva, a ta-
kSne natanc¢nosti od ISangov v ¢asu nastanka zapi-
sov na kosti gotovo ne gre pricakovati. Spremljanje
letnih ¢asov s pomocjo Stetja luninih men je bilo v
starih casih obicajno pri marsikaterih ljudstvih. In
najbrz bolj ali manj prav od tod izvira tudi Stevilski
sistem z osnovo 60, ki so ga pri racunanju upora-
bljali Babilonci.

Ali lahko poleg zgornjih dveh vsot z rezultatom
60 navedemo Se kaj v prid domneve, da kost ISangov
predstavlja preprost koledar? Za zdaj med zagovor-
niki te hipoteze ni niti prepricljive razlage, kako bi
naj tak koledar sploh uporabljali. In razen tega do-
datno zadrego povzroca tudi dejstvo, da vsota Stevil
v tretji vrstici ni 60, pac pa 48.

Sploh pa je uporabna vrednost lunarnega koledar-
ja za ¢asovno orientacijo v letu, ki je v resnici dolo-
Ceno s Soncevim ciklusom, vprasljiva. Ker traja Lu-
narni mesec priblizno 29,53 dneva, meri 12 taksnih
mesecev priblizno 354,37 dneva. To je, Ce zanema-
rimo manjkajocih 11 dni, res da »pribliZno« eno leto.
Toda napake postanejo Ze po nekaj letih tako velike,
da vodi lunarni koledar pri spremljanju ¢asa oz. le-
tnih ¢asov v popolno zmedo.

Tako so pozneje stari Egipcani zaradi teh tezav
Ze uporabljali son¢ni koledar. Da je leto dolgo 365
dni, so ugotovili z opazovanjem letnega poplavnega
ciklusa reke Nil, Se natancneje pa z opazovanjem
zvezde Sirius, najsvetlejSe na nebu, ki enkrat na leto
vzide na nebu tik pred son¢nim vzhodom. Leto so
razdelili na tri letne Case: ¢as poplave, cas setve in
Cas Zetve. Vsak letni Cas je trajal 4 mesece po 30 dni.
Tem 360 dnem so dodali Se 5 dni na koncu leta. Po-
leg razdelitve na mesece so poznali tudi delitev na
tedne. Njihov teden je imel 10 dni.

Ne le ISangi

V resnici so arheologi nasli Se ve¢ podobnih kosti,
kot je ta afriSka z obmocja plemena ISango.

Leta 1937 je Karl Absolon naSel pri Vestonicah v
blizini Brna vol¢jo goleni¢no kost, priblizno 18 cm
dolgo, ki je porisana s 57 zarezami. Ta kost je Se
veliko starejSa od kosti ISangov, domnevno datira v
obdobje okoli 35.000 pr. n. St. Na njej so vidne tri
loc¢ene skupine s 25, 2 in 30 zarezami. Za prvih 25
zarez se zdi, da so zbrane v pet skupin s po 5 za-
rezami. V srednji skupini sta dve zarezi, ki pa sta
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SLIKA 3.

bistveno daljSi od vseh preostalih. V tretji skupini je
zatem 30 zarez. Kost je danes v Moravskem muzeju
v Brnu.

O pomenu zarez oz. Stevil na tej kosti oziroma ro-
vasu je seveda tezko govoriti. Vsekakor pa ni odvec
domneva, da je zapis nastal morebiti na podlagi zbi-
ranja zarez v petice. K temu bi zapisovalca najbrz
navedlo dejstvo, da je tudi prstov na roki pet. Kaj je
zapisovalec oznacil s tem, ostaja skrivnost. Morda
Stevilo ulovljenih Zivali, morda Stevilo zivali v ¢redi,
morda kaj tretjega. O tem je tezko govoriti, saj je o
takratni civilizaciji na teh tleh na sploSno malo zna-
nega. Pozornost strokovnjakov pa priteguje odkritje,
da so se zagotovo ukvarjali tudi z umetnostjo. Na is-
tem obmocju so nasli iz tega obdobja namre¢ tudi
majhno podobo zenske glave, izrezljane iz mamuto-
vega okla.

Kost, podobno tisti iz plemena ISango, so nasli
tudi v Afriki. V pogorju Lembombo v Swaziju so na-
Sli kost, ki pa je Se precej starejSa, saj jo strokovnjaki
uvrScajo v obdobje pred pribliZno kar 40.000 leti. Na
njej je 29 zarez. Ta kost velja za najstarejSo najdbo,
ki dokumentira Stetje nasih prednikov.

SLIKA 4.

MATEMATIKA

TaksSne kosti z zarezami so skupaj s palicami z za-
rezami, po nase tudi rovasev, ki pa se iz obdobja ve¢
deset tisoc let pred nasim Stetjem seveda niso ohra-
nile, najzgodnejSi ohranjeni dokumenti zapisovanja
Stevil. Pomembno je, da so v tem primeru kosti ali
palice bili v vlogi nosilcev zapisa. Papirja takrat Se ni
bilo.

Zanimivo je, da se je takSno zapisovanje z rovasi
ohranilo tako reko¢ povsod po svetu Se vse do pred
nekaj stoletij. V Evropi so z rovasi denimo Se pred
dvesto leti oznacevali denimo Stevilo Zivine v ¢redi,
viSino dolga pri posojilodajalcu in podobno.

Ali so ISangi »poceli« matematiko?

Enotnega mnenja o tem, kakSen je bil prvotni na-
men kosti plemena ISango, danes med strokovnjaki
Se zmeraj ni. Tudi vpraSanje, ali so ISangi na tej ko-
sti morebiti »poceli« matematiko, se ne zdi najbolj
posreceno. Treba je imeti namrec¢ v mislih, da mate-
matike, kot jo razumemo danes oziroma Ze kar ne-
kaj krepkih stoletij nazaj, v obdobju ISangov skoraj
zagotovo ni bilo. Se danes je med matematiki pre-
cej razlicnih pogledov in razlag o tem, kaj bi naj bila
matematika. Je matematika src¢ika samega vesolja ali
pa je le plod cloveske domisljije? Ali matematika Ze
obstaja in jo ljudje le odkrivamo ali pa smo prav mi
tisti, ki jo ustvarjamo? Od kod pravzaprav matema-
tika?

X X X
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SLIKA K MATEMATIENEMU TRENUTKU.
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Koliko stane zbiranje slicCic?

A A2

BoSTjaAN KuzMAN

- Nogometna mrzlica svetovnega prvenstva v Ru-
siji 2018 se je zdaj Ze povsem polegla, nekateri
navdusSenci pa morda Se vedno zbirajo in menja-
vajo zadnje manjkajoce slicice s podobami igral-
cev nogometnih reprezentanc. V albumu, ki je bil
naprodaj v Sloveniji, je prostora za 600 razlicnih
slicic. Te so se prodajale v paketkih s po 3 slici-
cami s ceno 0,70 EUR za paket. Zlahka torej iz-
racunamo, da je treba za poln album kupiti vsaj
200 paketkov, kar nas stane najmanj 140 EUR (oz.
skoraj 7 let narocnine na Presek). Seveda pa bo
konc¢ni strosek visji, ker so paketki in slicice v
njih bolj ali manj naklju¢no premesane, vendar ga
lahko po drugi strani zmanjSamo z menjavanjem

sli¢ic z drugimi zbiralci.

Preden nadaljujete z branjem, poskusite podati
svojo grobo oceno, koliko naklju¢nih sli¢ic je treba
kupiti, da bi brez menjavanja zbrali vseh 600 razlic¢-
nih. Je to morda 1000, 2000, 3000 ali celo vec sli¢ic?
Koliko denarja bi torej tako porabili za poln album?

Ocena povprecnega Stevila kupljenih slicic, ki jih
potrebujemo za napolnitev albuma brez menjavanja,
predstavlja matematicni problem s podrocja verje-
tnosti, ki je v angleScini znan tudi pod imenom Co-
upon collector’s problem [1]. Preden se lotimo nje-
govega resevanja po teoreticni poti, lahko oceno po-
skusimo dobiti eksperimentalno. Bralke in bralci, ki
poznate osnove programiranja, boste zlahka napisali
ustrezno programsko simulacijo poskusa, pri kateri
program naklju¢no izbira Stevila med 1 in 600, do-
kler ne zbere vseh razli¢nih vrednosti.

Za Solsko rabo pa je zanimiva tudi poenostavljena
verzija eksperimenta zbiranja 6 razli¢nih slicic, ki ga
lahko izvedemo s pomocjo obicajne igralne kocke.
Igralno kocko vrzemo veckrat zapored in si zapisu-

St. ¢ Zaporedje padlih vrednosti
1 66343143353153312

2 5424113356

3 4666633142664335

4. 6163452

5. 2152221535614

6. 124255444224663

7 626662463652565332261

8 662563163364

9. | 133664442262616231133246265
10. : 4211243624625

Povprecno Stevilo metov

Stmetov Ty T, T3 Ty iTs i Tg

e i S e
10 1 i1 &1 &2 i 2 i3
16 1 i1 428216
7 1 i1+ 2 i1 81 i1
13 11§81 &6 i 22
15 1 i1 : 1 &2 i 8 i 2
21 1 i 1§85 &2 1210
12 12 i1 :2 i 15
27 1 i1 : 2 2 i3 18
13 1 i1 i1 i 4 i1 ¢85

RTINS ST U RTS ST Srars

TABELA 1.

Rezultati desetih ponovitev poskusa s kocko. Z modro je obarvana prva pojavitev posamezne vrednosti v zaporedju.
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jemo zaporedje padlih vrednosti. Ko se v zaporedju
pojavi vseh 6 razli¢nih vrednosti, prestejemo Stevilo
potrebnih metov in poskus ponovimo. Pri dovolj ve-
likem Stevilu ponovitev bo aritmeti¢na sredina meri-
tev predstavljala oceno iskanega povprecja za album
s 6 slicicami. Pri 10 ponovitvah poskusa, kot so zapi-
sane v tabeli, smo denimo dobili povprecno vrednost
151/10 oz. 15,1.

Pa si oglejmo, kako bi povprecno Stevilo potreb-
nih metov izracunali matematicno. Pri posameznem
metu poStene kocke je matematicna verjetnost Sesti-
ce enaka p = 1/6, saj je ugoden le eden od Sestih
enako verjetnih izidov. Statisticno to pomeni, da bo
pri velikem Stevilu metov deleZ padlih Sestic enak
1/6, ali, povedano drugace, v povprec¢ju bo Sestica
padla vsak Sesti met. Torej bo od zacetka poskusa
do prve Sestice potrebnih v povprec¢ju 6 metov. Po-
dobno velja tudi pri neodvisnih zaporednih pono-
vitvah poskusa, pri katerem se ugoden dogodek
zgodi z verjetnostjo p > 0. Povprecno Stevilo po-
novitev poskusa do prvega uspeha je tedaj enako
1/p.

Od te ugotovitve ni ve¢ dale¢ do izracuna povprec-
nega Stevila potrebnih metov, s katerimi bi zbrali vse
razli¢cne vrednosti. RazmiSljamo namre¢ takole. Prvo
od Sestih vrednosti bomo zagotovo dobili v prvem
metu. Ko eno vrednost Ze imamo, bo v naslednjem
metu z verjetnostjo 5/6 padla ena od vrednosti, ki je
Se nimamo, torej bomo za drugo vrednost v povpre-
¢ju potrebovali Se 6/5 = 1,2 meta kocke. Ob tem smo
seveda uposStevali, da so zaporedni meti med seboj
neodvisni, torej predhodni meti na naslednjega ne
vplivajo. Zdaj imamo Ze dve razli¢ni vrednosti, zato
bo naslednja manjkajoca padla z verjetnostjo 4/6 v
posameznem metu, oz. v povpreéju po 6/4 = 1,5
meta, in tako dalje. Za zadnjo manjkajoco vrednost
bomo potrebovali v povprec¢ju kar 6 metov, saj je
njena verjetnost v posameznem metu le 1/6. Na ta
nacin pridemo do Stevila

)
1

To Stevilo predstavlja povprecno Stevilo metov oz.
kupljenih sli¢ic pri velikem Stevilu ponovitev zbira-
nja Sestih razlicnih vrednosti. Izracunana vrednost
se priblizno ujema tudi z nasSo eksperimentalno me-
ritvijo. Prav tako se vrednosti ¢lenov v vsoti pribli-

. 1+§+§+§+§+§—6(1+1+1+1+
54 321 \6 5 4 3

= 14,7.

N —

MATEMATIKA

71n0 ujemajo z izmerjenimi povprecnimi vrednostmi
Stevil T; iz tabele 1, ki pomenijo Stevilo metov od
(i — 1) do i-te nove vrednosti.

SLIKA 1.
Za zadnjo manjkajoco vrednost je v povprecju potrebnih kar 6
metov od skupnega povprecja 14,7 meta.

Morda bi kdo iz tega prenagljeno sklepal, da je za
album s 600 razlicnimi slicicami treba kupiti okoli
1470 sli¢ic. To seveda ne velja, povprecno Stevilo
kupljenih sli¢ic je v tem primeru precej vecje. S po-
snemanjem gornjega izracuna lahko ustrezni izraz
zdaj zlahka zapiSemo in s pomocjo racunalnika tudi
seStejemo:

1 1 1 1) .
= 600 (@+ 599 + 98 +"'+I) = 4184,987.

Ce zaokrozimo navzgor, brez menjavanja sli¢ic bi
morali torej za napolnitev albuma s 600 sli¢icami v
povprecju kupiti 4185 slicic. To pomeni 1395 pa-
ketkov, za katere bi odsteli skupaj kar 976,50 EUR.
Precej denarja, kaj ne?

Zadnji izracun velja ob predpostavkah, da so pa-
ketki in sli¢ice v njih enakomerno in neodvisno po-
razdeljeni, torej, da so pri nakupu nove sli¢ice vse
Stevilke enako verjetne ne glede na predhodno ku-
pljene slicice ali druge sli¢ice v istem paketku. Ce
so denimo paketki treh sli¢ic oblikovani tako, da v
njih ni podvajanja slic¢ic, potem zadnja domneva ne
velja. Stevilni zbiralci tudi sumijo, da so nekatere
slicice redkejSe od drugih, torej, da porazdelitev ni
enakomerna, a v to se ne bomo spuscali.
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Ce torej zaupamo proizvajalcu, da natisne enako
Stevilo vseh razli¢nih slic¢ic, ki so dobro premeSane in
neodvisno razporejene v paketke na prodajnih me-
stih, potem je sploSna reSitev problema zbiralca sli-
Cic pri zbiranju » razli¢nih sli¢ic ob zgornjih pred-
postavkah enaka nH,, kjer je
. Hn=%+%+...+%

t. i. n-to harmonicno Stevilo. Kot je razvidno iz ne-
kaj vrednosti v tabeli, narascanje Stevila nH, v od-
visnosti od n ni linearno. Bralcem z nekaj ve¢ ma-
temati¢nega znanja omenimo, da je Stevilo nH, ve-
likostnega reda O (nlogn), kar je posledica znanih
lastnosti harmonic¢nih Stevil.

n i 6 i 60 i 600

TABELA 2.
Nekaj vrednosti Stevila nHy,

Pozorni bralec je iz dosedanje razprave verjetno
razbral, da je nadrazje predvsem zbiranje zadnje pe-
Sc¢ice manjkajocih sli¢ic. Samo za pridobitev zadnje
manjkajoce sli¢ice v albumu za nogometno prven-
stvo 2018 bi jih morali v povprecju kupiti Se 600,
kar bi stalo 140 EUR. Zato je zanimivo omeniti, da
zaloznik albuma omogoca, da zbiralec neposredno
naroci 100 izbranih sli¢ic po ceni 0,25 EUR za slicico.
Za zadnjih 100 slicic bi sicer z naklju¢nim kupova-
njem potrebovali v povprecju

1 1 1\ .

600H o9 = 600 (100 + 99 + ...+ 1) =3112,43
nakljucnih sli¢ic, oz. zaokrozeno navzgor, 1038 pa-
ketkov, kar znese 726,60 EUR. Z neposrednim naro-
¢ilom zadnjih 100 manjkajoc¢ih sli¢ic tako zbiralec
v povprecju prihrani ve¢ kot 700 EUR in za napol-
nitev albuma porabi »le« 274,90 EUR (brez stroSka
posiljanja sli¢ic). Ze samo z neposrednim narodi-
lom zadnjih 20 manjkajocih sli¢ic pa bi celotni stro-
Sek zmanjSali za pribliZno polovico, kar lahko bralec
premisli sam.

Pa si postavimo Se nekoliko druga¢no vprasSanje.
Denimo, da imate 210 EUR, ki jih boste porabili za
nakup 300 paketkov s skupaj 900 sli¢icami. Koliko
razli¢nih sli¢ic za va$ album lahko v tem primeru pri-
cakujete?

Zdaj je razmislek nekoliko drugacen. Verjetnost,
da nakljucno kupljena slicica ni sli¢ica Stevilka 1, je
enaka %. Verjetnost, da nobena od 900 kupljenih

900
slicic ni slicica Stevilka 1, pa je enaka (%)

0,22313. Zato je verjetnost, da je med 900 kuplje-
nimi tudi sli¢ica Stevilka 1, priblizno enaka 0,77687,
kar lahko tolmacimo tudi kot povpreéno Stevilo slicic
Stevilka 1 med 900 naklju¢no kupljenimi. Da bi do-
bili povprecno Stevilo vseh razli¢nih sli¢ic med njimi,
pa lahko seStejemo povprecno Stevilo slicic Stevilka
1, Stevilka 2, in tako dalje vse do 600. Zato izraz

= 600-0,77687 = 466,12

predstavlja povprecno Stevilo razli¢nih slicic med
900 nakljucno kupljenimi izmed skupaj 600 razlic-
nih. Za menjavo nam v tem primeru torej ostane v
povprecju 434 slicic, s katerimi bomo ob dovolj veli-
kem Stevilu drugih zbiralcev v sosescini najbrz brez
teZav zbrali manjkajocih 134 za poln album.

V vsakem primeru pa je zbiranje sli¢ic precej drag
konjicek. Radovedna bralka in bralec lahko svoje ra-
zumevanje dosedanjih izracunov preizkusita z na-
slednjo nalogo.

Naloga. Izracunaj in primerjaj povprecni Stevili
razli¢nih slicic, ki jih pri prej navedenih cenah do-
biS za 175 EUR, Ce:

= vyseh 175 EUR porabi$ za nakup paketkov,

= porabis 140 EUR za nakup paketkov, od preostan-
ka pa porabi$ 25 EUR za neposredno narocilo 100
manjkajocih sli¢ic in 10 EUR za poStnino.

ReSitev. V prvem primeru kupis$ 750 sli¢ic, med ka-
terimi bo v povprecju pribliZzno 428 razli¢nih. V dru-
gem primeru pa kupis 700 slic¢ic, med katerimi bo v
povprecju pribliZzno 479 razli¢nih.

Literatura

[1] Coupon collector’'s  Problem, dostopno
na en.wikipedia.org/wiki/Coupon_
colTlector\%27s_problem, ogled 14. 1. 2019

[2] Harmonic number, dostopno na en.
wikipedia.org/wiki/Harmonic_number,
ogled 14. 1. 2019.
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Posebno zaporedje rombov

N2
MARKO RAZPET

Vzemimo pozitivni realni Stevili p in g, pri Ce-
mer je p < q. Njuna sredina je na sploSno vsako
Stevilo S(p, q), ki je s p in g natancno doloceno in
zanj velja relacija p < S(p,q) < q. NajenostavnejSa
sredina Stevil p in g je njuna aritmeticna sredina
A(p,a) = (p+a)/2, ki je na pravi sredini med p in q.
potem je A(p,q) kar njegovo srediSCe. Prav tako je
pomembna geometri¢na sredina G(p,q) Stevil p in
q, ki jo definiramo z relacijo G(p,q) = ./pq. Ocitno
sta Stevili A(p,q) in G(p,q) s p in g natancno dolo-
Ceni. Ker je A(p,q) =p+(@-p)/2=a-(a—-p)/2,
veljap < A(p,q) < q.1z p? < pq < q° pa dobimo Se
p<G(p,q <q.

Pomembna je relacija G(p,q) < A(p,q), v kateri
velja enacaj natanko takrat, ko je p = g. To vidimo
iz zapisa

= 0s<(Ja-yp)=p+a-2Jpa
=2(A(p,q) - G(p,q)).

Primer p = g oc¢itno ni zanimiv, zato bo v nadalje-
vanju p < q, ko velja p < G(p,q) < A(p,q) < q.
Oznacimo p; = G(p,q) in q1 = A(p,q). Ker je
p1 < qi, velja p1 < G(p1,q1) < A(p1,41) < @1 tako
kot prej za p in q. Ce oznac¢imo p» = G(p1,41) in
4z = A(p1,q1), velja p2 < G(p2,q2) < A(p2,q2) <
q>. Ta postopek lahko nadaljujemo v nedogled. Ce
vzamemo po = p in qo = q in pui1 = G(Pn,dn)
in gn1 = A(pn,qn) zan = 0,1,2,..., dobimo ne-
skon¢ni zaporedji
(1)

= po,P1,P2,..- N qo,q1,492,---,

pri Cemer je

B p=po<pP1<Pr<...<Pn<...<qn<...

<q2<4q1<dqo=(q- (2)

Brez teZav vidimo, da velja

V sploSnem pa

a—-p
2n+1'

" qdqn —Pn <

Za dovolj velik indeks n se zato p, in g, poljubno
malo razlikujeta. Prvo zaporedje v (1) je narascajoce
in omejeno navzgor, drugo pa padajoCe in omejeno
navzdol. Cleni obeh zaporedij se pribliZzujejo z nara-
Scajo¢im indeksom n natancno dolocenemu Stevilu
u(p,q), vsako s svoje strani. Zaporedji konvergirata
proti Stevilu p(p,q) (glej na primer [2]). Za vsako
naravno Stevilo je

" p<pn<ulp,q) <qn<4q.

Stevilo u(p,q) je ena od sredin $tevil p in g, imenu-
jemo jo aritmeticno-geometricna sredina Stevil p in
q. ZapiSemo jo lahko kot limiti: u(p,q) = limp, =
lim gq,,. Stevilo u(p,q) se s p in q ne izraza prepro-
sto, ampak z elipticnim integralom (glej na primer

[1]).

Za p = q bi dobili v (1) konstantni zaporedji, v
(2) pa povsod enacaj in s tem G(p,p) = A(p,p) =
up,p) = p.

Posebna lastnost zaporedij (1) je njuna hitra kon-
vergenca. Za ilustracijo vzemimo primer p = 8 in
q = 24. Rezultate vpiSimo v tabelo 1, ki ji dodamo Se
ostre notranje kote «;,, = 2 arctan(p, /q») rombov.

Na 11 decimalk je u(8,24) = 14,90893426595.

Hitro konvergenco bomo pojasnili v oceni, ki jo
bomo izpeljali. Najprej je

" dn+l — Pn+1 = AP, dn) — G(Pn, dn)

Pn +dqn
+ - = — —
'Q1_pl<w_l70:%, 2 \/m
2
+ - - —
qr-pp < P g S DPLATE :(—W_ N
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— n Pn n o (%)
0 8,000000000000 24,000000000000 36,869897645844
1 13,856406460551 16,000000000000 81,786789298261
2 14,889677745633 14,928203230275 89,851944781240
3 14,908928043965 14,908940487954 89,999952177126
4 14,908934265958 14,908934265959 89,999999999995
TABELA 1.
Zaporedje rombov.
R R -
Ry ’ ’ SLIKA1.
R Zaporedje rombov.
Zadnji kvocient razSirimo: Za popestritev je smiselno nacrtati zaporedje rom-
2 bov Ry, R1,R2,..., kjer ima R, diagonali p,, in gy.
. Wan—Pn)” Diagonali se v vsakem rombu sekata pravokotno, se
2 ) ) razpolavljata in razpolavljata kote. Na sliki 1 je za-
_ (Van — vPn)” (\/@n + /Pn) Cetek tega zaporedja. Z rasto¢im n rombi prehajajo
B 2 (Jan + \/W)Z v kvadrat z diagonalo u(p,q). V tabeli 1 in na sliki
(@ — D)2 1 lahko opazujemo tudi, kako se pri tem koti «,, pri-
= X dn = Pn )2. blizujejo pravemu kotu.
/ + /
In pn . . Namesto rombov lahko vzamemo pravokotnike s
Za vsoto korenov v zadnjem imenovalcu velja: stranicami pp in g ali pa elipse z osmi py in qn.
= Jqn +Pn Pravokotniki konvergirajo proti kvadratu s stranico

= 2A(Pn,Van) > 2G(Pu,/an)
= 2Jpndn > 24p? = 2\p.

Ce upostevamo vse dobljene relacije, imamo naza-
dnje oceno

(qn — pn)z

8p '
To pomeni, da se v zaporedjih (1) Stevilo prvih uje-
majocih se cifer Stevil p,, in g, pri prehodu na py+1
in qun+1 vsaj podvoji.

" dn+1 — Pn+1 <

u(p, q), elipse pa proti krogu s premerom u(p, q).

Literatura

[1] P. Eymard, ]J.-P. Lafon, The number 1t, AMS, Pro-
vidence, Rhode Island 2004.

[2] 1. Vidav, ViSja matematika I, DZS, Ljubljana
1968.
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Bikonveksna leCa:
razprSilna ali zbiralna?

N2
NADA RAZPET

- 0 poskusih s plasti¢cnim medaljonom smo v Pre-

seku Ze pisali (glej [1] in [2]). Plasti¢ni medaljon je

sestavljen iz dveh polovic, kot kaze slika 1.

ill i
you in Dub

SLIKA 1.
Sestavljen in razstavljen plasti¢ni medaljon.

Lupa

V vsako polovico medaljona lahko nalijemo neko te-
ko¢ino in dobimo lupo. Oglejmo si primera, ko na-
lijemo v eno polovico medaljona vodo, v drugo pa
parafinsko olje (slika 2).

Opazimo, da se vidijo nekatere napake debelih le¢,
kot je popacena slika na robovih in barvne lise, ki
so posledica disperzije svetlobe (razli¢ni lomni ko-
licniki za razlitne barve). Lupama lahko priblizno vecja. To je takrat, ko je predmet v goriS¢ni ravnini.
dolo¢imo goris¢no razdaljo, ¢e pogledamo, kdaj je Izmerimo razdaljo med predmetom in sredino kro-
povecava predmeta, ki ga opazujemo skozilupo, naj- Zne povrSine tekocine, to je goriSéno razdaljo lupe. %

PRESEK 46 (2018/2019) 4 1 3
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Vodna in parafinska lupa.
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Lomni kolicnik vode, parafinskega olja in
rastlinskega jedilnega olja

Tekocinske lece dobimo tako, da polovici medaljona
potopimo v tekoc¢ino in ju v tekoc¢ini sestavimo. Me-
daljon dobro tesni, zato tekocina ne izteka.

Vemo, da slika zelo oddaljenega predmeta nasta-
ne v gori§éni ravnini lece. S posameznimi leCami pre-
slikajmo zunanjost (oddaljene predmete) na steno
sobe in lece premikajmo tako dolgo, da nastanejo na
steni jasne slike. Izmerimo razdaljo slike od sredisSca
lece. Izmerili smo goriS¢no razdaljo lece (slika 3).

Iz izmerjenih goriS¢nih razdalj in izracunanih kri-
vinskih polmerov medaljona (v naSem primeru je
R = 9,3 cm, glej [2]) lahko dolo¢imo lomni koli¢nik
lece.

= n=1+ R
R’ B 2f°

Tako doloceni lomni koli¢niki seveda niso tako na-
tancni, kot jih dobimo v tabelah, vseeno pa nam dajo
primerjavo.

Lece potopimo v vodo

Z medaljonom narejena leta omogoca Se eno serijo
poskusov. Prazen medaljon, medaljon napolnjen z
vodo in medaljon napolnjen s parafinskim oziroma
jedilnim oljem potopimo v kadicko z vodo in nanje
usmerimo dva vzporedna laserska curka. Pri posku-
sih smo uporabili laserska kazalnika.

Pri vseh racunih bomo privzeli, da je leca tanka in
da zanjo velja enacba za tanke lecCe, prav tako bomo
vpliv plastike zanemarili.

Omenili smo Ze, da za tanko leco velja:

1 2

= —=(n-1)=.

7 (n-1) R

Za lete v zraku pomeni n v faktorju (n — 1) lomni
koli¢nik snovi, iz katerega je leca, enica pa je zaradi
tega, ker je lomni koli¢nik zraka enak ena. Ko leca ni
v zraku, pa moramo pisati:

R
2(n; —ny)

= (n1-n) %, = )

-

Pri tem je n; lomni koli¢nik snovi, iz katere je leca,
N, pa lomni koli¢nik snovi, ki je v okolici lece.

SLIKA 3.

Merjenje goriscnih razdalj vodne lece, lece s parafinskim oljem
in lece z rastlinskim jedilnim oljem.

14
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Zracna leca v vodi

Ko je medaljon prazen, je lomni koli¢nik leCe (zraka)
manjsi od lomnega koli¢nika okolice, to je vode.
Opazimo, da gresta vzporedna svetlobna curka po
prehodu skozi leco narazen. Prazen medaljon je raz-
prsilna leca (slika 4). Pri tem je treba posebej po-
udariti, da pri steklenih le¢ah govorimo, da so raz-
prsilne, ¢e so na sredini oZje kot na konceh, v tem
primeru pa je bikonveksna le¢a razprsilna.

SLIKA 4.

Vzporedna svetlobna curka se po prehodu skozi lec¢e oddalju-
jeta. Prazen medaljon, potopljen v vodo, je razprsilna leca.
Svetloba vpada z leve strani. Pogled od zgoraj.

IzraCunajmo goriS¢no razdaljo za ta primer. Lo-
mni koli¢nik lece je n; = 1, lomni koli¢nik okolice pa
no = 1,33. Torej velja:

9,3 cm

T 2(1-133) @)

—-14 cm < 0.

" f
GoriS¢na razdalja je negativna, leca je razprsSilna.

Vodna leca v vodi

Ko je v medaljonu voda, sta vzporedna svetlobna
curka tudi po prehodu skozi lec¢o vzporedna (slika 5).
Curek prehaja iz vode v vodo in se ne lomi. Pri tem
prehod skozi plastiko zanemarimo. Opazimo tudi,
da se intenziteta svetlobnega curka z oddaljenostjo
od izvira manjSa. Pravimo, da je curek oslabljen. I1z-
racunajmo goriScéno razdaljo te lece.

FIZIKA

SLIKA 5.

Prehod svetlobnih curkov iz vode skozi vodno leco in primer-
jalna slika brez lece. Leca je pritrjena na dno kadicke. Svetloba
vpada z leve strani. Pogled od zgoraj.

R

2(n; —nep) o 3

n f =
Vrednost imenovalca je nic, saj za lomne koli¢nike v
tem primeru velja n; = n, = n,. Gori§cna razdalja
je neskoncno velika, ali z drugimi besedami, leca ne
lomi svetlobnih curkov. Podobno bi ugotovili tudi za
zracno lecCo v zraku.

Parafinska leca v vodi

Ko je v medaljonu parafinsko olje, se vzporedna sve-

tlobna curka po prehodu skozi medaljon priblizu-

jeta, zdaj imamo zares zbiralno leco (slika 6).
Poglejmo Se racun:

R 9,3 cm

T 2(n, -ny)  2(1,48-1,33) @

~ 31 cm

" f

Z n, smo oznacili lomni kolicnik parafinskega olja.
Leca je zbiralna.

-
0o

nadaljevanje
na strani
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NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz ostevil¢enih polj vpisite skupaj z
. osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

1i www.presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 15. marca 2019, ko bomo
izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
Zno nagrado.

X X X
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SLIKA 6.

Parafinska leca, potopljena v vodo, je zbiralna leca. Da je po-
tek curkov po izhodu iz lece vidnejsi, smo morali prostor zate-
mniti, sliko pa nekoliko osvetliti. Svetloba vpada z leve strani.
Pogled od zgoraj.

Kaj se zgodi, ¢e v vodo potopimo stekleno leco, to
je lupo? Se vedno je to zbiralna leca, saj je lomni ko-
licnik stekla vecji od lomnega koli¢nika vode, vendar
je njena goriScéna razdalja vecja, kot je bila v zraku.

Skrbnim preizkuSevalcem ne bo uSlo, da po pre-
hodu skozi zrac¢no leco laserska curka zadeneta Cr-
tast zaslon na drugi viSini, kot vstopita v leco. Ra-
zlog je jasen. Svetlobni curek se lomi tudi v navpi¢ni
smeri, kar pomeni, da zaslona ne doseze v isti viSini,
kot vstopi. Lega pike na zaslonu je odvisna od vrste
lece (zbiralna ali razprsSilna) in lege vstopnega curka
(ali zadene zgornjo ali spodnjo polovico lece).

Literatura

[1] N. Razpet, Polovica leCe - polovica slike?, Pre-
sek, 44, (2016/2017) 1, 18-21, DMFA - zaloZni-
Stvo, Ljubljana.

[2] A. Likar, N. Razpet, Poskusi s svetlobo, Presek,
44, (2016/2017) 3, 9-15, DMFA - zalozniStvo,
Ljubljana.

Barvni sudoku

iy

- V 8 x 8 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh 8 Stevil.

RESITEV BARVNI SUDOKU

Y v

X X X
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Lego Kepler -
planetov

ASTRONOMIJA

odkrivanje

b
JoZE PERNAR
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Uvod

Eksperimentalno delo in opazovanje naj bi bilo te-
meljno vodilo naravoslovnih predmetov. Astrono-
mija, kot samostojni predmet ali del vsebin pri po-
uku fizike, naj bi se tako opirala predvsem na opa-
zovanje. Pri tem nam vreme, ¢as in zahtevna oprema
prej otezita, kot olajSata zahtevno delo. Ucitelj ali
mentor je tako postavljen pred dodaten izziv. Najti
ali izdelati naloge, ki bodo avtenti¢ne, zanimive, ak-
tivne in predvsem poucne. Odkrivanje eksoplanetov,
Lego kocke in aktivna metoda poucevanja na prvi po-
gled nimajo kaj dosti skupnega z navedenimi izhodi-
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$c¢i. Odkrivanje in raziskovanje vzbuja pri dijakih za-
nimanje. Lego gradniki predstavljajo znano okolje,
ki ga obvladajo skoraj brez izjeme. Aktivne oblike
ucenja nedvomno vplivajo tudi na pridobljeno zna-
nje [1].

Prvi planet zunaj nasega Osoncja je bil najden Ze
leta 1988. »Gamma Cephei b« je bil dokon¢no potr-
jen Sele 14 let pozneje (2002). Prvi planet, ki so ga
odkrili z metodo tranzitnega prehoda, pa je bil »HD
209458 b« leta 1999. S pomocjo te metode je bilo
odkritih do aprila 2018 najvec eksoplanetov.

Metoda prehoda planeta preko zvezdine »plosk-
ve« je oCitno dala izjemne rezultate. Kako dijakom
priblizati to znanstveno metodo? Leta 2009 je bil na
Mednarodni konferenci Sirlkt predstavljen prispevek
»Qdkrivanje planetov« [3] z interaktivnim pristopom

m v

B Radial Velocity

B Fulsar

B Frimary Transit, TTV
M Frimary Transit

W Other

Microlensing

B Astrometry
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Diagram stevila odkritih eksoplanetov z razli¢nimi metodami (Vir: en.wikipedia.org/wiki/Discoveries_of_exoplanets) [2].
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aktivne oblike dela v razredu. S pomocjo merilnika
osvetljenosti in modela sistema planetov iz Lego gra-
dnikov je bil prikazan uporaben princip eksperimen-
talnih nalog pri fiziki. Uporabnik je z opazovanjem
modela krozecih planetov iskal povezavo med zabe-
leZenimi diagrami in dejanskim gibanjem teles okoli
svetila.

SLIKA 2.
Model

SLIKA 3.
Merjenje

Model in metoda ne zagotavljata avtenti¢nosti
znanstvenega dela. V primeru, da model »zakrije-
mo« in ta ni ve¢ viden opazovalcu, se mo¢no pribli-
Zamo dejanskemu nacinu odkrivanja planetov z me-

SLIKA 4.
Opazovanje odprtega sistema. Gimnazija Kr§ko, 14. 12. 2018.

todo tranzita. Recimo, da je model »zvezde in pla-
neta« v enem prostoru, opazovalec pa ga zgolj zasle-
duje s pomocjo ustrezne opreme in racunalnika. S
tem simuliramo daljinsko zaznavanje, kot se odvija
z zaznavanjem merilnikov in teleskopov v pravi me-
ritvi. Ce model zapremo v $katlo in ga opazujemo
zgolj s pomocjo merilnika osvetljenosti Vernier [4],
se pribliZamo dejanskim metodam, kjer lahko iz dia-
gramov odc¢itamo dolocene lastnosti nekega sistema.
Kar pa je najbolj zanimivo in koristno, da lahko te
sisteme spreminjamo in zamenjujemo Stevilo teles,
ki ga tvorijo.

Prepoznavanje fizikalnih lastnosti objektov

Obicajno nas zanima pri planetu njegova velikost,
razdalja in obhodni ¢as. Na sliki 7 je karakteristika
prehoda dveh planetov. NajniZji del svetlobe, ki se
pojavi dvakrat in jo zabeleZi senzor, nakazuje, da
je en planet vecji od Stirih ponorov, ki jih povzroci
v 20 sekundah drugi planet. Veckratni prehodi do-
kazujejo, da ima manjsi vecjo hitrost. To ugotovitev
potrjuje tudi ¢as prekrivanja - tranzicije posameznih
planetov.

Iz strmine padanja in narascanja svetlobe lahko
dijak zakljuc¢i tudi lastnost prehoda, ki je ¢asovno
opredeljena.

20
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SLIKA 5.
Komplet za opazovanje gibanja »planetov okoli zvezde«

——— Svetilo

———— Model sistema

_— Senzor

SLIKA 6.
Notranjost Skatle

Interpretacije diagramov v prisotnosti lun, ki se
gibljejo z drugacnim ciklom, kot druga telesa, lahko
predstavlja dodaten izziv. Njihove motnje osvetlje-
nosti se namrec pojavljajo zelo blizu glavnih pono-
rov svetlobe maticnega planeta. Tako bi detajl na
sliki 8 lahko interpretirali, kot prisotnost lune v bli-
Zini planeta. Daljsi ¢asovni diagram na sliki 9 pa raz-
kriva, da gre za manjsi, hitrejsi planet, ki se je v ¢asu
5 s nahajal skoraj v opoziciji veCjega in poCasnejSega
planeta.

Diagram na sliki 10 predstavlja periodi¢no poja-
vljanje lune na isti strani planeta. TakSna slika daje
moznost predvidevanja hitrosti gibanja lune okoli

ASTRONOMIJA

—

)
o)

SLIKA 7.
Dva planeta

SLIKA 8.
Planet in njegova luna?

svojega planeta. Kljub ve¢ mogocCim resSitvam se iz
razmerja podatkov lahko ugotovi, ali dijak razume
obhodne case planetov in lune.

Merjenje obhodov

Obhodne ¢ase ugotovimo in izracunamo s pomocjo
tabele ali odc¢itka na diagramski koordinati ¢asa At.
Ugotavljanje obhodnih ¢asov lahko razvijemo za
medsebojne vplive planetov. Z ustreznim merilom
se lahko lotimo tudi izracuna gravitacijskega vpliva.

Z mnastavljivim virom napajanja pogona sistema
lahko vplivamo na hitrost mehanizma in obhodne
Case posameznih teles. Zgolj zamenjava enega para
zobnikov nam spremeni pogoje gibanja enega, vec
ali vseh teles v sistemu.
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SLIKA 9.

Manjsi in vecji planet

SLIKA 10.
Periodicni pojav prisotnosti lune ob ve¢jem planetu

Racunanje s 3. Keplerjevim zakonom

Za preracunavanje tirnic in ¢asov pa je nujno najprej
izbrati pravilna razmerja zobnikov (prestavno raz-
merje) in prirediti dolZine roc¢ic mehanizma, ki zago-
tavljajo tudi uporabo 3. Keplerjevega zakona.

Opticni pojavi

Natan¢no opazovanje izrisanih diagramov nam omo-
goca dodatno komponento spoznavanja ali utrjeva-
nja znanja s podro¢ja geometrijske optike. Ce je sis-
tem dobro zaprt, se opazi vpliv odboja svetlobe med
planeti. Anomalije na diagramih so lahko velik izziv
za dodatna znanja in raziskovanja.

SLIKA 11.

Luna
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SLIKA 12.
Tabela omogoca zelo natancno dolocitev vseh ¢asovnih
podatkov.

Na diagramski sliki 14 je viden zanimiv pojav.
Pred prehodom rdecega planeta (slika 15) se poja-
vlja povecanje svetlobnega toka, ki ga zaznava sen-
zor. Periodicno ponovljiv vzorec kaze, da ne gre
za napako pri merjenju, temvec¢ za odboj dela sve-
tlobe zvezde na desnem manjSem planetu. Potrditev
domneve nedvomno lahko dokazemo z zamenjavo
smeri vrtenja teles.

22
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SLIKA 13.
Zakaj se pojavi razlika Ah?

U i

SLIKA 14.
Mesta povecanega svetlobnega toka

Orientacija - gledisce - pozicija merilnika

Merilnik osvetljenosti predstavlja tocko opazovali-
SCa. Zaznava koli¢ino svetlobe, ki se ujame v sen-
zorju na doloceni povrsini. Zelo avtenti¢no situacijo
lahko zagotovimo s spremembo tocke zaznavanja.
To storimo z enostavnim kroZnim zasukom meha-
nizma - sistema planetov. Dodatna prostorska pro-
jekcija omogoca razvoj boljSe orientacije v prostoru.

Oblike modelov

Eksperimentalna naloga omogoca neomejeno vrsto
konfiguracij, ki jih postavimo v opazovalni sistem.
Oblike in Stevilo gradnikov, hitrosti gibanj (pogoni),

ASTRONOMIJA

SLIKA 15.
Odboj od drugega planeta.

“‘Wﬁ

SLIKA 16.
Opazovalisce 1

razlicne dimenzije objektov ter njihova geometrij-
ska razporeditev nam omogocajo ogromno moZzno-
sti razli¢nih situacij. Pri tem lahko izkoristimo krea-
tivnost dijakov, kajti njihovo sodelovanje in medse-
bojne priprave modelov naredi delo Se bolj zanimivo
in raziskovalno.

www.presek.si
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SLIKA 17.
Opazovalisce 2

LT T i

U g

SLIKA 18.
Model sistema

Zakljucek

Astronomija bi morala ostati v Solskih u¢nih nacr-
tih. Nudi nam poznavanje naSega prostora in do-
godkov v nasi neposredni in daljni okolici. Klasi¢no
opazovanje s teleskopi velikokrat ni enostavno izve-
dljivo. Zelo veliko dejavnikov vpliva na izvedbo to-

vrstnega pouka. Naloga in delovni listi omogocajo
delo v ucilnici. Ne nadomescajo klasi¢ne aktivnosti
astronomije v naravi, a ponujajo metodo dela, ki je
dokaj blizu realnemu raziskovanju. Naloga ponuja
ogromno dejavnikov, s katerimi lahko delo zelo po-
enostavimo ali pa ga pripravimo, kot zahtevni del po-
ucevanja.

Metoda omogoca kreativno delo v skupinah, kjer
se razvija naravoslovna komunikacija. Interpretacija
dogodkov in njihove napovedi pustijo dijaku veliko
prostora za nova spoznanja. Poudarek je na branju
diagramov in njihov smisel uporabe. Dijaki lahko
pripravijo svoj model, ga zaklenejo in dajo v razisko-
vanje drugi skupini dijakov. Izmenjava idej, situacij
in razprava po opravljenih nalogah krepijo naravo-
slovne kompetence tistih, ki so sistem pripravili, kot
skupine, ki ga je raziskovala. Nalogo je mogoce pri-
praviti tudi za osnovnoS$olsko delo. Prvi rezultati na
nivoju gimnazije so dali zelo zanimive rezultate, saj
se poleg delovnih listov ucitelja, pojavljajo tudi vpra-
Sanja in naloge sodelujocih dijakov.

Vsi diagrami in primeri so bili opravljeni novem-
bra 2018 (oprema Vernier [5] in LoggerPro [6]).
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Racunalnik 1z domin

2 2 2

NINA SANGAWA HMELJAK, PRIMOZ SKAFAR, MAjA SAFARIE

MENTOR: VID KocljAN

- Moderni racunalniski centri porabijo enormne
koli¢ine elektri¢ne energije, zato je v ¢asu global-
nega segrevanja pomembno, da razmislimo o al-
ternativnih nacinih racunanja, ki niso elektri¢cno
potratni. V tem c¢lanku nas bo zanimalo, ali lahko
poljuben problem, ki ga lahko izracunamo s stan-
dardnim racunalnikom, izracunamo s podiranjem
domin.

Z dominami bomo poskusili simulirati logi¢ne iz-
raze in iz teh sestaviti teoreti¢ni model racunalnika,
imenovan Turingov stroj. Spoznali bomo idejo Chur-
ch-Turingove hipoteze, ki pravi, da naj bi za vsak iz-
racunljiv problem obstajal Turingov stroj, ki ga resi.
Torej, ¢e najdemo postopek za sestavo poljubnega
Turingovega stroja iz domin, pokaZemo, da lahko
poljuben izracunljiv problem reSimo zgolj s podira-
njem domin. Najprej bomo spoznali, kaj so logicni
izrazi in kaj je Turingov stroj. Iz domin bomo zgra-
dili logi¢ne izraze, z logi¢nimi izrazi pa bomo Turin-
gov stroj simulirali. Ce se racunalnik da simulirati
Z dominami, potem se ga da simulirati tudi z vsem,
kar se obnaSa podobno kot domine, npr. Skatle za
kosmice, knjige, omare, ali pa kar neboti¢niki (vsaj
Ce si velikan v nizkokvalitetnem ameriskem filmu).

Logicni izrazi

Neformalno povedano so logi¢ni izrazi funkcije lo-
gicnih spremenljivk, ki so povezane z logi¢nimi ope-
racijami. Logi¢na spremenljivka lahko zavzame le
resnicno vrednost »1« ali neresni¢no vrednost »0«.
LogiCne izraze predstavimo s tako imenovano resnic-
nostno tabelo. Vsak izraz lahko zapiSemo v obliki
resnic¢nostne tabele, ki nam za vsako mozno kombi-
nacijo vrednosti vhodnih spremenljivk poda pripa-
dajoco izhodno vrednost. Operacije, ki so nam rele-
vantne, so:

= Negacija:
X X
0
1 0
= Konjunkcija:
X Yy | XAy
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
= Disjunkcija:
X Yy | xVvy
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
= Strogi ali:
X Yy | xey
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Disjunktivna normalna oblika

Pokazali bomo, da lahko za vsako resni¢nostno ta-
belo sestavimo logi¢ni izraz, ki se obnaSa natanko
tako, kot to veli resni¢nostna tabela.

PRESEK 46 (2018/2019) 4
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Primer: Recimo, da Zelimo dobiti logi¢ni izraz, ki
bo pri vseh kombinacijah vrednosti dveh spremen-
ljivk pravilen. Za vsako mozno kombinacijo vredno-
sti vhodnih spremenljivk najdemo konjunkcijo, ki je
resnicna natanko pri teh vhodih. Za vhod x = 0 in
v = 1 je pripadajoc¢a konjunkcija -x A y, saj, Ce
preberemo izraz, ta pravi, da je resni¢en natanko te-
daj, ko x ni resniCen, y pa je. Na levi strani spodnje
sheme se nahaja resni¢nostna tabela, ki je vhod na-
Semu postopku. Za vsako vrstico je na desni strani
podan logi¢ni izraz, ki je resni¢en natanko pri kom-
binaciji vhodnih vrednosti podanih v isti vrstici.

rezultat

logi¢nega
X y izraza
0 0 1 (mx A y)
0 1 1 (mx A Y)
1 0 1 (x A—y)
1 1 1 (xAY)

Nato izraze na desni poveZemo z disjunkcijami,
da dobimo izraz, ki je vedno pravilen:

(X ATY)IV(XAY)IVIIXATY)VIXAY)

Primer 2: Recimo, da Zelimo skonstruirati logi¢ni
izraz, ki se obnasa kot naslednja logi¢na tabela:

rezultat
logi¢nega
X y izraza
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 0

V tem primeru potrebujemo logicna izraza, ki bo-
sta pravilna zgolj za vhode v prvih dveh vrsticah ta-
bele. Oba logicna izraza poveZemo z disjunkcijo, da
dobimo nov logic¢ni izraz, ki je pravilen pri natanko
zgornjih dveh vhodih.

www.dmfa-zaloznistvo.si

rezultat
logi¢nega
X y izraza
0 0 1 (mx A DY)
0 1 1 (mx AY)
1 0 0 \
1 1 0 (" x A2Y)V(mxX AY)

Vidimo, da bodo izrazi, zgrajeni na tak nacin, ve-
dno podobne oblike, to je, ve¢ konjunkcij, povezanih
z disjunkcijami. Pravimo, da so ti izrazi v disjunk-
tivni normalni obliki. Iz primerov zgoraj je razvi-
dno, da lahko logicni izraz v disjunktivni normalni
obliki zgradimo za poljubno resni¢nostno tabelo. To
pomeni, da lahko iz negacije, disjunkcije in konjunk-
cije zgradimo poljuben logi¢ni izraz. Ce je vhodnih
spremenljivk vec¢, bo dolZina tega izraza naraScala
eksponentno. To v praksi sicer ni optimalno, ven-
dar, ker nas zanima zgolj »Ali se da?« in ne »Ali se da
ucinkovito?« se zadovoljimo tudi z zelo ogromnimi
formulami, ¢e le opravijo delo.

Poln nabor operatorjev

Ce lahko iz nabora operatorjev sestavimo poljuben
logi¢ni izraz, pravimo, da je tak nabor operatorjev
poln. Dokazimo, da lahko sestavimo poln nabor tudi
z manj operatorji. Najlazji nac¢in je, da z novim na-
borom izrazimo nabor, za katerega Ze vemo, da je
poln, torej {—, A, v}. Negacija (—) in disjunkcija (v)
sta poln nabor, saj lahko konjunkcijo x A y po De
Morganovem zakonu izrazimo z = (—x Vv =y)

Logicne operacije iz domin

Z dominami lahko modeliramo logi¢ne operacije. Lo-
gi¢ni izraz bomo zapisali kot zaporedje domin, tako
da bo podiranje domin sluzilo kot proces racunanja.
Podrte domine predstavljajo logi¢no vrednost 1, sto-
jece pa logi¢no vrednost 0. Vrednost vhodnih spre-
menljivk vnesemo tako, da podremo pripadajoce vr-
ste domin, nato pa pocakamo, dokler se proces po-
diranja domin ne zakljuci. Na drugi strani zaporedja
podrte oziroma stojece vrste predstavljajo izhodno
vrednost spremenljivk.

Racunanje v notranjosti zaporedja poteka preko
logi¢nih operacij, ki jih sestavimo iz domin. Upora-

26
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bljene logicne operacije so predstavljene na slikah

1, 2 in 3. Na skicah se domine podirajo od spodaj -~
navzgor. = rzd
Dokazimo, da je nabor {v, &, 1}, ki smo ga sesta- i) |7 2]

vili iz domin, poln. Konstanto 1 predstavimo kot vr- Bz A

sto domin, ki jo na vhodu zagotovo podremo, preo- =
stali dve operaciji pa sta bili predstavljeni na slikah e
.
1, 2 in 3.
===
1 | % |x &1 =-x
1 0 1 —
SLIKA 1.
1 1 0

Kopiranje: |z enega vhoda dobimo dva izhoda (kopiranje vre-
dnosti vhodne spremenljivke). Ta vrata uporabimo, ce se neka

Iz tega lahko zakljucimo, da iz domin lahko sesta- spremenljivka v izrazu pojavi veg kot enkrat.

vimo tudi nabor {—, V}, za katerega smo Ze dokazali,
da je poln. Torej lahko iz domin sestavimo poljuben
logicni izraz.

e
Turingov stroj Pz
ez

V tem razdelku vpeljemo skico definicij in nekate-

rih dokazov v zvezi s Turingovim strojem. Ker gre

za matematicno precej kompleksen model, se bomo Ea —
natan¢nim definicijam ognili. Bralec, ki ga zanima B2 e
to¢na izpeljava, lahko to najde v knjigi [1]. Turingov o] 220/
stroj je abstrakten model racunanja, ki sledi strogim

navodilom. Deli takSnega stroja so: SLIKA 2.

= Neskoncen trak - To je spomin, na katerem so na- Disjunkcija dveh vhodnih spremenljivk

pisane 0, 1 (vhodni podatki) in prazna polja. Spo-
min je neomejen.

= Glava - Glava po traku bere in zapisuje podatke.
V vsakem koraku se nahaja nekje na traku, kjer
vsebino polja lahko prebere in prepiSe, nato pa se
premakne za najvec eno polje levo ali desno.

= Stanja in prehodi med njimi - So stroga, natanc¢na
navodila za delovanje stroja. V vsakem koraku je :
stroj v enem izmed sranj. Glede na trenutno sta- N
nje stroja in znak pod glavo, prehodi natan¢no do- '
loc¢ajo, kaj glava zapiSe na trenutno mesto, kam se
premakne in v katerem stanju bo Turingov stroj v
naslednjem koraku.

Alan Turing si je Turingov stroj zamislil leta 1936
in z njim matemati¢no opredelil pojem racunalnika
in izraCunljivosti. Turingovi stroji so po zmoznosti
tega, kaj je z njimi mogoce izracunati, ekvivalentni
racunalni$kim programom. %
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SLIKA 3.
Strogi ali dveh vhodnih spremenljivk
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Turingov stroj ima kon¢no Stevilo stanj in je v vsa-
kem trenutku v enem izmed teh stanj, zato ga lahko
predstavimo z nizom nicel in enic. Za fiksne vho-
dne podatke so izhodni podatki vedno enaki in po-
novljivi, saj rezultat ni odvisen od zunanjih dejavni-
kov ali nakljucja.

Church-Turingova hipoteza

Church-Turingova hipoteza pravi, da za vsak izra-
Cunljiv problem obstaja Turingov stroj, ki ga resi.
Torej, ¢e Turingov stroj, ki resi problem, ne obstaja,
je problem neizracunljiv tudi z najmocnejSim racu-
nalnikom. To je le hipoteza in je ne moremo do-
kazati, a vseeno sluzi kot definicija izracunljivosti.
ResniCna je za vse do sedaj znane prakticne modele
racunanja.

Simulacija Turingovega stroja z logi¢nimi izrazi

Ker bi bil temeljit dokaz obseZen in zahteven, bomo
skicirali zgolj glavne tocke. Nadobudnega bralca pa
vzpodbujamo, naj si vec prebere v literaturi [1]. Glav-
ne tocke dokaza:

= Turingovega stroja ni mogocCe predstaviti le z
enim koné¢nim logi¢nim izrazom. Vsak logi¢ni iz-
raz ima fiksno velikost, vhod Turingovemu stroju
pa je lahko poljubno velik. Zato popravimo nas cilj
in Turingov stroj predstavimo z druZino izrazov:
Zavsako dolZino niza vhodnih podatkov drugacen
logicni izraz.

= 7 logitno funkcijo predstavimo i-ti korak Turingo-
vega stroja. Vemo, da je stanj Turingovega stroja
konc¢no mnogo. Vhodnih podatkov Turingovemu
stroju je bilo prav tako kon¢no mnogo in zaradi
popravljenega cilja vnaprej znano (recimo, da je
bilo popisanih d elementov traku), torej je po i ko-
rakih zagotovo popisanih najvec¢ d+1i polj traku. 1z
tega zakljucimo, da je vhodnih (in izhodnih) spre-
menljivk nasi logi¢ni funkciji kontno mnogo in jo
lahko sestavimo iz domin.

= [z zgornjih dveh alinej zaklju¢imo, da lahko rezul-
tat enega koraka Turingovega stroja izracunamo z
dominami.

= Ce poznamo zgornjo mejo Stevila korakov Turin-
govega stroja, ga torej lahko predstavimo kot
kompozicijo funkcij, ki izra¢unajo posamezne ko-
rake. Zal pa se nekateri Turingovi stroji nikoli ne

ustavijo, zato bi za simulacijo takih strojev potre-
bovali neskon¢no mnogo domin.

Prakticna izvedba

Nekateri Turingovi stroji se na nekaterih vhodih ne
ustavijo, ampak racunajo v nedogled. Da bi tak ra-
Cun simulirali, bi torej potrebovali neskon¢no mnogo
domin, ali pa tekodci trak in robota, ki bi domine po-
stavljal hitreje, kot se podirajo. Posledi¢no je sestava
Turingovega stroja zelo tezka. Vzrok za to izhaja iz
narave domin, saj se vsaka domina podre samo en-
krat - realizacija povratnih zank ni mogoca. Kljub
temu so preproste programe, kot je seStevanje dveh
Stevil, Ze sestavili iz domin, posnetki teh eksperi-
mentov pa so dostopni na spletnemu portalu You-
tube.

Vabilo na MaRS 2019

Zgornji ¢lanek je nastal kot povzetek projekta, izde-
lanega na matemati¢nem taboru MaRS 2018. Bralce
vabimo, da se nam pridruZzijo prihodnje leto, ve¢ na
http://mars.dmfa.si/.

Literatura

[1] M. Sipser, Introduction to the Theory of Computa-
tion, Course Technology, second edition, 2006.
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Dvojni halo
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- Cudovita igra svetlobe z neba, snezna deZela in
ples Sonca nad nami ocarajo in navdusSijo. Vsi po-
znamo razli¢ne pojave v naravi, ki jih pricara sve-
tloba. Opazimo jih lahko vsepovsod, ne samo na
nebu, a za zdaj se posvetimo tem. Najbolj znana
je zagotovo mavrica. Bolj pogost, a manj opazen
pojav je halo. Opazimo ga kot svetel obroc, ki ob-
kroza Sonce na kotni razdalji 22° stopinj, redkeje
Halo
lahko opazimo povsod po svetu in skozi celo leto.

pa opazimo drugega na kotni razdalji 46°.

V hladnem vremenu ga lahko opazimo tudi okoli
Lune (najveckrat ga opazimo ob polni Luni) ali ulic-
nih svetilk, pomembno je le to, da je v zraku dovolj

ledenih kristalov.

Kot Stevilni drugi svetlobni pojavi, je tudi halo po-
sledica loma in odboja soncne svetlobe, in sicer na
mnogih ledenih kristalih v ozracju. Obicajno se ti na-
hajajo v oblakih, cirusih, na sredini troposfere, okoli
5 do 10 km nad zemeljskim povrSjem. Skoraj vsi le-
deni kristali v ozrac¢ju so Sestkotne prizme, se pravi,
da sta osnovni ploskvi v obliki Sestkotnika, stranske
ploske pa z njima oklepajo kot 90°. DolZina stran-
skih ploskev doloca viSino prizme. Lahko je bolj po-
dolgovata ali bolj sploScena, vsem pa je skupna Sest-
kotna oblika. Toda vsi ledeni kristali ne povzrocijo
halojev. Pomembna je namrec¢ njihova velikost. Za
nastanek haloja morajo biti kristali veliki med 0,05 in
0,1 mm (debelina ¢loveSkega lasu). Ce so manijsi, se
vecina svetlobe ukloni in haloji so zelo Sibki ali pre-
prosto neopazni. Ce so vedji od desetinke milimetra,
izgubljajo Sestkotno obliko in urejenost. Svetloba
prehaja skozi stranske ploskve, zato je za nastanek

haloja pomembno, da je glavna os kristalov pribliZno
pravokotna na son¢ne Zarke. Po dvakratnem lomu,
prvic, ko svetloba vstopi v led, in drugic, ko izstopi v
zrak, je izstopni kot med 22° in 50° glede na vpadni
zarek. Noben Zarek se ne lomi pod manjsim kotom,
zato je notranji rob haloja oster. NatancnejSi opis
nastanka haloja lahko poiScete v starejSih Presekih
(24/1, 24/3 in 44/3). Vecji obro¢, 46° halo, nastane
enako kot 22° halo, le da se v tem primeru svetloba
lomi na dveh ploskvah, ki sta med seboj pravokotni,
bodisi ploskvi pravokotne prizme bodisi osnovnica
in ena od stranskih ploskev Sestkotne prizme.

Del haloja pa niso le svetli obroci, ampak tudi par-
helij, sosonca ali pasonca. Parhelij sta dve svetli lisi
na levi in desni strani Sonca. Bolj verjetno je, da ga
opazimo ob vzhodu ali zahodu, ko je Sonce niZje nad
obzorjem. Nastane zaradi loma na moc¢no ploscatih
kristalih. Zaradi gravitacije se kristali obrnejo vzpo-
redno s horizontom opazovalca, zato opazimo zgolj
svetlobo, ki se lomi na kristalih, ki se nahajajo na
enaki viSini kot Sonce. Svetloba vstopa v kristal skozi
stranske ploskve in se v njem dvakrat lomi. Veliko-
krat sosonca spremlja halo. Vec¢ o sosoncih lahko
preberete tudi v Preseku 43/1. Ob sosoncih tezko
in redko opazimo Lowitzove loke. Loki nastanejo na
podoben nacin kot sosonca, le da na njihov nastanek
vpliva to, da med pocasnim padanjem vodoravno le-
Zeci kristali nihajo okoli ene izmed svojih vodorav-
nih osi. Vec o lokih je v Preseku 24/1.

Se en spremljevalec haloja je tudi tangencialni ali
soncni lok, ki se pojavi nad Soncem ali pod njim in
se obroca haloja tangentno dotika. Pojavi se, kadar
je Sonce med 22° in 29° nad obzorjem. Nastane za-
radi palicastih kristalov, ki so z daljSo simetrijsko
0sjo obrnjeni horizontalno. Nad tangencialnim lo-
kom se pne redko viden Parryjev lok. Lok nastane
zaradi loma na podolgovatih kristalih, ki nimajo vo-
doravne le daljSe simetrijske osi, temvec imajo vodo-
ravne tudi dve od stranskih ploskev prizme.
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Pri vseh pojavih lahko opazimo, da je notranji rob
bolj rdece barve. To se zgodi zaradi disperzije, ki
je tudi razlog za barvno zaporedje v mavrici. Vsaka
barva ima svojo valovno dolzino. NajdaljSo valovno
dolZino ima rdeca svetloba, sledijo ji oranzna, ru-
mena, zelena, modra, najkrajSo valovno dolzino pa
ima vijoli¢na svetloba. Svetloba z razlicno valovno
dolzino se v ledu zaradi disperzije lomi pod razlic-
nimi koti, kljub istemu vstopnemu kotu. Svetloba
z vecjo valovno dolzino se lomi pod manjsSimi koti,
zato je rdecCa na notranjem robu loka. Nad in pod
soncem se kot del haloja lahko pojavi tudi son¢ni
steber (ve¢ v Presek 38/6). Ti nastanejo zaradi od-
boja svetlobe na osnovnicah plosScatih kristalckov,
ki se uredijo tako, da je njihova simetrijska os nav-
picna.

Tudi nad 46° halojem opazimo tangencialni (Gal-
lejev) lok, nekaj stopinj nad njim pa je cirkumzeni-
talni (Bravaisov) lok, ki ima izrazite mavri¢ne barve.
Tangencialni lok nastane zaradi loma na kristalih z
obliko pravokotne prizme z vodoravnimi lomnimi
ploskvami. Skozi Sonce, vodoravno, vzporedno z ob-
zorjem poteka parhelijski krog. Ta ni obarvan, kar
namiguje, da nastane zaradi odboja in ne loma. Do
odboja prihaja na stranskih ploskvah podolgovatih
kristalov, katerih osi so usmerjene navpicno.

Vsi opisani deli haloja so oznaceni na sliki 1.

Zima torej ne navduSuje samo zaradi vseh radosti,
ki jih lahko dozivimo na snegu, temvec¢ tudi zaradi
razli¢nih fizikalnih pojavov, ki jih lahko opazujemo.

haloe
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SLIKA 1.
Deli haloja, ki so vidni na sliki z naslovnice.
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