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MATEMATIENI TRENUTKI

MATEMATICNI TRENUTKI

Politicno
prikrojevanje mej
volilnih okrajev

vid

- Politicne stranke, ki
so na oblasti v posame-
znih ameriskih volilnih
okrajih, pogosto izko-
ristijo svoj vpliv in pre-
oblikujejo geografske
meje okraja. To seveda
storijo tako, da z novi-
mi mejami Se po-
vecajo svojo prevlado.
Vcasih gredo v Zelji po nepravi¢ni premoci tako da-
le¢, da uzakonijo resni¢no bizarne oblike okrajev. S
pomocjo geometrije in velike racunske moci racunal-
nikov matematiki pomagajo politologom pri obliko-
vanju milijonov razlicnih moZnih razdelitev drzave
na okraje, pri Cemer vsakemu razrezu priredijo ne-
kaksno mero nepravilnosti. Tako lahko predloge o
preoblikovanju okrajev primerjajo z matemati¢nimi
modeli in zavrnejo tiste, ki so izjemno nepravi¢ni.
Cetudi se zdi oblika kak$nega od okrajev zelo ne-
navadna, jo je mogoce vcasih pravno opraviciti ali z
geografskimi razlogi ali pa z dolocili volilne zakono-
daje. Videalnem primeru bi tudi matemati¢ni modeli
vkljucevali takSne interpretacije, vklju¢no z obstoje-
Cimi geometrijskimi. Eden od novih kriterijev meri
asimetrijo med okraji s pomoc¢jo primerjave prido-
bljenih in izgubljenih glasov za dve rivalski stranki v
primeru preoblikovanja okrajev. Nedavno je zvezno
sodi$Ce zavrnilo eno od predlaganih preoblikovanj
ravno s pomocjo tega kriterija. V sploSnem so pri do-
kazovanju nepravic¢nosti preoblikovanja okrajev po-
trebne razlicne meritve in mnenja strokovnjakov z
razli¢nih podrocij, tudi matematike. Opiranje na in-
terdisciplinarno mnenje strokovnjakov ne pomaga le
pri razsodbah sodi$¢, zelo koristno bi bilo Ze v pred-
hodnih stopnjah na¢rtovanja novih mej okrajev.
Bolj radovedni bralci si lahko preberete c¢lanek
How to Quantify (and Fight) Gerrymandering, ki ga je
aprila 2017 v reviji Quanta Magazine objavila Erica
Klarreich. 0000000000000 XXX
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opazujemo skozi prozorno posodo napolnjeno z vodo. Vec o pojavu v naravoslovni fotografiji. Foto: AleS Mohori¢
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MATEMATIKA

Ostrenje na sredinsko tocko

NN
PETER LEGISA

9

Opis problema

Ze pred desetletji so fotoaparati dobili samodejno
ostrenje - avtofokus. To je fotografu zelo olajsalo
delo in omogoc¢ilo mnogo hitrejSe zajemanje slik.

Kamere imajo navadno v iskalu oznacene tocke,
na katere lahko ostrimo. Pri zrcalno refleksnih apa-
ratih je pogosto najbolj to¢no (in v Sibki svetlobi tudi
edino mogoce) ostrenje z osrednjo tocko, v centru is-
kala. Zato mnogi fotografi kamero najprej usmerijo
tako, da je ta osrednja tocka tam, kjer Zelijo ostrino
(npr. na ocesu slikane osebe), nato pa aparat prema-
knejo (zavrtijo), da dobijo pravi izrez. Kot bomo vi-
deli, pa to vodi k napaki v ostrenju. Pri bolj odda-
ljenih objektih in zaprti zaslonki je taka napaka ve-
C¢inoma zanemarljiva. Pri povsem odprti zaslonki in
pri slikanju iz bliZzine pa je tak nacin ostrenja zgre-
Sen in lahko vzrok za neostre slike.

SLIKA 1.
Leca daljico AT preslika na daljico BT'.

Denimo, da ima objektiv goriS¢no razdaljo f. Pri-
vzeli bomo, da objektiv deluje kot okrogla tanka leca
s srediS¢em O in z goriS¢no razdaljo f. Poglejte si
sliko 1. Leca ravno ploSc¢o, vzporedno ravnini IT lece
in na sliki 1 za a oddaljeno od te ravnine, ostro upo-

dobi na tipalo, ki je prav tako vzporedno II in od I1
oddaljeno za b, ce velja

+ (1)

1
7
To je enacba tanke leCe, nedavno izpeljana v Preseku,
[1, str. 4].
Leca daljico AT z dolzino h preslika na daljico BT’
z dolzino v. Pravokotna trikotnika OAT in OBT’
sta podobna, kot AOT oznac¢imo z « in je enak kotu
BOT’. Razmerje

Q|+
N

je povecava. V tem c¢lanku se ne bomo ukvarjali s
fotografijo iz bliZine, zato bo m < 1 in »povecCava« v
resnici pomanjsanje. Ce postavimo b = ma v enacbo
(1), dobimo

()3

in od tod
. _l+m _1 _
a=-— f=(m71t+1)f,  b=0+mf.

Razdalja med tipalom in objektom - daljico AT je
"a+b=m'+2+m)f.

To je razdalja, ki jo lahko odc¢itamo ali nastavimo na
nekaterih objektivih.

Primer 1. Naj bo f = 30 mm in m = 0,1. Potem je
b = 33mm in a = 330 mm = 33 cm. Razdalja med
tipalom in daljico AT je 36,3 cm.

Premik

Na sliki 1 je tocka T’ pri Zelenem izrezu in pravi izo-
stritvi (tako, da je to¢ka T ostro upodobljena) odda-
ljena za v od sredine tipala.

PRESEK 46 (2018/2019) 1




Primer 2. Vzemimo, da je tipalo velikosti APS-C,
konkretno 22,2 mm X 14,8 mm. Razdalja v je manj-
Sa od polovice diagonale. Ta polovica po Pitagoro-

vem izreku znasa \/11,1° + 7,4°> ~ 13,3 mm. V prak-

ticno vseh primerih bo v < 8 mm.
DolZina daljice OT’ je enaka

= |OT'| = Vb2 + V2.

Zaradi podobnosti je razdalja a; od O do T enaka
a; = mYOT'| = m Vb2 +v2. Ce s sredino is-
kala izostrimo tocko T kot na sliki 2, izmerimo raz-
daljo a; > a med T in ravnino premaknjene lece.
Naj bo a = ka;. Seveda je zaradi podobnosti tudi
b = kv/b? + v2. Tu je k < 1. Mnogi verjetno veste,
da Stevilu k recemo kosinus kota «, torej k = cos «,
vendar za nas ¢lanek to niti ni pomembno.

Delimo enakost b = k~/b? + v2 z b, padobimo 1 =
k+/1 + v2/b2. UpoStevamo Se, daje b = (1 +m)f, pa
je

1 V2
“k=Tmr KT Temre ®

Po enacbi 1 se razdalja med tocko O in tipalom
zmanjsSa na b; < b, Kjer je
1 1 1

==,
ar b1 f

Na sliki 2 je to pribliZanje narisano pretirano.

°F

SLIKA 2.
Ko kamero zavrtimo navzgor, se razdalja med T in ravnino lece
poveca na a;.

MATEMATIKA

Primer 3. Ce je f=30mm, m = 0,1 inv = 8 mm,
je |OT'| = /332 +82 =~ 33,96 mm in tako a; =
10|0T'| = 33,96 cm. Ker je bil a = 33 cm, se je a
povecal za slab centimeter ali za kake tri odstotke.
Po enacbi (1) izracunamo b; =~ 32,9074 mm. Ker je
bil b = 33 mm, je b—b; = 0,0926 mm. Kako to vpliva
na kakovost slike?

Posledica premika

Denimo, da smo kamero premaknili nazaj navzdol
tako, da je tocka O spet na prakticno istem mestu
kot na zacetku in da tocko A vidimo v sredini is-
kala. Kamera je zdaj izostrena na preveliko razdaljo.
Tocka T je spet za a oddaljena od ravnine lece, zato
njena ostra slika nastane spet v isti tocki T’ kot na
zacCetku. Ampak zdaj je T’ za tipalom. Razdalja med
T’ in tipalom je b — by. Zarke, ki izhajajo iz tocke T
in padajo na leco, ta preusmeri v stozec z vrhom T’
na sliki 3. Lahko je verjeti, da je presek tega stozca
s tipalom kroZec s premerom M’'N’. (SrediScni raz-
teg s srediScem T’, ki M preslika na M’, nam krog
s srediSCem O in s premerom D = |MN| preslika
na vzporeden krog s premerom d = |[M'N’|, ki tako
lezi v ravnini tipala. Ta razteg ohranja stoZec Zar-
kov skozi T’.) Stevilo D je premer lece. Trikotnika
T'M'N’ in T"MN sta podobna. Njuni vodoravni vi-
Sini stab — by in b, zatojed : (b —by) =D : b in od
tod

= d=D(0b-b)b L.

oG T

SLIKA 3.
Zarke iz T nam le¢a lomi v stozec zarkov, ki gredo skozi T".
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Slika tocke T se nam tako razmaze v krozZec s pre-
merom d. Temu kroZcu vcasih pravimo razmazani
kroZec, anglesko circle of confusion. O tem smo pred
leti vec pisali v Presekovem ¢lanku o globinski ostrini
[2].

Kolicnik w = f/D imenujemo zaslonsko Stevilo.
Premer D leCe lahko zmanjSamo z zaslonko, ki spu-
Sca svetlobo le skozi osrednji del leCe. StoZec Zarkov
tako zoZimo in s tem zmanjSamo razmazani kroZec.
Seveda pa potem na tipalo pada manj svetlobe. To-
rej:

Vecina bralcev pozna ali pa je vsaj opazila zaporedje
zaslonskih Stevil: 1,4;2;2,8;4;5,6;8;11;16;22;32 ...

Vsako drugo Stevilo v tem zaporedju je potenca
Stevila 2. Samo zaporedje pa imamo lahko za zapo-
redje potenc Stevila +/2, zaokrozenih na dve mesti.
Vsako naslednje Stevilo pomeni, da premer odprtine
delimo s /2, kar pomeni pol manj$o plos¢ino odpr-
tine in pol manjSo koli¢ino svetlobe skozi objektiv.
Tako pri zaslonki (zaslonskem Stevilu) 2 skozi objek-
tiv prihaja pol manj svetlobe kot pri zaslonki 1,4.
Kamere pametnih telefonov imajo navadno na raz-
polago le eno zaslonsko Stevilo, ki je pogosto okrog
2.

Primer 4. Denimo, da je m = 0,1, v = 8§ mm, f =
30 mm, w = 2. (Najprej smo hoteli vzeti w = 1,4.
Taki objektivi obstajajo, ampak razen pri zelo dra-
gih modelih ostrine na robu pri polni odprtini, /1,4
ali 1: 1,4, ne moremo doseci, Ce se Se tako trudimo.
Moj objektiv z goriS¢nico 50 mm je pri zaslonki 1,4
za silo dober le v sredini, tako da je nujno pomembni
objekt postaviti v center slike.) Za w = 2 je D =
30/2 mm, torej 15 mm in tako, ¢e upoStevamo Ste-
vilke iz primera 3, v milimetrih

15 x 0,0926
1 dzi’
33

~ 0,0421.

Razmazani krozec ima premer 42 mikrometrov. Za
minimalno kakovost Zelimo, da ima na sliki veliko-
sti 15 cm X 22 cm razmazani kroZec premer najvec
0,15 mm, saj je to na meji locljivosti ocesa pri gle-
danju iz blizine. Sliko te velikosti dobimo s pribli-
7zno desetkratno povecavo slike na tipalu APS-C, to-
rej sme biti premer razmazanega krozca na takem

tipalu najve¢ 15 mikrometrov. V naSem primeru je
razmazani krozec skoraj trikrat prevelik.

Denimo, da imamo na naSem tipalu velikosti
22,2 mm x 14,8 mm =~ 329 kvadratnih milimetrov 24
milijonov pikslov. Na kvadratni milimeter imamo po-
tem pribliZzno 73 tiso¢ kvadratnih pikslov ali pribli-
7zno 270 x 270 pikslov. Stranica piksla meri pribli-
7zno 1/270 milimetra ali priblizno 3,7 um, se pravi
3,7 mikrometra (mikrona). Idealno naj razmazani
krozec ne bi bil kaj dosti vecji od enega piksla.

Priblizna formula

Ce se ne ukvarjamo z makro fotografijo (kjer tako in
tako pogosto ostrimo roc¢no), dobimo dober pribli-
Zek za d po formuli:

muv?

" AN S m)e

(3)
Primer 5. Denimo, da je m = 0,1, v = 8 mm, f =
30 mm, w = 2. Potem je po priblizni formuli (3) v
milimetrih

6,4

" A~ %2 x1.21

~ 0,0441.
To je blizu vrednosti, ki smo jo izracunali v primeru
4,

Ce obdrzimo prejs$nje podatke in vzamemo m =
0,02, slikamo na razdalji priblizno 52 f od tipala, to
je nekaj ve¢ kot meter in pol. V milimetrih dobimo

N 1,28
T 60 x 2 x 1,022

~ 0,0103,

torej priblizno 10 mikronov. Ce bi ra¢unali natan-
¢no, bi dobili 0,0098 ..., tako da je naS$ pribliZek
zelo dober. Packa premera 10 mikronov na tipalu
bo na sliki formata A4 videti kot to¢ka. Ce dodatno
zapremo zaslonko na 4, pa pokrije razmazani kro-
zec priblizno tako povrSino kot en piksel in je vse v
najlepsem redu tudi pri maksimalni povecavi.

Izpeljava formul

Izpeljimo zdaj najprej natan¢no enacbo za d. Te ra-
Cune, ki sicer niso posebno zapleteni, lahko tudi pre-
skocite in si ogledate graf za d kot funkcijo goriS¢ne
razdalje f v nadaljevanju.

PRESEK 46 (2018/2019) 1




Iz enacbe (1) dobimo b = af/(a — f) in, ker je
ka, = a, je

. b= af = kaof af
"YTa—f ka-f) a-kf

Od tod je

(a-fla-kf)

Pomnozimo zgoraj in spodaj z m<, upoStevamo
ma =b = (1 +m)f, torej ma — mf = f, pa do-
bimo

2

Sbhobh 1-k
b (ma —mf)(ma - mkf)
 m(-k)
1+m-mk’

Ce ta rezultat pomnoZimo z D = f/w, upoStevamo
k = cos &, dobimo d

. 4o mf(1—k) B mf (1 — cos )
T wl+m(1-k) wl+m(l-cosx))’

4)

kjer je k dan z enacbo (2).

Na sliki 4 imamo graf za d v mikronih kot funkcijo
goriScne razdalje f, merjene v milimetrih. Pri tem je
v = 8mm, m = 0,1 in w =2. Na spletni strani [3]
pa imate interaktivni graf za d in aproksimacijo p
po (3) v GeoGebri s tremi drsniki, s katerimi lahko
spreminjate parametre v,m,w. Z grafa vidimo, da
je pribliZna formula (3) skoraj povsod zelo dobra.

Sledi Se izpeljava priblizka.

V enacbi (2) bomo privzeli, da je 0 < m < 0,5 in
v < f. Potemje 0 < K < 1. Ker je (1 +K/2)? =
1+K+K?%/4>1+K,je

. 1<\/1+K<1+§

Ce je K blizu 0, je K?/4 majhen v primerjavi s K in
tako (1 + K/2)%2 =~ 1 + K. Torej:

K
. \/1+Kz1+§.

Priblizek je nekoliko nad pravo vrednostjo.

MATEMATIKA
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SLIKA 4.
Graf za d (v mikrometrih) in (€rtkano) priblizka p za d kot funk-
cija goriscnice f v milimetrih

Primer.

1,1.
Celo +/1 +1 =~ 1+ 0,5 ni tako slab priblizek za /2.
Za v blizu 0 je 2 majhen v primerjavi z ¥ in tako

lahko vzamemo (1 —7)(1 +%) =1—-%2 ~ 1, od tod

+/1,21 =~ 1,105, kar je blizu pravi vrednosti

1
~ ] —
- 1+7r v
Primer 6. 1:1,1 =1-0,1 =0,9. To je blizu pravi
vrednosti 0,909 ...
Ocenjujmo:
o 1 . 1 K
VI+K 14870 2
in tako
2
"] -k~ K v

2 201+ m)2fe

Primer 7. Zav = 10mmin f = 30 mm je 1 — k =
1/(18(1 +m)?) <1/18inzam < 0,1 jem(1 —k) <
1/180.

Vec¢inoma sta tako m kot 1 — k blizu 0O in tako je
njun produkt zelo majhen v primerjavi z 1. Fiziki
bi rekli, da lahko produkt m(1 — k) zanemarimo. V
enacbi (4) tako vzamemo 1 +m (1 —k) = 1 in dobimo

%

PRESEK 46 (2018/2019) 1

7



RAZVEDRILO

%

nas priblizek:

. def(l—k)N mfuv?
- w T 2w(l +m)2f2
B muv?
C2wf(l+m)?’

Oc¢itno d naraSca prakticno s kvadratom razdalje
v! Pri v = 4 mm bo premer razmazanega krozca le
priblizno Cetrtina tistega pri v = 8 mm.

Kot vidimo, je pri malo bolj zaprti zaslonki in sli-
kanju oddaljenih predmetov uporaba centralne toc-
ke za ostrenje ¢isto v redu, Se posebno, ¢e tocka, ki
jo zelimo izostriti, ni dale¢ od sredisca Zelene slike,
se pravi da je Stevilo v majhno v primerjavi s stra-
nicama tipala. Pri majhnih zaslonskih Stevilih in sli-
kanju bolj od blizu, denimo pri portretih, pa je tak
nacin ostrenja problematicen. Ne samo zaradi gor-
njih racunov: premikanje aparata sem ter tja krade
¢as. Morda pozabimo na koncu umiriti aparat in tako
»stresemoc« sliko; oseba se vmes lahko premakne, ka-
kor tudi mi. Bolje je vkljuciti kako drugo tocko za
ostrenje (ali premakniti okviréek za ostrenje), tako
da bo, recimo, na kon¢ni sliki na bliZnjem ocesu por-
tretiranca. Pri nekaterih aparatih imamo odli¢no mo-
Znost, da lahko izostrimo na dolo¢eno tocko tako, da
se dotaknemo njene slike na zaslonu, vcasih celo pri
gledanju skozi iskalo. Pri slikanju ljudi lahko vklju-
¢imo prepoznavanje obrazov, Ceprav so zaenkrat le
redke kamere sposobne izostriti prav o¢i. Celo po-
polna avtomatika, ki navadno izostri na najbliZji
objekt v osrednjem delu slike, je vcasih boljsa od
ostrenja z osrednjo tocko, Se posebno, Ce je ta tocka
po nesreci ravno med dvema obrazoma, in tako izo-
strimo ozadje.

Literatura

[1] P.LegiSa, Moteca perspektiva, Presek 44 1, 2016,
4-14.

[2] P. LegiSa, Fotografija in matematika, 3. del - glo-
binska ostrina, Presek 25 4, 1998, 194-201, do-
stopno na, www.presek.si/25/1340-Legisa.
pdf, ogled 28. 6. 2018.

[3] Interaktivna ilustracija napake pri ostrenju z
osrednjo toCko je na avtorjevi strani na Ge-
oGebra Tube www.geogebra.org/m/MkndDjE2,
ogled 28. 6. 2018.

Krizne vsote

2

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.

vid
RESITEV KRIZNE VSOTE
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FIZIKA

Merjenje globine vodnjaka

S stoparico

NN
KAREL Smicoc

- Spomini na preteklost, ko Se ni bilo razvitega
vodovodnega omreZja, so tudi vodnjaki. Se da-
nes najdemo skoraj pri vsaki domaciji vodnjak, ki
ga zapira domiselno izdelano ohisje, pokrito z iz-
brano kritino, v nekaterih primerih tudi s slamo.
Ucenci OS Smarje pri Jelsah prihajajo tudi iz odda-
ljenih vasi, ki se nahajajo ve¢inoma na gricih, ob-
danih z vinogradi in gozdici. Skupina ucencev si
je izbrala za raziskovalno nalogo opisati in izbrati
¢im vec podrobnosti o vodnjakih, ki se nahajajo
na podrocju obc¢ine. Program raziskovanja je bil
obseZen. S posebno izdelano napravo za ta namen
so merili temperaturo vode na dnu vodnjaka in na
gladini. Primerjali so jo s temperaturo ozracja. Ker
so racunali prostornino vode v vodnjakih, so me-
rili tudi njihovo globino in visSino vode.

Namen tega prispevka ni porocanje rezultatov raz-
iskovanja, ampak opisati zanimiv fizikalni primer, ki

je nastal pri merjenju globine vodnjaka v bliZini cer-
kvice svetega Lovrenca (sliki 1 in 2).

Vodnjak, ki je bil predmet raziskovanja, spada
med najbolj zanimive na Kozjanskem. Predvsem nas
je presenetila njegova globina - 23 m. Izmerili SO
je povedal, da je gladina vode newdna dobro pa se
sliSi zvok, ki nastane, ko nanjo udari kamencek. Z
lastnikovim dovoljenjem so tudi ucenci spustili ka-
mencek v vodnjak in izmerili ¢as od izpusta do na-
stanka zvoka pri udarcu na gladino vode. Pri veckra-
tni meritvi ¢asa je bil povprecen cas 2,2 sekunde. Po
obrazcu za prosti pad in pri upoStevanju vrednosti
za zemeljski pospesek 9,81 m/s? so izracunali glo-

SLIKA 1.

SLIKA 2.
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bino 23,74 m. Ce upostevamo, da je bilo ob ¢asu
meritve po pripovedovanju lastnika v vodnjaku en
meter vode, je kamencek preletel vizmerjenem c¢asu
razdaljo 22 m, kar je za 1,7 m ve¢ od pricakovane
vrednosti. Poskusili smo pojasniti nastalo razliko.
Cas, ki so ga izmerili uc¢enci s stoparico, je sesta-
vljen iz dveh delov: iz ¢asa prostega pada kamencka
t; in Casa tp, ki ga potrebuje zvok na razdalji od gla-
dine vode do mesta, kjer so spustili kamencek. Ce
ozna¢imo izmerjeni ¢as s T, je T = t; + tp. Razda-
ljo do gladine vode, ki je v nekaterih primerih, ko
so susSna obdobja, tudi enaka globini vodnega jaska,
oznacimo s H in iz obrazca za prosti pad H = %t%

izratunamo Cas t; = /22, kjer pomeni g zemeljski
pospesek. Oznacimo s ¢ hitrost zvoka in iz obrazca

za enakomerno gibanje izracunamo cas t; = %
Izmerjeni Cas T je

V 9 Cc

Dobljeni izraz zapisimo v obliki: (T - %)
kvadriranju obeh strani ena¢be dobimo

g 2
n == _
(7

(1)

2H
N PO

2T

HZ
Ty 1),
c c
Globine vodnjakov oziroma vodnih jaSkov so na po-
deZelju navadno pod deset metrov, vodnjaki nad de-
set metrov globine so ze redkost. Ker je hitrost zvo-
2

ka pri 20 °C 340 m/s, lahko clen Ij—z zaradi majhne
vrednosti izpustimo in dobimo za H linearno enacbho
z resSitvijo

QTZ ¢

= H= .
2 c¢c+gT

()

Ce vstavimo v izraz (2) za pospesek g = 9,81 m/s?,
za izmerjeni Cas 2,2 sekunde in za hitrost zvoka ze
omenjeno vrednost 340 m/s, je globina vodnjaka
oziroma gladina vode v njem 22,31 m, kar se pribli-
Zuje pravi vrednosti 22 m. Seveda pa moramo pri
racunu uposStevati razne omejitve: pri merjenju s
stoparico lahko merimo najve¢ na 0,1 sekunde na-
tancno, reakcijski cas osebe, ki meri, pa lahko dosezZe
tudi desetinko sekunde. UpoStevanje ¢asa zvoka pri-
speva k natan¢nosti meritve pribliZzno 1,7 m.
Poglejmo Se primer, ko ¢len IC{—; ni ve¢ zanemarljiv,
npr. pri merjenju globine jaskov v gorah ali viSine

neboti¢nikov. Povrnimo se na zacetek; obe strani
enacbe (1) pomnozimo s ¢ in jo spremenimo v obliko

(cT-H) = cw/%. Po kvadriranju in zdruzevanju cle-
nov dobimo kvadratno enac¢bo

2
. H2—2<CT+;>H+CZT2=0,

iz katere izratunamo globino H: H;» = = ;am. Ker
je vnaSem primerua =1, b = -2 (cT + %) inD =

2N 2
4 (cT + %) —4c2T? = ‘;%2 (c® +2cTg), je

2

= Hip= (cT + Cg) + E\IZCTQ +c2.

Zaradi pozitivnega in negativnega predznaka pred
korenom dobimo za H dve reSitvi: Ce izberemo nega-
tivni predznak, je pri T = 0 tudi H = 0, kar ustreza
zaCetnemu stanju; reSitev pri pozitivnem predznaku

pa nima fizikalne osnove, ker je pri T = 0, H = 2c
Po kratkem preoblikovanju izraza (3) in upoStevanju
negativnega predznaka je globina H

3)

c?

()

= H=cT - —

Kolika bi bila globina vodnjaka, ¢e bi izmerili pri pro-
stem padu cas T = 3 s?

Po izrazu (4) dobimo za globino H = 40,7 m, po
obrazcu za prosti pad, ko ne upoStevamo c¢asa zvoka,
pa 44,2 m. V tem primeru, ko smo uposStevali Cas
zvoka, se je natan¢nost meritve povecala za 3,5 m.

Vprasajmo se Se, pri kateri razdalji je ¢as zvoka
enak ¢asu pri prostem padu. V uvodu smo Ze zapi-

sali ¢as prostega pada t; = ‘/% in ¢as zvoka t, = %

Oba izraza izenacimo, kvadriramo dobljeno enacbo
v i 2
in izracunamo to razdaljo: H = % = 23568 m. Za-

nimivo, ¢e upoStevamo pri izrazu (3) pred korenom
pozitivni predznak, dobimo enak rezultat.

Pripis. Kako se je koncala raziskovalna naloga
ucencev? Z na¢inom merjenja globine se ucenci niso
posebno ukvarjali, ostali so pri opisu preprostih va-
Skih vodnjakov in od Zupana prejeli zasluZzeno de-
narno nagrado.

X X X

10

PRESEK 46 (2018/2019) 1
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Luka SkoLE

- Skupaj z Markom Cmrlecem, Klemnom Bogata-
jem, AndraZzem Jelinc¢icem in Gregorjem Kikljem
ter mentorjema Jurijem Bajcem in Barbaro RovSek
sem preZivel Sest nepozabnih dni v Rusiji na drugi
evropskKi fizikalni olimpijadi. Objavljene so bile Ze
tako naloge kot nasi dosezki ob resevanju le-teh.
A medalje in pohvale Se zdalec niso vse, kar smo
ta teden pridobili. Ostala so nam prijateljstva s cu-
dovitimi ljudmi iz celega sveta in spomini na ne-
skonc¢no zabavnih stvari, ki smo jih poceli.

Absurdno bi bilo porocati le o medaljah, ko pa se
je zgodilo Se toliko drugega. Prav zato sem se od-
locil, da napiSem reportazo o naSem popotovanju
v Rusijo, ki bo bralcem omogocila, da si tudi sami
ustvarijo sliko o vzduSju in dogajanju na fizikalni
olimpijadi. NaSa pot se je zacCela v ponedeljek 28.
maja zjutraj. S kombijem smo se odpravili do letali-
§€a v Zagrebu, kjer se nam je pridruZila Se hrvaska
ekipa. Pristali smo na moskovskem letaliS¢u, kjer so
nas pricakale nase skrbnice in vodicke, Studentke tu-
jih jezikov, ki so se prostovoljno javile za pomo¢ pri
organizaciji olimpijade. Spet s kombijem so nas pre-
peljali od letaliS¢a do kampusa moskovskega inSti-
tuta za fiziko in tehnologijo v Dolgoprudnem, Kjer je
potekala olimpijada. Med voZnjo smo si zadali prvi
izziv - ugotoviti, po kakSnem kljuCu so narejene na
videz kaoti¢ne ruske registrske tablice.

Na kampusu so nam dodelili stanovanje s kuhi-
njo, kopalnico, straniS¢em in dvema spalnima pro-
storoma. Najbolj poseben objekt v stanovanju je bil
tus, pri katerem je zaradi puScajoce cevi masni pre-
tok vode padal s kubom razdalje od pipe. Tako je do
Sobe pritekla koli¢ina vode, ki bi v fiziki veljala za za-
nemarljivo. Ce si si hotel umiti hrbet, si se priklonil
pipi in si cev kot ovratnik zavil okoli vratu.

Zaradi neugodnega termina leta smo na otvoritve-
no slovesnost poSteno zamudili, veCerja pa je odpa-
dla kar v celoti. Na pobudo vodi¢k smo narocili nekaj

SLIKA 1.
Slovenska ekipa z vodickama Daso in Vlado

pic. Sam sem Ze lezal v postelji, ko je v sobo pri-
Sla skupina prostovoljcev, ki so tekmovalcem pobi-
rali elektronske naprave, da ne bi med tekmovanjem
goljufali. Nekaj clanov slovenske ekipe so na lastno
grozo ujeli v samih spodnjih hlac¢ah ali nasploh v po-
manjkanju oblacil. Z veliko smeha smo jim izrocili
telefone in konc¢no zaprli o¢i.

V torek zjutraj smo se spopadli z eksperimentom.
Tako kot lanski je bil tudi letoSnji genialno zami-
Sljen, zelo kakovostno izdelan in izjemno zahteven.
Med drugim smo morali pihati skozi tube in s sen-
zorji preverjati pogosto sumljivo vsebino nasih di-
hov. Vet ¢lanov ekipe nas je bilo nad orodjem zelo
navdusSenih, saj smo se s polarizatorji, diodami in le-
pilom lahko igrali kot z lego kockami. V petih urah,
ki so bile na voljo, sem z energetskimi tablicami po-
71l toliko kalorij, da bi lahko odtekel maraton. Tekli
sicer nismo, je pa zato nasa hitra hoja do stranisca
in nazaj nemalo vodick spravila ob dih.

Ker pet ur eksperimentiranja ocitno ni bilo dovolj,
so fiziki na inStitutu za nas pripravili demonstracije
25-ih eksperimentov iz univerzitetne zbirke. Poka-
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zali so nam magnetno lebdenje, eksplozivne tuljave,
dvojni uklon laserske svetlobe, Ziroskopsko Zi¢nico
in Se mnogo drugih zanimivih stvari.

Po predavanju si je bilo treba prezraciti glavo, zato
smo se Marko, Gregor in jaz odpravili na koSarkar-
sko igriSce. Tam smo naredili zdruZeno ekipo z dve-
ma fantoma iz AzejbardZana ter igrali proti Latvij-
cem, za katere je treba priznati, da koSarko res ob-
vladajo. Po vecerji smo ugotovili, da je zelo zaple-
teno priti na stopniSce naSe stavbe od zunaj in pa
da se s staro rusko varnostnico ni Saliti (kljub nje-
nim groznjam z zuganjem pesti sem jo v naslednjih
dneh nemalokrat potegnil za nos). Glede zgodnjega
odhoda v posteljo nam je povzrocal teZave polarni
dan, zaradi katerega je bilo ob desetih zvecer zunaj
Se vedno svetlo.

V sredo je bil ¢as za teorijo. Vse tri naloge so bile
tako teZzke, da nisi vedel niti, kako bi ocenil njihovo
relativno tezavnost. Sicer nam je Slo dobro pri 3A,
smo pa trdo padli po stopnicah 3B. V drugi nalogi
smo prejeli koristen podatek, ki bi lahko v krizni si-
tuaciji resil Zivljenje. Ce boste kdaj izgubljeni v div-
jini brez gorilnika, a bosta z vami velikanski vir na-
petosti in tuljava, nikar ne skrbite - z magnetnim po-
ljem tuljave je namre¢ mogoce zavreti vodo! To¢no
kako se to zgodi, s tem pa se raje ne obremenjujte.

Po kosilu so nas z avtobusi peljali do vesoljskega
paviljona kozmonavtskega muzeja v Moskvi. Na poti
sem imel priloZznost bolje spoznati kitajsko kulturo,
saj je poleg mene sedel prijazen in zgovoren prosto-
voljec iz Kitajske. Medtem je Gregor nekaj vrst za
mano izdeloval racunalnisko simulacijo, s katero je
kasneje prvo teoreti¢no nalogo resil na tiso¢inko od-
stotka natan¢no. Paviljon, v katerega so nas peljali,
je bil resni¢no velicasten. Tridesetinve¢metrski ko-
vinski oboki so se, okraseni s premnogo bronastimi
srpi in kladivi, bocili visoko nad nami in Stevilnimi
razstavnimi eksponati. Videli smo originalno kap-
sulo, v kateri je Jurij Gagarin kot prvi ¢lovek potoval
v vesolje, in 1:1 model ruske vesoljske postaje MIR.
Le-ta je bil presenetljivo majhen in zazdelo se nam
je, da je moralo biti bivanje tam zelo klavstrofobic¢no.
Pokazali so nam tudi veliko skafandrov, modelov ve-
soljskih ladij in eno pravo sovjetsko raketo, ki je bila
tako velika, da je morala stati na prostem.

Po naravi sem zelo radoveden, zato sem ob ogledu
vozila za voznjo po Luni vprasSal, zakaj so kolesa
iz prepletene Zice in kovinskih ploscic. S tem pre-

prostim vprasanjem mi je uspelo povzrociti neznan-
sko zmedo, saj je naSa muzejska vodicka poiskala tri
druge, ki prav tako niso znale odgovoriti, in nato so
vse Stiri mrzli¢no brskale po telefonih in iskale ne-
koga, ki bi mi znal odgovoriti. Kljub temu da sem
jih poskusal prepricati, naj odnehajo in da se ne bo
podrl svet in da lahko pogledam tudi doma in da res
ni take velike panike, da me samo malo zanima, so
Zivéno Kklicarile vse do naSega odhoda iz muzeja.

Na poti nazaj se mi je zdel posebej lep pogovor z
nasima vodickama o njunih rojstnih krajih in Ijube-
zni do narave. Z njima smo se vseh Sest dni veliko
druzili in na tej to¢ki se mi zdi pomembno povedati
nekaj ve¢ o vodickah nasploh, saj bo o njih v na-
daljevanju Se veliko govora. Punce so se mi zdele,
posteno povedano, neverjetne. Ne le da so odlicno
opravljale svoje delo in skrbele, da se nam ni zgo-
dilo ni¢ hudega in da nismo bili nikoli preve¢ pozni,
bile so Se veliko ve¢ - zanimive sogovornice, Saljivke
in izvrstne uciteljice rusc¢ine. Vedno so nam bile pri-
pravljene ustreci in zares so naredile vse, da bi se
imeli ¢im bolje. Mi smo jih v skromno zameno zaba-
vali, kolikor smo le mogli.

Pet ur najteZje teorije, ki sem jo kdaj videl, seveda
ni bilo dovolj - potreben je bil Se veCerni »intellec-
tual game« organiziran s strani olimpijade. Ugotovili
smo, da je igra, ki naj bi jo igrali, kviz o svetovni geo-
grafiji. To se mi je zdelo malo pusto, zato sem stvari
dodal estetski pridih. Na vsak listek z odgovorom, ki
ga je slovenska ekipa poslala vodji kviza, sem nekaj
narisal. Na zacetku so bile to majhne stvari, soncki
in podobno. Kmalu sem se zagrel in v minuti, ki sem
jo imel za vsako risbo, ustvarjal vedno vec.

Po prvem delu kviza smo imeli desetminutni od-
mor. Izkoristil sem ga zato, da sem spoznal vodicko
belgijske ekipe, MaSo, in preizkusil, koliko lahko
Rusi razumejo slovenscino. Potem je ona preizkusila
mene in z nekaj truda mi je uspelo razumeti skoraj
vse, kar je povedala. Tudi kasneje sva z Markom vi-
dela, da ruscine ni nemogoce razumeti, e imas$ nekaj
Casa za premislek o tem, kar si prebral ali slisal.

Kaksnih deset minut po zacetku drugega dela kvi-
za je voditeljici kviza prekipelo. »Team Slovenia, co-
uld you stop drawing on every answer you send!«!
je zavpila. Vstal sem in jo vprasal, kaj je narobe.

ISlovenska ekipa, bi lahko prosim nehali risati na vsak listek,
ki ga posljete!
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SLIKA 2.
Nasa ekipa na kvizu v timskih majicah

»I cannot read this!«? je odgovorila in visoko v zrak
dvignila listek, na katerega sem narisal zemljevid do
zaklada. Razprl sem roke in rekel: »But all you had
to do was follow the treasure map!«3 Dvorana je iz-
bruhnila v smeh in aplavz in voditeljica je le nemoc-
no gledala, kako so nam nasmejani ¢lani drugih ekip
prihajali Cestitat. Seveda me njeno opozorilo ni usta-
vilo. Posiljal sem ji Se bolj udarne, bolj slikovite ilu-
stracije in jih nemalokrat opremil z napisom »from
team Slovenia«* in srckom. Ker se mi je zdelo pri-
merno, da ji omogoc¢im, da se pritoZi nad mojim rav-
nanjem, je dobila tudi sporocilce na desni (slika 4).

2Tega ne morem prebrati!
3 A morali bi samo slediti zemljevidu do zaklada!

40d slovenske ekipe

FIZIKA

SLIKA 3.

Porisani odgovori slovenske ekipe

SLIKA 4.

Vodicki ruske ekipe, ki je naSe listke vestno nosila
komiteju, sem v zahvalo narisal samoroga, ki zdaj
krasi zadnjo stran njene EuPho znacke. Na koncu
sicer nismo zmagali po tockah, smo pa bili absolu-
tni prvaki v srcih vseh udelezencev kviza v dvorani.
Poleg tega sem vodicko hrvasSke ekipe, Eleno, ki me
prejSnji dan med eksperimentom na poti do strani-
§¢a ni mogla dohajati, naucil osnovne tehnike hitre
hoje.

V dvigalu smo srecali ¢lana Svicarske ekipe, fran-
coskega Svicarja korejskega porekla, in takoj v svojo
sobo povabili vse Svicarje. Petnajst minut kasneje je
prisSel sicer samo on, ker so ostali §li igrati odbojko,
a ni¢ zato: ob njegovih zgodbicah smo do enih zju-
traj jokali od smeha. Bil je izjemno zabaven in odprt.
Slednje je bila, na moje majhno presenecenje, vrlina
veCine udeleZencev olimpijade. Sam sem skoraj z
vsako osebo, ki sem jo srecal, zaCel pogovor in le
redko se ta ni razvil. Edina potencialna teZava je bilo
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pomanjkljivo znanje angle$¢ine nekaterih udeleZen-
cev olimpijade, pa Se to ni bilo nepremostljivo! Na
kosilu sem nekega dne srecal Rusa, ki se je kljub sko-
raj ni¢ni angleScini iskreno Zelel pogovarjati z mano.
S pomocjo Google prevajalnika nama je na veselje
obeh uspelo!

S sredinim veCerom se je zacela dolZina spanja
krajsati. Primeren model bi bil najbrz eksponenten,
saj se je v naslednjih dveh noc¢eh za naju z Markom
skoraj dvakrat prepolovila.

V cCetrtek zjutraj smo se odpravili na izlet v Mo-
skvo. Ta ni bil v uradnem nacrtu, samo za nas sta
ga pripravili nasi vodicki. Samoiniciativnost, ki sta
jo izkazali, mi je ogrela srce. Predlagal sem, da s
sabo vzamemo Se kaksno ekipo, zdelo se mi je vre-
dno spoznati ¢im vec ljudi, ker so takSne priloZnosti
na zalost redke. Predlagal sem Svicarsko in belgijsko
ekipo; slednjo se mi je zdelo pa¢ zanimivo spoznati.

Na koncu smo na izlet §li Belgijci, Hrvati, pristojne
vodicke, vodje ekip in nasSa ekipa. Do Moskve smo
potovali z vlakom in se nato prestavili na podzemno
Zeleznico, ki ni bila le zelo lepo urejena, temvec tudi
absurdno poceni (za karto smo placali manj kot 70
centov!!!). Med voZnjo smo, fiziki po srcu, z nagiba-
njem merili pospeSevanje vlaka, racunali globino, na
kateri je bil tunel, in razlagali posebno teorijo rela-
tivnosti vodickam. Taks$nih sproS¢enih pogovorov na
temo fizike je bilo v tistem tednu mnogo in prav vsi
so bili intelektualno stimulativni, nenavadni in pred-
vsem zabavni. Kadar smo le mogli, smo poiskali po-
jav ali napravo in debatirali o fizikalnih aspektih le-
tega ter pri tem uporabljali svoje Solsko znanje na
nove nacine. Za odkrivanje novega je klju¢na ne-
nehna iskrena, skoraj otroska radovednost in te v
Moskvi ni manjkalo. Poleg spoznavanja novih kultur
in reSevanja fizikalnih problemov sem se lotil tudi
ucenja cirilice. Pri tem bi se sréno zahvalil svojemu
dobremu mentorju Marku, ki je potrpezljivo prena-
Sal moje nenehno pozabljanje ¢rk §, c in .

Za razliko od prejsnjih dni je bilo v ¢etrtek zaradi
vetra kar hladno. Ugotovili smo, da lahko zebe tudi
ljudi ruskega porekla, kar nas je kar presenetilo. Vse-
kakor se niso mogli primerjati z Markom, ki je vse
dni prezivel v kratkih rokavih. Edina konkurenca je
bil morda Estonec, ki je povsod hodil bos. Na vpra-
Sanje, zakaj to pocne, je odgovoril, da je tako bolj
udobno, je pa priznal, da ob prvem snegu vendarle
obuje Cevlje.

SLIKA 5.
Moskovski okrozni vlaki in podzemna Zeleznica

Za dalj casa smo se ustavili na Rdecem trgu, kjer
smo se slikali s Putinom.

Z Markom sva se odlocila, da bova popeljala svojo
ljubezen do rusSc¢ine dlje. Na stojnicah knjiZnjega
sejma nama je navduSena prodajalka priporocila naj-
boljSe slikanice. Vsak sva kupila po tri, da se bova
ob njih lahko ucila ruscine. Glede na raznezenost in
odobravanje vodick, ko sva jima pokazala svoje nove
knjige, sva dobro izbrala.

Ob vrnitvi v Dolgoprudni smo izvedeli, koliko tock
je vsak dosegel. Hitro smo pojedli kosilo in se §li pri-
pravit za moderacijo, kjer smo ocenjevalcem lahko
razlozili nase razmiSljanje ter sklepe pri reSevanju
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SLIKA 6.

nalog in si potencialno zviSali tocke. Moderacija je
potekala gladko in profesionalno - ocenjevalci so bili
prijazni in so cenili tudi alternativne pristope, hkrati
pa so se do potankosti drzali tockovnika. Ko sem
ocenjevalcu prve teoreticne naloge po koncanem
uradnem delu povedal, da sem si zadevo najprej po-
skusSal predstavljati, je rekel, da je to storil tudi on.
»Se ni obneslo?« sem ga previdno vprasal. Utrujeno

FIZIKA
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SLIKA 7.
Slikanice v ruscini

se je nasmehnil: »Ne, se ni.« TakSna odkritost in
skromnost se mi zdita zelo lepi vrlini.

Po Se enem mentalnem naporu si je bilo potrebno
spet prezraciti glavo, zato sva z Markom potrkala na
vrata Svicarske ekipe, da bi jih povabila na odbojko.
Na Zalost je bil v sobi le en ¢lan ekipe, zato sva Sla
iskat Latvijce. TezZava je bila v tem, da nisva vedela,
kje se nahajajo. Storila sva edino smiselno stvar in
trkala na vsa vrata, ki sva jih naSla. Na neki tocki
nama je odprla azerbajdZzanska vodicka in vprasSala
sva jo, Ce ve, kje stanuje latvijska ekipa. S tem sva
povzrocila naslednjo veliko zmedo.

AzerbajdZanska vodicka je Sla do sobe, kjer sta
stanovali belgijska in hrvaska vodicka. Zelo hitro so
govorile med seboj in ravno, ko je belgijska vodicka
govorila najhitreje, kar sem tisti teden sliSal koga go-
voriti, mi je uspelo Cisto vse v enakem tempu preve-
sti Marku, kar jih je popolnoma Sokiralo. Kmalu se je
pridruzila Se ena nasih vodi¢k in namesto da bi pre-
prosto ugotovile, kje je latvijska soba, so nama Zelele
organizirati nogomet s Turkmenistanom. Nato smo
Sli ven in srecali Svedsko ekipo, ki se je odpravljala
igrat odbojko. Z Markom sva se z veseljem pridru-
zila in sledilo je mnogo dobrih iger, pa tudi plezalni
izziv, ko smo Zogo nabili na drugo stran Sest me-
trov visoke ograje. Na igri§¢e so nenehno prihajali
novi igralci iz drugih ekip in zelo hitro smo lahko
odbojko igrali kar pet na pet. Eden od Svedov mi je

=y
0o

nadaljevanje
na strani

PRESEK 46 (2018/2019) 1

-
L LIINY



RAZVEDRILO

v

Nagradna krizanka

1 5 PRESEK 46 (2018/2019) 1




RAZVEDRILO

11 NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz o$teviléenih polj vpisite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

7 www . presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 15. oktobra 2018, ko
bomo izZrebali tri nagrajence, ki bodo pre-
jeli knjizno nagrado.
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kasneje povedal, da trenira parkour. Za skoraj vse
tekmovalce, s katerimi sem se pogovarjal, sem ugo-
tovil, da imajo poleg fizike tudi druge pomembne in-
terese. Spoznal sem plesalce, tabornike, hokejiste,
veckratne drzavne prvake v ping pongu - fiziki so
zelo vecplastna sorta ljudi!

Po vecerji so nam organizatorji pripravili nogome-
tni turnir. Se pred zacetkom smo se $e bolj zblizali
s Svicarsko ekipo in skoraj bi sestavili skupno mo-
Stvo, ko nas je sodnik razdelil v ekipe. Z mano je
igral Rus, ki mu princip podajanja zelo ocitno ni bil
jasen, saj je ob vsaki priloZnosti nabijal Zogo na gol
iz sredine igris¢a. Nasprotno so se Svicarji izkazali
za vrhunske nogometaSe, sploh pa vratarje.

Po vecerji so organizatorji za nas pripravili pred-
stavo z ognjem. Sicer ni bila zelo fascinantna, je bilo
pa zato toliko boljSe plesanje na ulici in spoznava-
nje ruskega popa. Vodicke so rekle, da bi rade vecer
prezivele s slovensko ekipo, a imajo pred tem Se se-
stanek z organizatorji. Do takrat sta bili vsaj Se dve
uri, zato smo $§li Marko, Klemen in jaz delat mono-
pol nad vaflji v hotelu. V avtomat v pritli¢ju smo
metali kovance, dokler nam jih ni zmanjkalo, in si
tako pridobili pet roza paketov vafljev. Zame so bili
ti posebno dragoceni, ker je prejSnja Skatla ¢ez noc
v celoti izginila in nisem uspel priti niti do enega sa-
mega grizljaja.

Z Markom sva se lotila slikanice z abecedo in pre-
Zivela naslednjo uro v nenehnih kr¢ih smeha, ki so

; _; Iﬁ
-.-r‘ -
SLIKA 8.
Monopol

izbruhmili vsaki¢, ko sva ugotovila, kaj kateri verz
pomeni. Sicer nisva takoj razumela vseh besed, a
sva s pomocjo slik in sklepanja prisla do dna vecine
abecednih rim. Glede izgovorjave sva naletela na kar
nekaj zagat, pri katerih so nama kasneje pomagale
vodicke. Nekaj ¢ez polnoc so v naso sobo prisle bel-
gijska, hrvaska in obe slovenski vodicki. Pogovarjali
smo se o slovnici, filmih in izdelavi nelegalnega ru-
skega alkohola. Glede izgovorjave so naju naucile,
da obstaja § in §, iin i, ter znak, ki ga pri izgovorjavi
preprosto ignorira$. NajveC pozornosti so posvetile
znaku bl, pri katerem moras izpustiti zvok, kot da bi
te nekdo mocno udaril v trebuh.

V petek sem imel najlepSo mozno budnico - izve-
del sem, da smo jaz, Marko in Andraz osvojili bro-
naste medalje, Klemen pa pohvalo. Odprl sem okna
in se na ves glas drl »SLOVENIJA IMA TRI BRONASTE

je bil tisti dan dale¢ najboljsi - kon¢no mi je uspelo
najti sladico, ki ni bila prenasicena s sladkorjem. Zu-
naj so Svicarji kot vedno delili ¢cokolado, a nas favorit
je imel pripravljeno presenecenje. Slovenski ekipi je
podaril dve ¢udoviti Skatli z umetelno izrezanimi pa-
pirnatimi vzorci na pokrovu in bozanskimi pralineji,
mi pa smo mu dali enega od magnetkov s slikami
Slovenije, ki jih je Marko v ta namen prinesel s sabo.

Nato smo se z avtobusi peljali do Zaradie parka,
nanovo zgrajenega zelenega mestnega sredisSca s po-
gledom na Kremelj. VozZnja je bila zaradi prometnih
zamasSkov dolga, a zabavna. Pravil glede odstavnih
pasov v Moskvi o¢itno ni, a kar je najbolj pomembno,
uspelo nam je ugotoviti, za kaj gre pri registrskih
tablicah! Zadnje tri Stevilke so namre¢ regionalna
koda. Povzrocale so tezave, ker smo v Moski videli
toliko razlicnih. Na koncu smo ugotovili, da mora
tako veliko mesto pac imeti ve¢ kod. Ko smo preve-
rili hipotezo, se je izkazala za pravilno! Videli smo
tudi avto s slovensko zastavo in v park nam je ka-
sneje prisla cestitat diplomatka s slovenskega vele-
poslaniStva.

Ce smo na zacetku povsod zamujali, je slovenska
ekipa bila PRVA na prizoris¢u podelitve! V parku
smo izkusili bolj »rusko« poletje. Bril je namre¢ mo-
Cen veter in temperatura se je spustila na kaksnih
13 stopinj Celzija. Na sreco so bili organizatorji pri-
pravljeni tudi na to in kmalu so vodicke delile odeje.
Dobili smo dve Zivo roza, ki sta se ujemali z naSimi
timskimi majicami (medtem je Marko seveda vztrajal
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SLIKA 9.
Svicarska bonboniera

v kratkih rokavih). Kasneje sta nasi vodicki sicer ugo-
tovili, da se je veliko bolje kot v odejo ogrniti v slo-
vensko zastavo, ki ti poleg telesa pogreje tudi srce.
Okoli dvanajstih se je zacela prireditev. Med pode-
litvami so bile pripravljene plesne in pevske tocke,
podeljevalci nagrad pa so pripravili kratke govore.
Dotaknilo se me je, ko je eden glavnih organizator-
jev in pobudnik projekta rekel, da »fizika ne pozna
mej in ras, je le ena za vse«. Mislim da prijateljstva,
ki smo jih spletli ta teden na olimpijadi, to trdno do-
kazujejo.

Vpili in ploskali smo en za drugega kot se spodobi.
Najbolj bucen aplavz je pozZel ¢lan hrvaske ekipe, ki
je ugotovil, da so mu dodelili prevec tock, in je to po-
vedal na moderaciji. Dobil je nagrado za najbolj po-
Stenega tekmovalca in bronasto medaljo. Po koncu
podelitve so na oder povabili vse ekipe in mi smo se

FIZIKA

SLIKA 10.
Odeje v timskih barvah

SLIKA 11.
Tribune v Zaradie parku

postavili kar na sredo, slovensko zastavo pa smo dvi-
gnili do neba. Slikali smo se s pogledom na Kremelj
in nato odsli na voden ogled Zaradie parka. Zastavo
naj bi sicer vrnili, a smo jo raje ponosno nesli s sabo.
Kasneje jo je vihtel tudi eden od naSih Svicarskih pri-
jateljev.

V parku so nas peljali v orjaski simulator, v kate-
rem te video in premicni sedezi popeljejo na polet
nad Moskvo. Posnetek je bil izjemno dobro nare-

%
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SLIKA 12.
Plesna tocka

SLIKA 13.
Podelitev bronastih medalj

jen, zaradi zakrivljenega zaslona je zelo prepricljivo
dajal vtis prostora, kljub temu da nismo imeli 3D
ocal. Med ogledom parka smo poizkusili tradicio-
nalne Svedske bombone, ki so zaradi enormne koli-
Cine soli na njih pekli kot feferoni. Nato je vecina
ekip odsla na letaliSCe in le s tezavo smo se poslo-
vili od Svicarjev. V slovo sem dobil podpis na svojo
rdeco kapo in obljubili smo si, da bomo ohranili
stike.

SLIKA 14.

Na hribcku v parku po podelitvi

SLIKA 15.
Slovenska zastava na sredi

Ob vrnitvi v Dolgoprudni smo nasi vodicki peljali
na kosilo v restavracijo po imenu Teorija (te o¢itno v
prejsnjih dneh ni bilo dovolj). Ko sem v rus¢ini pro-
sil za palcke, so me narobe razumeli in mi prinesli
dve majhni steklenici vode (»palicke« se namrec¢ slisi
izjemno podobno kot »vodicke«).

Potrebno je bilo vsaj Se enkrat povzrociti zmedo,
zato smo se spet odlodcili igrati odbojko. Pretrkali
smo vrata pet nadstropij, dokler nismo naleteli na
hrvasko vodic¢ko. Ta je rekla, da bi rada igrala, in
dogovorili smo se za ¢ez petnajst minut na igriScu.
Ko smo prisli tja, smo ugotovili, da nimamo Zoge,

20
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SLIKA 16.
Zastava je plapola povsod, kamor smo Sli

imajo pa Turki eno za koSarko. Ravno takrat sta pri-
Sla Se Barbara in Jurij, ki smo jima tudi obljubili igro.
Vse se je izteklo dobro: Barbara in hrvaska vodicka
sta se zapletli v pogovor, Jurij pa se je izkazal za
izjemnega igralca koSarke in Slovenci smo si kljub
Stevilski premoci Turkov priborili zmago!

Po igri smo spoznali Se turSko vodicko, za katero
se je izkazalo, da lahko nadpovprecno dobro razume
slovensko! Preizkusil sem jo s petimi preprostimi
stavki in za skoraj vse je ugotovila, kaj pomenijo.
Dogovorili smo se, da se bomo v naSi sobi igrali igri-
co »krokodila«, neke vrste besedno pantomimo.

Kasneje smo se igrali §e morilca in mafijo. Belgij-
ska in hrvaska vodicka sta se Zeleli posloviti od nas,
saj sta se vracali na svojo univerzo za izpite. Njima

FIZIKA

SLIKA 17.
Na razgledni plo§¢adi z nagim najljubim Svicarjem

SLIKA 18.

in pa naSima vodickama smo za spomin podarili ma-
gnetke in majhne slovenske zastavice, izmenjali pa %
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smo si tudi telefonske kontakte. Pozno ponoci sva
z Markom imela priloznost poslusati turski rock in
finski metal elektro ter jesti odlicno medeno torto,
ki so jo vodicke posebej za nas okrasile. Sele pozno
ponoci smo se razsli in nato sva se z Markom po-
govarjala do svita, ko se nama je zazdelo, da bi bilo
morda smiselno za kaksni dve uri zatisniti oci.

Zbudili smo se ob petih in se skupaj s Hrvati vkr-
cali na kombi za letaliS¢e. Do tja so nas pospremile
naSe vodicke in malo je manjkalo, da se ob slovesu
nismo razjokali. Na letaliS¢u sem moral iz nahrb-
tnika vzeti medaljo, ki bi lahko najbrz bila upora-
bljena kot oroZje. Z Markom sva si uredila skupne
sedeZe, da sva lahko trenirala branje ruscine med le-
tom. Uspelo nama je zakljuciti odsek s ¢rkami in
prisla sva do pesmic o mesecih. Imel sem Se prilo-
Znost preizkusiti svojo hrvasc¢ino, saj je poleg naju
sedel eden ¢lanov hrvaske ekipe.

V Zagrebu nas je c¢akal kombi in Ze smo bili na
poti v Ljubljano. Med voznjo in na kavi v Tivoliju
smo na Barbarino pobudo zavzeto delali nacrt za to
reportazo ...

In zdaj je tu. Zapisana, objavljena. Zelim si, da
bi lahko zacutili energijo nasega ruskega tedna. Da
bi se med branjem navzeli vsaj kancka tiste cudovite
otroSke svobode, ki nas je prevevala in ki je omo-
gocala seganje izven cone udobja do novih kultur,
pocetij in izkustev. Da bi se kdaj predali »norosti«
in naredili, kar se vam v nekem trenutku zazdi za-
nimivo, ne da bi se obremenjevali. Ker nam je to
uspelo in prav zato, je bil zadnji teden zame najlepsi
v tem letu. In Zal mi je, da nisem ljubezni do fizike
in tekmovanj odkril prej, a vseeno sem neskonc¢no
vesel, da mi je bila dana moZnost za udelezbo na tej
olimpijadi in da sem izkoristil VSAKO SEKUNDO, ki
sem jo tam prezivel. Da sem se z veseljem predal
nalogam, da sem spoznal cudovite ljudi, sodeloval
v lepih pogovorih, pocel prisr¢ne neumnosti. Tek-
mujte, bodite radovedni in zabavajte se, ker fizika
JE zabavna. In ko se vam uspe prebiti na vrh, ko
imate Cast dvigniti slovensko zastavo na mednaro-
dnih tekmovanjih, takrat ne pozabite, kaj je najbolj
pomembno. Da se odprete in uzijete vsak trenutek
Cudovite priloZnosti, ki vam je dana.’

X X X

57a pomo¢ pri izdelovanju osnutka se zahvaljujem celotni slo-
venski ekipi, Se posebej Marku.

Barvni sudoku

vid

- V 8 x 8 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh 8 Stevil.

v

RESITEV BARVNI SUDOKU

N 2

X X X
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ASTRONOMIJA

lzbor ekipe za 12. mednarodno
olimpijado iz astronomije

in astrofizike

N\
DuNjA FaBJAN, ANDRE) GUSTIN

- Izbor ekipe za mednarodno olimpijado iz astro-
nomije in astrofizike (MOAA) je dolgotrajen pro-
ces.

Tekmovalke in tekmovalci so se morali najprej ude-
leziti Solskega tekmovanja iz znanja astronomije, ki
je bilo v zacetku decembra 2017. Potem so se naj-
boljsi spopadli z nalogami na drzavnem tekmova-
nju, ki je bilo v zacetku januarja 2018. Prejemniki
zlatih priznanj na tem tekmovanju so postali tudi
kandidati za olimpijsko ekipo. Se v januarju 2018
je bil zanje izbirni krog Sanktpetrburske astronom-
ske olimpijade (SAO), ki Steje kot del izbirnega po-
stopka za MOAA. Najboljsi so se uvrstili v teoreti¢ni
in prakticni krog SAO, ki se je zakljucil marca, za sre-
dnjeSolce pa je potekal na Gimnaziji Bezigrad. Marca
bi se morali kandidati za olimpijsko ekipo udeleziti
Messierjevega maratona, ki je preiskus znanja prak-
ti¢ne astronomije. Zal je bilo letos vreme slabo in je
Messierjev maraton odpadel, zato smo morali prak-
ti¢ni del izbirnega postopka premakniti na dan konc-
nega teoretiCnega izbirnega testa, ki je bil 8. maja
na Konservatoriju za glasbo in balet Ljubljana. Ob
koncu napornega izbirnega postopka smo dobili eki-
po za 12. MOAA, ki bo letos med 3. in 11. novem-
brom v Pekingu na Kitajskem.

Clani in ¢lanica ekipe za 12. MOAA so:

= MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad;

= GREGOR HUMAR, Gimnazija in srednja Sola
Rudolfa Maistra Kamnik;

= ANDRAZ JELINCIC, Gimnazija BeZigrad;

= KLEMEN KERSIC, Srednja Sola Slovenska Bistrica;

= EMA MLINAR, Gimnazija Vi¢, Ljubljana.

Naloge teoreticnega dela izbirnega tekmovanja
za 12. MOOA

1. Dne 24. junija opazujemo zvezdo Vego
(¢ = 18"36™56°, § = +38°47'1,2”) iz Ljubljane
(p =46° 13,4 N, A = 14° 27" E).

(a) Kdaj kulminira Vega? Koliksna je njena viSina ob
kulminaciji?

(b) Koliksna sta viSina (h) in azimut (A) zvezde, Ce jo
opazujemo ob 23h?

Podatki. Vega: « = 18"36™56%, § = +38°47'1,2"
Ljubljana: @ = 46°13,4'N, A = 14°27'E

(a) Za dan 24. junij lahko brez teZav izratunamo
zvezdni ¢as na Greenwichu ob 0"UT, ki je enak

= S(O"UT,24.6.) = S(0"UT,21.6.) + SAt

— 18"+ 45“% 3dni = 18,2".

Ko zvezda kulminira, je njen ¢asovni kot enak 0,
torej velja

* 0=H=S0"UT,24.6.) + A +y (tx — to) — «
tk = to + i(a ~S(0"UT,24.6.) — A) = 1,453
Ker je @ > 9, je viSina Vege ob kulminaciji enaka

= h=90"—-@ +6 = 82,56". %
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(b) Ce zvezdo opazujemo ob 23", je njen ¢asovni kot
takrat enak
= H=S(0"UT,24.6.) + A +y(t —tgy) -
a(=21,6053")
= -2,39",
saj je H definiran na intervalu od —7t/2 do 1/2
oziroma med —12" in 12",

S pomocjo viSinske enacbe izracunamo visino Ve-
ge ob 23":

= sinh = sin@ sind + cos @ cos 6 cos H = 0,88902.

Ker je h definiran med —1r/2 in 77/2, obstaja samo
ena reSitev in ta je

= h=062,75".

Azimut ob kulminaciji izracunamo s pomocjo si-
nusnega in kosinusnega izreka, ki pravita

- sind = sin@ sinh + cos @ cos h cos A
—sinA  sinH
cos 6 cosh’

Preverimo lahko posebej rezultate za sinus in ko-
sinus kota ali pa dobimo resSitev iz enacbe
A sin A

85 = Tt cosa V2028

Azimut je
= A =92,8098".

2. Dvozvezdje sestavljata kefeidna spremenljivka
in masivna zvezda. Za kefeido velja zveza My,s =
2,81 -10g1o Prani] — 1,43, kjer je Prani] perioda kefeide
v dnevih, My, pa njena absolutna magnituda. Njena
izmerjena perioda spremembe izseva je Py = 3,97
dni, navidezna magnituda pa m = 1,97. Masivna
zvezda lezi na glavni veji HR diagrama, ima navi-
dezno magnitudo mp = —0,8 in temperaturo Tz =
30000 K.

(a) KolikSen je izsev kefeide L 4? Izrazi ga v Soncevih
izsevih (Lg).

(b) KolikSen je radij druge zvezde (Rp), ko je Se na
glavni veji? Izrazi ga v radijih Sonca (Ry).

(c) Izratunaj maso kefeide (My,), Ce je perioda sis-
tema 76 let, razdalja zvezd pa 51 a.e. Rezultat
izrazi v radijih Sonca (Ry). (Namig: najprej izra-
cunaj maso masivne zvezde, Mp.)

(d) Ko bo masivna zvezda porabila vodik v sredici,
bo del zZivljenja preZivela kot orjakinja in kasneje
eksplodirala kot supernova. Takrat se bo njeno je-
dro skrcilo v nevtronsko zvezdo s polmerom 10
km, ovojnica pa se bo razletela. Med eksplozijo
bodo vecino sprosScene energije odnesli nevtrini, le
majhen del pa se bo porabil za gibanje snovi. Koli-
kSen del sproScene energije bo v kineti¢ni energiji
ovojnice? Izmerjena hitrost ovojnice je v = 1200
km/s. Predpostavi, da je v jedru zbrane 10 % mase
zvezde in da sta jedro in ovojnica homogena.

Podatki. m4 = 1,97

mp = —0,8

Tg = 30000 K

My aps = —3,11 (iz formule za kefeide)

(a) Najprej izracunamo razdaljo do zvezd:

10pC>2

a

d = 10pc 10(Mma=maabs)/5

d = 10pc10W97-(=3.110/5
=103,9 pc

" MA —MAabs = _2’510g(

Izracunamo izsev kefeide:

=-2,5log (]L;A)
0]

LA — IO(MA,ahS_Mo,abs)/_z,S . LO

. MA,abs - Mo,abs

— 10(73,1174,83)/72,5 Lo

=1499,7 - Lo

(b) Izsev druge zvezde je

-2,5log <£—B>
A

Lp = 10(m3—mA)/—2,5 -La
— 10(—0,8—1,97)/—2,5 ) LA

=19231,1- Lo

" Mmp—Mp
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Radij druge zvezde je
Lp
oTg4t
19231,1 - 3,826 - 102w
T 5,6726 - 108 Wm 2K 4 300004 K4 11
=9,9.10"m?
R =9,9-108m
= 1,4R,

IRI%:

(c) Izracunamo maso Mg, in sicer iz zveze za zvezde

na glavni veji, kjer vemo, da je L o« M3> (kot pra-
vilen se uposteva faktor med 3 in 3,5; reSitve so
podane za faktor 3,5).

LB>1/3,5

" Mp=|—7 M,

v (2 o
=16,7M,

(d) ZapiSemo posami¢ne komponente zacetne in

koncne skupne energije, kjer je R, (M;) zacetni
radij (masa) zvezde, Ry (My) pa konc¢ni. UpoSte-
vamo homogenost zvezd, oznake tot, tot ns, ovoj
in v pa se nanaSajo na skupno energijo, skupno
energijo nevtronske zvezde, ovojnico ter nevtrine:

1 1 3 M2

= Mo =5 Wez =y (_SGRZ>
z

Wtot,k = Wtotns,k + Wovoj,k + Wv

1( 3 M 1( 3 _.0,01M2
s - & (-2634) - 1 (- 20002)

2 5 Ry 2 5 Ry
1 2 1 2
Wovojk = EMovojv = Eongzv

UpoStevamo ohranitev energije in zapiSemo zace-
tno energijo zvezde in koncno energijo zvezde,
ovojnice ter nevtrinov:

- Wiot,z = Wiotns x + Wovoj,k + Wy
U3 MY _1( 3,001m2
2 5 R 2 5 Rk
+ %0,9sz2 + W,

Zanima nas deleZ energije v ovojnici glede na
sproSceno energijo. Ker vec¢ino energije odnesejo

ASTRONOMIJA

nevtrini, nas zanima delez Woyojx/Wy. Tega lahko
izrazimo s pomocjo zgornje enacbe, kjer opazimo,
da bomo pri odStevanju Wiot,z — Wioms,k — Wovojk
dobili termin (1/R, — 0,01/Ryg). Vendar Ry <<
0,01R,, kar lahko preverimo, ¢e kot zacetni ra-
dij vstavimo Rp. (Pred eksplozijo bo zvezda or-
jakinja, njen radij bo bistveno vecji od Rp, zato
ga pri izraCunu ne uporabimo.) Ocenimo, da je
Wy = —Wiotms,k — Wovoj k:

Wovo j,K

= 72
W, 0,0009725 ,

kjer uporabimo vrednosti v = 1200 km/s, Ry = 10
km. Posamicne energije s0 Wipmsx = —2,2219 -
10%6 kg m? s72, Woyojk = 2,1589 - 10%3 kg m? s2,
Wy, = 2,21978 - 1046 kg m? s2.

3. Izracunaj rdeci premik, na katerem sta bili go-
stoti energije snovi in sevanja enaki. Prasevanje ima
temperaturo 2,7 K, vrednost Hubblove konstante da-
nes (H(tp)) je podana. Privzemi, da so nevtrini (ta-
krat relativisti¢ni) prispevali k gostoti energije seva-
nja, njihov prispevek je gostoto energije sevanja po-
vecal za 69 %.

Nasvet. Upostevaj, da je gostota energije sevanja ena-
ka 4C—J, kjer je j gostota svetlobnega toka crnega te-
lesa! Pri izracunih upoStevaj tudi, da je parameter
gostote snovi danes Qo = 0,27.

Gostota energije snovi in gostota energije sevanja se
spreminjata s skalirnim faktorjem R na sledeci na-
¢in:

2
2 Pm,oC
" pmC” = R3
2 pr,OC2
prCc” = R4
. “ 1 . .
Uporabimo enacbo R o 7 in zapiSemo

" pmc? = pmo (1 +2)°
prc? = pro (1+2)*

Is¢emo rdeci premik, pri katerem sta p,,c? in p,c?
enaka, torej

" proc® (1+2)* = pmoc? (1 +2)°.

%
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% Gostoto energije snovi lahko izrazimo kot " proc’ (1+2)* = pmoc® (1+2)3
3H2 proc® (1+2) = pmoc?
" Pmo = QmpPero = Om 831G 3 Qmpcr,OCZ
(1 + Z) = 19740_77.4
Gostoto energije sevanja izrazimo kot ’ 3HZC
i 4 _ Qmﬁcz
" proc?=1,69 4 6927 1,69 2T
c c ’ c

. y : o o Qm 3H3
kjer smo upostevali tudi prispevek relativisticnih = 7
nevtrinov: 1,69-4-8-1mGcoT

z = 3285

Konstante

kratica/simbol | koli¢ina vrednost

a.e. astronomska enota 149597870691 m

Ry povprecni polmer Zemlje 6371000 m

M, masa Sonca 1,9891 x 1039 kg

Mo navidezna magnituda Sonca -26,8

Myol,0 absolutna (bolometri¢na) magnituda Sonca | 4,82

Mk o absolutna magnituda Sonca v K filtru 3,31

Lo izsev Sonca 3,826 x 1026 J 51

R, radij Sonca 6,955 x 108 m

Jz solarna konstanta 1370 W m2

R; radij Lune 1738000 m

dr povprecna razdalja med Zemljo in Luno 384399000 m

G gravitacijska konstanta 6,6726 x 10~ N m? kg2

o Stefan-Boltzmannova konstanta 5,6705x 1078 Js I1m2K*

h Planckova konstanta 6,6261 x 10734Js

c svetlobna hitrost 2,9979 x 108 m/s

k Boltzmannova konstanta 1,38065 x 10722 m? kg s 2 K1

pc parsek 3,0860 x 1016 m

Hy = H(tg) vrednost Hubblove konstante danes 70 km/s Mpc~!

Osnovne enacbe sferne trigonometrije:

= sinasinB = sinbsin A
sina cosB = cos b sinc — sinb cosccos A
cosa = cosbcosc + sinb sinc cos A

Osnovne enacbe za kozmologijo:

= Hubblov cas: ty(tg) = Hio

. 2
= KritiCna gostota: p¢y = 5’%
= Starost vesolja:

to = %tH (kriticni model, k = 0, A = 0)

= Skalirni faktor: a o t2/3

2 6 PRESEK 46 (2018/2019) 1
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Se 0 generiranju permutacij

NAZ\Z
ALEKSANDER VESEL

9

Uvod

Permutacija je bijektivna preslikava kon¢ne mnozice
A nase. Predstavimo jo lahko kot razporeditev ele-
mentov mnoZice v neko zaporedje. Brez izgube splo-
Snosti lahko pri tem predpostavimo, da mnozico
A sestavlja prvih n naravnih Stevil oziroma
A = {1,2,...,n}. Zanimajo nas torej urejene iz-
bire vseh elementov iz A, pri ¢emer ponavljanje ele-
mentov ni dovoljeno. Permutacijo mnozice A z n
elementi bomo oznacili kot zaporedje
a = (a,az,...,an), kjer a; € {1,2,...,n} in a; #
aj,Cei+ jzavsei,je{l,2,...,n}h

Znano je, da je Stevilo permutacij v mnoZzici z n
elementi enakon!=n-(m-1)-...-2 -1, pri cemer
z zapisom n! oznacimo fakulteto naravnega Stevila
n. Opazimo lahko, da Stevilo permutacij glede na
Stevilo elementov v mnozici zelo hitro naraséa. Ce
je n = 20, je Stevilo permutacij mnozice {1,2,...,n}
enako 20! = 2432902008176640000.

V Preseku [2] so nas Ze zanimali algoritmi za kon-
struiranje vseh permutacij mnozice z n elementi.
Spomnimo, da je vcasih zaZeleno, da algoritem vrne
urejeno zaporedje permutacij. Pri tem obicajno mi-
slimo na leksikografsko urejenost. — Permutacija
a = (a,ap,...,an) je manjSa od permutacije
b = (by,by,...,b,) glede na leksikografsko ureje-
nost, Ce in samo cCe je aj < bj za najmanjsi j, v kate-
rem se a in b razlikujeta. Permutacija
a=(4,2,3,1,5) je tako manjSa od permutacije b =
(4,2,3,5,1), saj se, gledano od leve proti desni, pr-
vi¢ razlikujeta v Cetrtem elementu in je a4 < b4. Naj-
manjSa permutacija mnozice z n elementi v leksi-
kografski ureditvi je permutacija (1, 2,...,n), najve-
¢japa (n,n—1,...,1). Vse permutacije lahko leksi-
kografsko razporedimo od najmanjSe do najvecje in
oStevil¢imo od 0 do n! — 1.

Zaradi hitrega naraSc¢anja Stevila permutacij gene-
riranja vseh permutacij ve¢je mnozice v praksi ne
moremo izvesti, saj je permutacij hitro zelo veliko in

njihovo generiranje traja prevec Casa. Pri reSevanju
nekaterih problemov se zato zadovoljimo s tem, da
konstruiramo samo izbrane permutacije, pogosto pa
nas zanima tudi konstrukcija zaporedja naklju¢no
izbranih permutacij.

Na spletni strani projecteuler.net/ so zbrani
nekateri zanimivi matemati¢no racunalniski proble-
mi v okviru Projekta Euler. Problem 24 je zastavljen
takole: PoiSc¢i milijonto leksikografsko permutacijo
mnozice {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Povedano drugace,
poisci permutacijo mnozice {0,1,2, 3,4, 5,6,7,8,9}
z zaporednim Stevilom 999999 glede na leksikograf-
sko ureditev.

V tem prispevku bomo opisali nac¢in, kako kon-
struiramo permutacijo z zaporednim Stevilom i gle-
de na leksikografsko ureditev ter algoritem, ki vrne
naklju¢no izbrano permutacijo. Za majhne mnozice
bi lahko za ta namen uporabili tudi algoritem, ki ge-
nerira leksikografsko zaporedje vseh permutacij ter
potem vrne i-to permutacijo, kjer je i vhodni poda-
tek ali naklju¢no generirana vrednost med 0 in n!—1.
Opisana reSitev pa je prostorsko zelo potratna in za
veéje mnozice neuporabna, saj Stevilo permutacij, ki
jih moramo straniti, hitro preseze velikost delovnega
pomnilnika v racunalniku.

Konstruiranje i-te permutacije v leksikografski
ureditvi

Kot smo pokazali v uvodnem poglavju, lahko permu-
tacije glede na leksikografsko ureditev razvrstimo
od najmanjSe do najvecje oziroma jih oStevil¢imo z
zaporednimi Stevili od 0 do n! — 1. Konstrukcija i-
te permutacije je osnovana na posebnem Stevilskem
sistemu, kjer posamezne Stevke zmnoZimo s fakul-
tetami Stevil od 1 do n — 1 in ga zato imenujemo
faktorialni Stevilski sistem. V faktorialnem Stevilskem
sistemu je vsako celo Stevilo i iz mnozZice {0,1,...,
n! — 1} na enoli¢en nacin predstavljeno kot

mi=xin—-1)+xon—-2)+...+xn_11!+ x,0!,

kjer za j € {1,...,n} velja, da x; € {0,1,...,n — j}.

%
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%

Ker je x,, = 0, lahko zadnji ¢len tudi izpustimo in
dobimo

mi=xin—-D+xo0m-2)"+...+xu_11L

Kot primer predstavimo Stevilo 81 v faktorialnem
Stevilskem sistemu. Pretvorbo lahko opravimo na
podoben nacin kot pretvorbo iz desetiSkega v dvo-
jiski Stevilski sistem. Namesto zaporednih delitev s
Stevilom 2 v tem primeru po vrsti delimo z zapore-
dnimi naravnimi Stevili 1,2, 3,..., tako da po delje-
nju celostevilski kolicnik postane deljenec na nasle-
dnjem koraku, ostanek pa predstavlja Stevko fakto-
rialnega Stevilskega sistema x;, za vsak j med n in 1:

= 81=81-1+0, x5=0

81=40-2+1, x3=1
40=13-3+1, x3=1
13=3-4+1, x2=1
3=0-5+3, x1=3

Preverimo, da velja

= 81=3-4'+1-3!'+1-2!1+1-11+0-0!'=
3:24+1-6+1-2+1-1.

Algoritem, ki pretvori naravno Stevilo v Stevke fak-
torialnega Stevilskega sistema x1, x2,...,Xy, prepu-
Scamo za vajo bralcu.

Najmanjsi permutaciji (1,2,...,n) v leksikograf-
ski ureditvi ustreza Stevilo 0, ki je v opisanem Ste-
vilskem sistemu predstavljeno s Stevkami x; = x» =

. = Xn = 0. Znacilnost najmanjSe permutacije je,
da je na j-tem mestu permutacije vedno Stevilo j ozi-
roma a; = j. To tudi pomeni, da desno od Stevila a
ni nobenega Stevila, ki bi bilo manjSe od a;. V splo-
Snem za poljubno permutacijo (ai,...,ay) velja, da
je pripadajoca Stevka faktorialnega Stevilskega sis-
tema x; enaka Stevilu elementov manjsih od a;, ki
so v permutaciji desno od Stevila a;.

Ker je v permutaciji (4,2,3,1,5) element 4 na pr-
vem mestu, so desno od njega trije manjSi elementi
in dobimo x; = 3. Na podoben nac¢in dobimo Se
druge vrednosti xj, ki so prikazane v levem delu ta-
bele 1. Na podlagi Stevk x; lahko izracunamo zapo-
redno Stevilo permutacije (4,2,3,1,5):

= 3.41+1-3'+1-2!'+0-1!'+0-0!=80.

Poskusimo Se ugotoviti, katera je permutacija mno-
zice {1,2,3,4,5} z zaporednim Stevilom 81. Kot smo
Ze izracunali, velja x5 = 0, x4 = x3 = x2 = 1 in
x1 = 3. Ker je x1 = 3, morajo biti desno od a;
tri Stevila manjsSa od a1, iz Cesar sledi, da je a; Ce-
trti najmanjsi element mnozice {1, 2, 3,4, 5} oziroma
a, = 4. Podobno, ker je x> = 1, je a» drugi najmanjsi
element mnozice {1,2, 3,5}, torej a, = 2. Zaradi
x3 = X4 = 1 dobimo a3 = 3 in a4 = 5. Ko vstavimo
v permutacijo prve Stiri vrednosti, ostane mnoZica z
elementom 1, zato je as = 1.

Vrednosti X1, X2, X3, X4, X5 za  permutaciji
(4,2,3,1,5) in (4,2, 3,5,1) so prikazane v tabeli 1.

X15X23X35X45X5 X1§X2§X33X45X5

3:1:1:0:0[3:1:1:i1:0

TABELA 1.
Vrednosti x; za permutacijo (4,2,3,1,5) (levo) in (4,2,3,5,1)
(desno)

Na podlagi zapisanega bi lahko zapisali algoritem,
ki najprej pretvori vhodni podatek i v Stevke faktori-
alnega Stevilskega sistema x1, x2,..., X5, in nato po-
iSce pripadajoco permutacijo. Algoritem lahko poe-
nostavimo, saj se izkaZe, da ni potrebno shranjevati
Stevk faktorialnega Stevilskega sistema. V ta namen
je potrebno pretvorbo v faktorialni Stevilski sistem
spremeniti tako, da izrac¢un poteka v obratni smeri:
od prve Stevke x; do zadnje x;,.

Postopek spet pojasnimo za primer i = 81. Naj-
prej 81 delimo s 4!. Dobimo koli¢nik 3, ki je enak vre-
dnosti x;. Na naslednjem koraku ostanek pri prej-
Snjem deljenju delimo s 3!, da dobimo x». Nato po-
stopek nadaljujemo Se za x3 in x4. Kot vemo, vedno
velja x5 = 0, zato lahko zadnji izracun izpustimo:

= 81=3-4'+9, x;=3
9=1-3'+3, x2=1
3=1-21+1, x3=1
1=1-1'40, x4=1

Algoritem Vrni permutacijo (Algoritem 1) vrne i-to
najmanjSo permutacijo mnozice {1,2,...,n} glede
na leksikografsko ureditev. V zanki algoritem za vre-
dnost spremenljivke j med 1 in n — 1 izrac¢una ele-
ment permutacije a;. Pri tem si pomaga z mnoZico

28
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E, v kateri imamo elemente mnozice {1,2,...,n}, ki
Se niso bili uporabljeni za konstrukcijo permutacije.
Na zacetku seveda velja E = {1,2,...,n}. Algoritem
spremenljivki x v j-ti ponovitvi zanke priredi vre-
dnost xj. Kot smo Ze pojasnili, je a; enak (x; + 1).
neporabljenemu elementu mnoZice {1,2,...,n}, kar
ustreza (x;+1). elementu mnoZice E, saj po vstavitvi
v permutacijo element a; odstranimo iz E.

Algoritem 1: Vrni permutacijo
1 Vhod: Naravno Stevilo n in nenegativno celo

Stevilo i

2 Izhod: (ai,ao,...,an), i-ta permutacija
mnoZice {1,2,...,n} glede na leksikografsko
ureditev

3 E:={1,2,...,n};
4forj:=1ton—-1do

S S P
5| xi=lgmb
6 i:=imod (n —j)
7 aj = (x +1). najmanjsi element iz E;
8 E:=E\{aj};
9 a, :=elementiz E;

Ce Zelimo izrac¢unati permutacijo mnoZice, ki ni ena-
ka {1,2,...,n}, je potrebno ustrezno spremeniti za-
Cetno vrednost spremenljivke E. Za reSitev problema
24 bi tako dolocili E := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ter
poklicali algoritem Vrni permutacijo za vhodna po-
datka i = 999999 in n = 10.

Konstruiranje nakljucno izbrane permutacije

V tem razdelku bomo pojasnili, kako zapiSemo algo-
ritem, ki vrne nakljutno permutacijo mnoZzice
{1,2,...,n}. Glede na prejsnji razdelek se enostav-
na reSitev ponuja kar sama: na naklju¢en nacin iz-
beremo Stevilo i med 0 in n! — 1 ter nato uporabimo
algoritem Vrni permutacijo (Algoritem 1), ki poisce
i-to permutacijo v leksikografski ureditvi.

Opisana reSitev je sicer res enostavna, a je pri-
merna le za manjSe mnozice. Na zacetku prispevka
smo zapisali vrednost 20!, ki je Stevilo s kar 20 Stev-
kami, kar Ze presega najvecje celo Stevilo, ki ga ima-
mo obic¢ajno na voljo v programskem jeziku. Po-
trebno je torej poiskati algoritem, ki bo deloval tudi
za mnoZice z ve¢jim Stevilom elementov.

RACUNALNISTVO

Poglejmo najprej, kako bi lahko skonstruirali per-
mutacijo mnozice {1,2,...,n}.
Ce zatnemo od desne proti levi, velja:

= a, lahko izberemo na n nacéinov (izbiramo iz
{1,2,...,n});

" a,_1 lahko izberemo na n — 1 nacinov (izbiramo
iz {1,2,...,n}\ {an});

= a,_» lahko izberemo na n — 2 nacinov (izbiramo

iz {1,2,...,n}\ {an,an-1});

L |
= g, lahko izberemo na 2 nacina.

Zgornjo konstrukcijo uporabimo v algoritmu na-
klju¢na permutacija (Algoritem 2). Algoritem vrne
nakljucno izbrano permutacijo, ki jo zgradi iz naj-
manjSe permutacije leksikografske ureditve
a=(1,2,...,n), dolocene v prvi zanki algoritma. V
drugi zanki spremenljivka j teCe od n do 2. Na j-tem
koraku zanke algoritem v spremenljivko i shrani na-
kljuéno Stevilo iz mnozice {1, 2,...,j} in nato zame-
nja i-ti in j-ti element permutacije a.

Algoritem 2: naklju¢na permutacija

1 Vhod: Naravno Stevilon
2 Izhod: nakljucno izbrana permutacija
(ai,...,an) mnoZice {1,2,...,n}

3 for j:=1tondo

4 | aj:=j

5 for j := n downto 2 do

6 L i := naklju¢no celo Stevilo med 1 in j;

7 zamenjaj(a;,a;);

J 1 a ap as ay as
1 2 3 4 5
5 ......... 1 ......... 5 ......... 2 ......... 3 ......... 4 ......... 1
4 ......... 1 ......... 4 ......... 2 ......... 3 ......... 5 ......... 1
3 ......... 3 ......... 4 ......... 2 ......... 3 ......... 5 ......... 1
2 ......... 2 ......... 4 ......... 2 ......... 3 ......... 5 ......... 1
TABELA 2.

Delovanje algoritma naklju¢na permutacija zan =5
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% V tabeli 2 je prikazano delovanje algoritma na-
klju¢na permutacija za n = 5, e so spremenljivki

i prirejene zaporedne nakljucne vrednosti 1, 1, 3
in 2.
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RESITEV
NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 45/6

- Pravilna reSitev nagra-
dne kriZanke iz Seste
Stevilke Preseka je ViSin-
ski kot. Izmed pravilnih
reSitev so bili izZrebani
ROK STRAH iz Ljubljane,
MARIJANA MARINSEK iz
Celja in MARKO KUBALE
iz Rogaske Slatine, ki so
razpisane nagrade pre-
jeli po posti.

X X X
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Disperzija

- Slika na naslovnici je povecava dela vodne gla-
dine s slike 1. Plastenka vode stoji na mizi s temno,
luknjasto plosco.

Luknje so osvetljene od spodaj in tvorijo kontra-
sten vzorec, v katerem svetlo preide v temno na krat-
ki razdalji. Skozi valjasto plastenko so luknje videti
razpotegnjene v vodoravni smeri, pravokotno na ge-
ometrijsko os plastenke. Plastenka deluje kot cilin-
dri¢na leca. Rob lukenj ni obarvan, je tak kot rob lu-
kenj, ki jih vidimo neposredno. Luknje vidimo tudi
skozi gladino vode v plastenki. Te luknje imajo izra-
zito obarvan rob, kot vidimo na fotografiji z naslov-
nice.

Kako pojasnimo ta pojav? Svetloba se na meji
med prozornima snovema lomi tako, da je razmerje
sinusov vpadnega kota « in lomnega kota 8 enako
razmerju lomnih kolicnikov lomne in vpadne snovi:
Ziﬁg = % Lomni Kkoli¢nik snovi je koli¢nik hitrosti
svetlobe v praznem prostoru in hitrosti svetlobe v
snovi. Plasti¢na stena posode pri lomu ne igra po-
membne vloge, ker so njene stene enakomerno de-
bele in tanke. Disperzija ali razklon je pojav, da je
hitrost svetlobe v snovi odvisna od valovne dolZine
svetlobe. V vodi je lomni koli¢nik za vijoli¢no sve-

SLIKA 1.
Plastenka z vodo na mizi s kontrastnim vzorcem.

tlobo z valovno dolZino 400 nm enak 1,339. ManjSa
se priblizno sorazmerno z valovno dolzino in je za
rdeco svetlobo z valovno dolZzino 700 nm enak
1,331. Disperzija povzroci, da se vzporedni zarki
svetlobe z razlicnimi valovnimi dolZinami lomijo v
snov pod razli¢nimi koti. Ce na mejo vpade curek
bele svetlobe, se v snovi razkloni v mavri¢ni Sop Zar-
kov.

Zakaj potem ne vidimo mavric kjerkoli pogledamo
skozi vodo? Svetloba se vidno razkloni le, ¢e vpada
pod dovolj velikim kotom. Curek svetlobe mora biti
vsaj na eni strani zaslonjen, sicer se barve zlijejo
med seboj. To kaZeta primera na sliki 2. Skica kaze
ravnino, ki vsebuje geometrijsko os navpicne valja-
ste plastenke na vodoravni podlagi in o¢i opazovalca
desno od posode. Narisani so le tisti Zarki iz po-
vrsine, ki vodijo do ocesa. Zarki se na navpicni steni
posode zlomijo proti vpadni pravokotnici, modri
bolj kot rdec¢i. Na levi skici je podlage bela in snop
zarkov bele svetlobe se razkloni v Sope mavric¢nih
barv. Te barve se po lomu zlijejo nazaj v belo. Na de-
sni skici opiSimo najprej Zarek iz dela podlage bliZje
plastenki. Ta se najprej lomi, kot prej opisano, nato
pa se zlomi Se na nasprotnem navpi¢nem robu pla-
stenke. Zarki modre in rdece svetlobe so vzporedni.
Pojav razklona je manj izrazit. Zarki iz bolj odda-
ljenega dela podlage izstopijo iz vode na vodoravni
gladini, kjer se ponovno lomijo, tokrat stran od vpa-
dne pravokotnice, spet modri bolj kot rde¢i. Zato na-
stane iz Zarka bele svetlobe divergentni Sop Zarkov
razlicnih barv. Na desni skici je vimes med belima
ploskvicama temna ploskev, iz katere svetloba ne iz-
haja (ponazorjeno s ¢rnim Zarkom). Po razklonu se
barve v omejenem obmocju okoli roba med svetlo in
temno ploskvijo ne zlijejo. Od zgoraj se v temni rob
prelije modra, od spodaj pa rdeca svetloba in zato
vidimo robove svetlih ploskev obarvane.

v v

SLIKA 2.
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