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MATEMATICNI TRENUTKI

- Neobicajno telo
na sliki ima nena-
vadno lastnost: ena
od njegovih ravno-
teznih tock je sta-
bilna, druga pa ne-
stabilna. Ce telo
stoji na spodnji
stabilni tocki in ga
kakorkoli malen-
kost premaknemo,
se bo vedno vrnilo
v izhodiS¢ni polo-
7aj. Na glavo postavljeno telo pa je prav tako v rav-
notezni legi, a ga bo Ze malenkostno drezanje spra-
vilo iz ravnotezja in ¢ez ¢as obrnilo v stabilno lego s
spodnjo stabilno to¢ko na tleh. V to lego se bo telo
vrnilo tudi vsakic, ko ga bomo postavili na katerokoli
drugo tocko.

Ceprav je ze leta 1990 eden od matematikov po-
stavil domnevo, da takSno homogeno telo (to je, ne-
obtezZeno, narejeno iz enakega materiala) obstaja, je
bil njegov obstoj zares potrjen Sele pred desetimi
leti. MadZarska matematika sta zdruzila geometrij-
ske premisleke, matemati¢no programiranje in izje-
mno natancno izdelavo ter ustvarila telo, ki je danes
znano pod imenom Gombdc. Ime v madZarsScini po-
meni, da telo izgleda priblizno tako kot krogla.

Dokazati je mogoce, da v ravnini lik s takSnimi
lastnostmi ni moZen. Raziskovalca sta dokaz naj-
prej poskusSala prevesti na trirazsezna telesa, a jima
to ni uspelo. Namesto, da bi obupala, sta tezave pri
posplositvi obrnila v prid konstrukcije iskanega te-
lesa. Po vec letih ugotavljanja lastnosti nenavadnega
telesa in zbiranja podatkov (med te sodi tudi prebi-
ranje na tisoce kamenckov) sta kon¢no ustvarila prvi
gbmboc. To pa ju ni ustavilo pri iskanju géomboca v
naravnem okolju. Nasla sta dve vrsti Zelv z oklepom,
ki jima omogoca, da se po vsakem premetavanju na
koncu obrneta s pravo stranjo navzgor, ne pa v lego,
ki bi bila zanju smrtno nevarna.

Za vec¢ podrobnejsih informacij priporocamo cla-
nek Mono-monostatic Bodies: The Answer to Arnold’s
Question, ki sta ga objavila P. L. Varkonyi in G. Do-
mokos v reviji The Mathematical Intelligencer jeseni
leta 2006. X X X
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MATEMATICNI TRENUTKI

Carobna telesa

MATEMATIKA

Konstrukcije s hrbtne strani koledarja
(Nada Razpet)

Diofantove knjige

(Marko Razpet)

Stroboskopski efekt

(Peter Legisa)

Ne le levo, desno, tudi gor, dol
(Nada Razpet)

ASTRONOMIJA

Visinski kot nebesnih teles
(Marijan Prosen)

Naloge 11. mednarodne olimpijade iz ﬁnarvléne matematike. ter statistike

astronomije in astrofizike 2017 - drZavno tekmovanje

(Andrej Gustin)
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Lika na nasLovnic: Na fotografiji z naslovnice vidimo od-
seve svetilk in osvetljenih teles, ki se na razburkani re¢ni
gladini raztegnejo v svetle trakove. Trak nastane v navpicni

ravnini, ki vsebuje svetilo in opazovalca. Zaradi perspektive
so trakovi videti skoraj vzporedno. Foto: Peter LegiSa
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MATEMATIKA

Konstrukcije s hrbtne strani

koledarja

N2
NADA RAZPET

- Nekdaj so ljudje skrbno hranili vse popisane in
nepopisane liste papirja. Tako lahko v razlicnih
arhivih najdemo zanimive rokopise, ki pricajo o zi-

vljenju in delu ljudi.

Letos smo med brskanjem po zapusScini dr. Josipa
Plemlja nasSli na hrbtni strani starega koledarja [1]
nekaj konstrukcij trikotnika, za katerega poznamo
osnovnico ¢, vi§ino v, na osnovnico in razliko kotov
¢ = . — B. Z nalogo se je Plemelj seznanil v gim-
naziji. Konstrukcije trikotnikov so Se danes del uc-
nega programa za srednjeSolce (in nekatere tudi za
osnovnosSolce). Nekatere naloge hitro reSimo, druge
pa zahtevajo obSirnejSe znanje povezav med razli¢-
nimi elementi, ki nastopajo v trikotniku. Konstruk-
cija omenjenega trikotnika sodi med zahtevnejSe na-
loge. Nekaj resitev je Plemelj objavil [2].

Nekaj, Se ne objavljenih reSitev te naloge pa smo
nasli na prej omenjeni hrbtni strani koledarja. Ker pa
so na njej le skice (sem in tja je Plemelj sicer zapisal
kaksno opombo), pot do njegovih reSitev ni takoj vi-
dna in jo je treba pravzaprav znova poiskati. Lahko
bi rekli, da smo z geometrijsko raziskavo iz narisane
skice trikotnika nasli pot do konstrukcije. Poleg tega
pa so risbe tudi zbledele, zato so nekatere ¢rte slabo
vidne. Ogledali si bomo dve od Plemljevih Se neobja-
vljenih reSitev s tega koledarja.

Prva resitev

Konstruiraj trikotnik, ¢e je dana osnovnica, viSina
nanjo in razlika kotov ob osnovnici (AB = ¢, v, € =
o — B). Omejili se bomo le na primere, ko je x > 8 in
posledi¢no 0 < € < .

Dopolnimo Plemljevo skico (slika 2).

SLIKA 1.
Plemljevi skici reSitve naloge s hrbtne strani koledarja

Obravnava. Mislimo si, da trikotnik ABC poznamo
in mu oc¢rtamo kroznico X (slika 2). Sredisce kro-
Znice je v tocki O. NariSemo simetralo s stranice c.
Simetrala s seka osnovnico ¢ v tocki M. Skozi tocko
C nariSemo vzporednico p k premici g, ki je nosilka

4
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SLIKA 2.
Dopolnjena Plemljeva skica

osnovnice c¢. Premica p seka simetralo s v to¢ki N.
Trikotnik AOC je enakokraki trikotnik z osnovnico
AC. Na simetrali s si poljubno izberemo tocko O’. V
tocki O’ nariSemo vzporednico k daljici CO. Vzpore-
dnica seka premico p v tocki C’. NariSemo kroznico
K4 s srediScem v O’ in polmerom O’C’. Vzporednica
skozi C’ k stranici AC seka kroZnico K; v tocki A’.
Trikotnik A’O’C’ je tudi enakokraki. Enakokraka tri-
kotnika AOC in A’O’C’ imata vzporedni osnovnici
in en par krakov, kar pomeni, da imata enaka kota
ob osnovnici in posledi¢no enake vse kote, sta si po-
dobna. NariSemo premico A’N, na njej leZi tudi ogli-
Sce A (podobnostni razteg). Tudi trikotnika A'O’'N
in AON sta si podobna, kar lahko bralci sami hitro
pokazejo.

Oglejmo si Se kote. Trikotnik CON je pravokotni
trikotnik s pravim kotom v ogli§¢u N, zato velja

* <OCN = ¢, = g — aNOC.

Kot <COA je srediscni kot, kot <CBA = f, je obodni
kot nad istim lokom AC, zato velja: <COA = 2. Kot
<C'CA = «, saj sta to kota z vzporednima krakoma.
Trikotnik AOC je enakokraki z osnovnico AC in zato
velja:

. <IOAC=<IOCA=y1:g—ﬁ

MATEMATIKA

-2 -aNoC -

<NOC=x-B=c¢

Xty t+té& =T, &1

Iskani trikotnik Se nariSimo. Potrebujemo svincnik,
papir, Sestilo in ravnilo, e riSemo po starem, ali ra-
Ccunalnik z ustreznim programom, recimo GeoGebro,
Ce imamo raje tehnologijo. Sledimo navodilom za
konstrukcijo.

Konstrukcija. Nacrtamo stranico AB = ¢, nariSemo
simetralo stranice ¢, dobimo tocko M. Na simetrali
s iz tocke M odmerimo viSino v, in dobimo toc¢ko
N. Iz tocke N nariSemo vzporednico p k stranici c.
Nekje na simetrali s izberemo tocko O’. Ob simetrali
s z vthom v O’ nariSemo kot ¢ = « — 8, kjer drugi
krak tega kota seka premico p, je tocka C’. NariSemo
premico (N, A) in kroznico K; s srediS¢em v O’ in
polmerom r; = O'C’. PreseciSce kroZnice K, s pre-
mico (A, N) je tocka A’. Nacrtamo daljico A'C’ in
vzporednico k tej daljici skozi tocko A. PreseciSce te
vzporednice in premice p je tocka C, iskano ogliSce
trikotnika ABC. NariSemo trikotnik ABC.

Opomba. Plemelj je izbral lego tocke O’ tako, kot
smo to naredili na skici 2. Mi pa razmislimo, od Cesa
je odvisen izbor lege tocke O’. Drugi krak kota, ki
ima vrh v izbrani to¢ki O’ in en krak na simetrali
s, mora sekati vzporednico p. To pa pomeni, da je
izbor lege tocke O’ odvisen od velikosti kota ¢. Ce
jee< %, potem si izberemo tocko O’ na simetrali s
pod tocko N, ¢e pa je € > g, pa nad tocko N.

Kaj pa ¢e je ¢ = 7? Potem je tocka O’ kar tocka
N. Na premici p si tedaj poljubno izberemo tocko
C’ (slika 3). NariSemo kroznico s srediSCem v N in
polmerom NC’, ki seka premico skozi to¢ki A in N
v tocki A’. Skozi tocko A nariSemo vzporednico s
premico skozi tocki A’ in C’, ki seka premico p v
tocki C. NariSemo trikotnik ABC.

Druga resitev

Oglejmo si Se eno reSitev iste naloge s hrbtne strani
koledarja (slika 1 spodaj). Zopet dopolnimo Plemlje-
vo skico (slika 4). NariSimo iskani trikotnik ABC. Po-
daljsajmo stranico CB skozi ogliSce C. V ogliScu A
nariSemo pravokotnico h. Skozi C potegnemo vzpo-
rednico p k osnovnici c. PreseciSCe premic p in h
je tocka A’. Prezrcalimo tocko C Cez premico h in
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MATEMATIKA

C C' N

N\

SLIKA 3.
Konstrukcija trikotnika, ¢e je razlika kotov o« — 8 = J.

dobimo tocko P. Trikotnik PCA je enakokraki. Na-
riSemo premico (A, P). Presec¢iScCe te premice in pre-
mice (B, C) je tocka D. Trikotniku ABD ocrtamo kro-
znico. SrediS¢e S kroznice leZi na simetrali s stra-

nice c.

SLIKA 4.
Trikotnik PCD je podoben trikotniku ABD.

Trikotnik PCD je podoben trikotniku ABD. Oba
trikotnika imata skupen kot &, kot <DCP je enak
kotu B, en krak je skupen, druga dva kraka pa sta
vzporedna. Para istoleznih stranic, ki oklepata sku-
pni kot &, PD in AD ter CD in BD lezita na istih
premicah. Osnovnici obeh podobnih trikotnikov pa
tudi lezita na vzporednicah. Zato tudi teziSc¢nici tpc
in t4p obeh trikotnikov leZita na isti premici, to pa
pomeni, da tocka D leZi na premici skozi to¢ki A’ in
M, to je na premici t.

Izracunajmo Se kot &. Kot <PCA = <BAC = «. En
krak je skupen, druga dva pa vzporedna. Trikotnik
PCA je enakokraki, zato je <CAP = & = m - 2«.
Torej je

" e=<ADC=mm-B-a-§
=T—-Bf—-x—1+2x

=x-p.

Kot <ADC je obodni kot nad lokom @, kot <ASM
je polovica srediS¢nega kota nad istim lokom, torej
je enak kotu ¢. Trikotnik AMS je pravokotni, zato je
kot = 5 —&.

Zdaj pa na delo. NariSimo iskani trikotnik po na-
vodilih.

Konstrukcija. Nacrtamo daljico AB in njeno sime-
tralo s. RazpoloviS¢e stranice ¢ oznac¢imo z M. V
tocki A nariSemo pravokotnico na osnovnico in na-
njo nanesemo v., dobimo tocko A’. 1z A" nariSemo
vzporednico p k osnovnici. Ob osnovnici z vchom v
A nariSemo kot 6 = % — &. Kjer krak tega kota seka
simetralo s, dobimo tocko S. NariSemo kroZnico s
srediS¢em v S in polmerom v = SA. NariSemo pre-
mico t skozi tocki M in A’. PreseCiSCe premice t in
kroznice je tocka D. PoveZemo toc¢ki D in A. Prese-
CiS¢e daljice DA in premice p je tocka P. Tocko P
prezrcalimo cez premico h in dobimo iskano ogliSce
C. NariSemo trikotnik ABC.

Preucili smo dve razli¢ni Plemljevi konstrukciji is-
tega trikotnika. Spoznali smo, da tudi veliki matema-
tiki skuSajo nalogo resiti na ve¢ nacinov, kar pomaga
pri iskanju ne le novih spoznanj o medsebojnih po-
vezavah med elementi trikotnika, ampak daje namig
tudi za reSevanje drugace zastavljenih nalog.

Literatura

[1] AS 2012, Plemelj Josip, Skatla 3, mapa 58, J. Ple-
melj, Razni matematicni zapiski in rokopisi.

[2] J. Plemelj, Iz mojega Zivljenja in dela, Obzornik
za matematiko in fiziko, 39, 1992, 6, 190-191.
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MARKO RAZPET

Diofant je bil anticni matematik, ki je deloval v
Aleksandriji v Egiptu. O njem ne vemo veliko, niti
priblizne letnice rojstva in smrti ne. Na podlagi
omemb v komentarjih njegovih matemati¢nih del po-
sredno sklepajo, da je Zivel v 3. stoletju naSega Ste-
tja. Prav tako ne vemo, kakSne narodnosti je bil. Ma-
tematika, ki jo je Studiral, se je precej razlikovala
od starogrske, ki je temeljila predvsem na geome-
triji. Diofanta pa so zanimale zlasti enacbe, kar daje
slutiti, da je v Aleksandrijo, takratno veliko znan-
stveno srediSce, priSel iz Mezopotamije, kjer so se
veC ukvarjali z enacbami kot v gr§kem svetu.

O zasebnem Diofantovem Zivljenju Se najvec iz-
vemo iz epitafa, nagrobnega napisa v grskih heksa-
metrih, ki se v prevodu profesorja Franceta KriZanica
(1928-2002) glasijo takole:

Modrec ob grobu postoj, pocasti pepel Diofanta,
leta njegova presStej, odmerjena z voljo bogov.
Sesti del sojenih let ozarja mu sreca otrostva, Se
pol Sestine mini, ko lica poraste mu puh. Let Se
sedmino nato izbere si vdano druzico. Pet let ze
druZzi ju vez, ko se rodi jima sin. Le pol ocetovih
dni je ljubljencu dano Ziveti, radost ocetova vsa
v prerani utrne se grob. Dvakrat dve leti bridko
pretoZi nad tezko izgubo, potlej utrujen Se sam
za vselej zatisne oci.

Ce oznac¢imo z x Diofantovo starost ob njegovi
smrti, potem na podlagi zgornjih heksametrov pri-
demo do enacbe:

X X X

X
E+E+7+5+§+4_x'

MATEMATIKA

ReSitev je x = 84. Diofant je torej zivel 84 let.

Veliko grskih pesmi in napisov, tudi nagrobnih z
Diofantovim vred, je zbral v Grski antologiji mate-
matik in slovnicar Metrodor, ki je verjetno Zivel v 6.
stoletju. V antologijo je vkljucil tudi matematicne
probleme. Gre vec¢inoma za naloge, ki jih reSimo z
enacbami z eno neznanko. Grska antologija je doZzi-
vela vec priredb, prepisov in ponatisov.

Diofant se je predvsem ukvarjal z algebrskimi
enacbami s celimi koeficienti, za katere je iskal re-
Sitve v naravnih ali pa vsaj v pozitivnih racionalnih
Stevilih. Zato ga imajo mmnogi upraviceno za oceta
algebre. Znano je, da je napisal tri dela: Porizme,
O veckotniskih Stevilih in najpomembnejSe, Aritme-
tiko (iz grSke besede arithmos, kar pomeni Stevilo, za
Diofanta pa tudi neznanka). Delo Porizmi velja za iz-
gubljeno, se pa nanj Diofant pogosto sklicuje v Arit-
metiki. Drugo, ne popolnoma ohranjeno delo, ki ni
imelo posebnega vpliva na razvoj matematike, nava-
dno prikljucijo na konec Aritmetike, ki je Diofantovo
najpomembnejSe delo. Diofantovo Aritmetiko so v
stoletjih veliko prepisovali, komentirali, prevajali in
tiskali. Sam Diofant pove na zacetku Aritmetike, da
bo snov obravnaval v trinajstih knjigah (verjetno je
mislil na zvitke). Od teh se nam jih je ohranilo Sest
v gr§cini (obravnavane v [1,2]), okoli leta 1980 pa so
naSli v neki iranski knjiznici Se Stiri druge v arab-
skem prevodu. Le-te po vsebini logi¢no sodijo takoj
za prvimi tremi v grs$¢ini, zadnje tri v gr$cini pa ta-
koj za Stirimi arabskimi (obravnavane so v [3]). Ni
znano, kaj je s preostalimi tremi knjigami. Morda
so za vedno izgubljene, lahko pa se je dogajalo, da
so njihovo vsebino v toku stoletij prerazporejali po
znanih desetih knjigah.

Diofantova Aritmetika je imela velik vpliv tako na
arabsko kot na evropsko algebro. Francoski mate-
matik Francois Viéete (1540-1603) je zelo izboljsal
Diofantov nacin zapisovanja algebrskih izrazov, Pi-
erre de Fermat (1601-1665) pa je znan po tem, da je
Studiral Diofantovo Aritmetiko, ki jo je v latinS¢ino
prevedel Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-
1638) in je izSla leta 1621. Fermat je na rob izvoda
svoje Aritmetike zapisoval razne pripombe, formuli-
ral vec¢ svojih trditev, od katerih nekatere drzijo, ne-
katere pa ne. Med drugim je na rob Aritmetike zapi-
sal tudi znameniti poslednji Fermatov izrek, ki trdi,
da enaCba x™ + y" = z" za naravne eksponente n, ki
so vecji kot 2, nima reSitev v naravnih Stevilih. I1zreka
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Fermat ni dokazal, ¢eS, da sicer pozna zanj cudoviti
dokaz, ki ga pa zaradi pomanjkanja prostora na ro-
bovih Aritmetike ne more zapisati. Posledica tega je
bila, da je veliko slovecih matematikov, pa tudi ama-
terjev, izrek skusalo dokazati, a je trajalo okoli 350
let preden je bil dokazan. Dokaz je dolg in tezak,
posrecil pa se je leta 1993 Anglezu Andrewu Johnu
Wilesu, rojenemu leta 1953.

Oglejmo si nekaj znacilnosti Diofantove Aritme-
tike. Ne vemo zagotovo, kdo je bil Dionizij, ki ga
omenja Diofant na zacetku. Morda je bil kasnejsi
aleksandrijski Skof. Danes bi vsekakor rekli, da je
bilo Ze v Diofantovih ¢asih v modi pisanje namena
knjige. Ta tradicija se je ohranila do danasnjih dni.
Tako pravi Diofant na zacetku svoje prve knjige:

Ker vem, moj zelo spoStovani Dionizij, da si zelo
prizadevas, da bi se naucil reSevati aritmeticne na-
loge, sem Ti torej poskusil znanstveno predstaviti
postopek. Pri tem zaCenjam z opazovanjem narave
in lastnosti stevil, kajti na njih temelji vsa stvar.

Morda se bo snov zdela nekoliko teZka, ker Ti je Se
popolnoma tuja in ker imajo zacetniki pa¢ malo upa-
nja na uspeh. Toda s Tvojo pridnostjo in mojo pred-
stavitvijo bo stvar postala lahko razumljiva, kajti hi-
tro se ucimo, Ce se zdruZita prizadevnost in pouce-
vanje.

Diofant v svoji Aritmetiki, ki bi danes bolj sodila
v algebro in teorijo Stevil, vpelje posebno oznako za
neznanko, pa tudi izraze in oznake za potence ter
odstevanje, uporablja ulomke in enacbe ter pravila
za delo z njimi. Ce je neznank ve¢, jih poimenuje
prva, druga itd. V vseh desetih knjigah Aritmetike,
ki jih poznamo, je zbranih okoli 300 nalog, ki vo-
dijo do algebrskih enacb s celimi koeficienti. Diofant
razlaga, kako jih reSujemo, iSCe pa samo reSitve v na-
ravnih ali vsaj v pozitivnih racionalnih Stevilih. Nega-
tivnih reSitev ne priznava za smiselne. Naloge so lo-
gicno in sistemati¢no razvrscene. Pogosto se sklicuje
na postopke v predhodnih nalogah. Diofantu v Cast
imamo dandanes diofantske enacbe, to so algebrske
enacbe s celimi koeficienti, za katere iS¢emo samo
celoStevilske reSitve. V Aritmetiki se Diofant zadovo-
lji z eno resitvijo, ¢eprav jih je lahko tudi ve¢. Neka-
tere njegove ideje so uporabljali tudi veliki evropski
matematiki, npr. Leonhard Euler (1707-1783).

Da bi se vziveli v Diofantove naloge iz Aritmetike,
si za primer eno oglejmo podrobneje. Spada po [3] v
Cetrto knjigo na sam zacetek. Seveda jo bomo reSe-

vali in komentirali v sodobnem jeziku in s sodobnimi
oznakami. Beseda Stevilo v njej pomeni naravno ali
vsaj pozitivno racionalno Stevilo.

Poiskati Zelimo kubic¢ni Stevili, katerih vso-
ta je kvadratno Stevilo.

Tako se dobesedno (v prevodu) glasi naloga v [3].
Kvadratno (kubi¢no) Stevilo je kvadrat (kub) nekega
Stevila. Diofant je zadovoljen z eno resitvijo.

Ce je $tevilo kvadrat, ga Diofantovi komentatorji
oznacujejo z . Prvo iskano Stevilo oznac¢imo z a,
drugo pa z b. Naloga nas pripelje do enacbe a3 +b3 =
. Diofant izbere a = x, kjer je x neznanka. Nato
vzame b = 2x in zapiSe x3 + (2x)3 = 9x3 = O, nakar
izbere 0 = (6x)? = 36x? in dobi enacbo 9x3 = 36x2.
Racun se lepo izide: x = 4. Dobirezultata = 4,b =
8. Preizkus: 43 + 8% = 576 = 242. Diofant s tem
nalogo konca.

Naloga ima Se druge reSitve v naravnih Stevilih.
Eno, a = 1,b = 2, zlahka uganemo. Preizkus: 13 +
23 = 9 = 32, Toda naloga ima neSteto resitev, kar hi-
tro vidimo, ¢e vzamemo a = k2, b = 2k?, kjer je k po-
ljubno naravno Stevilo. Preizkus: a®+b3 = k®+8k6 =
9k6 = (3k3)2. Vendar tako ne dobimo vseh resitev.
Med njimi npr. ni reSitve a = 7,b = 21. Problem,
kako poiskati vse reSitve, pa Ze presega namen tega
Clanka.

Diofant reSuje veliko nalog na nacin, kakrsnega
smo pravkar spoznali. Najbrz je tako ucil tudi svoje
ucence. Diofantovo genialnost v reSevanju enacb lah-
ko iz danasnje ¢asovne oddaljenosti samo obcudu-
jemo.

T. Heath, A History of Greek Mathematics, Vo-
lume II, Dover Publications, New York 1981.

P. Tannery, Diophanti Alexandrini Opera Omnia
cum Graecis Commentarii, Vol. I, Teubner, Leip-
zig 1893.

J. Sesiano, Books IV to VII of Diophantus Ari-
thmetica in the Arabic Translation Attributed to
Qusta ibn Liiqa, Springer, New York, Heidelberg,
Berlin 1982.
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Stroboskopski efekt

N2
PETER LEGISA

->

Filmanje vrtecega se kolesa

Pri snemanju filmov in videov delamo zaporedne fo-
tografije stanja v kratkih Casovnih presledkih, vsaj
24-krat na sekundo. Ko to zaporedje fotografij pred-
vajamo v enakem tempu, nasi mozgani niso zmozni
individualno zaznati posameznih slik. Povezejo jih
in tako dobimo bolj ali manj dobro reprodukcijo do-
gajanja. Ampak vcasih pride do nenavadnih efektov.
V kavbojskih filmih imamo vozove in kocije z veliko
preckami (Spicami). Kar pogosto se zgodi, da se v
najbolj napetih scenah, ko roparji ali Indijanci zasle-
dujejo dirjajoc¢i voz, v filmu kolesa vrtijo nazaj. Kako
je to mogoce?

Razlaga ni teZka. Vzemimo zaradi lazjega risanja
kolo s Sestimi Spicami, katerega os je pritrjena na
steno nasproti nas. Kolo se vrti v pozitivni smeri,
torej nasprotno smeri urnega kazalca. Snemamo vr-
tenje kolesa. Cas med dvema zaporednima posnet-
koma naj bo T.

Ce se kolo vrti s kotno hitrostjo w, to pomeni, da
se v casu t katerakoli tocka na kolesu (izjema je ne-
gibna tocka na osi) zavrti za kot ¢ = wt.

Pri majhnih hitrostih vrtenja, denimo pri wT = 5°,
se med dvema zaporednima posnetkoma kolo zavrti
za pet stopinj nasprotno smeri urnega kazalca, kot
na sliki 1. NaSa glava to interpretira kot vrtenje v
pozitivni smeri.

Kaj pa, Ce se kolo med dvema zaporednima sli-
kama zavrti to¢no za Sestino polnega kota, torej za
60°? Potem bo na mesto ene precke v naslednjem
posnetku prisla druga zaporedna, kot vidimo na sliki
2. Ker so precke enake oblike, bodo zaporedne slike
enake. (Toc¢ka A je oznacena le na sliki, ne na samem
kolesu.) Pri projekciji videa bomo imeli obcutek, da
kolo stoji.

Zdaj naj se kolo med dvema zaporednima slikama
zavrti za malo vec kot 60 stopinj, denimo za 65°. Za-
poredje posnetkov na sliki 3 je povsem enako kot na
sliki 1, saj so precke enake. Tocka A na samem ko-
lesu seveda ni oznaCena. Zaznamovali smo jo le na
sliki. Navajeni smo, da povezZemo bliZnje elemente

SLIKA 1.
Od enega posnetka do drugega se
kolo zavrti za pet stopinj.

SLIKA 2.
Od enega posnetka do drugega se
kolo zavrti za 60 stopinj.

%
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na zaporednih slikah. Videti bo, kot da se kolo po-
Casi vrti nasprotno smeri urnega kazalca s kotno hi-
trostjo, ki znasa 5/65 = 1/13 resni¢ne kotne hitrosti.
Denimo zdaj, da je wT = 54°. Med dvema zapore-
dnima posnetkoma se kolo zavrti za 54 stopinj kot
na sliki 4. V naslednjem posnetku bo izbrana precka
Sest stopinj za prejSnjo lego naslednje precke. Ko v
glavi poveZemo bliZnje elemente na zaporednih sli-
kah, bomo to interpretirali kot vrtenje v smeri ur-
nega kazalca - kot da se v ¢asu T kolo zavrti za Sest
stopinj v negativni smeri. Se pravi, na filmu bo videti,
kot da se kolo pocasi vrti v napacni smeri s kotno hi-
trostjo, ki znasa 6/54 = 1/9 resniCne kotne hitrosti.

Aliasing ali napaka pri vzoréenju

Zadnje tri napake sodijo v zelo Siroko podrocje, ki ga
v angleScini imenujejo aliasing, kar bi lahko prevedli
kot napaka pri vzorcenju. Zaporedje posnetkov na-
mrec ni ni¢ drugega kot jemanje vzorcev dogajanja.

Latinska beseda alias pomeni drugikrat, ob dru-
gi priloZnosti. Danes alias pomeni tudi drugo ime,
drugo eksistenco. NaSe vrtenje ob zgreSenem vzor-
Cenju dobi drugacen videz, nekak alias, ki je v na-
sprotju z resnicnostjo. Do tega nezazZelenega pojava
bo prislo pri kolesih z veliko preckami Ze pri manjSih
kotnih hitrostih. Do napake bo teZe prislo, ¢e bomo
vzordili bolj na gosto, se pravi, snemali z vec¢jim Ste-
vilom slicic na sekundo.

)
i

Stroboskop

Stroboskop je bliskavica, ki je zmoZna oddajati zelo
kratke bliske drugega za drugim, v enakih casovnih
presledkih, z vnaprej dolo¢eno frekvenco. Frekvenca
je Stevilo ponavljajo¢ih se dogodkov (v naSem pri-
meru bliskov) v ¢asovni enoti. Merimo jo v hertzih
ali hercih. Hertz (Hz) je druga oznaka za s~'. Ime
ima po nemsSkem fiziku Heinrichu Rudolfu Hertzu
(1857-1894). Ta si je slavo pridobil med drugim z
eksperimentalno potrditvijo, da je svetloba elektro-
magnetno valovanje.

Ze za nekaj sto evrov dobimo digitalni stroboskop,
ki je zmoZen frekvenc od 1 do 1500 Hz (se pravi od 1
do 1500 bliskov na sekundo). V klasi¢nih strobosko-
pih je ksenonska cev - kot v fotografski bliskovki.
Zdaj najdemo tudi stroboskope s svetle¢imi diodami
(LED).

Gibajoci se svin¢nik smo na sliki 5 osvetlili z ve-
¢jo fotografsko bliskavico v stroboskopskem nacinu
s 100 bliski na sekundo. Bliskavico smo naravnali na
najmanjso moc¢ (1/128 polne moci), tako da so bli-
ski kar se da kratki. Cas osvetlitve je znasal 1/25
s, zaslonsko Stevilo na kameri smo dolocili s posku-
Sanjem. Bliskavica je v tem casu oddala Stiri zelo
kratke svetlobne impulze, ki so zamrznili gibanje
svincnika.

SLIKA 3.
Med dvema posnetkoma se kolo
zavrti za 65 stopinj.

SLIKA 4.
Med dvema posnetkoma se kolo
zavrti za 54 stopinj.
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Gibajoci se svincnik, osvetljen 1/25 sekunde s stroboskopom
pri 100 Hz.

Premer svincnika je okrog sedem
milimetrov. Ocenite povprecno hitrost gibanja konca
svincnika med posameznimi bliski.

S stroboskopom lahko dolo¢imo kotne hitrosti vr-
tecih se objektov. Kadar objekt nima kake markan-
tne tocke, lahko s kredo naredimo oznako stran od
osi ali pa nalepimo stran od osi kosSc¢ek papirja, izo-
lirnega traka. To je kot kolo z eno samo precko.
Osvetlimo s stroboskopom in spreminjamo frekven-
co stroboskopa. Ko je oznaka videti nepremicna, je
Stevilo polnih obratov na sekundo (= frekvenca) vr-
teCega se objekta ocitno cel veckratnik frekvence v
stroboskopa, se pravi enaka mv, Kkjer je m eno od
Stevil 1,2,3,4 ...

Poskusimo osvetliti objekt nato z dvakratnikom
frekvence v. Ce je kos¢ek spet nepremicen, lahko
spet sklepamo, da je frekvenca objekta cel veckra-
tnik od 2v. Ce vidimo dve kopiji oznake, simetri¢ni
glede na os vrtenja, je frekvenca vrtecega se objekta
kv, kjer je k eno od lihih naravnih Stevil, se pravi
eno od Stevil 1,3,5 ... V tem primeru osvetlimo s
frekvenco 3v ...Tako lahko zozimo nabor moznih
frekvenc. Navadno pribliZzno vemo, koliksna naj bi

FIZIKA

bila frekvenca vrtecega se objekta. S stroboskopom
frekvenco natancneje dolo¢imo.

Avtomehanik ima majhen stroboskop, s katerim
pri bencinskih motorjih posveti na vrteci se razdeli-
lec vZiga in preveri ali nastavi vzig.

Imamo vrtece se kolo s Sestimi
preckami. Pri osvetlitvi s stroboskopom s frekvenco
v je videti nepremicno. Koliksna je frekvenca kolesa
(= Stevilo obratov na sekundo)? Odgovor seveda ni
enolicen.

Denimo, da imamo ponavljajoce se dogajanje. Ce
osvetlitev s pulzirajoco svetlobo (ali snemanje) to do-
gajanje »zamrzne« ali bistveno upocasni, je to pri-
mer stroboskopskega efekta.

Vzemimo, da z video kamero snemamo panora-
mo. Pri tem kamero vrtimo okrog navpi¢ne osi. Ce
osrednji del slike zavzema objekt s ponavljajo¢im se
vzorcem in v dveh ali ve¢ zaporednih posnetkih do-
bimo prakti¢no enake slike, bo videti, kot da se je
v tem Casovnem obdobju naSe vrtenje ustavilo. Pa-
norama bo »cukala«. To je spet primer stroboskop-
skega efekta. Zaradi tega in drugih razlogov navadno
panoramske posnetke vleCemo zelo pocasi.

S stroboskopom lahko odkrijemo ponavljajoca se
dogajanja, ki jih sicer ne bi opazili. Spomnim se,
kako nam je pred leti Presekov urednik dr. Andrej
Likar v Fizikalnem praktikumu osvetlil s strobosko-
pom curek vode iz pipe. Pri doloceni frekvenci smo
videli fantasti¢no drevo, katerega deblo je bil sam cu-
rek. Veje pa so sestavljale kapljice, ki so periodi¢no
odletavale v vodoravni smeri, o€itno na bolj ali manj
istih mestih.

Stroboskopski efekt je lahko tudi nevaren. Neka-
teri obicajni viri svetlobe, kot so fluorescencna raz-
svetljava, LED sijalke (predvsem cenejSe), lahko od-
dajajo svetlobo, ki bolj ali manj utripa s frekvenco
100 Hz. (Poudarek je na »lahko«; dobre fluorescen-
¢ne in LED svetilke so neproblemati¢ne in oddajajo
prakticno konstanten svetlobni tok.) Denimo, da s
tako utripajoco svetlobo osvetljujemo naSe vrtece se
kolo in v ¢asu 10 ms od enega do drugega utripa
precka pride pribliZno na mesto neke druge precke.
Ce nismo pozorni, lahko dobimo vtis, da kolo stoji ali
se giblje pocasneje kot v resnici. Podobno se lahko
zgodi s Sivalnim strojem: videti je lahko, kot da igla
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stoji, Ceprav se giblje s 100 (ali 200) vbodi na se-
kundo. To je dejansko lahko vzrok nesre¢ v delav-
nicah in tovarnah.

O vzrokih takega, v obi¢ajnih razmerah prakti¢no
nevidnega utripanja sijalk smo vec¢ povedali v ¢lan-
kih LED sijalke in Zarnice in sijalke v Cetrti in peti
letosnji Stevilki Preseka.

Ce bi na hitro radi preverili utripanje svetlobe,
vzemite svincnik. Hitro mahajte z njim sem ter tja
blizu svetila. Ce svetloba resno utripa, boste videli
zaporedje zamaknjenih slik svin¢nika. Fotografija 6
gibajoCega se svincnika je bila posneta pod ceneno,
majhno in lahko LED sijalko (z mo¢jo 4 W). Cas osve-
tlitve je znaSal 1/25 sekunde. Vidimo, da je svinc-
nik v tem ¢asu dozivel Stiri svetlobne »sunke«. Med
njimi pa je bilo za kratek cas svetlobe zelo malo. V
1/25 sekunde je sijalka utripnila Stirikrat, v eni se-
kundi utripne torej okrog 4 x 25 = 100 krat. Primer-
jajmo s sliko 5, pa vidimo, da ta sijalka deluje kot
slab stroboskop z eno samo frekvenco. Kot smo vi-
deli v prej omenjenih ¢lankih, je frekvenca utripanja
dvakratnik frekvence omreZne napetosti, torej na-
tancno 100 Hz. Stroboskopski efekt moti, ¢e imamo
hitro gibajoCe se objekte ali pa ¢e hitro premikamo
pogled. Zato utripajoca svetloba ni dobra za branje.

SLIKA 6.
Svincnik v gibanju, osvetljen 1/25 sekunde s poceni LED
sijalko.
X X X

Ne e |evo,
desno, tudi
gor, dol

N \Z
NADA RAZPET

- Iz vsakdanjih izkuSenj vemo, da sta na zrcalnih
slikah leva in desna stran zamenjani. Kaj Ze to po-

meni? Naredimo poskus.

Pred navpic¢no postavljeno ravno zrcalo postavimo
prometnika, ki v desni roki drzi lopar. Slika prome-
tnika nastane za zrcalom, na enaki razdalji, kot je
prometnik oddaljen od zrcala. Lopar, ki ga drZi pro-
metnik v svoji desni roki, ima na zrcalni sliki v levi
roki. Zamenjani sta torej leva in desna stran. Ali
lahko zamenjamo tudi gor in dol?

Da bomo lahko odgovorili na to vpraSanje, nare-
dimo prej Se en poskus.

SLIKA 1.
Prometnik drzi lopar v desni roki, na zrcalni sliki pa ima lopar
v levi roki.

12
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Dve, med seboj pravokotni ravni zrcali

Zdaj prometnika postavimo pred dve, med seboj pra-
vokotno postavljeni ravni zrcali. Kaj vidimo v zrcalu,
je seveda odvisno od lege opazovalcevih oci. Pri dveh
med seboj pravokotnih zrcalih lahko, ¢e se prav po-
stavimo, poleg prometnika samega vidimo Se tri nje-
gove slike. Fotografijo na sliki 2 smo obrezali tako,
da je vidna le tista slika, ki nas trenutno zanima.

SLIKA 2.

Pred dve, med seboj pravokotni ravni zrcali postavimo prome-
tnika. Tudi na sliki drzi prometnik lopar v desni roki. Spodaj:
Potek enega od Zarkov po odboju od obeh zrcal. Leva in desna
pri tej sliki nista zamenjani.

FIZIKA

Kaj opazimo? Tudi na sliki ima prometnik lopar
v desni roki. Slika prometnika je nastala po odboju
zarkov od obeh zrcal (slika 2). Ta primer nam daje
namig, kako bi tudi v ravnem zrcalu lahko videli sliko
prometnika, postavljenega na glavo.

Vrtimo zrcali

Dve ravni zrcali z lepilnim trakom zalepimo po enem
od robov in ju pritrdimo na nosilec tako, da sta med
seboj pravokotni, hkrati pa sta glede na vodoravno
ravnino nagnjeni za 45°, kot kaze slika 3.

SLIKA 3.
Dve, med seboj pravokotni ravni zrcali postavimo na vrtljivi
nosilec.

Na papir nariSemo krog, oznac¢imo sredisce kroga
in ga razdelimo najmanj na Stiri enake dele, da bomo
laZje spremljali povezavo med zasukom zrcal in sli-
ko prometnika. Zrcali z nosilcem postavimo tako, da
se sti¢ni rob zrcal ujemo z enim od premerov kroga,
sredina sticnega roba pa je nad srediS¢em kroga.
Nad zrcali, vzporedno s podlago, pritrdimo prome-
tnika. Nosilec z zrcaloma vrtimo v vodoravni ravnini
(x,y) okrog navpitne osi z. Opazujemo z mesta,
s katerega vidimo tisto sliko prometnika, ki nastane
po odboju od obeh zrcal. Ko zrcali zavrtimo za kot
«, se slika predmeta zavrti za kot 2«, kot kazejo
slike 4.

NariSimo Se ustrezno skico (slika 5). Namesto ce-
lega predmeta bomo preslikali le eno tocko in pogle-
dali, kako se spreminja lega slike tocke po odboju od
obeh zrcal v odvisnosti od zasuka zrcal.
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SLIKA 4.

Predmet je pritrjen nad zrcaloma in se med poskusom ne pre-
mika, slika v zrcalih se obraca. Ko se zrcali zasukata za 45°, se
slika zavrti za 90°, ko pa ju zasukamo za 90°, se slika zasuka
za 180°. Tudi slika fotografove glave se je zavrtela, ceprav fo-
tografira vedno z istega mesta. Opazujemo le sliko, ki nastane
po odboju od obeh zrcal.

Opazovalec

(0, yo, z0)

Zs

T”(Xa ¥, —120)

T =0)

SLIKA 5.
Zrcali zavrtimo za kot & okrog navpicne osi (oznacena z modro
barvo), slika tocke se po odboju od obeh zrcal zavrti za kot 2«.

Slika tocke T po odboju od obeh zrcal je tocka
T" (x1,¥1,21). Pri zasuku zrcal riSe tocka T"’ kro-
7ni lok s srediS¢em na osi z. Lok lezi v ravnini, ki
je vzporedna z ravnino (x,y), torej je koordinata
z1 = —z¢ te toCke konstantna. Racun je nekoliko
zahtevnejsi, zanj je potrebno osnovno znanje o pre-
slikavah z vektorji.

Os vrtenja je os x

Dve pravokotni ravni zrcali zdaj postavimo tako, da
sta nagnjeni za 45° proti navpi¢ni ravnini (ravnini
¥, z), in ju vrtimo okrog osi x. Gledamo se v zrcali
in ju hkrati vrtimo. Skupaj z zrcaloma se suka tudi
nasa glava.

Vemo, da s krogelnimi konkavnimi zrcali obrnemo
sliko predmeta na glavo. Poskusimo to s konkavnim
cilindri¢nim zrcalom, ki ga lahko izdelamo sami.

Konkavno cilindricno zrcalo

Konkavno cilindri¢no zrcalo izdelamo iz pravokot-
nega kosa zrcalne folije, ki jo pritrdimo na okrogel
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obroc¢ ali notranji obod valjastega lonca. Obroc¢ vr-
tljivo pritrdimo na nosilec. Razdalja d prometnika
do zrcala naj bo v < d < 2v, pri Cemer je v pol-
mer obroca, na katerem je pritrjena folija. Ravnino
obroca zavrtimo najprej za pribliZno 45°, nato pa za
90° (slika 6). Slika prometnika se zavrti za 90° ozi-
roma 180°. Slika prometnika se pri zasukanem zr-
calu ukrivi. Opazimo Se, da leva in desna stran tudi
tu nista zamenjani, slika prometnika lebdi v zraku in
je realna.

Ponazorimo si to Se s skicami (slika 7). Zrcalo je
del plasca pokoncnega valja. NariSemo Se os valja.
Zrcalo nagibamo tako, da spreminjamo naklon osi
valja v ravnini (z, y).

Zadnja skica na sliki 7 ja pogled v smeri osi z
na ravnino (x, y). Opazimo, da je slika Stirikotnika
ukrivljena.

FIZIKA

SLIKA 6.

Predmet je pred konkavnim cilindri¢-
nim zrcalom in se med poskusom ne
premika. Ko obro¢ zavrtimo za kot
45°, se slika zavrti za kot 90°, ko pa
ga zasukamo za kot 90°, se slika za-
suka za 180°.

SLIKA 7.

Os valja zavrtimo za kot 45° v rav-
nini (v, z), slika Stirikotnika (ozna-
¢eno s ¢rno barvo) se zavrti za 90°.
Stranice slike Stirikotnika so zakri-
vljene in ne lezijo v isti ravnini (za-
dnja slika). Slika je realna.

Se sami se poglejte v cilindri¢no zrcalo. Ce bi imeli
vecja zrcala, bi lahko stali pred njim, nasa slika pa bi
leZala v zraku. Na podoben nacin v hiSah eksperi-
mentov navidezno premagajo teZnost in ljudje leb-
dijo v zraku oziroma stojijo na glavah.

Literatura

[1] S. Derman, An optical puzzle that will make your
head spin, Phys. Teach. 19 (1981), 395,

[2] A.]J. DeWeerd, S. E. Hill, The Dizzying Depths of
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ASTRONOMIJA

Visinski kot nebesnih teles

NN
MARIJAN PROSEN

- ViSinski kot nebesnih teles je temeljni pojem iz
astronomske geometrije, ki ga je treba obvladati,

dobro poznati in razumeti. Napisano je elemen-

tarno. Razumeti ga morejo Ze ucenci sedmega ra-
zreda nase osnovne $ole. V ¢lanku si bomo natanc-
neje ogledali viSinski kot Sonca in zvezd, omenili

pa bomo tudi visSinski kot Lune in planetov.

Visinski kot Sonca

VisSinski kot Sonca (ne viSina Sonca) je kot med vo-
doravno ravnino in smerjo proti Soncu, natanc¢nejSe
proti srediS¢u S Sonca. Ta kot lahko pokaZzemo z ro-
kama. Iztegnjeno levo roko usmerimo proti Soncu, a
vanj ne gledamo, z iztegnjeno desno roko pa z vodo-
ravnim gibanjem roke nakazemo vodoravno ravnino.
Kot med levo roko in v mislih nakazano ravnino je
viSinski kot Sonca.

Sonce se vsak dan giblje na nebu od vzhoda do
zahoda. To je njegovo navidezno dnevno gibanje.
Vsak trenutek je Sonce drugje na nebu. Zato v bistvu
govorimo o trenutnem viSinskem kotu Sonca, saj se
s Casom spreminja. Pozneje bomo besedo trenutni
izpuscali.

Sonce vsak dan vzide in zaide. Vsak dan pride tudi
v najvisjo lego na nebu ali najviSjo lego nad obzor-
jem. Ob vzidu je viSinski kot Sonca nic (0°), dopoldne
se kot veca, ker se Sonce dviga, opoldne je Sonce naj-
viSje in zato je njegov viSinski kot opoldne najvec;ji.
Popoldne se Sonce spusca in njegov viSinski kot se
manjsa, ob zaidu pa je spet nic.

Opoldne je Sonce najviSje na nebu v juzni smeri.
To je najvelicastnejsi dogodek dneva, saj Sonce ob
jasnem dnevu v tej legi najmoc¢neje greje, se najmo-
gocneje razdaja. Je pa ta lega Sonca tudi pomembna
za orientacijo. Ce smo s trebuhom obrnjeni proti

Sonce

S (nebesno telo)

|
|
|
|
|
A/JD:
SI
0

vodoravna ravnina

SLIKA 1.

« - (trenutni) visinski kot Sonca, to je kot med smerema OS
in OS’, O - opazovalis¢e (nase oci); namesto Sonca si lahko
predstavljamo Luno, planet, zvezdo ali kako drugo vesoljsko
telo.

Soncu, je za nami sever (kamor kaZe naSa senca),
levo je vzhod, desno pa zahod.

Opoldne govorimo o opoldanskem viSinskem kotu
Sonca ali viSinskem kotu Sonca opoldne ali tudi o vi-
Sinskem kotu opoldanskega Sonca. V tem primeru
leZita naSe opazovaliS¢e O in Sonce v navpicni pol-
dnevniski ali meridijanski ravnini, ki gre skozi pol-
dnevnico, to je premico sever-jug. Poleti je Sonce
opoldne viSje na nebu kot pozimi, zato je opoldan-
ski viSinski kot Sonca poleti vecji kot pozimi.

Opoldanski viSinski kot Sonca v kakem kraju je
odvisen od lege kraja na Zemlji oziroma od zemljepi-
sne Sirine tega kraja @ in lege Sonca glede na
zvezde oziroma od njegove deklinacije &, ki se med
letom spreminja v mejah od —23,5° (zimski solsticij)
do +23,5° (poletni solsticij). Opoldanski viSinski kot
« Sonca doloCenega dne (datuma) v letu, ko je 6 de-
klinacija Sonca, je v kraju severne Zemljine polute z
doloceno ali znano zemljepisno Sirino ¢ enak

= x=90°-@ + 9.

V naSih krajih opoldanski viSinski kot Sonca nikoli
ne doseze 90°. To pomeni, da Sonce nikoli med le-

18
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tom ne pride v nadglaviS¢e (zenit), natan¢no nav-
pi¢no na nebo nad nami. V nekaterih krajih pa pride.
Poglejmo, v katerih.

Enacbo za opoldanski visinski kot Sonca doloce-
nega dne v letu zapiSimo nekoliko drugace, takole:
o =90°— (@ —9). Daje o = 90°, mora biti (p — ) =
0 oziroma @ = §, ko je zemljepisna Sirina kraja
enaka deklinaciji Sonca. To je v tistih krajih, ki leZijo
med juZnim in severnim Zemljinim povratnikom z
zemljepisnima Sirinama —23,5° in +23,5°, torej Se v
krajih na obeh povratnikih in seveda na Zemljinem
ekvatorju. Matematic¢no to zapiSemo: —23,5° < @ <
+23,5° in preberemo, da @ leZi med vrednostma
—23,5° in +23,5° in jima je tudi enak.

Zgleda

= KolikSen je opoldanski viSinski kot Sonca v Kranju
S @ = 46° ob poletnem Soncevem obratu (21. 6.),
ko je 6 = 23,5°?
Opoldanski viSinski kot Sonca v Kranju tega dne
jeax=90°—@ + 6 =90° —46° + 23,5° = 67,5°.

= V nekem kraju na severni Zemljini poluti je sredi
aprila, ko je 6 = 10°, opoldanski viSinski kot Sonca
enak o = 25°. KolikSna je zemljepisna Sirina @
tega kraja?
Iz enacbe za opoldanski viSinski kot Sonca sledi
@ =90° -+ 06 =90°—-25°+10° = 75°.

Naloge

= Koliko meri opoldanski viSinski kot Sonca v Kra-
nju s @ = 46° ob zimskem Soncevem obratu (21.
12.), ko je 6 = —23,5°? [20,5°]

= Slika 2 velja za naSe kraje. OpiSite, kaj prikazuje;
posebej v - viS§ina navpicne palice, d - opoldanska
dolzina sence palice. Kaj se dogaja z opoldansko
dolzino sence palice v navedenih datumih med le-
tom?

= [z Slovenije, kjer za kraje lahko pribliZno vzame-
mo kar @ = 45°, nekega dne opazujemo Sonce
in izmerimo opoldanski viSinski kot Sonca 30°. V
katerem letnem ¢asu ga opazujemo, spomladi, po-
leti, jeseni ali pozimi? [6 = —15°; to je jeseni, okoli
1. novembra; uporabimo Astronomske efemeride.]

= Katerega dne pride v krajih na Zemljinem ekva-
torju Sonce opoldne v zenit? [Ob enakonocju.]
Opomba. Postavite to vpraSanje Se drugace (z
opoldanskim visSinskim kotom Sonca, ki je 90°).

ASTRONOMIJA

SLIKA 2.

= V Ljubljani s ¢ = 46°3’ smo pozimi izmerili opol-
danski viSinski kot Sonca enak 20°. Ali je to mo-
goce?

Visinski kot zvezde

Visinski kot zvezde (ne viSina zvezde) je kot med vo-
doravno ravnino in smerjo proti zvezdi. Tudi ta kot
lahko pokaZzemo z rokama. Iztegnjeno levo roko
usmerimo proti zvezdi, z iztegnjeno desno roko pa
z vodoravnim gibanjem roke nakaZemo vodoravno
ravnino. Kot med iztegnjeno levo roko in v mislih
nakazano ravnino je viSinski kot zvezde.

Ko je zvezda na obzorju, v vodoravni ravnini, je
njen visinski kot 0 (0°), ko pa je navpi¢no nad nami,
v nadglavi$cu, je njen viSinski kot 90°.

Zvezde se gibljejo na nebu. To je njihovo navi-
dezno gibanje (krozenje), do katerega pride zaradi
vrtenja Zemlje. Glede na to, kje na nebu se gibljejo,
razlikujemo zvezde nadobzornice, vzhajalke in po-
dobzornice. 1z doloc¢enega kraja lahko opazujemo le
nadobzornice, saj so stalno na nebu, in vzhajalke, ki
vzhajajo in zahajajo in so ene ve¢, druge manj ¢asa
nad obzorjem. Podobzornic pa iz tega kraja ne mo-
remo opazovati, ker nikoli ne pridejo nad obzorje in
jih sploh ne moremo videti.

Zvezde spreminjajo svojo lego glede na predmete
na obzorju opazovaliS¢a. Zato se spreminjajo tudi
njihovi viSinski koti. Govorimo spet o (trenutnem)
viSinskem kotu opazovanih zvezd, saj se s ¢asom
spreminja. Zaznavamo le viSinski kot vzhajalk in na-
dobzornic.

%
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Obravnavali pa bomo le viSinski kot vzhajalke za
kraje na severni Zemljini poluti. Sonce je vzhajalka.
Kakor Sonce tudi zvezda vzhajalka vzide in zaide. V
Casu enega dne, v 24-ih urah, pride vsaka vzhajalka
enkrat tudi v najviSjo lego na nebu ali v najvisjo lego
nad obzorjem kakega kraja. Vsaka vzhajalka ob svo-
jem casu. Ob vzidu zvezde je njen viSinski kot nic¢
(0°). Ko se zvezda dviga, se kot veca, ko pride naj-
viSje, je viSinski kot zvezde najvecji. Potem se zvez-
da spusca in njen visSinski kot se manjsa, ob zaidu
zvezde pa je spet nic.

Zvezde vzhajalke pridejo v najvisjo lego na nebu
vedno v juzni smeri, na juzni strani neba, in sicer
vsaka zase, kot Ze receno, v razlicnem c¢asu. Takrat
dosezZejo najvecji viSinski kot in nase opazovaliS¢e O
ter zvezda lezita v poldnevniski ravnini. Zvezda, ki
se giblje dalj ¢asa nad obzorjem oziroma ima daljSi
lok gibanja nad obzorjem, precka to ravnino viSje in
ima zato vecji najvecji viSinski kot kakor zvezda, ki
se giblje manj ¢asa nad obzorjem.

Najvecji viSinski kot zvezde v poldnevniski ravnini
je za kako opazovaliS¢e odvisen od njegove lege na
Zemlji oziroma od zemljepisne Sirine ¢ opazovali-
§ca in lege zvezde na nebu oziroma od njene dekli-
nacije 9, ki pa se med letom ne spreminja. Najvecji
viSinski kot « zvezde z deklinacijo 6 ob njenem pre-
hodu ¢ez poldnevniSko ravnino za kraje z znano ze-
mljepisno Sirino @ na severni Zemljini poluti je tako
za vse dni v letu enak in je

= x=90°-@ + 6.

Zanimive so predvsem zvezde, ki pri svojem navi-
deznem gibanju pridejo na nebu natan¢no nad naso
glavo, v nadglaviSce. V nadglavisce seveda pridejo le
doloc¢ene, izbrane vzhajalke (in tudi nadobzornice).

Poglejmo, katere vzhajalke s pozitivno deklinacijo
(6 > 0) lahko v krajih s pozitivho zemljepisno Sirino
(p > 0; to je na severni Zemljini poluti) pridejo v
nadglavisce, da gredo Cez krajevni nebesni poldnev-
nik natan¢no nad glavo, ko je njihov visinski kot na-
tanko 90°.

To ugotovimo iz enacbe za najvecji viSinski kot
zvezde, ki jo spet zapiSemo takole: «x = 90°— (@ —9).
Da je viSinski kot &« = 90°, mora biti (p — ) = 0
oziroma @ = 6. Povedano z besedami: zemljepi-
sna Sirina kraja mora biti enaka deklinaciji zvezde.
V krajih, ki imajo takSno zemljepisno Sirino, kot je
deklinacija zvezde, taka zvezda pride v nadglavisce.

Ena taka, celo idealna zvezda za naSe kraje, je sve-
tla zvezda Kapela ali Koza z 6 = 46°, ki lezi v ozvez-
dju Voznik. Sredi zime je ponoc¢i natanko nad naso
glavo. Druga (ne ravno idealna) zvezda pa je prav
tako svetla zvezda Vega z 6 = 39° v ozvezdju Lira,
ki je poleti ponoci blizu nadglavis¢a. O tem se lahko
prepricamo z racunom in/ali z opazovanjem zvezd.
Za druge kraje pridejo v poStev druge zvezde, da pri-
dejo v nadglaviSce.

Na nebu pa je Se ena posebno zanimiva zvezda.
Visinski kot se ji skoraj ne spreminja. LeZi zelo blizu
severnega nebesnega pola, komaj 0,7° oddaljena od
njega. Tej nadobzornici je ime Severnica (Polarnica).
Navidezno se giblje tik okrog severnega nebesnega
pola (kroZzi po skrajno majckeni kroZnici) in se ji zato
viSinski kot skrajno malo spreminja.

i W [

SLIKA 3.

Lega Severnice na nebu v neposredni blizini severnega nebe-
snega pola za nase kraje - podnevi in ponoci prakticno lezi v
isti tocki neba, kar uporabimo za no¢no orientacijo. Ce smo
obrnjeni proti Severnici, je pred nami sever N, za nami jug S,
desno vzhod E, levo zahod W; O - opazovalis¢e, P - severni
nebesni pol, kjer v neposredni blizini lezi Severnica, B - viSin-
ski kot severnega nebesnega pola (priblizno visSinski kot Sever-
nice), to je kot med vodoravno ravnino (obzorjem) in smerjo
proti severnemu nebesnemu polu. Dokazati je mogoce, da je
viSinski kot severnega nebesnega pola enak zemljepisni Sirini
kraja na severni Zemljini polkrogli. To je preprost nacin do-
lo¢anja zemljepisne Sirine kraja. Ce izmerimo visinski kot Se-
vernice, priblizno dolo¢imo oziroma ocenimo zemljepisno Si-
rino kraja. Opomba. Pri razlagi tega pojma na osnovni stopnji
lahko vzamemo, da Severnica lezi kar v P, saj je razlika med
legama severnega pola in Severnice manjsa od 1°.
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Zgleda

= KolikSen je najvecji viSinski kot svetle zvezde Ve-
ge vKranju s @ = 46°, Ce ima deklinacijo 6 = 39°?
Najvecji viSinski kot Vege je «x = 90° — @ + 6 =
90° — 46° + 39° = 83°.

= V nekem kraju na severni Zemljini poluti opazu-
jemo zvezdo z 6 = 25° v poldnevniski ravnini in
izmerimo njen najvecji viSinski kot o« = 60°. Koli-
kSna je zemljepisna Sirina ¢ tega kraja?
Iz enacbe za viSinski kot zvezde sledi ¢ = 90° —
o+ 6 =90°—-60° +25° = 55°.

Naloge

= Koliko meri najvecji viSinski kot svetle zvezde
Arktur v Ljubljani s ¢ = 46°, Ce je njena dekli-
nacija 6 = 19°? [63°]

= Iz Slovenije, kjer za zemljepisno Sirino krajev lah-
ko priblizno vzamemo kar ¢ = 45°, opazujemo
zvezdo in izmerimo njen najvecji viSinski kot 77°.
Kolik$na je deklinacija te zvezde? [6 = 32°]

= Kaj prikazuje slika 47

SLIKA 4.

= 7 iztegnjeno roko in prsti poskusite ugotoviti vi-
Sinski kot Severnice in s tem oceniti zemljepisno
Sirino vaSega kraja.

= Kako se najbolj preprosto prepricate, da se viSin-
ski kot Severnice skoraj ne spreminja? Pomislite
na nekaj no¢nih opazovanj Severnice iz vedno is-
tega opazovalisca.

ASTRONOMIJA

= Katera zvezda pride v nadglaviS¢e v kraju s ¢ =
32°? [Zvezda z 6 = 32°.]

= Koliko meri zemljepisna Sirina opazovali$ca, v ka-
terem opazujemo zvezdo z deklinacijo 65°35" v
zenitu? [@ = 65°35']

= Katere zvezde vidimo v krajih na Zemljinem ekva-
torju natanc¢no nad glavo? [Zvezde z 6 = 0°.]

= Katere zvezde vidimo na severnem Zemljinem
polu natanko v nadglavis¢u? [Nobene, saj tam ven-
dar leZi severni nebesni pol, Sele zelo blizu pola,
manj kot 1°, pa leZi Severnica.]

Visinski kot Lune in planetov

Luna in planeti se navidezno gibljejo v zodiaku, to
je pasu na nebu +8° ob ekliptiki, letni poti Sonca na
nebu. Zato v nasih krajih ne morejo priti v nadgla-
vi§ce. Kar velja za viSinski kot Sonca in zvezd, velja
tudi za viSinski kot Lune in planetov (razen to, da je
deklinacija konstantna).

Zgled

Recimo, da je Jupiter viden v ozvezdju Dvojcka in
ima deklinacijo okoli 31°. Koliki je pribliZno njegov
najvecji viSinski kot za kraje v Sloveniji?

Tajex=90°— @+ 6 =90° —45° + 31° = 76°. Pa
smo vzeli zelo veliko deklinacijo planeta. Kot 76° je
Se dale¢ od pravega kota, da bi bil Jupiter v zenitu.

Nebesna telesa, ki se na nebu gibljejo v zodiaku,
v naSih krajih nikoli ne pridejo v nadglaviSc¢e. Tudi
Luna ne. Kar opazujte jo.

Literatura
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Naloge 11. mednarodne
olimpijade iz astronomije
in astrofizike 2017

NN
ANDRE] GUSTIN

- Mednarodna olimpijada iz astronomije in astrofi-
zike (MOAA) je mednarodno tekmovanje iz znanja,
na katerem sodelujejo dijaki in dijakinje iz 45-ih
drzav. DeleZ drzav, ki se udelezujejo MOAA, pred-
stavlja vec kot 90 odstotkov svetovne populacije.
Namen tekmovanja je popularizacija astronomije
in astrofizike med mladimi in je najpomembnejSe
tovrstno tekmovanje na svetu. Slovenija je leta
2017 na MOAA sodelovala peti¢. Na MOAA je Ste-
vilo zlatih medalj manjsSe od 5 % Stevila vseh ude-
leZencev, zato je prejem takega priznanja Se toliko

vecji uspeh.

11. MOAA je potekala med 12. in 20. novembrom
2017 na otoku Phuket na Tajskem. Vseh tekmoval-
cev je bilo skupno 214. V slovenski ekipi, ki sta
jo na olimpijadi spremljala Andrej Gustin in KriStof
Skok, so bili dijaki Luka Govedi¢, Rok Kova¢, Aleksej
Jurca, Urban Ogrinec, Marko Cmrlec. Aleksej Jurca je
na olimpijadi zasedel prvo mesto in postal absolutni
zmagovalec. Ta neverjetni in teZko ponovljivi uspeh
sta dopolnila Marko Cmrlec in Luka Govedic¢, ki sta
prejela pohvali.

Tokrat prinaSamo nekaj nalog 11. MOAA, resSitve
pa bomo objavili v prihodnji Stevilki Preseka; neu-
Cakani jih lahko najdejo na tem spletnem naslovu:
i0aa2017.posn.or.th/question.php

SLIKA 1.
Aleksej Jurca, najboljSi mladi astronom na svetu (Foto: Andre;j
Gustin).

Analema na drugem planetu

Navodilo. Na podlagi slike 2 dolo¢i nagib vrtilne osi
namiSljenega planeta na njegovo ravnino kroZenja
okoli neke zvezde.

Veliki Magellanov oblak nad Phuketom

Nebesne ekvatorialne koordinate Velikega Magella-
novega oblaka (LMC) so: rektascenzija = 5 h 24 min;
deklinacija= —70°00’.

Geografske koordinate Phuketa so: zemljepisna
Sirina= 7°53’; zemljepisna dolZina= 98°24’ vzho-
dno.
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scever 5°

SLIKA 2.
Analema na povrsju planeta

Izracunaj datum, ko LMC v Phuketu kulminira ob
21.00 uri po lokalnem casu. Leta 2017 je zvezdni
¢as (GST) na Greenwichu 1. januarja ob 00h UT 6 h
43 min, Phuket pa je v ¢casovnem pasu UT + 7 ur.

Sinhroni satelit

Sinhroni satelit je satelit, ki okoli Zemlje kroZi z ob-
hodnim ¢asom, ki je natan¢no enak vrtilni dobi Ze-
mlje. ViSina takega satelita nad povrSjem Zemlje je
35 786 km. Satelit poSljejo v sinhrono orbito, pri Ce-
mer je ravnina njegove orbite nagnjena za © = 6,69°
glede na ekvatorialno ravnino. Natanc¢no izracunaj
najve¢jo mozno visino satelita nad obzorjem za opa-
zovalca na zemljepisni Sirini ¢p = 51,49°. Loma sve-
tlobe v ozracju ne upostevaj.

ASTRONOMIJA

Betlehemska zvezda

Velika konjunkcija je za opazovalca na Zemlji ko-
njunkcija Jupitra in Saturna. Predpostavi, da imata
Jupiter in Saturn kroZne orbite v ravnini ekliptike.
Cas med dvema zaporednima konjunkcijama lah-
ko ob opazovanju z Zemlje malo niha, vendar je pov-
precen cas enak za opazovalca iz srediS¢a Osoncja.

= Doloc¢i povprecno periodo velike konjunkcije (v le-
tih) in povprecen heliocentricni kot med dvema
zaporednima velikima konjunkcijama (v stopin-
jah).

= Naslednja velika konjunkcija bo 21. 12. 2020 z
elongacijo 30,3° vzhodno od Sonca. Oceni, v ka-
terem ozvezdju se bo to zgodilo. (Podaj IAU la-
tinsko ime ali IAU kratico za ozvezdje, npr. Ursa
Major ali UMa.)
Leta 1606 je Johannes Kepler pokazal, da lahko
v dolocenih letih pride do treh konjunkcij na leto
zaradi retrogradnega gibanja planetov. Pokazal je
tudi, da je do taksSnega dogodka priSlo leta 7 pr.
n. St., ki bi lahko bil kandidat za t. i. Betlehemsko
zvezdo. Za nadaljnje izracune lahko zanemari$§
precesijo Zemljine vrtilne osi.

= QOceni, v katerem ozvezdju se je zgodila velika ko-
njunkcija leta 7 pr. n. St. (Podaj IAU latinsko ime
ali TAU kratico za ozvezdje, npr. Ursa Major ali
UMa.)

Za opazovalca na Zemlji oceni, v katerem ozvezdju
je bilo Sonce ob drugi konjunkciji serije v letu 7 pr. n.
St. (Podaj IAU latinsko ime ali TAU kratico za ozvez-
dje, npr. Ursa Major ali UMa.)

Novo odkriti spiralni krak nase Galaksije

Leta 2011 sta raziskovalca Dame in Thaddeus nasla
Se neznani del zunanjega kraka naSe Galaksije tako,
da sta z 1,2-metrskim teleskopom CfA spektroskop-
sko preucevala porazdelitev oblakov CO. Ugotovila
sta, da se oblaki CO zacnejo pri galakti¢ni dolZini
l = 13,25° (na sliki 3 oznaceno z A) in se gibljejo
proti Soncu s hitrostjo 20,9 km/s. Predpostavi, da
je rotacijska krivulja Galaksije ravna od oddaljeno-
sti 5 kpc od srediSc¢a Galaksije. Oddaljenost Sonca
od srediSca Galaksije je 8,5 kpc. Hitrost, s katero se
Sonce giblje okoli srediS¢a Galaksije, je 220 km/s.

%
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= [zraCunaj razdaljo med zaCetkom kraka (tocka A)
in srediS¢em Galaksije.

= Izracunaj razdaljo med zacetkom kraka (tocka A)
in Soncem.

zunanji krak A
(novo odkriti del)

Sao zunanji krak
N .
S \(m viden)

srediSce
Galaksije

Stit-Kentavrov krak

‘ Sonce

Perzejev krak

SLIKA 3.
Slika ni v merilu.

Masa Lokalne jate

Z dinamiko M31 (Andromedina galaksija) in naSe Ga-
laksije lahko ocenimo skupno maso Lokalne jate. Iz-
hodisce je, da sta danes galaksiji v dvojnem sistemu,
takoj po velikem poku pa sta bili skoraj v isti tocki.
Poleg tega vemo, da vecino mase Lokalne jate pred-
stavlja masa Rimske ceste in Andromede. Z Doppler-
jevim premikom so astronomi ugotovili, da se M31
giblje proti nam s hitrostjo 118 km/s. To je malo
presenetljivo glede na to, da se vecina galaksij odda-
ljuje od nas zaradi Sirjenja vesolja, a ne gre pozabiti,
da so jate galaksij gravitacijsko vezane. Tak par gala-
ksij lahko dobro opiSemo kot izolirani tockasti telesi
in nato lahko dolo¢imo njuno skupno maso iz meri-
tev medsebojne oddaljenosti, relativne hitrosti in s
casom od zacetka vesolja. Astronoma Kahn in Wol-
tjer (1959) sta uporabila te argumente, da sta ocenila
maso Lokalne jate.

V tej nalogi bomo privzeli gornje predpostavke in
Sli po poti omenjenih astronomov.

= Obravnavaj izoliran sistem z zanemarljivo vrtilno
koli¢ino z dvema tockastima telesoma z masama

m, in m, ki se gravitacijsko privlacita (kot to vidi
mirujo¢ opazovalec v teziScu sistema) (slika 4).
ZapiSi izraz za skupno energijo E sistema v ma-
tematic¢ni obliki, ki povezuje m;, m», r1, 12, v,
vy, in gravitacijsko konstanto G, kjer sta vy in v»
radialni hitrosti teles m; in mo».

mi n2
— AL J
T Y
I 72
TezisCe
SLIKA 4.

= Predelaj enacbo, ki si jo dobil v zgornji tocki z r,
v, 4, M, in G, kjer so v = 1, + > medsebojna
razdalja med m; in my, v je hitrost, s katero se

.. . . . —_ mimp
spreminja njuna medsebojna razdalja, u = i
reducirana masa sistema in M = m; + m, skupna
masa sistema.

= Pokazi, da enacba iz zgornje toCke da

= v =(2GM) (1 - i),

v 10
kjer je 9 nova konstanta.
Izrazivg z u, M, Gin E.
ReSitev enacbe iz druge tocke je spodaj podana v
parametric¢ni obliki z zaCetnimi pogoji ¥ = 0 ob
t=0:

" (0) = %(1 —cos0),

3
HO) = ( "o

1/2
8GM) (® —sin®)

kjer je ©® v radianih.
= Iz prejSnje parametricne oblike pokazi, da za iz-
raz 2 velja &£ = %.
= Sedaj obravnavaj m; in m> kot Galaksijo in M31.
Trenutni vrednosti za v in » sta v = 118 km/s in
v = 710 kpc, za t pa lahko vzames starost vesolja
(13700 milijonov let). Izracunaj ® z numeri¢no

iteracijo.

Uporabi vrednost © iz zadnje tocke in izracunaj #max.
IzraCunaj Se M v masah Sonca.
X X X
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Grayeve kode

RACUNALNISTVO

N2
ANDRE) TARANENKO

- V prispevku se bomo ukvarjali z binarnimi nizi
in ureditvami le-teh. V binarnem nizu se pojavljajo
le nicle in enice. Enemu elementu binarnega niza

re¢emo bit. Stevilo nicel in enic oziroma $tevilo

bitov v binarnem nizu imenujemo dolZina niza.

Hammingovo uteZ binarnega niza x oznac¢imo z
w(x) in je enaka Stevilu enic v nizu x. Naj bosta x
in y binarna niza enake dolzine. Hammingova raz-
dalja med nizoma x in y je enaka Stevilu bitov, v
katerih se niza x in y razlikujeta. Oznac¢imo jo z
dist(x,y).

Primer 1. Poglejmo nekaj primerov.

x dolzina niza x w(x)
00101 5 2
11011110 ................. 8 ....................... 6 .........
......... 1 1 1
......... 0 1 0

Najbox = 0110, ¥ = 1110in w = 1001. Potem velja
dist(x,y) =1,dist(x,w) =4indist(y,w) = 3.

Naj bo n poljubno naravno Stevilo. Oznacimo z
‘B,, mnozico vseh binarnih nizov dolZine n. Ni tezko
preveriti, da je Stevilo elementov mnoZzice B,, (to je
Stevilo vseh moZnih binarnih nizov dolZine n) na-
tanko 2". Vsaka bijektivha preslikava
f B, — {0,1,...,2" — 1} doloca ureditev elemen-
tov mnozice B,. Ureditev elementov doloc¢i vrstni
red elementov v mnozici. Sezname oziroma ureditve
bomo pisali znotraj oglatih oklepajev, torej v obliki
[Bo,Bi,...,Bon_1].

Primer 2. Poglejmo tri izmed vseh moZnih ureditev
vseh binarnih nizov dolZine 3. Prva ureditev naj bo

0 1 2 3 4 5 6 7
= A= [000,001,010,011, 100,101,110,111} ,

druga

0 1 2 3 4 5 6 7
= B= [000,100, 101,001,011,010,110,111] ,

tretja pa

0 1 2 3 4 5 6 7
= C= [000,001,011,010,110,111,101, 100].

Nad posameznimi nizi so zapisana Stevila, ki ozna-
¢ujejo vrstni red elementov. Ce natancneje pogle-
damo ureditvi B in C, lahko vidimo, da se dva za-
poredna niza v izbrani ureditvi vedno razlikujeta v
natanko enem bitu, torej je njuna Hammingova raz-
dalja enaka 1.

V primeru 2 vidimo, da je mogoce binarne nize
dolzine 3 urediti tako, da je med vsakima dvema za-
porednima nizoma v ureditvi Hammingova razdalja
enaka 1. IzkaZe se, da je to lastnost mogoce doseci
za ureditev vseh binarnih nizov dolZine n, pri cemer
je m € N. Take ureditve imenujemo Grayeve kode.

Formalno zapisano, naj bo n € N in B;, mnoZzica
vseh 2" binarnih nizov dolZine n. Grayeva koda
reda n je ureditev [By,Bi,...,Bn_1] vseh nizov iz
B, v kateri se dva zaporedna niza razlikujeta v na-
tanko enem bitu. Povedano drugace, za vsako celo

N2
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Stevilo i, kjer je 0 < i < 2" — 1, velja, da je
dist(B;,Bis1) = 1. Ce v Grayevi kodi reda n velja
tudi, da je dist(By,B2n_1) = 1, ji reCemo ciklicna
Grayeva koda.

Ureditev B v primeru 2 je Grayeva koda reda 3, ni
pa cikli¢na, saj se prvi in zadnji element kode razli-
kujeta v ve¢ kot enem bitu. Ureditev C v tem istem
primeru pa je ciklicna Grayeva koda reda 3, saj je
Grayeva koda in se tudi prvi ter zadnji element raz-
likujeta v natanko enem bitu.

Primer 2 tudi nakazuje, da obstaja ve¢ razlicnih
Grayevih kod nekega reda. V nadaljevanju bomo
predstavili Grayevo kodo, imenovano zrcaljena Gra-
yeva koda.

Obstajajo razlicne konstrukcije Grayevih kod, pred-
stavili bomo Grayevo kodo, imenovano zrcaljena
Grayeva koda. 7 G™ bomo oznacili zrcaljeno Gra-
yevo kodo reda n in jo zapisali kot seznam 2" nizov
oznacenih na naslednji nacin:

G" =[G}, G",...,GMh ).

Zrcaljeno Grayevo kodo G™ definiramo rekurzivno.
Prva koda G! je po definiciji

G' =10,1].

Za podano zrcaljeno Grayevo kodo G"~!, zrcaljeno
Grayevo kodo G™ definiramo kot

G" = [OG{)“l, 0GR L1GE . ng_l] :

Na ravni posameznih nizov lahko zapiSemo ekviva-
lentno definicijo na naslednji nacin:

cn_ oG 1!,  te0<i<2ml-1
' 1GhY ,, ce2nl<i<2m—1.

Kodo G" tvorimo iz G"* ! v dveh korakih. Najprej
vzamemo kopijo G" ! in vsakemu nizu dodamo
predpono 0. Nato vzamemo kopijo G"~! v obratnem
vrstnem redu in vsakemu nizu dodamo predpono 1.
Dejstvo, da vzamemo drugo kopijo v obratnem vr-
stnem redu, botruje temu, da se koda imenuje zr-
caljena (za zadnjim nizom prve kopije si predsta-
vljamo zrcalo).

Prva zrcaljena Grayeva koda je po defini-
ciji

G' =10,1].

Zrcaljeno Grayevo kodo reda 2 dobimo iz zrcaljene
Grayeve kode G! tako, da vzamemo eno kopijo G!
in vsakemu nizu v tej kopiji dodamo predpono 0,
nato vzamemo $e eno kopijo G!, pri ¢emer obrnemo
vrstni red nizov v njej in vsakemu dodamo predpono
1. Tako torej dobimo

00,01 | 11,10.

Z modro so zapisani nizi prve kopije G!, ki jim je
dodana predpona 0, z rdeco so v obratnem vrstnem
redu zapisani nizi druge kopije G!, ki jim je dodana
predpona 1, simbol | pa si lahko predstavljamo kot
mesto zrcaljenja. Tako smo dobili zrcaljeno Grayevo
kodo reda 2, ki je

G% =100,01,11,10].

Tvorimo Se zrcaljeno Grayevo kodo reda 3. Posto-
pek je podoben kot prej, razlika je v tem, da vza-
memo kopije zrcaljene Grayeve kode reda 2. Posto-
pek lahko predstavimo torej tako:

000,001,011,010 | 110,111,101, 100.

S tem dobimo zrcaljeno Grayevo kodo reda 3, ki je

G3 =[000,001,011,010,110,111,101, 100].

S pomocjo indukcije je mogoce enostavno preve-
riti, da za poljubno naravno Stevilo n > 1 velja, da
je G™ Grayeva koda reda n. Se ve¢, tako definirana
koda je tudi cikli¢na Grayeva koda.

Sledi algoritem 1, ki predstavlja funkcijo
naslednik niza v zrcaljeni Grayevi kodi G". Algori-
tem 1 prejme torej za parametra Stevilo n in binarni
niz dolZine n, ki ga zapiSemo s posameznimi biti, to-
rej v obliki by b, ... b,. Rezultat algoritma je binarni
niz dolzine n, ki je v zrcaljeni Grayevi kodi takoj za
podanim nizom, ¢e obstaja. V nasprotnem primeru
algoritem vrne »nedefinirano«.
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Algoritem 1 deluje tako: Ce je §tevilo enic v nizu
sodo $tevilo, potem spremenimo zadnji bit niza. Ce  Algoritem 2: CelotnaGrayevaKoda(n)
je Stevilo enic liho Stevilo, poiS¢emo prvo enico z de-
sne in spremenimo sosednji bit levo od nje. Zadnji GI' = 00...0
niz v G", ki nima naslednika, je oblike 10...0.

n-krat
fori=1,...,2"-1do
G!' = naslednik(G}',)

Algoritem 1: NaslednikGrayevaKoda(n, b1 b> ... by)

return G"
if w(b1by...by) je sodo Stevilo then
bn =1-Dbn Literatura
else
J - . [1] D. L. Kreher in D. R. Stinson. Combinatorial al-
Whll.e_bj. # i and j > 0 do gorithms: generation, enumeration, and search,
LTI CRC Press, 1999.
if j = 1 then
return »nedefinirano« o
bj1=1-bj

return b1 b>...b,

Zrcaljeno Grayevo kodo reda n lahko tvorimo s po-
stopkom, prikazanim z algoritmom 2. Pri tem pric-
nemo s prvim binarnim nizom v zrcaljeni Grayevi
kodi reda n, ki ima vse bite enake 0. Nato zapore-
doma nad zadnjim izra¢unanim nizom izvedemo al-
goritem 1, dokler ne dobimo vseh nizov Zelene kode.

N _ __ B
EnEEE L EE-EEE TEl=lw(wE==EaEE RESITEV
= A|S|T/E[N|O|S|F|E[R|A = N|E[S|K[O|N|C|N[O]S[T
= T|E|0|R[1|J]A]G|R]U[P S S W= 0 PP EN[H[E[1|M|E[R NAGVRADNE
= = RIAID[TIZIE[LETIDES %‘DIOQA%BRANHIA KRIZANKE
s AN T/ E=EES|[A[D][1]K] # 1| K|TEDRIE|V[NI[K
' = (P8 FL|O[R|AIN]S ) AR AVIAILIARKT PRESEK 45/5
= TIE|O/B[R|O[M]|I|NEEE W K R|A[J|A[N] 1 [EE . & .
WO N TV B A | TEE A S R B P[0 TEEK(RIAIN|J|C Zpra‘l?rlfaris“e.vnagra
ElE= W 0RIN|E|REE|G|M|O|N[T ZIAIRINIT|c AR S|a[L| One Kkrizanke 1z pete
PR 1MA SEE P 0 REEG|E|N|1[J e =& 0R|AC L EfmElo|T|T 0| >StevilkePreseka jeDelje-
S A LT o NN o[ V[T TIE|T ABIKARAVLAEEEEROE R EU| Me skrivnost. Izmed
SEvAULE T AEE s 701 [ KB |AR[TIE[Z|T|C|N|1|P|R[0[D|U|K|T[Ez| pravilnih resitev so bili
& L 1[c/AE om[s K s 1R K== V1o MEINE[c/AT|I|V[E[C®U|H[0| izZrebani STANKO GAJ-
# P RIOJV|O[K[A[T|o[RIEE S[E[A[T|T|LIEEE LIE[D|A[V|IABRE]) [E[R[1][® T[A]T] SEK iz Ljubljane, MARI-
B S|0[8K/L|O|R|0|Z|A smws=E8 A || A R/MEEC|AROILEINAIC JANA MARINSEK iz Celja
PO L|ZEH0|B[HA[J[T|L oM L[S DK A in IVAN LISAC iz Kopra,
we R|T|L|C|K|A[REED|CEEP[O|LITEEV[I|[D]|A|V ki so razpisane nagrade
=/ 0[CEJANESI 1IG[R[AILIN[IIAIV[TIO|M[A[T]I prejeli po posti.
2 G|A[B[R[O[ER[U[AIND|AEES|olL]Z]1]V][E]C o
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KLARA DROFENIK

- LetoSnja slavnostna prireditev za najuspesnejSe
na drzavnih tekmovanjih iz matematike, fizike in
astronomije je potekala v soboto 12. maja v Union-
ski dvorani v Ljubljani. Od skupno 127.926 tekmo-
valcev, ki so v letoSnjem Solskem letu tekmovali
na tekmovanjih, ki jih je organiziralo Drustvo ma-
fizikov
(DMFA), in so skupaj dosegli 845 zlatih priznanj, je

tematikov, in astronomov Slovenije

v soboto 162 tekmovalcev prejelo kar 187 nagrad
in pohval.

Prireditev, znano tudi pod imenom Bistroumi, je
otvoril Janez Dov¢, glasbenik in fizik, ki je z igranjem
na Teslovo tuljavo pritegnil pozornost prav vsakega
v dvorani, saj je odlicno povezal glasbo in fiziko, nje-
gov nastop pa je bil tudi vizualno zelo zanimiv.

Zbrane je najprej nagovoril prof. dr. Dragan Mi-
hailovi¢, predsednik DMFA Slovenije. Po predstavitvi
statisticnih podatkov sta voditelja, sicer tudi odlicna
komika, dr. UroS Kuzman in Ale§ Novak, napovedala
prve podelitve. Najprej so bile podeljene nagrade in
pohvale najboljSim osnovnoSolcem, gimnazijcem in
Studentom na tekmovanju iz znanja matematike ter
priznanje diamantni kenguru, ki se ga podeli tistim
devetoSolcem, ki so v vseh devetih letih osnovno-
Solskega Solanja zbrali najve¢ tock na tekmovanju
Kenguru. Sledila je podelitev nagrad in pohval naj-

boljsSim osnovnoSolcem in srednjeSolcem na tekmo-
vanju iz fizike. Pred podelitvijo nagrad tekmovalcem
v astronomiji je podelitev popestrila Se ena glasbena
tocka. Znova smo se ¢udili glasbi Janeza Dov¢a, ki je
tokrat igral na teremin.

Da je statistika lahko zelo zanimiva, sta nas po-
ducila voditelja, ki sta predstavila nekaj statisti¢nih
podatkov. Vsi vemo, da je na svetu en papez, a tudi
podatek, da Vatikan premore povprecno Sest pape-
Zev na en kvadratni kilometer, je statisticno pravi-
len.

SLIKA 1.
Janez Dov¢ igra na lasersko harfo. (Foto: Jana Jocif)

g
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SLIKA 2.
Aleksej Jurca je na astronomski olimpijadi dosegel neverjeten
uspeh. (Foto: Jana Jocif)

Prireditev se je nadaljevala s podelitvijo nagrad
najuspesnejSim na tekmovanju iz razvedrilne mate-
matike.

Ogledali smo si tudi kratek film Olimpijke, v ka-
terem so nekdanje udeleZenke matematic¢ne ali fizi-
kalne olimpijade dr. Polona Oblak, dr. Metka Zupan-
¢i¢, dr. Helena Smigoc, dr. Mojca Miklavec in dr. Ajda
Skarlovnik opisale svoje spomine nanje. Vsem, pred-
vsem pa dekletom, so Zelele sporociti, da lahko ogro-
mno dosezejo. Dr. Mojca Miklavec je, recimo, pove-
dala, da je bila v ekipi za mednarodno matemati¢no
olimpijado leta 2000 kar polovica ekipe deklet, ki so
bile uspesnejse od fantov. To je v zadnjih letih v Slo-
veniji kar nepredstavljivo, saj Ze Cetrto leto zapored
v nasi ekipi za matemati¢no olimpijado ni nobenega
dekleta.

Sledili sta Se podelitvi nagrad za najuspeSnejSe
matematike iz srednjih tehniSkih in strokovnih ter
poklicnih $Sol ter najboljSim na tekmovanju v znanju
poslovne in finantne matematike ter statistike. Ker
bi brez mentorjev tekmovalci tezko dosegali tako do-
bre rezultate, je dvorana gromko zaploskala tudi ob
prosojnici z imeni mentorjev vseh nagrajencev. Sle-
dil je Se zadnji glasbeni nastop, v katerem nas je Ja-
nez Dov¢ ponovno presunil s Se enim vizualno zani-
mivim nastopom, ko je igral na lasersko harfo.

V sklepu prireditve je bil kot posebni gost na oder
povabljen lanski absolutni zmagovalec Mednarodne
olimpijade v astronomiji in astrofiziki na Tajskem,

TEKMOVANJA

Aleksej Jurca. V kratkem pogovoru z voditeljema
je predstavil zelo zanimivo nalogo iz ekipnega dela
tekmovanja, pri kateri so morali tekmovalci iz slike
neba v planetariju ter podatka o uri dolociti, kje na
Zemlji se nahajajo.

Sledila je Se razglasitev ¢lanov in ¢lanic ekip na
letoSnjih mednarodnih olimpijadah. V imenu vseh
se je Luka Govedic, ki se je lani udelezil Mednaro-
dne fizikalne olimpijade in evropske fizikalne olim-
pijade ter na obeh osvojil srebrno medaljo, zahvalil
vsem, ki jih pri delu podpirajo - starSem, profesor-
jem in prijateljem. Obljubil je, da bodo na olimpija-
dah ostali neporaZeni v nogometu, se $li kopat, ¢e bo
le mogoce in se seveda potrudili po svojih najboljsih
moceh, da se vsaj pribliZajo lanskim tekmovalnim
uspehom. Upajmo, da jim to ¢im bolje uspe.

Clani ekip za mednarodna tekmovanja 2018

59. mednarodna matematicna olimpijada,
3.-14. julij 2018, Cluj-Napoca, Romunija

= MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad

= LOVRO DROFENIK, I. gimnazija v Celju
= LUKA HORJAK, I. gimnazija v Celju

= ANDRAZ JELINCIC, Gimnazija Bezigrad
= ANDRAZ MAIER, Gimnazija Jesenice

= DAVID OPALIC, I. gimnazija v Celju

Vodja ekipe: dr. Gregor Dolinar
Pomocnik vodje: Jakob Jurij Snoj 5
Tehnicni sodelavec IMO: dr. Matjaz Zeljko

49. mednarodna fizikalna olimpijada,
21-29. julij 2018, Lizbona, Portigalska

= KLEMEN BOGATAJ, Gimnazija Skofja Loka,

= MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad

= NATAN DOMINKO KOBILICA, Gimnazija BezZigrad
= LUKA GOVEDIC, II. gimnazija Maribor

= URBAN DUH, II. gimnazija Maribor

Vodji ekipe: dr. Jure Bajc in dr. Barbara Rovsek

\
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12. srednjeevropska matematicna olimpijada,
27. avgust-2. september 2018, Poljska

= ANA META DOLINAR, Gimnazija Bezigrad
= JAN GENC, II. gimnazija Maribor

= TEVZ LOTRIC, Gimnazija Kranj

= SASO NIKIC, II. gimnazija Maribor

= JAKA VRHOVNIK, I. gimnazija v Celju

= DAVID ZAKSEK, L. gimnazija v Celju

Vodja ekipe: Domen Vre$
PomozZni vodja: David Popovic¢

12. mednarodna olimpijada iz astronomije in
astrofizike, november 2018, Kitajska

= MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad

= GREGOR HUMAR, Gimnazija in srednja Sola
Rudolfa Maistra Kamnik

= ANDRAZ JELINCIC, Gimnazija BeZigrad

= KLEMEN KERSIC, Solski center Slovenska Bistrica

= EMA MLINAR, Gimnazija Vi¢

Vodja ekipe: Kristof Skok

2. evropska fizikalna olimpijada,
28. maj-1. junij 2018, Dolgoprudny, Rusija

= KLEMEN BOGATAJ, Gimnazija Skofja Loka
= MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad

= ANDRAZ JELINCIC, Gimnazija Bezigrad

» GREGOR KIKELJ, Solski center Novo mesto
= LUKA SKOLC, Gimnazija Bezigrad

Vodji ekipe: dr. Jurij Bajc in dr. Barbara RovSek

7. evropska dekliska matemati¢na olimpijada,
6.-12. april 2018, Firence, Italija

= ANA META DOLINAR, Gimnazija BeZigrad

= TEA JELICIC, Konservatorij za glasbo in balet
Ljubljana

= ANA OPALIC, I. gimnazija v Celju

= SPELA POLAK, I. gimnazija v Celju.

Vodja ekipe: Rok Havlas
Pomozni vodja: Klara Drofenik

SLIKA 3.

Ob zakljucku prireditve so se
predstavili tudi letosnji olim-
pijci in olimpijke. (Foto: Jana
Jocif)

X X X
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RAZVEDRILO

/lata cesta

N\
ALES MOHORIC

- Naslovnici te in prejS$nje Stevilke krasita fotogra-
fiji vsem dobro znanega svetlobnega pojava, zlate

ceste. Kaj ga povzroca?

Odgovor je na dlani - odboj svetlobe. Ampak ta
odboj ni kar tako. Razkrije nam lastnosti povrSine,
na kateri se zgodi. Ze tako je vodo tezko opazovati,
ker je prozorna, kaj Sele podrobnosti na njenem po-
vr§ju. Z opazovanjem odboja izvemo ve¢ o podrob-
nosti povrsja. Odboj na ravni, gladki povrSini nam
je dobro znan, Ce ne drugace, se vsak dan vidimo v
zrcalu. Kako pa je z odbojem na povrsSini, ki jo raz-
brazdajo valovi? Se vedno velja odbojni zakon, le
da ga moramo uporabiti skoraj za vsak Zarek pose-
bej (slika 1). Svetla proga, ki jo opazimo na razbur-
kani povrsini zaradi odboja svetlobe, je sestavljena
iz mnoZzice odsevov, ki se hitro spreminjajo s ca-
som. V vecini primerov je proga simetricna glede
na navpi¢no ravnino, v kateri leZita opazovalec in
svetilo (Sonce). Ce je Sonce visoko nad obzorjem,
je proga ovalne oblike (slika 2), ki pa se podaljSa v
enakomerno Siroko cesto, ko se Sonce spusca proti
obzorju. Cesta se zakljuci na obzorju in je Siroka to-
liko kot Sonce, kar pomeni, ¢e uposStevamo perspek-
tivo, da je proga cedalje SirSa, dlje kot je od ocesa.
Proga je najsvetlejSa blizu sredine, vendar ne tam,

S

SLIKA 1.

Zarki od svetila S dosezejo kamero K tudi tako, da se odbijejo v
tockah P. Na razburkani gladini se odsev raztegne v liso, katere
velikost je odvisna od najve¢jega naklona valov.

SLIKA 2.

Zlata cesta ima obliko ovala, ko je Sonce visoko na nebu. Na
fotografiji Sonca ni videti, ker se nahaja nad zgornjim robom
fotografije. (Foto: Peter Legisa)

kje bi videli zrcalni odsev na mirni povrSini, ampak
nekoliko dlje od opazovalca.

Razmere so v resnici nekoliko bolj zapletene in za-
interesiranega bralca napotim na odli¢no knjigo Li-
ght and Color in the Outdoors Marcela Minnaerta.

Pojav lahko opazujemo tudi na mokrih tleh, glad-
kih povrSinah z drobnimi, urejenimi razami ali pa
tudi skozi prozorne objekte, na katerih so drobne
proge. Sorodna pojava sta tudi svetli krog na Sopu
opti¢nih vlaken (Opti¢na vlakna, Presek 5/38, 2010)
in krogi okoli vej, ki zastirajo pogled na vir svetlobe
(Krozne veje, Presek 4/45, 2017). Zaradi svoje izra-
zitosti pojav radi upodobijo tudi slikarji (slika 3).

SLIKA 3.

Na levi je Zvezdna no¢ nad Rhono Vincenta van Gogha na desni
pa Prizor iz pristanis¢a Clauda Lorraina. Kaj menite, kdo se je
pri upodobitvi nekoliko zmotil?

X X X
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv na-
Cin zastavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej
Evropi, hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tek-
movanje je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. Leta 2016 se ga je
udeleZilo ve¢ kot 6 milijonov tekmovalcev iz ve¢ kot 60 drzav sveta. V Sloveniji Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za ucence od prvega razreda osnovne Sole do
Cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in strokovnih
Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz neresljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

2005-2008 2009-2011 2012-2016

18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR
Pri DMFA-zaloZniStvo je v Presekovi knjiznici izSlo Ze pet knjig Matematicnega kenguruja. Na zalogi
so Se:

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,
e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,
e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni naroc¢niki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu starej-
Sih zbirk nalog pri DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!




