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MATEMATICNI TRENUTKI

Oblika pticjih jajc

i

- Kljub obseZznim raziskavam Se vedno ne vemo, niti
zakaj so nekatera pti¢ja jajca bolj okrogla niti zakaj
imajo nekatera ve¢ simetrijskih osi od drugih jajc.
Nedavno so znanstveniki s pomoc¢jo geometrije, vek-
torjev, polarnih koordinat in parcialnih diferencial-
nih enach preucevali, kakSna je oblika jajc 1400 raz-
licnih vrst ptic. Zbrane podatke o jajcih vseh vrst
so narisali na graf, ki je imel za eno od osi razpote-
gnjenost (tj., kako elipti¢no je jajce), za drugo os pa
nivo nesimetrije (tj., kako oSiljeno je jajce na enem
od koncev). Izkazalo se je, da imajo ptice, katerih
telo je oblikovano tako, da ima med letom zelo maj-
hen upor, tudi jajca takSne oblike. Tako imajo naj-
boljsi letalci in pogosto tudi plavalci zelo elipti¢na in
zelo nesimetric¢na jajca.

Glavna funkcija jajca je, da zasciti in prehrani za-
rodek. V sferi¢no jajce lahko shranimo sorazmerno
veliko hrane, a ga je tezko izvaliti. Dolgo in ozko
jajce pa lahko vsebuje enako koli¢cino hrane in ve-
liko lazje precka medenico. Raziskovalci so uspeli
ugotoviti dve lastnosti jajécne membrane, povezani
z debelino in pritiskom, ki razlozita razlike v obliki
jajc, vendar obstaja Se veliko odprtih vprasanj. Ali
obstaja mocna povezava med nacinom leta in obliko
jajc za prav vse vrste ptic? Je med njima vzrocna
povezava? Na koncu si lahko zastavimo Se najbolj
osnovno vpraSanje: Kaj je bilo prej, piScanec ali
elipsa?

Za vec informacij si lahko preberete Clanek Avian
egg shape: Form, function, and evolution, ki ga je
Stoddard s sodelavci objavil v reviji Science 23. junija
2017 na straneh 1249-1254.
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SLI asLovnici: Na fotografiji z naslovnice lepo vidimo
l t esto, ki jo na razburkani gl dini morja naredi zaha-
] ajoc S once. Razmis ht od cesa je odvisna oblika, Sirina
este. Ali cesta kaz dn p oti nam, ali se Siri od Sonca
d alno, kot opazimo pri son¢nih Zarkih, poteka morda v
navpicni smeri? Foto: Peter Legiéa
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MATEMATIKA

Monty Hallov paradoks

N \%
PrRIMOZ MORAVEC

- V Sestdesetih letih prejSnjega stoletja je v Zdru-
Zenih drzavah Amerike na televizijski mrezi NBC
potekal priljubljen televizijski Sov Sklenimo posel
(angl. Let’s make a deal), Kkaterega voditelj je bil
Monty Hall. Med drugim je med oddajo potekala
igra, v kateri je imel tekmovalec pred seboj tri za-
prte skatle, v eni od njih so bili klju¢i avtomobila,
drugi dve pa sta bili prazni. Tekmovalec je izbral
eno od Skatel, in ce so bili v njej kljuci, se je domov

odpeljal z novim avtomobilom.

V eni od teh iger je med Montyjem in tekmovalcem
potekal naslednji pogovor:

MONTY: Ena od Skatel A, B, in C vsebuje kljuce
povsem novega Sportnega avtomobila,
drugi dve sta prazni. Dajem vam edin-
stveno priloznost, da izberete eno od Ska-
tel, in ¢e so v njej kljuci, je avto vas!

TEKMOVALEC: Uh, to je res odlicno! Izbiram
Skatlo B.

MONTY: Seveda je povsem mogoce, da so kljuci
v Skatli B. Ampak premislite, mozZnost za
to je 1 : 3, medtem ko je moZnost za to,
da je vaSa Skatla prazna, enaka 2 : 3. Dam
vam 500 dolarjev, ¢e mi vrnete Skatlo.

Za trenutek ustavimo ta pogovor. To, o cemer Monty
poskusa prepricati tekmovalca, v matematiki imenu-
jemo verjetnost dogodka. Mislimo si, da kljuce avto-
mobila naklju¢no razporedimo v katerokoli od treh
Skatel. Nato tekmovalec izbere eno od Skatel, zanj pa
je ugoden dogodek, da so kljuci v tej skatli. Stevilo
moZnih razporejanj kljucev v Skatle A, B in C je 3,

za tekmovalca pa je ugodno le eno od teh. Razmerju
1/3 pravimo verjetnost, da je tekmovalec izbral Ska-
tlo s klju¢i. Podobno je razmerje 2/3 verjetnost, da
je tekmovalec izbral prazno Skatlo. Verjetnost torej
meri, kakSna je moznost, da se dogodek zgodi, izra-
¢unamo pa jo tako, da Stevilo ugodnih moznosti za
dani dogodek delimo s Stevilom vseh moZnosti, ki se
lahko zgodijo v dani situaciji.

Tekmovalec se je torej znaSel pred mamljivo po-
nudbo. Verjetnost, da dobi avto, je kar pol manjSa
od te, da ostane praznih rok. Zato je morda po na-
Celu bolje vrabec v roki kakor golob na strehi bolje
vzeti ponujeni denar in oditi. Toda sledil je preobrat:

TEKMOVALEC: Ne, vztrajam pri svoji izbiri!
Vzamem Skatlo B.

MONTY: Ker mi je vSeC vaSa odlo¢nost, vam
bom naredil uslugo in bom odprl eno od
preostalih Skatel (odpre Skatlo A). Kot vi-
dite, je Skatla A prazna! To pomeni, da
so kljuci bodisi v skatli B bodisi v Skatli C.
Ker v igri ostajata le Se dve Skatli, je ver-
jetnost, da dobite avto, ze 1/2. Ponujam
vam 1000 dolarjev, ¢e odstopite od igre!

Montyjeva izjava je intuitivno jasna. Odprl je Ska-
tlo A, v njej ni bilo kljucev, torej se igra v resnici
zacenja znova, tokrat z le dvema skatlama. V eni od
teh Skatel so kljuci, druga je prazna. Verjetnost, da
dobimo kljuce, je torej narasla z 1/3 na 1/2. Ali pac
ne?

Tekmovalec, ki je nastopal v tej oddaji, je bil ma-
tematik. Odvrnil je:

TEKMOVALEC: Skatlo B zamenjam za $katlo C!

Montyja je ta zahteva presenetila. Imamo le Se dve
Skatli, B in C. Verjetnost, da so kljuci v B, je enaka
1/2, prav toliksna je verjetnost, da so kljuci v skatli
C. Ali pac¢ ne?
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Izkaze se, da zgornje sklepanje ni pravilno, Mon-
tyjevaizracuna verjetnosti po tem, ko je odprl Skatlo
A, sta oba napacna. PoiS¢imo pravilno reSitev. Naj-
prej si oglejmo primer, ko Monty odpre Skatlo A, ki
je prazna, tekmovalec pa se odloci, da bo obdrzal
Skatlo B. Na zacetku je bila verjetnost, da so kljuci v
Skatli B, enaka 1/3. Ko je Skatla A odprta, to nicesar
ne spremeni, torej je verjetnost, da dobimo kljuce,
Se vedno enaka 1/3 in ne 1/2, kot je trdil Monty. Kaj
pa, Ce tekmovalec svojo Skatlo zamenja s tisto, ki je
ostala? Tu verjetnost izracunamo s pomocjo preste-
vanja vseh moZnosti. Tekmovalec je izbral Skatlo B,
Monty odpre eno od praznih skatel in tekmovalec za-
menja $katlo B za $katlo, ki je ostala. Ce so kljuci v
Skatli B, tekmovalec izgubi v vsakem primeru. Ce so
kljuci v Skatli A, bo Monty odprl Skatlo C, tekmovalec
bo zamenjal svojo Skatlo B s Skatlo A in gotovo dobil
kljuce. Ce so kljuci v $katli C, bo Monty odprl $ka-
tlo A, tekmovalec bo zamenjal Skatlo B s Skatlo C in
spet gotovo dobil kljuce. V dani situaciji imamo to-
rej tri mozZne izide, za tekmovalca pa sta ugodna dva
izmed njih, torej je verjetnost, da dobi avto, enaka
2/3, kar je bistveno bolje kot na zacetku. Do ena-
kega rezultata bi prisli, ¢e na zacetku ne bi dolodili,
katero skatlo je tekmovalec odprl, in bi spet presteli
vse moznosti.

Zgornji primer ima presenetljivo reSitev, ki je v na-
sprotju s sklepanjem po zdravi pameti. Pojavu v ver-
jetnosti pravimo Monty Hallov paradoks. Problem je
prvi opisal Selvin [1, 2].

V pravilnost naSega sklepa se lahko prepricamo
tudi s simulacijo z racunalnikom. Veckrat ponovimo
poskus, ko naklju¢no izberemo Skatlo, v kateri bodo
kljuci, naklju¢no in neodvisno izberemo Skatlo, za
katero se odloci tekmovalec, in naklju¢no ter neod-
visno izberemo Se neodprto prazno Skatlo, ki jo bo
Monty odprl. Nato Stejemo, ali je tekmovalec dobil
kljuce, enkrat ob predpostavki, da je zamenjal svojo
Skatlo, drugic pa ne. Seveda rezultati ne bodo vsa-
ki¢ enaki, tipicna simulacija 30-ih poskusov pa da
rezultat, kot je graficno prikazan na sliki 1. Iz grafa
je razvidno, da brez menjave v 30-ih poskusih kljuc
dobimo priblizno desetkrat, z menjavo Skatle pa pri-
blizno v dvakrat vec primerih. To se sklada z naSim
izracunom.

Zgornji problem lahko posploSimo na n Skatel, na-

tanko ena od njih vsebuje avtomobilske kljuce,
Monty pa po tekmovalcevi izbiri Skatle odpre m pra-

MATEMATIKA

dobitek

20

« zamenjava

brez zamenjave

L poskusi
30

SLIKA 1.
Stevilo dobitkov v ve¢ poskusih Montyjeve igre

znih $katel, pri ¢emer je 0 < m < n — 2. Ce tekmo-
valec ne zamenja Skatle, je verjetnost dobitka enaka
1/n. Ce pa se odlo¢i, da bo $katlo zamenjal z eno od
preostalih zaprtih, je verjetnost dobitka enaka

. _ n-1
P m-m—-1)

Bralca vabimo, da preveri to formulo. Hitro vidimo,
da ¢e je m = 0, je ta verjetnost $e vedno 1/n. Ce pa
Monty odpre vsaj eno Skatlo, potem je verjetnost do-
bitka ve¢ja od 1/n. V najboljSem primeru, ko Monty
odpre m = n—2 praznih Skatel, je verjetnost dobitka
enaka

Ko je n velik, je vrednost p blizu 1, kar z drugimi
besedami pomeni, da bomo v tem primeru z menjavo
Skatle skoraj gotovo priigrali avtomobil.

Literatura

[1] S. Selvin, A problem in probability (letter to the
editor). American Statistician 29 (1975), 1, 67.

[2] S. Selvin, On the Monty Hall problem (letter to
the editor), American Statistician 29 (1975), 3,
134.
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MATEMATIKA

V zacetku je bila toCka

NN
MARKO RAZPET

- Figurativna Stevila, med katerimi so tudi vec-
kotniska, so znana zZe zelo, zelo dolgo. Ljudje so
Ze v sivi davnini razporejali enake predmete, npr.
zrna semen ali kamencke, v pravilne geometrijske
figure in prej ali slej jih je zanimalo skupno Stevilo
teh predmetov. V prispevku bomo namesto semen
in kamenckov razporejali tocke, ki so na nasih sli-
kah namenoma pretirano odebeljene. Stari Grki,
Se posebno pitagorejci, za katere je bilo Stevilo bi-
stveno, so poznali veckotniSka Stevila, med katera
spadajo tudi najpreprostejSa - trikotniSka. Vsem
pa je skupna tocka. Zato tudi tak naslov nasega

c¢lanka.

VeckotniSka Stevila, ki ustrezajo pravilnemu
k-kotniku, sestavljajo zaporedje Vl(k), Vz(k), V3(k), et
Spodnji indeks oznacuje Stevilo toCk na stranici. Za
trikotniSka Stevila je k = 3 in tedaj bomo pisali eno-
stavneje: T), = ,ﬁg).

Na sliki 1 je k = 6, kar pomeni, da predstavljamo
Sestkotniska Stevila V,(f). Zatnimo s tocko A, ko
jo bomo Steli za najpreprostejsi veckotnik (slika 1),
prvi po vrsti. Ta ima samo eno tocko, kar pomeni
Vl(G) = 1. Za vsako naravno Stevilo k = 3 je Vl(k) =1.

Nadaljujemo s to¢kama A; in A, ki naj bosta ogli-
SCi pravilnega k-kotnika, drugega po vrsti, daljica
A1A> pa njegova stranica, recimo ji osnovnica. Preo-
stalih ogliS¢ ne bomo poimenovali, vse tocke pa bo-

mo risali odebeljeno. Vseh tock je Sest, torej VZ(G) =

6. V sploSnem primeru je Vz(k) = k.

Nato osnovnico A; A podaljSamo za faktor 2 prek
A> do toCke A3 in daljico A1 A3 vzamemo za 0Snov-
nico tretjega pravilnega k-kotnika, ki ga nariSemo
na istem bregu premice nosilke daljice A; A, kot je
drugi pravilni k-kotnik. Na vse stranice in v ogliSc¢a
tretjega pravilnega k-kotnika dodamo nove tocke v

Ay A A Ay

SLIKA 1.
Cetrto $estkotnisko 3tevilo

medsebojni razdalji |[A;A2|. Dobimo figuro, ki vse-
lguje nove tocke. Vsako seveda Stejemo le enkrat.
Stevilo vseh tock na prvem, drugem in tretjem pra-
vilnem k-kotniku je tretje k-kotniSko Stevilo Vg(k). \Y%
primeru k = 6 je vseh tock V3(6) =15.

OpiSimo Se en korak. Osnovnico A; A, podaljSamo
za faktor 3 prek A in A3 do tocke A4 in daljico
A1A4 vzamemo za osnovnico Cetrtega pravilnega k-
kotnika, ki ga nariSemo na istem bregu premice no-
silke daljice A1A», kot sta drugi in tretji pravilni k-
kotnik. Tudi tokrat na vse stranice in v ogliS¢a no-
vega, Cetrtega pravilnega k-kotnika dodamo nove
tocke v medsebojni razdalji |A1Az|. Spet dobimo fi-
guro, ki vsebuje nove tocke. Stevilo vseh tock na pr-
vem, drugem, tretjem in Cetrtem pravilnem k-kotni-
ku je Cetrto k-kotnisko Stevilo Véfk). V primeru k = 6
je vseh tock VAEG) = 28. Postopek tako nadaljujemo,
podaljSujemo osnovnico, nad njo konstruiramo pra-
vilni k-kotnik, mu v ogli§€a in na stranice dodajamo
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nove tocke v medsebojni razdalji |A;A>|, vse do os-
novnice AjA;...Ay, ki je (nm — 1)-krat daljSa kot
A1Az. Vseh tock je ViR, torej n-to k-kotniSko Ste-
vilo. Stevilu V¥ pravimo tudi n-to veckotnigko 3te-
vilo reda k.

NajlaZe je najti izraz za n-to trikotnisSko Stevilo
Ty, ki je ocitno kar vsota prvih n zaporednih narav-
nih Stevil:

_ nn+1)

> (1)

" Ty,=14+42+3+...+1n

Zaporedje trikotniskih Stevil se pri¢ne takole:
= 1,3,6,10,15,21, 28, 36,45, 55.

Od vseh relacij, ki veljajo za trikotniska Stevila, zapi-
§imo samo ocitno rekurzijo T, = T;,—1 + n. Trikotni-
Ska Stevila so pomembna zato, ker lahko z njimi na
preprost nacin izrazimo katerokoli ve¢kotniSko Ste-
vilo. Ravno to bomo naredili v nadaljevanju.

Kot zanimivost povejmo, da Stevilo n(n + 1), ki
nastopa v formuli za trikotniSko Stevilo, imenujemo
podolzno Stevilo.

Ni pa nujno, da pri ponazoritvi veckotniSkih Ste-
vil vztrajamo pri pravilnih veckotnikih. Na sliki 2
imamo primer, ko trikotniSko Stevilo predstavimo z
raznostrani¢nim trikotnikom.

Diofant iz Aleksandrije, ki je Zivel v 3. stoletju na-
Sega Stetja, nam je zapustil obSirno razpravo O vec-
kotniskih Stevilih. Njegovi zapisi se nam zdijo precej
zapleteni, ker v njegovem casu Se niso zapisovali in
racunali tako, kot mi dandanes. Vec¢inoma so si po-
magali z geometrijsko razlago. Dokazal je enakost
(4), kar bomo ponovili, pri c¢emer bomo seveda upo-
rabljali moderno pisavo.

A Ay As Ay

SLIKA 2.
Cetrto trikotnisko $tevilo

MATEMATIKA

SLIKA 3.
Deveto SestkotniSko Stevilo

Kako torej lahko izrazimo veckotniSka Stevila s
trikotniskimi? Pomagamo si s sliko 3, kjer so na-
risani pravilni Sestkotniki z vsemi potrebnimi toc-
kami. Enako bi postopali z vsakim pravilnim k-kotni-
kom in njegovimi V,ﬁk) toCkami. NariSemo vse diago-
nale iz ogli§¢a A;. Teh je o¢itno k—3 in delijo pravilni
k-kotnik na k — 2 trikotnikov. Paziti moramo, da tock
ne bi dvakrat Steli. Zato smo trikotnike na sliki raz-
licno obarvali in jih med seboj lo¢ili z vzporednicami
diagonalam. Vsak tak trikotnik ima na stranici n — 1
tocko in zato vsebuje T;,—; toc¢k. Posebej smo izlocili
tocke Ay, Ap,..., A,. Teh je n, na k — 2 trikotnikih pa
je (k —2)T,_1 tock. S tem smo nasli izraz

= VI =n+ (k-2)T, 1. (2)
Pretvorimo ga lahko tudi v druge oblike, npr.:

" VR = Tyt (k=3) Tt = 52+ (k=2)(n=1). (3)

Za k = 4 dobimo StirikotniSka ali kvadratna Stevila
Qu, za k = 5 petkotniSka ali pentagonalna Stevila
P, za k = 6 SestkotniSka ali heksagonalna Stevila
H,,. Izrazi zanje so:

" Q‘VL :V.}f;l) = nZ’
1
P, =V = SnBn-1),

Hy =V® =n@2n-1).
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Za veckotniSka Stevila je Diofant izpeljal z geome-
trijsko metodo enakost

" 8(k-2)VH 4 (k—4) = 2+ (2n—1)(k—2))°. (4)
Sedaj jo lahko preverimo tako:

= 8(k-2)VF + (k—4)% =
dnk -2)2+ (k-2)(n—-1) + ((k—2) —2)* =
=8n(k—2) +4n(k—2)2(n—1) + (k - 2)*-
4(k—2) +4.

Zdruzimo na desni strani prvi in cetrti ter drugi in
tretji ¢len, Stevilo 4 pa postavimo na prvo mesto:

= 8(k-2)VH + (k—4)? =
4+ B8n-4)k-2)+@nn-1)+1)(k-2)> =
44402n-1)(k-2)+ (2n-1)%(k -2)%> =
2+ C@2n-1)(k-2))>.

Enakost (4) nam pomaga odgovoriti na vprasanje,
kdaj je dano Stevilo N veckotniSko reda k. To je ta-
krat, ko je 8(k—2)N + (k—4)? = Q? za neko naravno
Stevilo Q. Kermorapo (4)bitiQ =2+ (2n—-1)(k-2),
dobimo enacbo 2n — 1 = (Q — 2)/(k — 2), ki ima re-
Sitev

_Q+k—4
T o2(k=2)°

V postev pridejo seveda le naravne reSitve.

Za primer si poglejmo Stevilo N = 36. Da bo to Ste-
vilo k-kotnisko, mora biti §tevilo 288(k —2) + (k—4)?
kvadratno, denimo Q?. S poskuS$anjem najdemo za
k = 3,4,13,36 ustrezne Q, in sicer 17,24,57,104,
in ustrezne n, ki so 8,6,3,2. To pomeni, da je Ste-
vilo 36 hkrati osmo trikotniSko, Sesto StirikotniSko
ali kvadratno, tretje trinajstkotnisko (slika 4) in, tri-
vialno, drugo Sestintridesetkotnisko.

1. naloga. DokaZite, da nobeno podolZzno Stevilo ni
kvadratno.
2. naloga. Za katere k je Stevilo N = 1225 veckotni-

Sko reda k in katero po vrsti?

® 6 0

Py

0—; ® 6 0 0

SLIKA 4.
Stevilo 36 je trikotnisko, $tirikotnigko in trinajstkotnisko.

3. naloga. Preverite naslednjo trditev. Ce sta j in
k naravni Stevili, ve¢ji kot 2, in je njuna vsota sodo
Stevilo, potem velja enakost

- V‘y(ij) i V;Lk) _ 2Vr(L(j+k)/2).

Krizne vsote

b

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.

10 1

10 6

10 24
13
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Zarnice in sijalke

N2
PETER LEGISA

->

Izmenicni tok in utripanje svetlobe

Skozi upornik, priklju¢en na izmenicno sinusno na-
petost U(t) = Upsin(wt) s frekvenco v in krozno
frekvenco w = 21rv, tece tok I = U/R, Kkjer je R
upor. Moc¢ na uporniku je

= P=UI=U?R = (1/R)Uy? sin*(wt)

in zato se upormk greje. Vemo, da je 2 sin’ x =1-

cos(2x) Ce pisemo x = wt = 27Vvt, je sin’(wt) =

% 3 cos(Zwt) in tako

= P = Ui (1 — cos(4Tvt)). (1)

SLIKA 1.
Graf funkcij £(t) = 0,5sint (zeleno) in g(t) = sin’t (rdete).

Tako moc¢ niha s frekvenco 2v. Ker ima funk-
cija t — cos(4mrvt) (kot vsako kosinusno nihanje)
povprecno vrednost 0, vidimo, da je povprecna vre-
dnost mo¢i enaka (1/2R)Uy°. Oglejmo si to $e bolj
nazorno. Na sliki 1 je zeleno narisan graf funkcije
f(t) = 1/2sint. Vidimo, ko sinus napravi en poln
nihaj, napravi njegov kvadrat dva. Vidimo tudi, da
je v enem polnem nihaju povprecna vrednost funk-
cije g(t) = sin’ t enaka 1/2. Ce si namre¢ ogledamo
plos¢ine med modro ¢rtkano ¢rto in rde¢im grafom
za g, imajo deli pod ¢rto enako ploS¢ino kot deli nad

to modro ¢rto. Enako velja za povprecno vrednost
funkcije t — sin®(wt), saj njen graf dobimo tako, da
graf za g raztegnemo ali skr¢imo v vodoravni smeri.
Torej je povprecna vrednost moci enaka

1 Uo

-2 (%)
R 2 R\.\,2
To pa je enaka mo¢, kot ¢e bi bil upornik priklju¢en
na enosmerno napetost U, r = Up/~/2. Napetosti Uer
pravimo efektivna napetost. V naSem omreZzZju U,y
znaSa 230 V.

Zarnica je upornik, ¢eprav se njen upor lahko ne-
koliko spreminja s temperaturo. Se zmeraj pa velja,
da mo¢ niha z dvakratnikom frekvence v priklju¢ne
napetosti. Zato tudi njen svetlobni tok niha s fre-
kvenco 2v.

Ker imamo v Sloveniji napetost s frekvenco 50 Hz,
torej 50 polnih nihajev na sekundo, svetlobni tok
Zarnice niha s frekvenco 100 Hz ali 100 s~!. En ce-
loten nihaj moc¢i traja torej 10 milisekund. To mi je
v Casu, ko sem bil Se osnovnosSolec, pokazal prijatelj
Andrej Detela. Fotocelico je povezal s slusalko. Pri-
bliZal je Zarnico in zasliSal sem nizkotonsko brnenje.
Svetlobni tok Zarnice se sicer ne spreminja dosti, po
[1] le za kakih 5 do 15 %, saj se zarilna nitka v ob-
dobju nekaj milisekund, ko je dovedena elektri¢na
moc¢ blizu ni¢, ne more kaj prida ohladiti. Halogen-
ske Zarnice so izboljSana varianta klasi¢nih Zarnic.
(Slednje so zaradi evropskih predpisov o varcni po-
rabi energije prakti¢no izginile s trzi§ca.) Halogenke
imajo kakih 20-40 odstotkov vecji izkoristek in dva-
krat daljSo Zivljenjsko dobo, so pa tudi drazje. Ha-
logenke z navojem E27 dajejo okrog 10-15 lumnov
svetlobe na watt dovedene moci.

I7U2

Fluorescencna razsvetljava

Po drugi svetovni vojni se je zacela uveljavljati precej
ucinkovitejSa razsvetljava s fluorescencnimi cevmi.
Ze v devetnajstem stoletju so ugotovili, da razred-
Cen plin ob primernih pogojih prevaja elektri¢ni tok
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SLIKA 2.
V preizkusevalniku napetosti imamo tlivko in mocan upornik.

in pri tem sveti. Direktna prikljucitev na elektricno
omreZje ni mogoca: ko plin za¢ne prevajati, nastane
plazma, ki vse laze prevaja in tok bi tako hitro nara-
stel, da bi nam pregorela varovalka.

V staromodnem preizkusevalniku napetosti (slika
2) in indikatorskih luckah veckrat uporabljamo tliv-
ko. Napolnjena je z zelo razred¢enim neonom (tlak
priblizno 1 milibar), elektrodi sta nekaj milimetrov
narazen. Tlivka je torej primer neonke ali neonske
cevi. Zaporedno je vezana na mocan ohmski upor-
nik, ki omejuje tok. V preizkusevalniku ta upor tudi
iz varnostnih razlogov znasa okrog 1 MQ. Tlivka, kot
vse prave neonske cevi, oddaja oranzno svetlobo.

ZamocnejSe sijalke je taka reSitev neprakticna, saj
se upor greje in je to velika izguba energije. Zato
je v take sijalke potrebno vgraditi dusilko (balast).
Klasi¢na magnetna dusilka je tuljava, navita na Zele-
zno jedro. Taka tezka dusSilka predstavlja induktivni
upor za izmenicni tok. Za efektivni tok skozi idealno
dusilko velja

21tLy’

kjer je L induktivnost duSilke in U,y efektivna na-
petost na dusSilki. DuSilka se torej za izmenicni tok
obnasa kot induktivni upor (induktanca, impedanca)
velikosti 27t Lv. Upor je torej premo sorazmeren fre-
kvenci izmeni¢ne napetosti. Izgube energije v ide-
alni dusilki so ni¢. V resnici pa imajo navoji tuljave
tudi dolocen ohmski upor. V Zeleznem jedru nasta-
jajo vrtincni tokovi, ki grejejo dusilko. (Na tem na-
Celu delujejo indukcijske plosce na Stedilniku.) Zato
taka dusilka Se zmeraj predstavlja dolo¢eno izgubo
energije. Evropski predpis zdaj omejuje te izgube.

)

Nihanje toka skozi duSilko zaostaja za nihanjem pri-
klju¢ne napetosti.

Fluorescencna cev je tudi sicer precej bolj zaple-
tena kot tlivka. Elektrodi sta decimetre narazen, zato
je teze doseci prevajanje. Klasi¢na fluorescencna
svetilka poleg magnetne dusSilke potrebuje Se starter,
ki ga je potrebno veckrat zamenjati. Pogosto starter
- majhen valj z dvema kontaktoma - za vsak pri-
mer menjamo hkrati s cevjo, Se posebno pri tezko
dostopnih svetilkah. V cevi so poleg razredcenega
7zlahtnega plina (navadno argona), ki prevaja, Se Zi-
vosrebrne pare. Te v ioniziranem stanju oddajajo ve-
liko kratkovalovne ultravijoli¢ne (v nadaljevanju UV)
svetlobe. Cev je na notranji strani prekrita z belka-
stim fluorescen¢nim premazom - fosforjem, ki vzbu-
jen z UV sevanjem oddaja vidno svetlobo (in infrar-
dece sevanje), prepusca pa tudi nekaj UV svetlobe.
Premaz se sicer ne odziva trenutno, a svetlobni tok
klasicnih fluorescencnih sijalk vseeno mocno utripa,
s frekvenco 100 Hz. V vsakem nihaju po [1] kar
za nekaj milisekund pade na 60-75 odstotkov ma-
ksimalne vrednosti. Vecina ljudi tega neposredno
ne opazi. Clovesko oko ima namre¢ nekaj spomina.
Ce svetloba migota s frekvenco nad 60 hertzov, ve-
Cina tega neposredno ne opazi in vidi le povprecno
vrednost. Obcutljive ljudje pa moti tudi mocnejSe
utripanje s 100 Hz. Zaznajo ga predvsem v koticku
oCesa. Periferni vid je namre¢ obcutljivejSi na hitre
spremembe. (Nasi predniki so morali opaziti zver, ki
se je od strani pognala v napad.)

Nihanje obicajnih in halogenskih Zarnic je tako
Sibko, da ne predstavlja teZave. Klasi¢na fluorescen-
Cna razsvetljava pa zaradi mocnejSega utripanja in,
kot bomo videli, spreminjanja barv lahko pri doloce-
nem delu populacije povzroca nelagodje, glavobole.
Raziskave so pokazale, da taka razsvetljava vpliva
na mozgane in da pisarnisSki delavci zaradi utripanja
delajo ve¢ napak. Cloveski organizem zazna utripa-
nje s frekvencami nekako do 200 Hz in to tem bolj,
¢im mocnejSe je ([1]). Utripanje je problem tudi za
fotografe in snemalce. Navadno smo na varnem, Ce
je frekvenca utripanja nad 400 Hz.

Sam sem utripanje klasi¢ne fluorescenc¢ne razsve-
tljave veckrat opazil s kotickom ocesa na svetilkah s
t. i. prizmati¢nim pokrovom. Pri rahlem premikanju
glave je verjetno prisSlo do interakcije med nihanjem
svetlobe in nazob¢anim vzorcem na pokrovu, ki sluzi
razprsitvi svetlobe.

10
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Kamera v telefonu vidi utripanje

Za bralce imam domaco nalogo. Vzemite zvecer pa-
metni telefon in ga vklopite v nac¢in foto/video, kot
bi hoteli fotografirati. Potrebujete Se bel karton ali
bel kos papirja. Zdaj v prostoru pustite priZgano le
eno svetilo. Po moZznosti zacnite s halogensko ali
klasi¢no Zarnico kot referencno tocko. Priblizajte
karton svetilu, kolikor se le da. Objektiv telefona
usmerite na karton in malce pocakajte. Ce vidite
na zaslonu telefona temne in svetle proge, svetilo
utripa. Fotografirajte. Intenziteta prog na fotografiji
pove, kako hudo je utripanje. Ce izvori svetlobe niso
majhni in intenzivni, lahko seveda telefon usmerite
neposredno na svetilo.

Telefon s senzorjem tipa CMOS slika tako kot ka-
mera z zavesnim zaklopom. Lahko si mislimo, da
pri posnetku potuje ¢ez tipalo reza, in to vzporedno
daljsemu robu senzorja, kot na sliki 3. Cim svetlejsa
je scena, tem oZja je reZa. Tako na tipalo zmeraj
pade primerna koli¢ina svetlobe. Ker smo na$ kar-
ton zelo pribliZali svetilu, je reZa ozka. Reza pona-
zarja ekspozicijo in zaporedno branje eksponiranih
vrstic na tipalu. Preberite si tudi, kaj je o zavesnem
zaklopu nedavno povedal dr. Ales Mohori¢ v Preseku
[2, str. 30-31].

Pri telefonih reza potuje sorazmerno pocasi. Kot
prvi primer prikazujemo na fotografiji 4 svetlobo
majhne in lahke fluorescenc¢ne svetilke znane znam-
ke (13 W, hladno bela barva). Vidimo, da je v ¢asu

SLIKA 3.
Pri zavesnem zaklopu reza potuje cez tipalo, tako da je vsak
piksel enako dolgo osvetljen.

FIZIKA

SLIKA 4.
Utripanje fluorescencne sijalke, 13 W, 4000 K

prehoda reze njena svetloba naredila nekaj ve¢ kot
tri utripe. Ker vsak utrip traja 10 milisekund, potre-
buje reza za prehod tipala nekaj ve¢ kot 30 milise-
kund.

Svetel pas na fotografiji pomeni, da je tistih nekaj
milisekund sijalka moc¢no svetila. Ko se je reza pre-
maknila navzdol, je zaradi casovnega zamika jakost
osvetlitve Ze pojenjala in tam smo dobili temnejsi
pas. Cim veéje so razlike med svetlimi in temnimi
deli, tem mocnejSe je utripanje. Na sliki 4 vidimo po-
leg precej moc¢nega utripanja Se eno zanimivost: ko
ta fluorescencna cev za nekaj milisekund potemni, se
njena barva spremeni, iz bele na zeleno in nato mo-
dro! Domaci ljubljencki (psi, kanarcki) so sposobni
videti utripanje z visjimi frekvencami. Zanje je taka
svetilka morda nekaj takega kot razsvetljava v disko
klubu.

Ko gledamo na zaslon, reza kar naprej potuje Cez
zaslon. Vsak naslednji prehod (ki traja dobrih 30
ms) pomeni osvezitev slike. Sklepamo lahko, da se
na naSem telefonu slika osveZuje okrog 30 krat na
sekundo. Ker osveZitve niso ravno sinhronizirane z
utripanjem sijalke, na zaslonu temni in svetli trakovi
pleSejo.

Za primerjavo je na fotografiji 5 utripanje svetlobe
klasi¢ne Zarnice s 60 W. Oddaja pribliZzno enako ko-
licino svetlobe kot prej omenjena »fluo« cev s 13 W,
vendar Zarnica utripa le minimalno.
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SLIKA 5.
Utripanje klasi¢ne Zarnice 60 W

Visokofrekvenéne elektronske predstikalne
naprave

Zadnje Case so se v svetilkah za fluorescencne cevi
uveljavile ([3, str. 106]) visokofrekvencne elektron-
ske predstikalne naprave (nemsko: Elektronisches
Vorschaltgerat, EVG), ki so postale tudi dovolj zane-
sljive. Dobre naprave tega tipa omreZzno napetost
usmerijo, zgladijo (tako da je dobljena enosmerna
napetost skoraj konstantna) in nato razsmerijo na iz-
menicno napetost z visoko frekvenco (20-100 kHz).
Fluorescencni plas¢ skorajda ne more slediti tako hi-
trim spremembam. Tako oddajajo prakticno kon-
stanten svetlobni tok - fluktuacije znasajo najvec pet
odstotkov. Taka razsvetljava je neproblemati¢na in
nima negativnih ucinkov, ki smo jih opisali pri raz-
svetljavi z magnetnimi dusilkami. (Opozorilo: neka-
tere cenejSe elektronske predstikalne naprave - kot
v mali svetilki (katere svetloba je) na sliki 4 - izpu-
stijo drugi korak, glajenje. Njihova svetloba poSteno
utripa s 100 Hz.)

Take naprave vsebujejo tudi balast. V formuli (1)
imamo pri klasi¢ni dusilki frekvenco v = 50 Hz, pri
elektronski napravi pa v > 20000 Hz. UpoStevajmo,
da morata biti za dano cev efektivna napetost in tok
v obeh primerih pribliZno enaka. Zato mora biti pro-
dukt Lv v obeh primerih priblizno enak. Torej mora
biti induktivnost L v visokofrekven¢nem primeru ne-

primerno manjSa. Tako je pri elektronski napravi
dusilka lahko majhna in lahka, izgube v njej pa so
mnogo manjSe kot pri klasicnem balastu. Po isti
formuli lahko z vecanjem frekvence v zmanjsujemo
tok skozi cev in jo tako zatemnjujemo. Visokofre-
kventne predstikalne naprave pomenijo precej
manjSe izgube. Fluorescencna cev, priklju¢ena na
elektronsko predstikalno napravo, danes daje do
105 lumnov na watt. Elektronika omogoca tudi hi-
trejSi start, brez vecCkratnih poskusov kot pri kla-
si¢nih starterjih. To pomeni daljSo Zivljensko dobo
cevi. Elektromagnetni smog, ki nastane zaradi visoke
frekvence, je omembe vreden le nekaj decimetrov
stran od svetilke in ga lahko z ustrezno elektroniko
zmanjsamo.

SLIKA 6.
Obrocasta »varcna zarnica« ima fluorescencno cev zvito v torus
ali svitek.

Kompaktne fluorescencne sijalke (CFL, po do-
mace tudi »var¢ne Zarnice«) so nastale z miniaturi-
zacijo fluorescencnih cevi, ki so jih upognili v razne
oblike. Mnoge imajo vgrajeno elektronsko predsti-
kalno napravo, tako da jih lahko privijemo v obicajne
navoje. (Ob vsaki menjavi nastane zato znatno vec
elektronskega odpada kot pri ceveh.) Dajejo od 40
do 70 lumnov na watt. Imajo pa nekaj slabosti: ko jih

12
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priZzgemo, se pogosto ne odzovejo takoj in mnoge v
zacetku svetijo zelo Sibko. Potrebujejo kako minuto
ali dve, da doseZzejo polno svetilnost. Navadno slabo
svetijo pri nizkih temperaturah. Pogosto Strlijo iz
obstojecih svetilk. Dalec najboljSa taka naprava med
mojimi nakupi je precej velika sijalka v obliki obroca
na sliki 5. Daje 1700 lumnov pri 24 W in takoj po
vkljucitvi sveti s polovico moci. Utripanja svetlobe
prakti¢no ni.

Kompaktne fluorescencne sijalke so danes tako re-
ko¢ zgodovina. V ZDA je ze pred par leti njihova
cena strmoglavila: proizvajalci in trgovci so se ho-
teli le Se znebiti zalog. Nadomestile so jih boljSe in
ucinkovitejSe LED sijalke.

Barvna vernost

Utripanje svetilk s teZkimi balasti je le eden od ra-
zlogov, zakaj mnogi niso bili navduSeni nad fluore-
scencno razsvetljavo. Drugi razlog je spektralna se-
stava svetlobe. Medtem ko zarnica oddaja svetlobo,
ki zvezno pokriva celotni spekter, je svetloba fluore-
scencnih sijalk ve¢inoma koncentrirana okrog nekaj
malega tock v spektru. V mnogih trgovinah so do
nedavnega prodajali le najcenejSe cevi, ki so slabo
podajale barve (in obenem imele slabSi izkoristek in
krajSo zivljenjsko dobo). Indeks barvne vernosti
ali Indeks barvnega videza Ra, natanc¢neje R, tudi
CRI, Color Rendering Index je bil 55-65, medtem ko
je pri Zarnicah (klasi¢nih in halogenskih) enak 95-
100. Moja mama je pri nakupovanju tekstila zme-
raj prosila prodajalko, naj ji stvari pokaze na dnevni
svetlobi, kjer je blago pogosto imelo precej drugacen
videz kot pod fluorescenc¢no razsvetljavo v notranjo-
sti trgovine.

Danes zaradi evropskih predpisov nekakovostnih
cevi ni ve¢ na trziS¢u. Fluorescencne cevi z Ra > 80
lahko dobimo za ugodno ceno. V specializiranih tr-
govinah dobimo cevi z Ra > 90. Te imajo draZje oblo-
ge, ki sevajo v vec delih spektra. Ker je fluorescentni
plasc¢ debelejsi, imajo nekaj manjsi izkoristek.

Fluo svetilke s klasi¢no tezko elektromagnetno
dusilko lahko posodobimo tako, da izrabljeno fluo-
rescencno cev zamenjamo z LED cevjo, ki vsebuje,
kot ime pove, svetlece diode. Pri tem moramo zame-
njati starter s priloZenim elektronskim starterjem.
Za zdaj (2018) so te LED cevi drazje, oddajajo ne-

FIZIKA

kaj manj svetlobe, a imajo vsaj izdelki znanih znamk
boljsi izkoristek, boljSo barvno vernost, daljSo Ziv-
ljenjsko dobo in ve¢inoma manj utripajo. (Nekateri
pa imajo slabe izkuSnje s tovrstnimi LED izdelki
manj znanih proizvajalcev.) Taka zamenjava za zdaj
ni mogoca pri sodobnejSih svetilkah z visokofrek-
vencno elektronsko predstikalno napravo.

Pri nakupu moramo paziti tudi na barvno tempe-
raturo cevi.

Barvna temperatura

LED sijalke in fluorescencne cevi imajo razne barvne
odtenke. Oznaka 2700 K pomeni, da svetilka od-
daja priblizno tako svetlobo kot ¢rno telo, segreto na
2700 Kelvinov. Pravimo, da ima svetloba barvno
temperaturo 2700 Kelvinov, tako kot klasi¢na zar-
nica s 60 W. Po DIN normi je svetloba z barvno tem-
peraturo pod 3300 K toplo bela (warm white).

ViSja barvna temperatura pomeni vecji deleZ mo-
dre in niZji deleZ rdece svetlobe. Nad 3300 K in pod
5000 K imamo hladno belo ali nevtralno belo ali na-
ravno belo (cool white). Za delovne prostore in ucil-
nice navadno uporabljamo nevtralno belo svetlobo s
4000 K. Tudi zato, ker se toplo bela slabo mesSa s
svetlobo, ki prehaja ¢ez dan skozi okna.

Nad 5000 K imamo dnevno belo svetlobo (dayli-
ght), ki je ob halogenskih zarnicah videti modrika-
sta. (Ali pa so halogenke, ¢e so v manjSini, videti
rumeno-oranzne.) Taka svetloba naj bi nas Se bolj
zbudila kot hladno bela.

Fluorescencna cev z oznako 827 ima Ra > 80 in
barvno temperaturo 2700 K (toplo bela).

Za obcutek dobre osvetljenosti potrebujemo pri
viSji barvni temperaturi ve¢ svetlobe. Sredi dneva,
ob visoki barvni temperaturi, smo namre¢ navajeni
na mnogo svetlobe.

V vecernih urah svetujejo uporabo toplo bele sve-
tlobe, ker izpostavljenost modri svetlobi dokazano
moti prehod v spanec. Zastonjski programcek f.lux
nam zvecer samodejno zniZa barvno temperaturo na
racunalniSkem zaslonu. Za delo z vizualnimi vse-
binami (fotografije, video, risbe) pa moramo na za-
slonu uporabljati eno samo barvno temperaturo, in
to dnevno (5200-5500 K). Program f.lux lahko v ta
namen hitro izklju¢imo.
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FIZIKA

SLIKA 7.
Kamera je ocenila, da sceno nad Kontovelom osvetljuje sve-
tloba s temperaturo 5100 K.

SLIKA 8.
Sliko smo predelali, tako da je zid levo spodaj resni¢no siv.

Barvna temperatura in fotografija

Vcasih smo fotografi za najlepse slike iz narave upo-
rabljali diafilm, kalibriran za dnevno svetlobo s tem-
peraturo 5500 K. Pri tej temperaturi je tak film dajal
najboljse rezultate. Ce pa smo slikali s takim filmom
prizor ob sveci, je bila slika bolj ali manj rdeca. Sveca
ima barvno temperaturo okrog 1500 K. Mi svetlobo
svece ali tabornega ognja obc¢utimo kot rumenkasto.
ZasneZena pokrajina je na oblacen dan dala diapo-
zitiv z modrikastim snegom. Barvna temperatura

dnevne svetlobe pod obla¢nim pokrovom je okrog
7000 K.

Na$i mozgani preoblikujejo informacijo tako, da
videz scene priblizajo videzu pri neposredni dopol-
danski son¢ni svetlobi: papir v zvezku vidimo - ne
glede na izvor svetlobe - kot priblizno bel.

V casu filma smo temperaturo in sestavo svetlobe,
ki je prihajala v kamero, spreminjali z uporabo barv-
nih filtrov.

Piksel na tipalu digitalne kamere registrira inten-
zivnost rdece, zelene in modre barve. Programska
oprema nato te podatke predela tako, da na racunal-
niSkem zaslonu dobimo sliko, ki je videti naravno
in privlacno. Procesor lahko (bolj ali manj uspesno)
kompenzira vpliv barvne temperature (in drugih po-
manjkljivosti) svetlobe na sceni, tako da so na koncu
bele povrSine fotografiranega objekta na zaslonu ra-
Cunalnika videti bele. Vklopiti moramo le popravek
ravnovesja beline ali angleSko Automatic White Ba-
lance (AWB).

Ce imamo s sabo nevtralno siv objekt, lahko nare-
dimo tudi uporabnisko ravnovesje beline ali Custom
White Balance, tako da najprej slikamo ta sivi pred-
met in kamera dolo¢i sestavo svetlobe, ki osvetljuje
sceno. To da pravi rezultat pri svetlobi z odli¢nim
barvnim videzom.

Tretja moznost je izbira ravnovesja beline iz mo-
Znosti v meniju:

= soncna svetloba - 5200 K;

= senca - 7000 K;

= klasi¢na ali halogenska Zarnica (tungsten = vol-
fram) - 3200 K;

= hladno bela fluorescencna svetloba - 4000 K itd.

Vendar moramo potem ob spremenjenih pogojih
nastavitev spremeniti sami. Ko smo v naravi imeli po
pomoti vkljueno ravnovesje beline za fluorescencno
razsvetljavo, smo dobili JPEG datoteke z resni¢no ne-
mogoc¢imi barvami!

Ce slikamo v RAW nac¢inu, se nam ni treba vzne-
mirjati zaradi izravnave beline. To lahko naredimo
naknadno s programom za obdelavo slik. Z drsniki
spreminjamo barvno temperaturo in ton, dokler ni-
smo zadovoljni. Najhitreje pa gre, ce imamo na sceni
kako sivo (ali Sibko osvetljeno belo) povrSino. S po-
sebno kapalko kliknemo na tako barvno nevtralno
povrsino in poprava je tu.
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NasSa kamera je ob soncnem zahodu na slikoviti
cesti nad Trstom ocenila, da je scena osvetljena z
dnevno svetlobo z barvno temperaturo 5100 K in
dala sliko 7. Rdeci ton je mocnejSi, kot se ga spo-
mnimo s scene. Je pa tak, kot bi ga obcutili, ce bi
na sceno stopili iz sobe, razsvetljene s 5100 K. Ker
pa smo bili na cesti Ze dalj ¢asa, smo se deloma pri-
lagodili in sceno obcutili drugaCe. V programu za
obdelavo slik smo s kapalko kliknili na sivi zid levo
spodaj. Program je z analizo izbranega delcka slike
ocenil barvno temperaturo na 4400 K in ustrezno po-
pravil sliko. Tako smo dobili sliko 8. Katera verzija
vam je bolj v§e¢? Morda bi bilo najbolje nekaj vmes?

Pri fluorescencni razsvetljavi so tudi po zgoraj
opisanih metodah poprave veckrat teZave (zaradi
nizke barvne vernosti). Tako je bilo tudi s sliko 6. Ta-
krat poskusimo rezultat izboljSati s spreminjanjem
odtenka ali intenzivnosti rdece barve, ki je najbolj
problematicna.

Zadovoljivo lahko navadno popravimo tudi barve
JPEG datotek. Tezko pa je izboljSati sceno, ki so jo
osvetljevali viri z razlicno barvno temperaturo. Bli-
skavico, ki oddaja svetlobo z barvno temperaturo
okrog 5200-5500 K, lahko opremimo s filtrom, ki
temperaturo njene svetlobe pribliZa ambientni.

Nasi mozgani, kot smo ze rekli, izravnavo (=po-
pravo ravnovesja) beline naredijo avtomati¢no. Pri
prehodu iz ene osvetlitve v drugo za to potrebujejo
le nekaj sekund.

Literatura
[1] Utripanje zarnic in  sijalk, Flickern
(Flackern oder Flimmern) von Gliihbir-

nen und Lampen, Energie-Umwelt.ch, do-
stopno na www.energie-umwelt.ch/
beleuchtungundbatterien/gluehbirnen-
und-Tampen/1425, ogled 15. 2. 2018.

[2] A.Mohori¢, Zavesni zaklop, Presek 44 (2016/17)
2, 30-31.

[3] G. Bizjak, M. B. Kobav in M. PrelovSek, Raz-
svetljava, dostopno na 1rf.fe.uni-1j.si/
razsvetljava.pdf, ogled 15. 2. 2018.

FIZIKA

Polzenje na
potujoce valove

N A2
ANDRE) LIKAR

- Najprej se spomnimo nekaj osnov iz valovanja.
Ravno potujoce valovanje opiSemo z odmikom 7y
delca sredstva, po katerem se valovanje Siri, z

enacbo

=y = ygcos(wt —kx).

Odmik y je odvisen od lege delca x in Casa t. V
poljubno izbranem izhodisc¢u pri x = 0 odmik har-
monicno niha s krozno frekvenco w tako, da je na
zacCetku Stetja Casa amplitudni yy, potem pa se od-
mik manjSa, po polovici periode pa je najbolj nega-
tiven —yy. Argument pri kosinusni funkciji imenu-
jemo faza. Fazni zaostanek kx od izhodisca doloca
valovno dolzino x = A, kjer se odmik ponovi, torej

pri
= kA =271,

Ko opazujemo val, navadno spremljamo njegov am-
plitudni odmik yq, torej valovni vrh. Tam je faza
enaka ni¢, torej velja

= kx = wt.
Drugace zapisano

w
= x=—t=ct.

k
Hitrost valovanja c je ravno hitrost valovnega vrha,
torej
n =2

K
Vemo Se, da je valovanje transverzalno ali longitudi-
nalno. Pri prvem so odmiki pravokotni na Sirjenje,
pri drugem pa v smeri Sirjenja. Tako je valovanje na
vrvi transverzalno, zvok pa je longitudinalno valova-
nje.

-
o)}

nadaljevanje
na strani
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NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz ostevil¢enih polj vpisite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani
www.presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 5. maja 2018, ko bomo
izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
Zno nagrado.

X X X
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nadaljevanje

s strani

Ker pri valovanju delci snovi le nihajo okrog svo-
jih ravnovesnih leg, pri valovanju potujeta na vecje
razdalje le energija in gibalna koli¢ina, ne pa snov. A
potujoce valove lahko izkoristimo tudi za premika-
nje. Spomnimo se deskarjev, ki prav hitro drsijo na
visokih valovih pri obalah. Ce se torej nekako »opri-
memo« valov, nas lahko ponesejo s seboj.

Oglejmo si preprost primer. Zamislimo si napet
lok in potujoce transverzalne valove na tetivi, za ka-
tere velja prva enacba. Pustimo ob strani vprasSa-
nje, kako bi tako valovanje vzbujali. Zamislimo si Se
letvico z valovito zgornjo stranjo, kjer bi za viSino
vzdolz letvice veljalo

=y =yycos(kx).

Na letvico bi torej vrezali zamrznjen potujoci val.
Mika nas, da bi mu rekli kar stojec¢i val, a pod tem
izrazom razumemo nekaj drugega. Ce lok z valovi
premikamo vzdolZ tetive v nasprotni smeri potujo-
¢ih valov, tudi vsaj za nekaj ¢asa vidimo zamrznjen
val. Iz enacbe za valovanje

= y =yycos(wt —kx),

ki velja za odmike na mirujoc¢i tetivi, preidemo na
odmike pri gibajoci se tetivi tako, da zapiSemo lego
x, kot jo vidimo iz mirujocega zornega kota

" Xmir =X —VE,

kjer je v hitrost gibanja tetive. Z izbrano hitrostjo
v = ¢ pridemo do zamrznjega potujocega vala

=y = Yo Cos(kxXmir) -

Ce se torej zamrznjena vala tetive in letvice ujemata,
lahko poloZimo gibajoci se lok na letvico tako, da se
tetiva povsod tesno prilega letvici. Lok torej potuje
po mirujoci letvici in se lahko od nje tudi odriva, ce
ga kaj ovira pri gibanju.

Primer pojasni nacin gibanja pri polzih. Njihova
miSi¢na noga omogoca tvorbo potujoCega transver-
zalnega valovanja vzdolZ polza. Da se polZz lahko
giblje kot lok po letvi, potrebuje valovito podlago, ki
se povsem ujema z njegovim potujo¢im valom. Ta-
kih podlag v naravi seveda ni, a ploz s svojo lepljivo
in zelo viskozno slino premaga to teZavo. Slina se
dobro prilepi na podlago, val v nogi pa jo oblikuje
sebi podobno. Tako polZ s slino peoblikuje podlago.

SLIKA 1.
Vodni polzi se gibljejo na nacin transverzalno potujocega
valovanja.

Na sliki 1 je shemati¢no prikazano gibanje polZa na
transverzalno valovanje. Transverzalno valovanje v
nogi potuje v nasprotni smeri, kot se giblje polz. S
transverzalnim pogonom se gibljejo ve¢inoma vodni
polzi.

Vrtni polZi se pri gibanju zanaSajo na longitudi-
nalno potujoce valovanje. Da se lahko premikajo
naprej, se mora noga dotikati podlage le na mestih,
kjer je njeno vzdolZno gibanje v smeri od glave proti
zadku. Dele nog, ki se gibljejo v obratni smeri, mora
polz odmakniti od podlage. Torej se mora po nogi
Siriti poleg longitudinalnega vala tudi transverzalni,
ki poskrbi za odmikanje delov noge od podlage z na-
pacno smerjo vzdolZega gibanja. Veljati mora torej

" Xod = X — Xgcos (wt —kx),
=y = yosin(wt — kx).

Tu smo z x,4 zapisali lego delca noge na oddalje-
nosti x od izhodisca, denimo, od oznake na polzevi
hiSici, z v odmik noge od podlage, x( in y(y pa sta
amplitudi longitudinalnega in transverzalnega vala,
ki se Sirita v smeri gibanja polZza. Deli nog se pod
vplivom teh dveh valovanj gibljejo po elipti¢nih tirih,
kar spominja na gibanje naSih nog pri hoji ali teku.
Mislimo si lahko, da je polZzeva noga mnozica drob-
nih noZic, ki se usklajeno gibljejo kot pri stonogi. Na
sliki 2 je prikazana polZeva noga v nekem trenutku.
Deli noge s pravilnim gibanjem so v stiku s podlago,
deli z napacnim pa so od podlage odmaknjeni.
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SLIKA 2.
Vrtni polzi se gibljejo na nacin pretezno longitudinalno potujo-
Cega valovanja.

Odmike noge smo v Stirih zaporednih trenutkih
prikazali na sliki 3. PolZ se giblje od leve proti desni,
kar nakazujeta rumeni ¢rti. Valovanje se Siri v isti
smeri, le da je precej hitrejSe od polza, kar vidimo
po rdeci crti, ki povezuje vrhove z enako fazo. Da se
pribliZamo pravim razmeram, smo transverzalni od-
mik v navzdol omejili. Tako se noga tesneje oprime
podlage. Za razliko od vodnih polzev je hitrost vr-
tnega polza odvisna od amplitude longitudinalnega
vala

= V= WwXg,

SLIKA 3.

Lege polzeve noge v enakomernih ¢asovnih intervalih. Vidimo,
da se vala Sirita v smeri polZzevega gibanja od leve proti deni
(rdeca crta), in sicer precej hitreje, kot se giblje sam polz (ru-
meni ¢érti). Cas tece od zgoraj navzdol.

FIZIKA

in zato manjSa od hitrosti valov. Valove lepo vidimo,
Ce na drugi strani opazujemo polzevo polzenje po
Sipi. Pri vrtnem polzu je slina prav tako pomembna,
saj mu omogoca povsem nesliSno polzenje tudi po
zelo strmih, celo previsnih podlagah.

Prav te odlike polZevega gibanja zelo zanimajo in-
Zenirje, ki bi radi naredili polze-robote. Potrebujejo
tudi umetno slino, ki bi omogocila gibanje robotov
po strmih podlagah. Zato v literaturi Se vedno naj-
demo strokovne in znanstvene clanke na to temo.

X X X

Nalogi

N2
MARKO RAZPET

>

1. Poisci funkcijo f, ki za vsak realen x zadosca
funkcijski enacbi

= x(x+ 1D fx)+f1-x)=x(x3-1). (1)

2. Na sliki je enakostranic¢ni trikotnik s stranico
x, ki je razdeljen na dva skladna raznostrani¢na tri-
kotnika, enakokrak trapez in enakokrak trikotnik z
znanimi podatki. Izracunaj stranico x.
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ASTRONOMIJA

/orni koti nebesnih teles

vid
MARIJAN PROSEN

- Zorni kot je temeljni pojem astronomske geome-
trije. Najprej bomo obravnavali zorni kot Sonca,

nato pa Se zorni kot Lune, planetov in zvezd.

Zorni kot Sonca

Zvezd je neSteto. Ena od njih in nam najbliZja je
Sonce. To je velikanska krogla razbeljenih plinov
(poenostavljeni model). Sonce vidimo ali ga opazu-
jemo kot svetlo rumeno dobro vidno okroglo plo-
skvico (disk, kroZec) na dnevnem nebu. Pri opazo-
vanju moramo biti zelo previdni. Opazujemo ga s
posebnimi zaS¢itnimi ocali s filtri, ki ne prepuscajo
za nase oCi njegove nevarne svetlobne zarke.

Zorni kot Sonca je kot, v katerem iz opazovaliSca
na Zemlji, vidimo zelo oddaljeno Sonce.

Izracunajmo, koliko meri zorni kot « Sonca, ki je
oddaljeno od Zemlje ¥ = 150 milijonov km, njegov
premer pa meri okoli 2R = 1400 tiso¢ km.

SLIKA 1.

(Trenutni) zorni kot o« Sonca, O - opazovalec na Zemlji; na-
mesto Sonca si lahko predstavljamo Luno, planet, zvezdo ali
drugo vesoljsko telo.

Ker je Sonce vidno v majhnem zornem kotu, lahko
upraviceno uporabimo enacbo (sorazmerje) za sre-
diScni kot v kroZnici in njemu pripadajoci lok, ki je v
tem primeru kar enak dolZini tetive. Velja «t/360° =
2R /277, od koder sledi za zorni kot Sonca « = 2R -
360°/2mr = 1400000 km - 360°/271 - 150000000
km = 0,5°(= 30"), kar je priblizna vrednost.

Zorni kot Sonca pri opazovanju z Zemlje meri po-
lovico kotne stopinje ali 30 kotnih minut. To okroglo
vrednost si zlahka zapomnimo.

Zorni kot Sonca pri opazovanju z Zemlje ni sta-
len. Spreminja se, ker se Zemlja giblje okrog Sonca
po elipsi in se oddaljenost Zemlje od Sonca spremi-
nja. Enkrat je Zemlja najbliZje Soncu, drugic najdlje.
Ko je najbliZje v prisoncju ali perihelu, ima najvec;ji
zorni kot 32,5’; ko je najdlje v odsoncju ali afelu, pa
najmanjSega 31,5’. Povprecno meri 32', kar je okoli
0,5°, kot smo izracunali.

Pripomba. Ker se zorni kot Sonca s ¢asom spremi-
nja, bi vedno morali reé¢i trenutni zorni kot. Enako
velja za zorni kot Lune in planetov. Vendar bomo
besedo trenutni v nadaljevanju izpuScali.

Zorni kot Lune

Luna je povprecno oddaljena od Zemlje v = 60R,
njen radij pa je okoli 1/4R, Ce R pomeni radij Zemlje.
Izra¢unajmo zorni kot Lune pri pogledu z Zemlje.

Ker je Luna zelo oddaljena od Zemlje in vidna v
majhnem kotu, lahko spet uporabimo Ze prej nave-
deno enacbo «/360° = 2R/271rr, od koder za zorni
kot Lune dobimo « = 2 - 1/4R - 360°/21 - 60R =
90° /1 - 60 = 0,5°, kar je priblizna vrednost.

Zorni kot Lune pri pogledu z Zemlje meri polovico
kotne stopinje ali 30 kotnih minut. To je vrednost,
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ki si jo zlahka zapomnimo. V prvem priblizku sta
zorni kot Sonca in zorni kot Lune enaka 0,5°.

Luna se giblje po elipsi okrog Zemlje, ki lezi v
enem od goriSc¢ elipse. Zato se oddaljenost Lune od
Zemlje spreminja, s tem pa se spreminja tudi njen
zorni kot pri pogledu z Zemlje. Spreminja se od
29,4" do 33,7’. Srednja vrednost zornega kota Lune
je 31’, prvi pribliZek in vrednost, ki jo uporabljamo
v Soli, pa je 0,5°.

Pri racunanju Luninega zornega kota bi morali to-
rej dobiti vedno vrednost «, ki leZi med omenjenima
skrajnima vrednostma, zapisano matematicno, kot
interval 29,4 < « < 33,7" ali [29,4',33,7'].

Ali je mozno iz splosnih astronomskih podatkov,
ki jih imamo vedno na razpolago in jih znamo na
pamet, s preprostim racunom, ki povezuje nekaj fi-
zikalnih zakonov, izracunati oziroma primerno oce-
niti zorni kot Lune ob opoziciji s Soncem, tj. ob polni
luni? Gre za oceno Luninega zornega kota, ki naj bi
se ne razlikovala za ve¢ kakor =15’ od srednje vre-
dnosti 31’, najbolje pa bi bilo, da bi izraCunana vre-
dnost padla znotraj intervala [29,4',33,7']. Nalogo
reSimo za sploSni (ne posebni) primer, saj je polna
luna razli¢no oddaljena od Zemlje in od Sonca. Zato
bo rezultat naloge bolj ocena, pribliZna vrednost za
Lunin zorni kot, ki je seveda ob vsaki polni luni ne-
koliko drugacen, vendar naj bi njena vrednost pa-
dla znotraj ali vsaj blizu navedenega intervala (kar
je ostra zahteva).

ZareSevanje naloge smo izbrali naslednje osnovne
podatke: sprejeta gostota svetlobnega toka s Sonca
na Zemlji (solarna konstanta) jo = 1400 W/m?, ki je
prakticno taka kot na Luni (razlika je le za 4 W/m?
(manj), kar zanemarimo glede na vrednost 1400
W/m?), radij Lune R, sij polne lune (opozicija s Son-
cem) m = 12,75 magnitude (srednja vrednost) in al-
bedo (svetlobna odbojnost) Lune 6 = 0,12 (pribliZna
vrednost). Podatki so priblizni, zato lahko pricaku-
jemo, da bo priblizen tudi rezultat.

Lunin zorni kot « pri opazovanju z Zemlje izra-
¢unamo iz «/360° = 2R/27rr, kjer pomeni R radij
Lune in v oddaljenost Lune od Zemlje. Zorni kot v
kotnih enotah je

" x=57,3"-(2R/7).

ASTRONOMIJA

Gostota svetlobnega toka jj, ki pade s Sonca na
Luno ob polni luni, je glede na gostoto svetlobnega
toka, ki pade na Zemljo, kar jo = 1400 W/m?.

Gostoto svetlobnega toka j, ki pade s polne lune
na Zemljo, izracunamo iz osnovne astrofotometricne
Pogsonove enacbe j/j = 10-04m-m) Yier je j’ =
10~8 W/m? pri m’ = 1 magnituda. Sledi, da je j =
1078 . 107041375 w/m? =32 - 1074 W/m?.

Od Lune se odbije svetlobni tok jo - TR? - 8. V raz-
dalji  pade na Zemljo tok z gostoto jo-1TR2%-5/217?
(upoStevamo le od Sonca osvetljeno Lunino polkro-
glo ob polni luni, obrnjeno proti Zemlji). Ta kvocient
je enak gostoti svetlobnega toka j. Iz enakosti jg -
TTR? 5/2mr? = j dobimo 2R/r =

VB iTjo-8) = (8-32-1074/1400-0,12) =

1,23 - 10 2 radiana in « = 0,71° ~ 42’.

Dobili smo rezultat, ki je nekako na meji. Ne pade
ravno v postavljeni interval, precej se razlikuje tudi
od srednje vrednosti 31" (35 % relativna napaka).
Vendar je za nas sprejemljiv. Solarna konstanta jg je
podana priblizno, napaka je pri j, kjer ni upoStevana
vpojnost Zemljinega ozracja (¢e jo upoStevamo, do-
bimo Ze boljSo vrednost za zorni kot 37’), vprasljiva
je tudi 6, ki je zelo priblizna. Vsak neto¢en podatek
vpliva na kon¢ni rezultat, tako da ne moremo dobiti
natancne vrednosti raCunane kolicine.

V takem primeru je najbolje, da zorni kot izracu-
namo iz neposredne zveze med premerom Lune in
njeno trenutno oddaljenostjo od Zemlje, kar lahko
natancno izmerimo z radarjem ali laserjem ali pa
preberemo iz Astronomskih efemerid, radij Lune je
konstanten.

Ce je bila Luna v ¢asu polne lune od Zemlje npr.
oddaljena r = 59R(, potem je bil njen zorni kot
2R/v =2 -1/4Ry/59Rp = 1/118 radiana ali & = 29’,
kar je odlicen rezultat.

Na tak neposredni nacin vedno pravilno izracu-
namo zorni kot Lune, ¢e imamo natan¢no podano
oddaljenost Lune. Napaka se pojavi lahko samo za-
radi nepravilno znanega premera Lune in njene od-
daljenosti od Zemlje. Lunin premer ima stalno in
znano vrednost, oddaljenost nam najbliZjega vesolj-
skega telesa pa je tudi vsak trenutek zelo znana. Ta-
ko je tudi z izracunanim trenutnim zornim kotom
Lune, ki se ne more dosti razlikovati od srednje vre-
dnosti.

%
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Zorni kot planeta

Zorni kot « planeta je kot, v katerem iz povrSja Ze-
mlje vidimo oziroma opazujemo planet kot majc¢-
keno navidezno okroglo ploskvico (disk) na nebu.
Ker je kot o zelo majhen, tudi za planete velja so-
razmerje «/2R = 360°/21r, Kjer je v oddaljenost
planeta, 2R premer planeta in R radij planeta.

Planeti se gibljejo okrog Sonca, seveda tudi Zem-
lja.

Oddaljenost planetov od Zemlje se neprestano
spreminja. Zato se spreminja tudi njihov zorni kot,
in to pri vsakem planetu od neke najmanjSe do neke
najvecje vrednosti; pri Veneri od 10" do 65", pri Ju-
pitru od 30" do 50", Saturnu od 15" do 21", Marsu
od 3,5 do 25", Merkurju od 5" do 13", Uranu od
3" do 4", Neptunu od 2,2 do 2,4". 1z teh podatkov
ugotovimo, da ima Venera najvecji zorni kot, najbolj
pa se spreminja pri Marsu. Vse to pojasnimo s spre-
minjanjem oddaljenosti planetov od Zemlje.

Locljivost cloveskega ocesa je nekaj kotnih minut,
tako da nobenega planeta z o¢mi ne lo¢imo oziroma
ne vidimo v zornem kotu. Vse vidimo le kot svetle
pike (tocke) na no¢nem nebu. Z daljnogledom pre-
mera objektiva 5 cm, ki ima lo¢ljivost okoli 3", pa
ze vidimo planete kot majckene svetle okrogle plo-
skvice, vse tja do Saturna. Ce Zelimo ve¢ in bolje opa-
zovati planete, vzamemo zmogljivejsi daljnogled.

Zgled

Mars zelo spreminja oddaljenost od Zemlje. Ima pre-
cej sploScen tir, vendar bomo privzeli, da se giblje po
kroznici. Izracunajmo zorni kot Marsa pri pogledu z
Zemlje, ko je v neki povprecni opoziciji s Soncem in
je od Zemlje oddaljen okoli 1/2 astronomske enote
(ae.), ce meri 1ae = 1,5-10% km in je radij Marsa
1/2 radija Zemlje Ry = 6400 km.

Zorni kot o Marsa v povprecni opoziciji izracu-
namo iz «/2R = 360°/27mr, od koder sledi « = 2 -
1/2Rg - 360°/2mmr = 6400 km - 360 - 60 - 60" /277 -
0,5-1,5-108 km ~ 18”. Ceprav smo rac¢unali s pri-
bliZznimi podatki, smo dobili kar dober rezultat, ki
lezi v ustreznem intervalu [3,5",25"] za vrednost
zornega kota Marsa pri pogledu z Zemlje. S pet-
centimetrskim daljnogledom ga Ze razlocimo oziro-
ma vidimo v zornem kotu.

Zorni kot zvezde

Sonce, Luno, planete vidimo v dolo¢enem zornem
kotu. Kaj pa Stevilne zvezde, ki jih na nocnem nebu
vidimo le kot bolj ali manj svetle pike, kot tocke brez
razseznosti? Z oc¢mi jih res vidimo kot pike, toda
z uporabo posebnih inStrumentov in posebnih nadi-
nov opazovanja pa tudi pri zvezdah zaznamo nji-
hovo kotno razseZnost. Saj so to vendar velikan-
ska vesoljska telesa, ogromne Zarece krogle razbe-
ljenih plinov (poenostavljeno) ve¢inoma veliko vecje
od planetov, samo zelo, zelo so dale¢. Zato so videti
kot pike. Vse je tudi odvisno od zmogljivosti, na-
tancneje, od locljivosti inStrumenta, s katerim opa-
zujemo. Na vpraSanje, ali zvezde vidimo v zornem
kotu, lahko odgovorimo z da. Neverjetno, a resni¢no.
Najbrz ste preseneceni, ko ste zvedeli, da so tudi
zvezde vidne v doloCenem zornem kotu, Ceprav jih s
prostim oCesom zaznavamo kot pike na jasnem noc-
nem nebu. Imajo, ampak skrajno, reCcemo ekstremno
majhne zorne kote.

Pri pogledu z Zemlje je Sonce vidno v zornem kotu
okoli 0,5° ali 30”; Venera, ko nam je najbliZje, je vi-
dna v kotu okoli 1’, Jupiter v opoziciji s Soncem v
kotu okoli 50”, Mars v opoziciji okoli 25", Saturn
20", Uran 4", Neptun 2,4”, planetoidi pod 1", vse
zvezde pa pod 0,06".

Torej: kot 0,06” je najvecji zorni kot zvezde (me-
ja), v katerem je sploh kaksna zvezda zaznavna z Ze-
mlje, vse druge zvezde zaznavamo v manjSem zor-
nem kotu.

Clovesko oko ima lo¢ljivost okoli 5/, daljnogled
z odprtino (vhodno zenico ali premerom objektiva)
5 cm okoli 3", 10-centimetrski okoli 1,4”, 1,2-metr-
ski okoli 0,1, Sest-metrski opti¢ni zvezdni interfe-
rometer, ki je deloval v letih 1920-1930 na astro-
nomskem observatoriju na gori Wilson (Kalifornija,
ZDA), okoli 0,02"", 180-metrski intenzitetni zvezdni
interferometer v Narrabriju (Avstralija), ki deluje od
leta 1965 dalje, pa Ze okoli 0,0008", kar je zelo ve-
lika locljivost.

Poglejmo, kaj razlo¢imo s prostim oc¢esom, v ka-
kSnem zornem kotu katero od nebesnih teles Se vi-
dimo. Lahko smo zelo razocarani, kajti na nebu raz-
lo¢imo samo6 Sonce in Luno in ni¢ ve¢. Tudi zornega
kota Venere ne moremo zaznati s svojimi oCmi, Ce-
prav pogosto pripovedujejo, kako zelo velika je vca-
sih Venera na nebu. A takrat je velika bolj zaradi
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svojega zelo mocnega sija okoli —4. magnitude, kar
daje vidni vtis velike navidezne velikosti planeta. Kaj
Sele, da bi s svojimi o¢mi zaznali zorni kot Marsa,
Jupitra, ..., sploh pa zvezd. Oko odpove Ze takoj
v zacetku, na drugi oviri. RazSirimo vhodno zenico,
ostreje vidimo, manjsi kot razlo¢imo.

S pet-centimetrskim dvogledom Ze razlo¢imo pla-
nete kot majckene svetle okrogle ploskvice na nebu.
Vse tja do Saturna jih vidimo v doloCenem zornem
kotu, z Uranom in planetoidi pa so Ze teZave. Vza-
memo spet zmogljivejsi daljnogled z vec¢jo vhodno
zenico. Nekaj ¢asa to gre, pri zvezdah se ustavi. Tudi
z zelo ali najbolj zmogljivimi daljnogledi jih vidimo
kot tocke.

Toda kakSen daljnogled neki bi morali vzeti, da
bi razlocili zvezdo oziroma da bi jo videli v zornem
kotu? Hm, seveda, dovolj zmogljiv, z zelo veliko
locljivostjo, morali pa bi si izmisliti Se kakSen po-
sebni na¢in opazovanja. To je bila silna Zelja Ste-
vilnih astronomov preteklosti, vse od Galileja (1610)
dalje, a se jim stvar ni posrecila.

Uresnicili pa so jo na astronomskem observatoriju
Mt. Wilson, v prvi Cetrtini prejSnjega stoletja. Naj-
prej so izdelali in namenili opazovanjem 2,5-metrski
reflektor (1917-1949 najvecji daljnogled na svetu)
s teoreti¢no loc¢ljivostjo 0,06” in z nekoliko slabso
prakticno locljivostjo. Tako z njim ni bilo mogoce
neposredno izmeriti zornega kota zvezde 0,06". Po-
tem pa so si genialci izmislili posebni Sest-metrski
nastavek, ki so ga pric¢vrstili na vrh obstojecega re-
flektorja. Z novo nastalim inStrumentom, imenova-
nim Sest-metrski opti¢ni zvezdni interferometer, so
povecali locljivost na 0,02”. Z in§trumentom taksne
locljivosti pa so Ze mogli razlociti kot 0,06”, tj. iz-
meriti zorni kot zvezde.

S tem inStrumentom so z interferenco svetlobe, ki
je prihajala od merjene zvezde preko odbojev na Sti-
rih ravnih zrcalih v gori$ce reflektorja, 13. decembra
leta 1920 prvi¢ izmerili zorni kot zvezde. Ta, za vse
astronomske dni najbolj slavna zvezda, je bila Betel-
geza v ozvezdju Orion, njen izmerjeni zorni kot pa
je bil 0,047".

Prva, zgodovinska meritev zornega kota zvezde je
tudi potrdila teoreti¢ne izracune 0,04’ za zorni kot
te zvezde. Pri tedanji znani oddaljenosti zvezde so
nato Se dolocili radij zvezde in ga ocenili na okoli
450 radijev Sonca. S tem so potrdili teoretiCne izra-
Ccune in razmisljanja, da v vesolju obstajajo zvezde,

ASTRONOMIJA

ki so po dolzinskih razseznostih, tj. po radijih, ve-
liko vecje od Sonca, da torej obstajajo orjakinje in
nadorjakinje.

S tem Sest-metrskim in pozneje Se s 15-metrskim
optitnim zvezdnim interferometrom so od leta 1920
do leta 1939 izmerili zorne kote petnajstim zvez-
dam, ki so bile vecinoma nadorjakinje poznega spek-
tralnega tipa kot Betelgeza. Izmerjeni zorni koti pa
so bili od 0,02"" do 0,05”. Z meritvami so prenehali
po letu 1939 predvsem zaradi izredno velikih teZav
pri povecanju locljivosti tega tipa zvezdnega interfe-
rometra in smrti F. G. Peasa, ki je pravzaprav edini
znal ravnati s tem inStrumentom.

Kmalu nato so v astronomsko prakso zaceli uva-
jati nove nacine merjenja zornih kotov zvezd, in si-
cer veCinoma iz Luninih zakritij ali okultacij zvezd
(med drugo svetovno vojno in pozneje) in z intenzi-
tetnimi zvezdnimi interferometri (od 1958 dalje).

Locljivosti intenzitetnih interferometrov, skupaj s
teorijo in nacini opazovanja, so tako velike, da lahko
izmerijo zorne kote zvezd precej pod 0,001”. To je

SLIKA 2.

Na vrh, to je pred vhodno zenico novo izdelanega 2,5-
metrskega reflektorja na zvezdarni Mt. Wilson, so pricvrstili
kovinski tram s Stirimi glede na opticno os reflektorja simetric-
nimi ravnimi zrcali, in s tem sestavili Sest-metrski opticni zvez-
dni interferometer. Z njim so z interferenco svetlobe zvezde v
goriscu reflektorja izmerili prvi zorni kot zvezde. Obsezno in
zahtevno teorijo interferometricnih meritev zornih kotov zvezd
tu pustimo ob strani, saj nas zanimajo samo rezultati meritev.
(Foto: Wikipedia)
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tako majhen kot, za kakrSnega so vcasih mislili, da
ga sploh ni mogoce izmeriti. Pisati o teh meritvah pa
je ze nova astronomska zgodba.

Zeleli smo povedati, da imajo zvezde zorni kot,
da je ta zelo, zelo majhen in da je tudi tako ekstre-
mno majhne kote mogoce izmeriti. Odli¢na teorija,
izbrani nacin opazovanja ter super tehnika in tehno-
logija naredijo svoje: nemogoce postane mogoce.

Do zdaj so izmerili zorne kote nekaj sto zvez-
dam. Najvecji zorni kot 0,057"" ima zvezda R Zlate
ribe, sledijo Betelgeza in Mira z 0,050", Antares z
0,041", Ras Algeti z 0,03°, Aldebaran in Arktur z
0,02" ter druge zvezde, med njimi Sirij s skrajno
majhnim zornim kotom 0,0059".

Ob koncu si za orientacijo oglejmo, kaj pomeni,
da ima inStrument locljivost 0,06, da ima zvezda
tak zorni kot ali da opazujemo v zornem kotu kotu
0,06". Isto stvar lahko povemo na razli¢ne nacine.

SLIKA 3.
Lega najbolj slavne zvezde v zgodovini astronomije - Betelgeze
v ozvezdju Orion. (Foto: Andrej Gustin)

SLIKA 5.

Nobelovec (1907) in astronom Francis G. Pease (1881-1938),
(foto: UNC Charlotte ITS) - S fizikom A. A. Michelson sta bili
_ dusi in srci enkratnih ter edinstvenih interferometri¢nih meri-
SLIKA 4. tev zornih kotov zvezd na astronomskem observatoriju Mt. Wil-

-l

Fizik Albert A. Michelson (1852-1931) - nobelovec 1907. (Foto: son. To je bil tako velik astronomski dosezek kot prve meritve
University of Chicago) oddaljenosti zvezd v sredini 19. stoletja (ali pa Se vedji).
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Naj bo x viSina 10 km oddaljenega predmeta, ki
ga opazujemo v kotu & = 0,06”. Ker je kot skrajno
majhen, lahko zapiSemo x/x = 2mr/360°, kjer je
¥ oddaljenost. Sledi x = mr«/180° = 1T - 0,06” -
10000 m/180 - 60 - 60" = 3 mm.

Ce gledamo v zornem kotu 0,06”, v oddaljenosti
10 km, razlo¢imo pokoné¢no daljico z dolZino tri mi-
limetre ali razlo¢imo tocki, ki sta med seboj razma-
knjeni za 3 mm. Taka locljivost, da ¢loveku vzame
sapo. So pa Se boljSe.

Ko poznamo zorni kot zvezde, lahko pri znani od-
daljenosti izracunamo radij zvezde.

Zgled

Izracunajmo radij R zvezde Antares v radijih Ry Son-
ca, Ce je zorni kot Antaresa @ = 0,041” in odda-
ljenost ¥ = 620 svetlobnih let (1 svetlobno leto je
9,5 - 10'2 km), radij Sonca pa je Ry = 7 - 10> km.

Radij Antaresa v radijih Sonca dobimo iz
2R/21tr = ®/360°, od koder sledi R/Ry = mrra/
360°Ry = 1T - 620 - 9,5 - 10'? km - 0,041” /360 - 60 -
60" - 7 - 10° km ~ 840.

Antares je nadorjakinja z radijem, ki je priblizno
840-krat vecji od radija Sonca. Ker zvezda pulzira
(radij se ji spreminja za =20 %), njena povrSinska
temperatura tudi niha za +150 K. Mimogrede: An-
tares ni navadna stacionarna ali stabilna zvezda, je
spremenljivka.

Naloge

= Sonce vidimo v prisonc¢ju v zornem kotu 32,5, v
odsoncju pa v zornem kotu 31,5’. Izracunajte, ko-
liko merita najkrajsa in najdaljSa oddaljenost Ze-
mlje od Sonca, Ce je radij Sonca 696 000 km. [147
milijonov km, 152 milijonov km]

= Tudi Luno, planete in zvezde vidimo v doloCenem
zornem kotu. Pri Luni in planetih se spreminja,
pri zvezdah pa ne. Zakaj? Pojasnite!

= Na sliki 6 je zgoraj v legi 1 in v legi 2 enako velika
krogla (tj. krogla z enakim radijem). Kako je z zor-
nim kotom, v katerem vidimo kroglo pri opazova-
nju iz tocke O v obeh primerih? OpiSite situacijo.
Pri pribliZevanju se nam zdi tudi gora vecja.

ASTRONOMIJA
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SLIKA 6.

= Luna je povprecno oddaljena od Zemlje 380 000
km, njen premer pa je okoli 3500 km. Izracunajte
zorni kot Lune pri pogledu z Zemlje. [0,5°]

= Trenutni zorni kot Lune je 30,5’. Koliko je Luna
oddaljena od Zemlje, Ce je radij Lune 1740 km?
[392 000 km]

= Katere planete (Ce jih najdete na zvezdnem nebu)
vidite v zornem kotu z opernim kukalom odprtine
2,5 cm (locljivosti okoli 6')?

= Opazujte planete z daljnogledi razlicnih povecav
in locljivosti. Opazovanja skrbno skicirajte in ko-
mentirajte.

= Jzracunajte povprecni zorni kot Jupitra in pov-
precni zorni kot Saturna v povprecni opoziciji s
Soncem pri opazovanju z Zemlje, ¢e Jupiter krozi
okrog Sonca v oddaljenosti 5 ae, Saturn v odda-
ljenosti 10 ae in je radij Jupitra enak 11 radijev
Zemlje, radij Saturna pa enak 9,5 radija Zemlje;
lae = 1,5- 108 km, radij Zemlje Ry = 6400 km.
[Povprecni zorni kot Jupitra je okoli 48", Saturna
okoli 19".]

= Venera je v trenutku opazovanja od Zemlje od-
daljena 105 milijonov km, njen radij pa je sko-
raj enak radiju Zemlje. Izracunajte njen trenutni
zorni kot. [25"]

= Jzracunajte radij zvezde v radijih Sonca Ry =
7 -10° km za: a) Betelgezo & = 0,05”, v = 643
sv.l.; b) Sirij @ = 0,0059” in+ = 8,6 sv.l. (vzamemo
ga kot enojno zvezdo, ¢eprav vemo, da je dvojna)
in ¢) Proksimo Kentavra «« = 0,001” in v = 4,25
sv.l. Rezultate komentirajte. [a) = 1050, b) = 1,7
in c) = 0,14]
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RACUNALNISTVO

Deljenje skrivnosti

N \%
DAMJAN STRNAD

- V zivljenju se pogosto zgodi, da je potrebno zau-

pno informacijo, imenujmo jo skrivnost,

deliti med vec¢ oseb na tak nacin, da vsak posa-
meznik poseduje le del skrivnosti. Pri tem zahte-
vamo, da posamezni del skrivnosti ne zadoSca za
dolocitev celotne skrivnosti, pac pa je potrebno za
njeno rekonstrukcijo zbrati vsaj doloceno Stevilo

delov, ne pa nujno vseh.

Na slednji nacin lahko tudi zagotovimo, da skriv-
nost ne bo nedosegljiva ali celo izgubljena, ¢e bo po-
greSan katerikoli posamezni del. Prakticen primer
potrebe po deljenju skrivnosti je npr. delitev var-
nostne kode za uporabo jedrskega oroZja med sku-
pino pooblascenih oseb, od katerih jih mora svoj del
kode prispevati vsaj polovica, da se varnostna koda
lahko sestavi in orozje uporabi. Podobna primera
uporabe sta delitev kombinacije trezorja ali gesla za
deSifriranje zaupnih dokumentov. V dolocenih prak-
ticnih primerih skrivnosti ne pozna nih¢e (npr. Si-
frirni klju¢ se naklju¢no tvori med samim postop-
kom delitve), v drugih pa je lahko vsebina skrivnosti
znana vsem pooblaS¢enim osebam in gre pri njenem
deljenju samo za zaScito pred nepooblasceno osebo,
ki mora pridobiti vsaj k delov skrivnosti za njeno
rekonstrukcijo. Tretja moZnost je uporaba zaupne
osebe, imenovane delivec, ki izvede deljenje skriv-
nosti in posreduje dele pooblaS¢enim osebam.

V tem prispevku bomo opisali Shamirjev algori-
tem, ki je relativno preprosta, a ucinkovita in do-
kaj varna metoda deljenja skrivnosti. Predpostavili
bomo, da je skrivnost S predstavljena kot pozitivno
celo Stevilo. V primeru, da je izvorna skrivnost be-
sedilo, ga je potrebno najprej pretvoriti v Stevilsko
obliko. DaljSa besedila je pri tem potrebno razde-

liti na krajSe odseke, ki jih zatem obravnavamo kot
locene skrivnosti.

Naj bo n Stevilo delov, na katere Zelimo skrivnost
S razdeliti, k pa minimalno Stevilo delov, ki jih po-
trebujemo za rekonstrukcijo S. TakSni obliki delitve
skrivnosti bomo rekli shema (k,7). Vrednosti k in
n sta javno znani in odvisni od prakti¢nih potreb.
Ce Zelimo, da so vsi udeleZenci enako pomembni,
potem bomo vsaki od pooblaScenih oseb dodelili na-
tanko en del. Lahko pa dolocenim pooblaS¢encem
priredimo viSjo prioriteto s tem, da jim dodelimo ve-
Cje Stevilo delov skrivnosti od ostalih. Kombinacijo
banc¢nega trezorja bi lahko, recimo, delili po shemi
(3,4), nato pa predsedniku banke dodelili dva dela
skrivnosti, vsakemu od njegovih dveh pomocnikov
pa po enega. Za odprtje trezorja bi potem zadosto-
vala prisotnost predsednika in kateregakoli od po-
mocnikov, medtem ko niti predsednik sam niti oba
pomocnika skupaj ne bi imeli dostopa do trezorja.

V nadaljevanju bomo opisali poenostavljeno razli-
Cico originalne Shamirjeve metode, ki ima dolocene
pomanjkljivosti, a uporablja samo obicajno aritme-
tiko in je zato enostavnejSa za razumevanje. Metoda
za razdelitev skrivnosti uporabi polinom stopnje k —
1, ki ga lahko zapiSemo kot p(x) = ar_1x* 1 +... +
a»x? + ay1x + ap. Koeficienti a;,...,ax_1 so skrita
naravna Stevila, ki jih naklju¢no izbere algoritem de-
ljenja skrivnosti, medtem ko vrednost konstantnega
Clena ag postavimo na S. Shamirjeva metoda temelji
na matemati¢nem dejstvu, da za enoli¢no dolocitev
polinoma stopnje k — 1 potrebujemo vsaj k njegovih
tock - za dolocitev premice potrebujemo dve tocki,
za dolocitev parabole tri tocke in tako naprej. Ce kot
dele skrivnosti izberemo tocke d; = (x;, p(x;)), kjer
jexi =1izaie€ {1,2,...,n}, potem bo potrebnih
vsaj k ali ve¢ delov za enolicno dolo¢itev neznanih
koeficientov polinoma in s tem izracun skrivnosti.

Opisani postopek deljenja skrivnosti lahko strne-
mo v naslednjem algoritmu:
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function Deli_Skrivnost(n, k, S)
apg = S
fori=1,2,...,k—1do

a; = randint()
end for
D={}
fori=1,2,...,ndo
pi=0
for j=0,1,...,k—1do
pi=pit+taj-i
end for
D =DU{(,pi)}
end for
return D
end function

Klic funkcije randint v zgornji kodi vrac¢a nakljuc-
no celo Stevilo. V praksi najvec¢jo vrednost koefici-
enta polinoma omejimo, da ne pride do prekoraci-
tve obsega predstavitve celih Stevil. Vhodni podatki
algoritma so javno znani vrednosti n in k ter vre-
dnost skrivnosti S, rezultat algoritma pa je mnoZzica
D delov skrivnosti, od katerih je vsak zapisan kot
par (x,p(x)).

Ostane Se vprasSanje rekonstrukcije skrivnosti, ce
je znanih katerihkoli njenih k delov (xj,p(x;)) za
j e {1,2,...,k}. Vrednost prostega ¢lena polinoma,
ki predstavlja iskano skrivnost, lahko izraCunamo
neposredno po naslednji enacbi:

k k
X
C S =p) = 3 oy [] X
j=1 u=1x”_xj

u+j

Pri naivni implementaciji zgornje enacbe lahko pri
racunanju ulomkov prihaja do zaokroZitvenih na-
pak, kar lahko omilimo tako, da produkta Stevcev in
imenovalcev izrac¢unavamo lo¢eno ter deljenje izve-
demo Sele na koncu.

Oglejmo si sedaj zgled deljenja in rekonstrukcije
skrivnosti § = 9672 po shemi (3,5). Ker je k = 3,
tvorimo nakljuc¢en polinom druge stopnje. Denimo,
da sta nakljucno izbrana koeficienta a; = 32731 in
a» = 53929. Skupaj z ap = 9672 nam to da nasle-
dnjo enacbo polinoma:

= p(x) =53929x? + 32731x + 9672.

Ce enacbo polinoma ovrednotimo pri x €

RACUNALNISTVO

{1,2,3,4,5}, dobimo naslednje dele skrivnosti:

= d; = (1,96332)
dy = (2,290850)
ds = (3,593226)
ds = (4,1003460)
ds = (5,1521552)

Poskusimo sedaj rekonstruirati skrivnost iz delov
di, ds in dy:

2
S = 96332 5= -

+ 290850 - N

J’_
1-2

4 -2
1 2
_ 770656 1163400 2006920

=9672
3 > + 6 96

Na podoben nacin z rekonstrukcijo iz delov dy, d3 in
ds dobimo:
3 5

2

2
4362750 3 5932260 9129312

3 > + 6 = 9672

Bralec se lahko preprica, da tudi vsaka druga trojica
delov omogoca rekonstrukcijo zacetne skrivnosti.
Kot smo na zacetku omenili, je opisan postopek v
resnici poenostavitev originalne Shamirjeve metode,
ki za izracun delov skrivnosti uporablja modularno
aritmetiko. Pomanjkljivost opisane metode je v tem,
da lahko z vsakim pridobljenim delom skrivnosti do-
datno omejimo nabor moZnih vrednosti koeficientov
polinoma. Z zadostnim Stevilom pridobljenih delov
lahko zato nepridipravu uspe zalogo vrednosti ko-
eficientov skrciti do te meje, da lahko skrivnost iz-
racuna z grobo metodo, tj. s preizkuSanjem vseh
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moznih kombinacij. Dobra novica je, da lahko var-
nost metode poveCamo s preprosto razsiritvijo, pri
kateri izberemo veliko praStevilo m, za katerega ve-
ljam > S in m > n. Vrednost m mora biti javno
znana. Naklju¢ne vrednosti koeficientov polinoma
potem omejimo na a; < m in dele skrivnosti dolo-
¢imo kot d; = (xi,p(x;) mod m), kjer mod pred-
stavlja ostanek pri celoStevilskem deljenju. Zaradi
tega se nekoliko zaplete tudi postopek rekonstruk-
cije skrivnosti, vendar sedaj nepooblaS¢ena oseba s
prilastitvijo dodatnih delov skrivnosti, vse dokler jih
skupaj nima vsaj k, ne pridobi dodatne informacije
za rekonstrukcijo celotne skrivnosti.

Literatura

[1] A. Shamir, How to Share a Secret, Communicati-
ons of the ACM, 1979.

Krizne vsote

RESITEV S STRANI 8

vy v

Barvni sudoku

vy v

- V 8 x 8 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh 8 Stevil.

RESITEV BARVNI SUDOKU

Yid
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MaRtematicne prigode

IzSla je nova knjiga MaRtematicne prigode. Avtorica Marta
Marta Zabret Marta Zabret Zabret je profesorica matematike in specialistka matema-
ticnega izobrazevanja. Knjiga je mnozica kratkih zgodb, v
katerih so strnjene mnoge izkusnje s podrocja poucevanja
in spremljajocih aktivnosti na srednjih Solah.

146 strani Jedro knjige so zanimivi zapisi o njenih dijakinjah in dija-
kih. Besedila so napisana lepo in strnjeno, v njih je tudi pre-
cej humorja. Zgodbe lahko beremo samostojno; nekatere so
12,50 EUR prav kratke. Knjiga ima tudi nekaj Cisto matematicne vse-
bine, denimo v obliki originalno predstavljenih problemov
na srednjeSolskem nivoju.

Za lepo zunanjo in notranjo obliko knjige so poskrbele tri
nekdanje Martine dijakinje: Neza Vavpeti¢, Ariana Godicelj
in Ana Hafner.

MArTEMATICNE
MArTEMATICNE PRIGODE PRIGODE

format 14 x 20 cm

Poleg omenjene lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih knjig. Podrobnejse predstavitve so na spodnjem
naslovu, kjer lahko starejSe knjige tudi narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/cenik/

Dodatne informacije lahko dobite v uredniStvu Preseka po telefonu (01) 4766 633.
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- Kdo se je tako razjezil in nametal koScke ledu
po mocvirski travi, kot bi se na njej raztrescila ste-

klena Sipa?

SLIKA 1.
Nedavno poplavljen, zaledenel travnik ob mlaki (Foto: Maja
Klavzar)

Tokratna naravoslovna fotografija kaze zdrobljen
led, ki je videti, kot da bi nastal nekaj decimetrov
nad travnikom in vodno gladino, potem pa bi razpa-
del ne kose in padel na tla. Fotografija je narejena v
mrzli zimi na mocvirnem, poplavnem obmocju, ka-
kor ga kaze slika 2a. Najprej je obilica padavin, v
obliki deZja, morda skupaj z odjugo, povzrocila, da
je voda narasla in poplavila svojo okolico (slika 2b).
Potem pa je, verjetno Cez noc¢, povrsina tako nastale
mlake zamrznila (slika 2c), kar pomeni, da voda ni
drla. Voda je nato izpod ledene ploSce odtekla in
plosca se je zaradi teZe razdrobila in sesedla (slika
2d). Nekateri manjsi kosi, ki so nastali okoli vej Str-

le¢ih nad vodno gladino, so ostali na svojem mestu.
Tako lahko lepo vidimo, do kod je segla voda, ko je
bilo obmocje poplavljeno. To vidimo na podrobnosti
fotografije na sliki 3.

SLIKA 2.

Nastanek zdrobljene ledene plosce na tleh, s katerih se umakne
poplavna voda potem, ko zamrzne njena povrsina: a) zacetno
stanje, b) voda poplavi, c) gladina vode zamrzne, d) voda se
umakne in ledena plosca razpade.

w N

0

PRESEK 45 (2017/2018) 5




RAZVEDRILO

SLIKA 3.
Ostanki ledene plosce, ki je zamrznila okoli vej na gladini po-
plavne vode, ki je kasneje odtekla. (Foto: Maja Klavzar)

Zakaj pa voda zamrzne na vrhu, ne pa na primer
na dnu? Kar pomislimo, kaj se zgodi s kockami ledu,
ki jih damo v kozarec vode. Plavajo na gladini. To
je dokaj nenavadna lastnost vode v primerjavi z dru-
gimi snovmi. Obic¢ajne snovi so v trdnem stanju go-
stejSe kot v teko¢em stanju. Pri vodi pa je obratno.
Voda ima najve¢jo gostoto, ko je tekoca in je njena
temperatura 4,5 °C. Graf gostote vode v odvisnosti
od temperature kaze slika 4. Voda se v mrzli noci,
ko temperatura pade pod lediS¢e, zacne ohlajati na
gladini. Ohlajena najprej potone na dno. Potem se
zacne ohlajati nova plast pri vrhu, dokler ni najgo-
stejSa voda zbrana pri dnu. Na vrhu za¢ne voda nato
zmrzovati, na dnu pa ostane tekoca. Led plava na
povrsini vode. Seveda je debelina ledene ploSce tem
vecja, tem dlje traja ohlajanje, torej tem dlje je tem-
peratura okolice pod lediS¢em. Seveda lahko v dovolj
dolgem casu zamrzne prav vsa voda v luzi, mlaki ali
jezeru. Ce voda z dna odtece, ledena plosc¢a na vrhu
ostane vpeta na robu, pod njo pa nastaja vedno vecji
zraéni mehur. Ko je mehur prevelik, robovi plosce
ne zmorejo vec nositi njene teZe in plosca se sesede.
Ce je dovolj tanka, se pri tem razleti na drobne kose.

Voda je ujeta med tla in ozracje. Poleti je ozracje
toplejSe od tal in voda je po plasteh vedno hladnejSa,
globje ko smo. Pozimi je obratno. Zrak je hladnejsi
od tal in plast vode na dnu je toplejsSa, kot na vrhu,
kot kaZe slika 5.
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SLIKA 4.

Gostota vode in ledu v odvisnosti od temperature. Najvecjo go-
stoto ima voda pri 4,5 °C. Gostota ledu je 8 % nizja od gostote
vode.

SLIKA 5.
Poleti so globje plasti vode hladnejSe, pozimi pa ravno obratno.

Lastnost ledu, da je redkejSi od vode, povzroca po-
zimi tudi rast razpok na cesti§¢u. Cez dan se led se-
greje, stali in voda stece v drobne razpoke. Cez no¢
zamrzne, se raz$iri in poveca razpoke. Tako imajo
spomladi cestarji vedno veliko dela. TeZavi se izo-
gnemo tako, da na povrsSini ni razpok in poskrbimo
za primerno odvodnjavanje.

X X X

_www.dmfa-zaloznistyo.st
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv na-
Cin zastavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej
Evropi, hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tek-
movanje je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. Leta 2016 se ga je
udelezilo vec kot 6 milijonov tekmovalcev iz vec¢ kot 60 drzav sveta. V Sloveniji Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za ucence od prvega razreda osnovne Sole do
Cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in strokovnih
Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razloZena resitev, ki bralca vodi v logicno misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz neresljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

EVROPSKI MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNTI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU KENGURU

2002-2004 2005-2008 2009-2011 2012-2016
10,99 EUR 18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR
Pri DMFA-zaloZniStvo je v Presekovi knjiZnici iz§lo Ze pet knjig Matemati¢nega kenguruja. Na zalogi
so Se:

e Evropski matematicni kenguru 2002-2004,

o Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,

e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,

e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016 (novost).

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni naroc¢niki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu starej-
Sih zbirk nalog pri DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!






