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MATEMATIENI TRENUTKI

MATEMATICNI TRENUTKI

Uveljavljan
nestandardnih
valut

v

- Veliko finan¢nih transakcij je izvedenih preko
spleta, vecina jih poteka v uveljavljenih valutah. Bit-
coin pa je primer kriptovalute, to je, sistema digital-
nega placila, ki obstaja le v elektronski obliki. Pri
placilu je zagotovljena anonimnost kupca. Nad pla-
¢ili nimata nadzora niti centralna banka niti oblast.
Sistem placil temelji na mrezi deljenih racunalnikov,
ki izvedejo in preverijo vsako transakcijo. Transak-
cije so zakodirane s pomocjo matemati¢nih formul
in zapisane v elektronsko glavno knjigo, ki temelji
na tehnologiji veriZenja blokov, v anglesc¢ini block-
chain. Glavna knjiga povezuje transakcije in zagota-
vlja, da uporabnik z istim denarjem ne more izvesti
dveh placil. Ceprav se bitcoini na prvi pogled zdijo
manj varni od obicajnih valut, so manj ranljivi za po-
narejanje in kraje, Ce le uporabnik pazljivo ravna z
gesli, ki so povezana z enotami kriptovalute.

Tehnologija veriZenja blokov ima ve¢ mozZnih upo-
rab, ena od njih je dostava. Trenutno je z vodenjem
dokumentov o placilih davkov in carine zelo veliko
stroSkov, ki so vcasih primerljivi s ceno dostavlje-
nega izdelka. Dokumenti na papirju se lahko tudi iz-
gubijo ali ponaredijo. Matemati¢ne metode, ki sesta-
vljajo tehnologijo, vsebujejo javni in zasebni klju¢,
ki ga je zelo tezko razvozlati, in so zelo racunsko
kompleksne. Tako poSiljatelju zagotavljajo sledenje
posiljke in sprotno varno digitalno dokumentacijo.
Ta tehnologija ni dobrodosla samo za velike koope-
racije. Na primer, nekateri begunci, ki si zaradi ra-
zumljivih razlogov ne Zelijo razkriti svoje identitete
oblastem, so si Ze oblikovali elektronsko identiteto,
ki je zapisana s pomocjo veriZenja blokov. S tem
omogocijo loCenim ¢lanom druZine najprej elektron-
sko povezavo, nato pa Se fizicno zdruzitev, pri tem
pa ne tvegajo teZzav z morebitno sovrazno politiko
oblasti.

Kogar tema bolj zanima, si lahko prebere prispe-
vek Bitcoins Maybe; Blockchains Likely, ki sta ga v re-
viji American Scientist konec leta 2017 objavila Peter
J.Denningin Ted G.Lewis. = XXX
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MATEMATIKA

Apolonijev problem!

NN
PETRA PODLOGAR, TAMARA POGACAR, ANA STUHEC
MENTORICA: TATIANA ELISABET SUSNIK

- Za dane tri kroznice smo Zeleli konstruirati Se
eno, ki bi se dotikala vseh treh hkrati. Za reSitev
tega problema smo spoznali invertiranje ¢ez kro-
Znico, uporabili pa smo tudi program GeoGebra, v
katerem smo za boljSo predstavitev problematike

reSitev tudi konstruirali.

Uvod

Marsovski vesoljski ladji se je na vzhodni medgalak-
ticni obvoznici pokvarila navigacijska naprava in str-
moglavila je neznano kam v Bermudski trikotnik. Iz-
najdljivi Marsovci so na hipernetu uspeli poiskati ze-
mljevid obmocja in izbrskati, da se na Bermudskih
otokih, Portoriku in obali Floride nahajajo trije sve-
tilniki, ki sinhrono oddajajo signal. Kako se bodo
opremljeni z zemljevidom, podatkih o ¢asovnih raz-
likah med prispelimi signali in matemati¢nim zna-
njem resSili iz zagate?

Strmoglavljenci so se iskanja poloZaja lotili z geo-
metrijo. Vedeli so, da je hiperbola mnozica tock, za
katere je absolutna vrednost razlike razdalj od dveh
izbranih tock konstantna. Iz ¢asovnih razlik v pre-
jemu signalov so za vsak par svetilnikov izracunali
razliko med razdaljama od njihovega nahajalisS¢a do
posameznega svetilnika. Na zemljevidu so nato Ze-
leli narisati hiperbole z gorisc¢i na mestu svetilnikov
in konstantno razliko razdalj, ki ustreza razlikam
med razdaljami do svetilnikov, ter poiskati njihovo
presecisSce (ki predstavlja lego Marsovcev). A kaj vec
od Sestila in geotrikotnika med razbitinami niso na-
Sli. Newton jim je priSepnil, da se je z ekvivalentnim

1Clanek je nastal na poletnem taboru MaRS 2016 (Matema-
ticno Raziskovalno Srecanje za srednjeSolce).

geometrijskim problemom ukvarjal Apolonij. Seveda
smo jim tudi zemeljski MaRSovci priskocili na po-
moc.

Apolonijeva kroznica

Apolonij iz Perge je v 3. stoletju pr. n. §t. formuliral
in resil sledeci problem:

Problem. Nacrtaj vsaj eno kroZnico, ki je tangentna
na tri dane kroznice v ravnini.

Kako sta Apolonijev problem in teZave Marsovcev
sploh povezana?

Recimo, da je razlika med razdaljama do svetil-
nika A in do svetilnika B enaka x ter razlika med
razdaljama do svetilnika A in do svetilnika C enaka
v. Ladja S je od tocke A oddaljena za 7 + v, od
tocke B za 7s; + 11 in od tocke C za s + r3 (slika 1).
Torej je razlika med razdaljama do svetilnika A in
do svetilnika B enaka v; — 7> = x ter razlika med
razdaljama do svetilnika A in do svetilnika C enaka

SLIKA 1.

Slika prikazuje oba nacina iskanja lege Marsovcev. Ti se naha-
jajo na preseciscu dveh hiperbol, ki je hkrati sredisce kroznice;
ta je resitev Apolonijevega problema.
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3 — ¥2 = . Izberemo poljubni 7, in na zemljevidu
nariSemo kroZnice s sredi$ci v svetilnikih in polmeri
Y1 =X +712, 72 inr3 = y +1e. TocCka, kjer se nahajajo
Marsovci, je srediSCe kroznice, ki je tangentna na vse
tri kroZnice s srediSci v svetilnikih.

V zgodovini so se matematiki (in obupani brodo-
lomci) naloge lotevali na razlicne nacine; med dru-
gim s hiperbolami, nekateri pa algebrai¢no. Mi smo
se konstrukcije kroznice lotili z inverzijo. Poglejmo
si, kaj je inverzija.

Definicija. Inverzna tocka tocke A glede na kroZni-
co K s sredi§¢em O in polmerom v je tocka A’, ki leZi
na poltraku O A tako, da velja

= |OA| - |0A'| =72

Na sliki 2 vidimo inverz tocke A glede na kroZnico
K. Posebnost je srediSce O, katerega sliko nam de-
finicija ne poda. Po dogovoru se preslika v neskonc-
nost (in toc¢ka v neskonc¢nosti v sredisce O).

SLIKA 2.
Inverzna tocka tocke A

Navedimo nekaj lastnosti inverzije. Inverzija
ohranja kote in preslika iz notranjosti kroZnice K
v njeno zunanjost (in iz zunanjosti v njeno notra-
njost).

Preslikava preslika

= tocko, ki se nahaja na kroZnici K, samo vase;

= premico, ki ne gre skozi sredisce O, v kroznico, ki
poteka skozi srediSce O;

= premico, ki gre skozi srediS¢e O, samo vase;

MATEMATIKA

= kroznico, ki gre skozi srediS¢e O, v premico;
= krozZnico, ki ne gre skozi sredis¢e O, pa v kro-
Znico.

Poglejmo si dokaz lastnosti ohranjanja kotov: Iz-
berimo dve tocki A in B. V trikotniku O AB ozna¢imo
Z & kot z vrhom v toc¢ki A in z 8 kot z vrhom v toc¢ki
B. NariSimo Se tocki A’ in B’, ki sta inverzni toc¢ki
tock A in B (slika 3).

SLIKA 3.
Tocki A in B, pripadajoca kota in inverzni tocki

Oglejmo si trikotnik OA’B’. Vemo, da velja |[OA| -
|[OA’| = 2 in |OB| - |OB’| = 7?2, torej velja |OA]| -
|OA’| = |OB| - |OB’| ali drugace zapisano

. loal _|0B'|
0B ~ 10A'T"

Izrek o podobnosti trikotnikov pravi, da sta si dana
trikotnika podobna, ¢e se ujemata v razmerju dveh
stranic in kotu med njima. Ker je kot z vrhom v tocki
O trikotnikoma OAB in OA'B’ skupen, iz zgornjega
razmerja sledi, da sta si trikotnika OAB in OB’A’
podobna. Kot z vrhom v tocki A’ je torej enak S, kot
z vrhom v toc¢ki B’ pa je enak « (slika 4).

Vzemimo zdaj kot, katerega krak ne precka sredi-
S¢a kroznice. Oznacimo vrh kota z B in po eno tocko
na vsakem kraku z A in C ter njihove inverzne tocke
B’, A" in C’ (slika 5).

Oznacimo kote v trikotniku ABC z «, 8 in y. 1z pr-
vega dela dokaza sledi, da je kot OB’C’ enak y, zuna-
nji kot kota OB’ A’ pa je enak « (slika 6). Ker je vsota
kotov v trikotniku enaka iztegnjenemu kotu, sledi,
da je kot C'B’A’ enak B; torej inverzija res ohranja
kote.
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MATEMATIKA

SLIKA 4.
Trikotnika OAB in OB’ A’ sta si podobna.

SLIKA 5.
Opazovani kot (zgoraj) in pripadajoce tocke, s katerimi si po-
magamo pri opazovanju kota (spodaj).

Dokaze preostalih lastnosti lahko bralec najde v
[4, poglavje 1].

Oglejmo si Se poseben primer slike 4. Kot « naj
bo pravi kot, tocka B pa naj se nahaja na kroZnici K,
kot prikazuje slika 7. Slika nam pravzaprav prika-
zuje zamisel, kako skonstruiramo inverzno tocko A’

SLIKA 6.
Pari skladnih kotov v zacetni in inverzni sliki

SLIKA 7.
Konstrukcija inverzne tocke.

tocke A. KakSen je torej postopek konstrukcije? Naj-
prej nariSemo poltrak OA, nato pa pravokotnico na
poltrak skozi tocko A. V tocki, v kateri pravokotnica
seka kroznico K, nariSemo tangento na K. PreseciSce
tangente in poltraka OA je inverzna tocka A’.
Opremljeni z novim znanjem se lahko zdaj lotimo
reSevanja nasSega problema (in brodolomcev).

ReSitev problema.
rakih:

(i) Posamezno kroZnico zmanjSamo za polmer
najmanjSe kroZnice ;. S tem najmanjSo kroZnico
zmanjSamo v tocko, ki jo ozna¢imo z A, namesto
drugih dveh kroznic pa imamo zdaj dve manjsi kro-
Znici, ki ju poimenujemo f in g. KroZnica, ki se do-

Iskanja reSitve se lotimo po ko-
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SLIKA 8.

Zgoraj: Zacetne kroznice in reSitev Apolonijevega problema
(modra kroznica t). Spodaj: Zacetne in zmanjSane kroznice
ter reSitev zaCetnega in poenostavljenega problema.

tika kroznic f in g ter gre skozi tocko A, ima sredi-
Sce v isti tocki kot reSitev naSega problema, polmer
pa ima za r; vecji. S tem smo problem poenostavili
na iskanje kroZnice, ki se dotika dveh kroZnic in gre
skozi dano tocko (slika 8).

(ii) Preko kroznice K s srediS¢em v tocki A in
poljubnim polmerom invertiramo kroznici f in g ter
tocko A. Sliki kroZnic f in g sta kroznici, ki ju ozna-
¢imo f’ in g, slika toCke A pa je to¢ka v neskon¢no-
sti. Kroznica, ki reSi poenostavljen problem, poteka
skozi tocko A, ki smo jo izbrali za srediSce inverzije,
zato je njena slika premica. Ker se ta kroZnica do-
tika kroZnic f in g, se njena slika dotika krozZnic f’
in g’, torej mora biti skupna tangenta f’ in g’ (slika
9 spodaj).

MATEMATIKA

SLIKA 9.
Zgoraj: Inverzija kroznic f in g preko kroZznice K. Spodaj:
Skupne tangente kroznic f’ in g’.

(iii) Na invertirani kroZnici g’ in f" nariSemo sku-
pno tangento. MoZne tangente so Stiri, izbrali pa
bomo tisto, ki se kroZznic g’ in f’ dotika na zunanji
strani glede na sredisc¢e kroznice K 2 (slika 9 spodaj).

(iv) Tangento invertiramo preko kroZnice K. Slika
tangente je kroZnica, ki se dotika kroZnic f in g ter
poteka skozi tocko A.

(v) Dobljeno kroznico nato zmanjSamo za polmer
najmanjSe krozZnice 7,. Tako dobimo kroZnico t, ki
je reSitev zaCetnega problema.

2Ce bi izbrali tangento, ki se kroznic g’ in f’ dotika na no-
tranji strani glede na srediSce kroZnice K, bi dobili drugo reSitev.
Premislite lahko, zakaj preostali dve tangenti v tem primeru ne
dasta resSitve.
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%

SLIKA 10.
Mozne resitve Apolonijevega problema za tri kroznice

Marsovci so tako sporocili, kam jih lahko MaR-
Sovci pridemo iskat. Po uspesni reSevalni akciji smo
se skupaj usedli za mizo in vneto premlevali, e je
za dani problem na voljo vec reSitev. Ugotovili smo,
da ima problem osem reSitev.

Preostale reSitve problema. V koraku (iii) konstruk-
cije reSitve lahko na invertirani kroznici g in f na-
riSemo skupno tangento, ki se kroznic g’ in f’ do-
tika na notranji strani glede na sredisce kroZnice K.
Tangento invertiramo preko kroZnice K in dobljeno
kroZnico povetamo za polmer najmanjSe kroZnice
r1. Tako dobljena krozZnica je druga reSitev Apolo-
nijevega problema, ki prvotne kroznice zaobjame v
svoji notranjosti. MoZnih je nadaljnih Sest reSitev, ki
se prvotnih kroznic dotikajo izmeni¢no na zunanji
ali notranji strani. Konstrukcije teh reSitev se razli-
kujejo v tem, da v koraku (i) v reSitvi problema ne
zmanjSamo vseh treh kroZnic, temvec eno ali obe iz-
med vecjih dveh kroznic pove¢amo za polmer #; in
v izbiri tangente v koraku (iii) (slika 10).

Stevilo moznih resitev je v sploSnem osem, vendar
je to odvisno od razporeditve objektov v ravnini. V
nekaterih primerih je tako mogoce dobiti neskon¢no
reSitev. Predstavimo jih nekaj:

= Tri kroZnice, ki sovpadajo. Izberemo lahko po-
ljubno tocko, skozi katero nacrtamo kroZnico, ka-
tere polmer naj bo razdalja od kroZnice do tocke.
Tako dobimo neskon¢no mnogo resitev.

= Tri poljubne kroznice, ki se stikajo v eni tocki, pri
Cemer mora vsaj ena lezati znotraj druge. Za sre-
diSce reSitve si izberemo poljubno tocko na pre-
mici, ki povezuje srediSca kroZnic. ReSitvena kro-
Znica poteka skozi dotikaliS¢e kroznic. Tako do-
bimo neskonc¢no mnogo resitev (slika 11 levo).

= Dve poljubni kroZnici, ki sovpadata, ter ena, ki lezi
zunaj njiju in se ju ne dotika. Sredi$c¢i kroZnic
sta gorisSci hiperbol, ki imata stalno razliko razdalj
do gorisc¢ enako vsoti oz. razliki polmerov danih
kroznic. Tako dobimo dve hiperboli, na katerih
leZijo srediSca kroZnic, ki so reSitve tega primera
(slika 11 desno).

Po drugi strani pa problem nima reSitve, kadar so
srediSca enako velikih kroZnic, ki se ne stikajo, koli-
nearna. Druga moZnost, kjer reSitev ni, je, kadar ena
kroznica lezi v notranjosti druge in se kroznice ne
dotikajo (slika 12).
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SLIKA 11.

Primera s neskonéno reSitvami. Na levi je mnozica vseh sredisc resitev Apolonijevega problema premica na desni pa sredisca

reSitev lezijo na hiperbolah.

@@ O OO

SLIKA 12.
Primera, kjer reSitve ni.

Zakljucek

Skonstruirali smo reSitev Apolonijevega problema,
premislili, koliko razli¢nih reSitev ima problem v
sploSnem primeru, in nasli nekaj posebnih prime-
rov z neskonc¢no reSitvami in brez reSitev. V tem
trenutku se nam lahko porodi vprasanje, kako bi re-
§ili t. i. posploSeni Apolonijev problem, ki nas spra-
Suje, kako poiskati vsaj eno kroznico, ki je tangentna
na tri dane objekte v ravnini, pri ¢emer so ti objekti
lahko to¢ka, premica ali kroZnica. Ce vas je Apoloni-
jev problem pritegnil, lahko sami poskusite reSiti Se
posplosSeni problem.

" dmia-zalozistvosi
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Po sledi neke
neenakosti

b
MARIJA D. MiLoSEVIC

- Na pripravah za tekmovanje iz matematike so
Zoran, Irena, Marjan in Zdenka resevali naslednjo

nalogo:

Dokazi, da za a > b > 0 velja naslednja neena-
kost:

(1)

Zoranova reSitev. Iz pogoja naloge a > b Sledi a-—
a

b > 0. Z mnoZenjem te neenakosti z 3 in z do-
2 2 v .
bimo ‘% —a>0inb - % > 0. Ce seStejemo t1 dve

%Z—a+b—h—2>0,odkoder

neenakosti, dobimo 7

sledi iskana neenakost (1).

1 11

. .. . .1
[renina resitev. Zaradia > b je ; < 3 0Z. 3, — 4 >

0. Ce to neenakost pomnoiimo z a® + b?, dobimo

a2+h2 _a’+b? b’ a’ _ p*
S 7 >0ahb+b a——>Ozh 7l
a-— b tj. (1).

Marjanova resitev. Pogoj a > b nam da % > % Z

mnoZenjem te neenakosti po vrsti z a? in b® dobimo

2 2 4 v, . . .
% > a in b > %. Ce seStejemo ti dve neenakosti,
dobimo % +b>a+—odtodpa1e——b—>a b.

Zdenkina resSitev. Iz a > b sledi a — b > 0. Potem
je (a — b)(a® + b?) > 01in od tod a3 — b3 — a’b +
ab? > 0,ali a® — b3 > ab(a - b). Z deljenjem zadnje
neenakosti z ab dobimo “Bu_hh : a — b, od tod pa
konc¢no sledi neenakost (1).

Poglejmo, Ce je neenakost (1) mogoce Se izboljsati.
Za a = b > 0 velja bolj natan¢na neenakost

1 (a? b?

3<b—a>2a—b. 2)
Resitev. Iz neenakosti (a — b)? = 0 sledi a® + ab +
b? > 3ab. Ce to neenakost pomnozimo z a — b = 0,
dobimo (a — b)(a? + ab + b?) = 3ab(a — b), tj.
a’> — b3 = 3ab(a — b). Po deljenju z 3ab sledi

3 (%2 - %2) >a—b,(zaa = b > 0), kar je bilo treba
dokazati.

Naloge za samostojno delo

= Za pozitivni Stevili a in b dokaZi naslednji neena-
kosti:

a’® b? .
=t g=za+b;

3 3
fgT ) aa

2
a b4, zaa = b.

= Dokazi, da za pozitivm' Stevili a in b velja nasle-

; 1 b2 a’+b?
dnja neenakost 5 ( 5t —) >

Resitvi nalog
1z prejsnje
Stevilke

N \%
MARKO RAZPET

9
1. Za peterico
= (2n,2n+1,2n+2,6n°+6n+2,6n°+6m+3), (1)

ki ima oc¢itno za vsako naravno Stevilo n naravne ko-
ordinate, moramo preveriti enakost

= 2n)2+(2n+ 12+ (2n+2)% + (6n+6n +2)°2
= (6n° + 6n + 3)2. (2)

10
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Spomniti se je treba, da je kvadrat troclenika enak V posebnem primeru g = 10 je

vsoti kvadratov posameznih njegovih ¢lenov in vseh

dvakratnih produktov po dva Clena. Racun poteka & 1410+ 102+...+ 10" = 1(10n+1 -1). (4)
tako: 9

Enakost (3) lahko sedaj z uporabo mestnega zapisa

" 4N+ (4n° +4n+1) + (4n® +8n+4)+ : :
in (4) preverimo tako:

(36n* +36n° +4 + 72n° + 24n® + 24n) =
u 2 _ 2 _
= 36n* +36n% + 9+ 72n° + 36n° + 36n = 23.:.36"—44...45" =

2 2 n n
(617 +6m +3)°. —(55...56-44...45)(55...56 +44...45) =
— — — —

S tem je enakost (2) preverjena. n n n n
Najvecja je peta koordinata 6n° + 6n + 3, ki ne =11...1-100...01 =
presega 100 samo za n = 1, 2, 3. Tedaj dobimo pita- n+1 n
gorejske peterice: = (10" +...+ 10+ 1)(10"*! + 1) =
= (2,3,4,14,15), (4,5,6,38,39), (6,7,8,74,75). _ l(lonﬂ — Aot +1) =
9
Opomba.

— é((10n+1)2 -1) = 3(102n+2 -1) =

Z b terice (1 dobi h pit jskih
uporabo peterice (1) ne dobimo vseh pitagorejs 14104 4102 —11. 1

peteric. Pitagorejske peterice (2,4,6,13,15), npr. ni —

med njimi. 2n+2

2. Uporabimo enakost a2 — b%2 = (a — b)(a + b) in X X X
dobimo:

"= 62-52=(6-5)(6+5)=1-11=11,
562 — 452 = (56 — 45)(56 + 45) = 11-101 = 1111,
5562 — 4452 = (556 — 445) (556 + 445) =
111-1001 = 111111,

55562 — 44452 = (5556 — 4445) (5556 + 4445) =
1111 -10001 = 11111111.

Predvidevamo, da velja enakost

= 55...56%—-44...452=11...1. (3)
— — —
n n 2n+2

Ce hoc¢emo (3) zares izpeljati, ne le uganiti, se mo-
ramo spomniti, kaj desetiSki mestni zapis Stevil
sploh pomeni. Primer: 1949 je le krajsi zapis Stevila
1-1034+9-10%2+4-10+9. Brez tezav pa lahko krajse
izrazimo vsoto Sy = 1+g+q° +...+q" Kjer je q po-
ljubno Stevilo, ki ni enako 1, n pa poljubno naravno ——— )
Stevilo. Ker je qS, = q+q2+q3+_ . _+qn+qn+1 =Sy— SLIKA K MATEMATICNEMU TRENUTKU.
Bitcoin je primer kriptovalute, to je, sistema digitalnega placila,
ki obstaja le v elektronski obliki. Vec lahko izveste v matema-
qmtl -1 ti¢nem trenutku na strani 2.

q-1 ° X X X
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1+gq"*!, dobimo Sy, iz enacbe @S, = Sy + ("' —1):

" Spy=l+g+q*+...+q" =




FIZIKA

Led sijalke

N
PETER LEGISA

>

Napajalniki in utripanje

Svetlece diode (angleSko LED, light emitting diode)
so polprevodniski elementi. Kot druge diode prepu-
S¢ajo tok le v eni smeri; ampak, kot ime pove, LED
pri tem oddajajo svetlobo.

Ce na diodo, ki prepusca tok le v eni smeri, priklju-
¢imo izmeni¢no napetost U(t), pride skoznjo ideali-
zirana napetost U*(t). Ta je enaka U(t), kadar je
U(t) = 0, in enaka 0, kadar je U(t) < 0. Pravimo, da
je U* pozitivni del funkcije U. Ce je U periodi¢na,
ima U* enako periodo kot U. (V resnici dioda potre-
buje neko minimalno napetost, da za¢ne prevajati.)

Na sliki 1 je U(t) = sin(271rt). Za ta primer imamo
na sliki 2 narisan graf za U*. V praksi tak preprost
polvalni usmernik uporabljamo le redko, za kaka ne-
zahtevna opravila. Svetle¢e diode prakti¢no trenu-
tno reagirajo na spremembe toka. Ce LED priklju-

-0

SLIKA 1.
Sinusna izmenicna napetost U(t) = sin(27rt)

¢imo neposredno na izmeni¢no napetost, bo svetila
le takrat, ko bo napetost pravega predznaka (in do-
volj velika), sicer pa bo temna. Svetloba bo torej
zelo mocno utripala s frekvenco priklju¢ne napeto-
sti. NajcenejSe LED verige, ki jih obeSajo za praznike,
so sestavljene iz velikega Stevila zaporedno vezanih
diod (in morda Se upornika za omejitev toka), ne-
posredno prikljucenih na omrezno napetost. Posle-
di¢no taka veriga zelo mocno utripa s frekvenco 50
Hz. To je vidno zlasti, ¢e se verige premikajo v vetru
ali ¢e jih oplazimo s pogledom. V povprecju je taka
veriga ve¢ kot pol ¢asa temna. Tudi zaradi varnosti
odsvetujemo nakup in uporabo takih izdelkov. (Se
bolj nevarne in zelo potratne so verige z zaporedno
vezanimi klasi¢nimi Zarnicami ali halogenkami, pri
katerih lahko nastanejo visoke temperature.)

Z malo bolj zapletenim »mosti¢nim« vezjem s Sti-
rimi diodami (angleSko bridge rectifier) - glejte re-
cimo [1] - dobimo t.i. polnovalni usmernik , ki nam
daje na izhodu idealizirano napetost V(t) = |U(t)|.
Velja:

= U(t)+|U)| =20 ().

Na sliki 3 imamo narisan graf za V, ¢e je U(t) =
sin(2mt). Ce je U(t) = sin(27mrvt), se pravi, ima
frekvenco v, ima V pol krajSo periodo in frekvenco
2v. V naSem omreZju imamo napetost s frekvenco

054

SLIKA 2.
Pozitivni del funkcije U(t) = sin(27rt)

12
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50 Hz. Torej enosmerna napetost iz polnovalnega
usmernika niha s 100 Hz in stokrat na sekundo pade
na vrednost 0. Smiselno je svetleco diodo priklju-
¢iti na tak usmernik. Pred usmernikom potrebujemo
navadno Se transformator, ki zniZza napetost; kom-
binacija obojega je najpreprostejSi napajalnik. Prej
smo omenili LED verige. Danes za zmerno ceno do-
bimo take verige, pri katerih so posamezni elementi
vezani vzporedno na polnovalni napajalnik. To po-
meni zaradi nizke napetosti v verigi bistveno vecjo
varnost.

Napajalnik je lahko kot zgoraj skupen za vec sijalk
ali pa vgrajen v okov sijalke. Ce polnovalni napa-
jalnik usmerjenega toka ne gladi, svetlobni tok sto-
krat na sekundo pade prakticno na ni¢ (glejte tudi
[2]). Taka razsvetljava torej spominja na stroboskop
s frekvenco 100 Hz in je nevarna v bliZini strojev. (Ce
recimo Sivalni stroj deluje s 100 vbodi na sekundo, je
ob vsakem zaporednem svetlobnem impulzu igla na
istem mestu in je tako videti, kot da stroj stoji. Po-
dobni problemi lahko nastopijo pri vrtecih se napra-
vah.) Ceprav tega utripanja ve¢ina ne zazna neposre-
dno, dolocenemu delu populacije predstavlja teZave.
Tako utripanje ni primerno za pisarne, ucilnice.

Dobri napajalniki zgladijo tok in dobimo praktic-
no konstantno svetlobo, bolj stalno kot klasi¢na ali
halogenska zarnica.

Za glajenje toka uporabljamo kondenzatorje ali
pa bolj zapletena vezja, ki tudi vsebujejo konden-
zatorje. Elektrolitski kondenzatorji pa so najbolj po-
kvarljivi del elektronike. To je eden od razlogov, za-
kaj nekateri izpuScajo glajenje. Drugi je ta, da se
pri glajenju izgubi nekaj energije. Vendar se da, kot

SLIKA 3.
Funkcija V je absolutna vrednost funkcije U(t) = sin(27rt).

FIZIKA

zatrjujejo, izgube pri glajenju zmanjSati na nekaj (3-
5) odstotkov, ne da bi to bistveno podrazilo sijalko.
Boljsi kondenzatorji so fizicno vecji, zato predsta-
vljajo problem pri miniaturizaciji.

LED sijalke znanih znamk navadno nimajo vecjih
teZav z utripanjem, Ceprav nekatere v tem pogledu
niso idealne. Drugace pa je s cenenimi izdelki.

SLIKA 4.
Utripanje svetlobe pri ceneni LED sijalki 4 W, 3000 K

SLIKA 5.
Utripanje poceni LED sijalke 3 W, 2700 K
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V naSi znani internetni trgovini smo kupili dve
LED sijalki manj znanih znamk z navojem E27. Prva
ima ugodno ceno in daje povsem konstantno sve-
tlobo, ki pa vleCe na rumeno-zeleno. Druga, Se ce-
nejSa, utripa kot za stavo s 100 Hz (posnetek njene
svetlobe je na sliki 4). Fotografija je bila posneta s
pametnim telefonom, usmerjenim na bel karton, ki
smo ga postavili tik zraven sijalke. Vidimo, da sve-
tloba sijalke stokrat na sekundo pade prakti¢cno na
ni¢. (Vec o fotografiranju utripanja bomo povedali
v ¢lanku Zarnice in sijalke. Uporabljamo efekt zave-
snega zaklopa, o katerem je nedavno [3] pisal Pre-
sekov urednik dr. Ale§ Mohori¢. Ce izvor svetlobe
ni ravno tockast in zelo intenziven, lahko telefon
usmerimo neposredno na sijalko in vidimo morebi-
tno utripanje.)

Zal smo zamudili Stirinajstdnevni rok, ko lahko
stvari, kupljene na daljavo, vrnemo brez razlage.
Enako mocno utripa poceni LED sijalka iz diskontne
trgovine. Njeno utripanje je zabeleZeno na sliki 5.

Utripanje svetlobe lahko odkrijete tudi tako, da s
svincnikom ali roko mahate sem ter tja blizu svetila.
Ce vidite zaporedje zamaknjenih slik, je sum potr-
jen.

Uporaba in tezave

Z LED sijalkami so tudi tezave. Pri visokih tempera-
turah imajo ve¢inoma manjsi izkoristek in se lahko
pokvarijo. Diode so sicer pritrjene na aluminijast
nosilec, ki odvaja toploto. StarejSe sijalke so imele
veCinoma tudi hladilna rebra. Uporaba v svetilkah
brez ventilacije je vseeno problemati¢na, ¢e ni po-
skrbljeno za odvajanje toplote iz svetilke. V takem
primeru moramo poiskati LED sijalke, ki bolje pre-
nasajo viSje temperature. To lahko piSe na deklara-
ciji ali pa to razberemo iz neodvisnih testov. Prav
tako »ledice« ne prenasSajo prenapetostnih sunkov.
Ze mala povecanja napetosti nad normalo lahko pov-
zrocijo velike spremembe v toku skozi diodo. Zato
imajo navadno vgrajen stabilizator toka - podobno
kot fluorescencne svetilke. O utripanju smo Ze go-
vorili. Napajalniki nekaterih sijalk oddajajo zvoke.
Mnoge sijalke svetijo le v eni smeri. To lahko deloma
ugotovimo Ze iz podobe sijalke. Ce je svetlec¢i del
omejen le na vrh sijalke, bomo navadno imeli bolj
malo svetlobe v smeri od vrha nazaj. Danes lahko
dobimo »ledice« s svetle¢imi nitkami (filamenti), s

prozorno ali le rahlo matirano hrusko, ki so zelo po-
dobne klasi¢ni Zarnici in svetijo skoraj v vse smeri.
Primer imamo na sliki 6.

Za zatemnjevanje so primerne le z dimmable
oznacene sijalke, in to le z nekaterimi zatemnilnimi
stikali (»dimerji«). Ena reSitev je napajalnik z vgra-
jenim zatemnjevanjem za vec sijalk. Uporablja PWM
metodo. Kratica pomeni Puls Width Modulation ali
pulzna Sirinska modulacija. To zveni silno uceno,
a gre le za to, da pri zatemnjevanju periodi¢no iz-
klju¢ujemo tok. Tako enosmerni tok razsekamo na

SLIKA 6.
LED sijalka z nitkama daje 250 lumnov pri 2 W.

SLIKA 7.
Pulzno Sirinska modulacija periodicno blokira tok skozi
porabnik.

14
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pulze. Za ve¢jo zatemnitev skrajSamo Sirino tokov-
nih pulzov, tako da so diode dalj ¢asa temne. Na sliki
7 vidimo primer poteka toka. Plosc¢e na steklokera-
micnem Stedilniku delujejo na pulzno Sirinsko mo-
dulacijo: grelni elementi se v taktu nekaj sekund pri-
Zigajo in ugaSajo. Podobno je pri indukcijskih plo-
Scah. Na najnizji stopnji je plosca dolgo izkljucena
in le kratek ¢as vkljucena.

Da ne obc¢utimo utripanja svetlobe, se morajo pri
LED sijalkah cikli priZiganja in ugaSanja ponavljati
vsaj petstokrat v sekundi. Ker so zatemnjevalniki
lahko tudi glasni, nekateri prisegajo na frekvenco 30
kHz, ker zvoka s to frekvenco ne slis§imo ve¢. Zal
se nekateri proizvajalci zadovoljijo s 100 Hz ali Se
manj. Primer so zavorne LED luci na nekaterih avto-
mobilih. Da te luci delujejo kot pozicijske, jih zate-
mnijo s pulzno metodo, kar pa pri nizkih frekvencah
moti druge udeleZence v prometu.

Od 16 kupljenih LED sijalk z navojem E27 sta dve
zaceli migotati v prvi minuti, Stiri pa so se pokvarile
po nekaj mesecih uporabe. Vsekakor nima smisla
kupovati poceni. Testi zZal kaZejo, da so tudi med
dragimi sijalkami ¢rne ovce, ki Ze po nekaj sto urah
svetijo bistveno Sibkeje. Mnoge firme dajejo dvo ali
Stiriletno garancijo, zato spravimo racun. Navadno
se napake pokazejo Ze v prvih nekaj mesecih upo-
rabe.

NemsSka potrosniska revija je leta 2011 izbrala de-
set LED sijalk, ki so se dobro izkazale na nekajme-
secnem testu. Pustili so jih priZzgane noc¢ in dan Sest
let. Vmes so vsako pribliZno milijonkrat prizgali in
ugasnili. Izbrane sijalke so to brez teZav prestale.
Njihova svetlobni tok se je po 45 tiso¢ urah zmanj-
Sal za manj kot 20 odstotkov, le svetloba je s¢asoma
postala nekoliko toplejSa. Za primerjavo: navadna
Zarnica zdrzi kakih tiso¢ ur, halogenska okrog dva
tisoc.

Problem je lahko zamenjava malih halogenskih
Zarnic (na napetost 12 V) z LED sijalkami. Vecina
takih ledic je sicer primernih za izmeni¢no napetost,
kar pomeni, da vsebujejo polnovalni usmernik in lah-
ko tudi glajenje. Halogenke so pogosto prikljucene
na visoko uc¢inkovit elektronski transformator, ki do-
bro deluje le pri precejSnji obremenitvi. (Minimalna
in maksimalna obremenitev sta na transformatorju
vidno zapisani.) Ledice predstavljajo - ob istem sve-
tlobnem toku - bistveno manjso, veckrat premajhno
obremenitev za elektronski transformator. Nekateri

FIZIKA

si menda pomagajo tako, da pustijo prikljuceno vsaj
eno pozresSno in zelo vroco halogenko. Najvarneje
je transformator zamenjati s stabiliziranim napajal-
nikom za »ledice«. Napajalnik z zatemnjevanjem je
le nekaj drazji. UpoStevati moramo Se, da so ledice
veCinoma vecje.

Vecni problem je oblikovanje svetilk. Slaba kon-
strukcija pogosto poskrbi za to, da v svetilki »izgine«
(se pretvori v toploto) velik del svetlobe, da svetilke
povzrocajo bleScanje, sijalke v njih zaradi pregreva-
nja odpovedujejo.

Prednosti in paleta moznosti

Kakovost LED sijalk se izboljSuje in cene padajo.
Najboljsa sijalka z navojem E27 in moc¢jo 9 W je ime-
la Ze poleti 2016 izkoristek skoraj 90 lumnov na
watt, indeks barvne vernosti (videza) Ra = 94, kon-
stantno svetlobo in dolgo Zivljenjsko dobo. Tu je
Ra, indeks barvnega videza (barvne vernosti), ki je
lahko najvec¢ 100 in pove, kako dobro svetloba po-
daja barve. (Klasi¢ne Zarnice in halogenke imajo Ra
enak 100 ali prakticno 100. Nekateri namesto Ra
uporabljajo oznako CRI, Color rendering index.) V
isti kategoriji je navisji izkoristek imela zelo kakovo-
stna sijalka s svetle¢imi nitkami s 130 lumni na watt
konstantne svetlobe in Ra = 82, ki pa ni bila povsem
nesliSna. Za primerjavo: halogenske Zarnice z navo-
jem E27 dajejo okrog 15 lumnov na W.

Svetlece diode same po sebi oddajajo enobarvno
svetlobo. Spekter je sicer zvezen, a navadno zelo
ozek. Rdece LED so idealne za zadnje in zavorne luci
na vozilih. Klasi¢ne luc¢i uporabljajo Zarnice, pokrite
z rdeco plastiko. Ta prepusca manj kot 20 odstot-
kov svetlobe, torej gredo vsaj Stiri petine svetlobe
Zarnice v ni¢. Denimo, da Zarnica oddaja 15 lumnov
na watt. Skozi pokrov pride kve¢jemu 3 lumne rdece
svetlobe na W. Rdeca LED ne potrebuje filtra in daje
35 ali ve¢ lumnov na watt. Tudi Ce je rdeca LED (po
nepotrebnem) pokrita z rdeco plastiko (ali steklom),
ta prepusca veliko vecino njene svetlobe. Tako so
rdeCe LED luci vsaj desetkrat ucinkovitejSe. Tudi
pri semaforjih so prihranki veliki. V njih so vc¢asih
uporabljali Zarnice z zelo nizkim izkoristkom, da bi
imele daljSo zivljenjsko dobo. Problem z LED sema-
forji lahko nastane le pozimi, saj ne oddajajo toliko
toplote, da bi stalili sneg, napihan na ludi.

-
o)}

nadaljevanje
na strani
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ter ga oddajte do 15. marca 2018, ko bomo
izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
Zno nagrado.
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Astronomi pri nocnih opazovanjih uporabljajo
svetilke s Sibko rdeco svetlobo, saj ta ne moti pri-
lagoditve na temo. Z LED tehnologijo se je poraba
baterij v prenosnih svetilkah izredno zmanjsala, pri
svetilkah z rdeco svetlobo pa Se toliko bolj, kot smo
izracunali malo prej.

Vendar pa enobarvna svetloba vcasih povzroci ne-
pricakovane ucinke. Na sliki 8 imamo isti objekt sli-
kan v svetlobi bele LED in rdece LED. V rdeci sve-
tlobi del informacije izgine. Ocitno rdeci napis od-
bija prav toliko rdece svetlobe kot belo ozadje.

V nekaterih domovih za ostarele uporabljajo po-
noci Sibko oranzno ali rumeno razsvetljavo. Modra
komponenta svetlobe je namre¢ ponoc¢i nezaZelena,
saj nas popolnoma »zbudi«. Na sliki 9 imamo karton
s slike 8 v svetlobi rumene LED.

Modrih resni¢no svetlih diod dolgo niso znali iz-
delati. Preboj so naredili okrog leta 1994 trije ja-
ponski znanstveniki: Isamu Akasaki, Hiroshi Amano
in Shuji Nakamura. Leta 2014 so zato dobili Nobe-
lovo nagrado za fiziko. Ta iznajdba je Sele omogocila
pravi razvoj LED razsvetljave.

Bele LED sijalke lahko kombinirajo diode raznih
barv (rdeCe, modre in zelene). To omogoca izdelavo
svetilk, ki spreminjajo barvo. Druga moznost za belo
svetlobo so modre diode, pokrite s fluorescencnim
slojem (kratko: fosforjem), ki del svetlobe pretvori
v rumeno in rdeco. Fluorescencna prevleka razsiri

Pol posneto
trajno
mleko

5%,

O

SLIKA 8.
Embalaza, osvetljena z belo in rdeco LED.

spekter, ki pa ima vrh v modrem delu, se pravi, da
dioda oddaja Se zmeraj precej modre svetlobe. Spek-
ter je zvezen, a opazno drugacne oblike kot spekter
halogenke. Fluorescencni sloj zmanjsa ucinkovitost
sijalke. Zadnji krik so ledice, ki imajo modre diode
z zelenim fosforjem z minimalnimi izgubami in zra-
ven zelo dobre rdece diode. To omogoca visoko ucin-
kovitost in visoko barvno vernost.

Na embalazi LED sijalk imamo podatke o barvni
temperaturi. Tudi o tem bomo vec¢ povedali v ¢lanku
Zarnice in sijalke. Tako sijalka z barvno temperaturo
3000 K oddaja pribliZzno tako svetlobo kot ¢rno telo
s temperaturo 3000 K ali halogenska Zarnica s 100
W. ViSja temperatura pomeni vecji deleZ modre in
manjsi deleZ rdece svetlobe. Svetloba pod 3300 K
je »toplo bela« in primerna za ve¢ino podrocij v sta-
novanju, za hodnike v stavbah. Od 3300 K in pod
5000 K imamo »hladno belo« ali »nevtralno belo« ali
»naravno belo«, primerno za delovne prostore. Nad
5000 K je »dnevno bela«.

Uspesna reSitev za primere, ko potrebujemo vec
svetlobe, so svetilke z vgrajenimi izmenljivimi LED
moduli. Dobre svetilke so konstruirane tako, da
omogocajo odvajanje toplote z naravnim krozZenjem

G,
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SLIKA 9.
Karton, osvetljen z rumeno LED.
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zraka skozi svetilko. Ce so zaprte, pa imajo alumi-
nijasto ohiSje v tesnem stiku z LED moduli in morda
tudi hladilna rebra. Aluminij je namrec¢ zelo dober
prevodnik toplote, rebra pa povecujejo povrsino, ki
oddaja toploto. To §citi svetleCe diode in elektro-
niko. Na evropskem trgu obstajajo cenovno dosto-
pne svetilke brez utripanja, z daljincem, s katerim
lahko prilagajamo barvno temperaturo, denimo od
2200 K do 5000 K, in svetilko tudi zatemnjujemo.

Zunanja LED razsvetljava

Zunanja razsvetljava naj bi bila prilagodljiva, topla
in ne premocna. Modra svetloba ima namre¢ negati-
ven vpliv na astronomska opazovanja in spanec. Zal
so do nedavnega hladno bele sijalke imele visji izko-
ristek. Tako so prodajalci cestne razsvetljave ponu-
jali hladno bele svetilke, saj je bilo z njimi laze delati
reklamo o prihrankih energije.

Avtorju tega Clanka je ponoc¢i modra svetloba LED
prikazovalnika na glasbenem stolpu izrazito nepri-
jetna. Obrtnik mu je odrezal kos temnordecega ple-
ksi stekla za pokritje prikazovalnika in povedal, da
k njemu pride precej strank s podobnimi narocili.

Zdaj lahko dobimo zelo ucinkovite zunanje LED
svetilke z 2700 K in menda celo 2200 K, primerne
za osvetlitev plocnikov in cest v naseljih. V kalifor-
nijskem mestu Davis so zaradi pritoZb stanovalcev
morali cestno LED razsvetljavo s 4000-5000 K za-
menjati za toplejSo z 2700-3000 K. V Sacramentu je
mocna razsvetljava mosta z belimi LED skoraj popol-
noma ustavila selitev lososov pod njim. Svetilke so
zato morali izkljuciti. Tudi v New Yorku so morali
mocno LED razsvetljavo nekoliko zatemniti.

Zunanjo LED razsvetljavo cest lahko naredimo ta-
ko, da se njena intenzivnost hitro prilagaja gostoti
prometa, kar je ugodno v vseh pogledih. Lahko jo
celo prizigamo za posameznega pesca.

Bele LED sijalke imajo na nocni Zivi svet - metulje
in druge zuzZelke, netopirje - negativen vpliv, bolj kot
oranzZno-rumene visokotla¢ne natrijeve sijalke, ki so
bile do zdaj precej obicajne. Bele LED imajo namrec
vrh v modrem delu spektra, kar pomeni, da tam od-
dajajo precejsen del svetlobe. Na sreco pa ne odda-
jajo za okolje Se bolj motece UV svetlobe. Pri toplo
belih LED sijalkah je modri vrh precej manj izrazit.

FIZIKA

Za blizino narodnih parkov in astronomskih ob-
servatorijev ve¢ podjetij ponuja [4] oranZzno-rumene
(jantarne) ali rumeno-zelene LED svetilke, pri kate-
rih je koli¢ina modre svetlobe zanemarljiva. To do-
sezejo, recimo, z dodatnim fluorescencnim slojem
na toplo beli LED ali pa z rumenim filtrom na beli
LED. Rumena je komplementarna k modri in jo blo-
kira. (Tudi na sliki 9 so modri deli absorbirali ru-
meno svetlobo in postali ¢rni.) Izkoristek se neko-
liko zmanjSa, vendar doseze Se zmeraj 80 Im/W ali
ve¢. Indeks barvne vernosti znasa v enem primeru
okrog 40 [5], kar je Se zmeraj ve¢ kot skromnih 25
pri visokotla¢ni natrijevi razsvetljavi.

Raziskava podjetja Cree je pokazala, da velika ve-
¢ina cestne razsvetljave, stare in nove, utripa z dva-
kratnikom frekvence elektricnega omreZja. Vendar
pa lahko kupimo danes tudi LED svetilke za razsve-
tljavo brez utripanja, primerno za prometnice in jav-
ne povrsine. Sportne dvorane in stadioni so Ze pred
Ccasom ugotovili, da potrebujejo razsvetljavo brez
utripanja, saj sicer ni mogoce zagotoviti kakovostnih
upocasnjenih posnetkov dogajanja.
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Magnetne domene v Zelezu

A2\ 2
ANDRE) LIKAR

- Zelezo, kobalt in nikelj so znane feromagnetne
snovi - magnet jih mocno privlaci. Ker v atomu ele-
ktroni krozijo okrog jedra, pa tudi sami so drobni
magnetki zaradi spina, to je vrtenja okrog lastne
osi, so atomi lahko majhni magneti. Tudi atom-
sko jedro je lahko majhen magnet, a je tako Sibek,
da ga vedno lahko zanemarimo. V drobnem kri-
stalu Zeleza so ti atomski magnetki poravnani in
vsi kazejo v isto smer. Zunanji elektroni sosednjih
atomov se namreC med seboj odbijajo, zato se v
kristalu Zeleza postavijo na najve¢jo mozno med-
sebojno razdaljo, taka postavitev pa prisili porav-
nanost magnetkov. Ce bi na magnetke deloval le
magnetni navor sosednjih magnetkov, bi se ti po-
stavili eden proti drugemu. A medsebojni magne-
tni navor je le kak promil navora, ki nastane zaradi
odboja med elektroni. Zato so atomski magnetki v

Zelezu trdno povezani in vsi kaZejo v isto smer.

Vsak kos Zeleza bi bil glede na povedano zelo mo-
Can magnet. Vemo, da to ni res. Da dobimo iz kosa
Zeleza magnet, se je potrebno posebej potruditi.
Atomski magnetki so v Zelezu res poravnani, a le v
drobnih podrocjih, ki jim pravimo domene. Te obse-
gajo le 10'7 do 102! atomov in jih je mogoce videti
pod mikroskopom. V razli¢nih domenah pa so smeri
poravnave razlicno in se njihov vpliv v kosu Zeleza
povsem izni¢i. V eni sami veliki domeni, veliki kot
kos Zeleza, bi bilo magnetno polje tako veliko, da bi
domena sama razpadla, prav zaradi magnetnega na-

vora na atomske magnete, ki bi premagal poravnalni
navor. Ce Zelimo iz kosa Zeleza narediti magnet, mo-
ramo trajno povecati deleZ domen z magnetki v iz-
brani smeri na racun ostalih domen. Kar nekaj zani-
mivih pojavov pri proucevanju feromagnetnih snovi
v magnetnem polju je povezanih z rastjo in upada-
njem domen ter njihovimi skokovitimi zasuki.

A ostanimo pri domenah. Magnetki so poravnani
le pri dovolj nizki temperaturi. Pri temperaturah, ki
smo jih vajeni, so magnetki skoraj povsem porav-
nani. Kaj pa se zgodi, ko za¢nemo domeno segre-
vati? Vse bolj kaoti¢no gibanje vpliva tudi na porav-
nanost magnetkov. V domeni nastanejo grucice, kjer

SLIKA 1.
Pod kriticno temperaturo nastajajo obmocja z obrnjemini ma-
gnetki (rumene pike).
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so magnetki bolj ali manj obrnjeni glede na staro
lego. Z naraScajoCo temperaturo se grucice vecajo
in vse vec jih je. Pri tako imenovani kriti¢ni tempe-
raturi poravnanosti ni ve¢ in domena izgubi magne-
tne lastnosti. Kriticna ali Curiejeva temperatura je
pri Zelezu 1043 K, pri kobaltu je Se viSja (1388 K),
pri niklju pa precej nizja (627 K). Nekaj uvida v pe-
stro dogajanje v domeni dobimo s preprostim mo-
delom. Magnetke postavimo v kvadratno mrezo in
jim dovolimo le dve stanji - obe pravokotno na rav-
nino mrezZe, eno v izbrani smeri in drugo v naspro-
tni smeri. Razmere tako res do skrajnosti poeno-
stavimo. Modelu pravimo dvodimenzionalni Isingov
model, po fiziku Ernstu Isingu, ki ga je prvic¢ opisal.
A kljub temu je model dovolj bogat, da v grobem
pokaze bistvene lastnosti razmer v domenah pri se-
grevanju in ohlajanju.

O vplivu temperature na stanje magnetka odloca
njegova energija v obeh legah, recimo jima gor in dol.
O energiji odlocajo neposredni sosedje magnetka.
Ce so vsi tirje sosedje usmerjeni gor, ¢uti magne-
tek najvecji navor, ki ga sili v zasuk v smeri gor, in
ima zato, postavljen v to smer, najnizjo energijo, v
nasprotni smeri pa najvisjo. Ce je eden od sosedov
obrnjen navzdol, magnetek Se vedno cuti navor, ki
ga suce navzgor, le da je ta navor sedaj pol manjsi
kot prej. Pri dveh sosedih obrnjenih dol pa magne-
tek ne ¢uti navora in ima enako energijo ne glede na
to, kako je obrnjen. Pri treh ali Stirih sosedih obrnje-
nih navzdol se razmere ponovijo, le da v nasprotni
smeri. Pri dani temperaturi se magnetki obracajo gor
in dol glede na energijo v teh legah. Cim vi§jo ener-
gijo terja obrat, manj je verjetno, da se bo magnetek
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SLIKA 2.
Stanje magnetkov na razli¢no velikih podro¢jih domene

FIZIKA

tako tudi obrnil. Prehod v niZjo energijo pa je bolj
verjeten. V modelu pogledamo stanje sosednjih ma-
gnetkov in dolo¢imo energiji pri nespremenjenem in
obrnjenem magnetku. Izracunamo ustrezne verje-
tnosti in potem z Zrebom doloc¢imo, ali se bo magne-
tek obrnil ali ne.

Legam magnetkov v danem trenutku lahko nazor-
no sledimo s sliko, kjer lego gor ponazorimo z eno
barvo, lego dol pa z drugo. Na sliki 1 smo tako pred-
stavili lege magnetkov pri poviSani temperaturi, a
niZji od kriticne. Vecina magnetkov je torej v legi
gor (rdece pike), nekaj pa jih je tudi v legi dol (ru-
mene pike). Tu je v mreZi 128 X 128 magnetkov.

Izjemo zanimive pa postanejo slike pri kriti¢ni
temperaturi. Tu sta deleZa magnetkov v eni in drugi
smeri v povprecju prvi¢ enaka, kar se nadaljuje tudi
pri vi§jih temperaturah. Domena izgubi magnetno
urejenost. A pri kriticni temperaturi opazimo po-
leg majhnih tudi velike gruce z urejenimi magnetki,
ki se raztezajo preko celotnega obmocja. Na sliki 2
smo zajeli stanja magnetkov pri razli¢nih velikostih
domene. Na levi smo z najmanjSo mrezo 32 x 32
magnetov zajeli majhen drobec domene, sledijo ji
mreZe s 64 x64, potem s 128 x128 in konc¢no z 256 x
256 magneti. Opazimo, da so razmere v vseh teh
mrezah kvalitativno podobne. Pri najmanjsi mrezi
ne moremo opaziti vec¢jih podrobnosti, pri vsaki na-
daljnji je majhnih urejenih grucic vse vec, a tudi ve-
¢jih sklopov ne manjka. Pravimo, da si je pri kri-
ticni temperaturi domena podobna na vseh merskih
lestvicah.

Ker so slike stanj razli¢no velikih podrocij nujno
razli¢ne zaradi verjetnostne narave pojava, si oglej-
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mo primer iz matematike, pri katerem ni nakljucij.
Med krivuljami, ki so enake na vseh merskih lestvi-
cah, je posebno preprosta Kochova krivulja. O njej
je Presek Ze pisal (Matija Lokar, Presek 26 (1998/99),
stran 274). Nastane postopoma iz daljice, ki ji na
sredi nariSemo trikotno izboklino. Ravni odseki tako
dobljene lomljene krivulje naj bodo enako dolgi. Po-
tem postopek ponovimo na vsakem ravnem odseku
in nadaljujemo risanje izboklin v nedogled. Slike 3,
4, 5 in 6 ponazarjajo ta postopek, ki vodi do vse bolj
zavite krivulje.

Ce usmerimo mikroskop v vrh te krivulje, vidimo
vedno eno in isto sliko ne glede na povecavo mikro-
skopa. Krivulja je torej na vseh prostorskih merskih
lestvicah povsem enaka. Seveda pri zares narisani
krivulji ne bo tako, saj je debelina ¢rte koncna, zato
zelo finih grb pri dovolj veliki povecavi ne vidimo ve¢
(glej sliko 7, leva krivulja). Prav tako je pri zelo grobi
mreZi, ki predstavlja zelo majhen del domene z ne-
kaj sto atomi. Tudi tu podrobnosti pod razdaljo med
atomi seveda ni. Te zaznamo pri vecjih mrezah.

Racunalniski program, s katerim smo racunali lege
magnetkov, je preprost in ga lahko bralec, Ce ga te
stvari seveda zanimajo, sam napiSe. Pri tem bo uvi-
del, kako zamudni so taki racuni pri nekoliko vecjih
mreZah. Tu Se tako hitri racunalniki ne pomagajo. V
racunih ni mozno zajeti vseh atomov realne domene.
A spoznanje, da si je sistem pri kriti¢ni temperaturi
podoben na vseh smiselnih merskih lestvicah, je pri-
vedlo fizike do novih teoreti¢nih in racunalniskih pri-
jemov. Seveda si sistem na vseh merskih lestvicah ni
podoben le pri kriticni temperaturi. Prav tako si je
podoben pri temperaturi blizu absolutne nicle, ko so
vsi magnetki poravnani v vsej domeni. Tudi pri zelo
visokih temperaturah je tako, saj vezi med atomi ta-
krat niso ve¢ pomembne. A ta dva primera za fizika
pac nista zanimiva.

A B

SLIKA 3.
Pri Kochovi krivulji daljica AB dobi na sredi grbo.

SLIKA 4.
Ravni deli se ponovno ogrbijo.

A B
SLIKA 5.

In spet ...

A B
SLIKA 6.

Koncno je krivulja hudo nazobcana.

PN o PR o PO o DU i O

SLIKA 7.

Zaradi koncne debeline ¢rte vidimo pod mikroskopom pri naj-
vecji povecavi (levo) le medlo sliko, pri manjsih povecavah pa
je krivulja ostrejsa.

X X X

22

PRESEK 45 (2017/2018) 4




Trio Zemljiin

ASTRONOMIJA

Luni

N A2
MARIJAN PROSEN

- Presek je Ze veckrat pisal o Zemlji in Luni. Ven-
dar pa nikoli ne o vsebinah, ki bi tesno povezovale
obe nebesni telesi. Tokrat paberek o tem. Gre za
tri vsebine, pravzaprav bolj za zanimive razisko-
valne naloge, ki me spremljajo Ze dalj ¢asa. Zdaj,
ko imam cCasa najmanj, pa sem se odlocil, da jih

napiSem.

Prva je o teziSCu sistema Zemlja-Luna, druga o
tocki, iz katere bi videli Zemljo in Luno v enakem
zornem kotu, tretja pa o tem, kako mocno Zemlja
osvetljuje Luno okoli mlaja in tako povzroca pojav
pepelnate svetlobe na Luni.

-

Tezisce sistema Zemlja-Luna

Razmerje mas Lune in Zemlje je m/M = 1/81, razda-
lja med njima pa * = 60R, ¢e pomeni R = 6400 km
radij Zemlje. Kje leZi teziSCe mas teh dveh vesolj-
skih teles, ki ju skupaj lahko obravnavamo kot tesen
sistem (par) dveh teles?

TeziSCe leZi nekje na zveznici srediS¢ obeh teles,
ne na sredini, ampak po obcutku bliZzje Zemlji, ker je
masivnejSa od Lune.

Predstavljajmo si ravno trdno oz. togo palico
Lune in Zemlje. Obravnavajmo ju kot masivni krogli,
ki ju vsako na svojem koncu palice vlec¢e navzdol sila
teZe (tezo smo si izmislili, da lazje reSimo nalogo).

Vprasamo se, v kateri to¢ki T moramo podpreti
palico, da bosta telesi v ravnovesju. V tej tocki na-
mreC leZi teZiSCe mas obeh teles. Podobno kot na
gugalnici, kjer se gugata dve osebi z razlicno maso.
Oseba z vec¢jo maso mora biti bliZje osi, okoli katere

se gugata, kot oseba z manjSo maso, da je na gugal-
nici ravnovesje. Os vrtenja tedaj predstavlja teziSce
mas obeh oseb. Kje moramo torej palico podpreti,
da bosta masi teles v ravnovesju?

Ravnovesje na palici, ki je vrtljiva okoli osi, je, ka-
dar je navor ve¢je mase enak navoru manjSe mase.
Navor je zmnoZek sile teZe in rocice, ki je pravoko-
tna na smer sile. Sila teZe pa je zmnozek mase telesa
m in pospeska prostega pada g = 10 m/s?. Navor
suka oz. vrti vzvod v doloc¢eno smer (v levo ali v des-
no).

SLIKA1.

TezisCe sistema Zemlja-Luna je okoli 4700 km oddaljeno od
sredi$ca Zemlje. To tezisce se pri gibanju Zemlje okrog Sonca
giblje po elipsi, medtem ko Zemljino sredisce vijuga oz. opleta
okoli nje (zelo povecano).
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Naj bo dolZina vzvoda v = 60R, Zemlja z maso
M v levem krajis¢u vzvoda, Luna z maso m v de-
snem krajiS¢u, obe masi vlece sila teze navzdol, naj
bo razdalja srediS¢a Zemlje od osi 0z. od teziSca T
obeh mas enaka x. Potem lahko zapiSemo: prvi na-
vor je Mgx in suka vzvod v desno, drugi navor pa
mg(r — x) in suka vzvod v levo. Za ravnovesje ju
moramo izenaciti: Mgx = mg((r — x). Po krajsa-
nju z g dobimo Mx = m(60R — x) in od tod x =
2 _60R = (60/82)R = 4700 km, kar je okoli 3/4R.

M+m

Odgovor. TeziSCe sistema mas Zemlja-Luna lezi
znotraj Zemlje, priblizno 1/4R pod njenim povrs-
jem. Dobili smo kar presenetljiv rezultat, mar ne?

Vidni v enakem zornem kotu

Iz katere tocke v vesolju bi Zemljo in Luno videli v
enakem zornem kotu? Razdalja med Zemljo in Luno
je 60R, ¢e je R = 6400 km radij Zemlje, radij Lune pa
jer =1/4R.

Tocka, iz katere bi videli obe okrogli vesoljski te-
lesi v enakem zornem kotu, leZi nekje na zveznici
srediS¢ Zemlje in Lune, ne na sredini, ampak precej
bliZje Luni, ker je manjSa od Zemlje. Oznacimo raz-
daljo te toCke od srediS¢a Lune z x. Potem je raz-
dalja te tocke od srediSc¢a Zemlje (60R — x). Ker sta
Zemlja in Luna majhni glede na njuno medsebojno
oddaljenost, lahko za zorni kot vzamemo kar kolic-
nik med premerom Zemlje ali premerom Lune in nju-
nima ustreznima razdaljama od izbrane tocke.

Za Luno je koli¢nik 2 - 1/4R/x, za Zemljo pa 2R/
(60R —x). Izraza izenacimo 2-1/4R/x = 2R/ (60R —
x), krajSamo in dobimo x = 12R = 76800 km in
60R — 12R = 48R = 307200 km.

Zorni kot je2-1/4R/x =1/2R/12R = 1/24 rad. =
(1/24) - 57,3° = 2,4°.

Odgovor. Zemljo in Luno vidimo v enakem zornem
kotu 2,4° iz tocke, ki je od sredisca Lune oddaljena
76 800 km oz. od srediSca Zemlje 307 200 km.

Zemljino osvetljevanje Lune okoli mlaja

Izracunajmo osvetljenost Luninega povrSja, ki jo
povzroca od Sonca osvetljena Zemlja blizu mlaja.
Osvetljena Zemlja deluje kot svetilo. V prostor od-
daja svetlobni tok in tako osvetljuje k nam obrnjeno
temno, od Sonca neosvetljeno stran Lune.

SLIKA 2.
Zemlja na Luninem nebu (Foto: NASA)

Recimo, da poznamo gostoto svetlobnega toka, ki
ga Zemlja sprejema od Sonca jo = 1400 W/m? (so-
larna konstanta), radij Zemlje R = 6400 km, razda-
ljo Lune od Zemlje v = 60 R in albedo (odbojnost)
Zemlje 6 = 0,3.

Naloga se »dogaja« ob mlaju ali zelo blizu mlaja
(+ nekaj dni), ko je Luna med Soncem in Zemljo in jo
osvetljuje od Sonca osvetljena Zemlja.

S Sonca pada na Zemljo gostota svetlobnega toka
Jo- Zato od Sonca obsijana polovica Zemlje sveti. Vsa
vpadna svetloba se ne odbije, ampak del, kar pove
albedo Zemlje. Od Zemlje se odbije oz. gre stran v
prostor svetlobni tok jomR?5, na Luno v razdalji
pa pade tok z gostoto

= jomrR%8/2mr? = joR?5/2(60R)? =
= 1400 W/m? 0,3/2 - 3600 = 0,06 W/m?.

Odgovor. Dobili smo vrednost svetlobnega oz.
energijskega toka na kvadratni meter, ki jo lahko
vzamemo za osvetljenost Luninega povrsja, seveda
samo v energijskem smislu. Pri racunu smo uposte-
vali le tisto polkroglo 27r¥2, ki je od osvetljene polo-
vice Zemlje obrnjena proti od Sonca neosvetljeni po-
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SLIKA 3.
Pepelnata svetloba Lune - osvetljenost Luninega povrsja okoli
»polne zemlje« (Foto: Andrej Gustin)

lovici Lune in jo Zemlja osvetljuje. Ce prera¢unamo,
Zemlja v tem primeru osvetljuje Luno priblizno tako,
kot 100 W zarnica osvetljuje predmete na razdalji
okoli 12 m. Se enkrat poudarimo, da gre zgolj za
osvetljenost povrS§ja v energijskem, ne pa v fiziolo-
Skem pogledu.

Zaradi osvetljenosti, ki jo na Luni povzroca sve-
tla, od Sonca osvetljena Zemlja, nastane pojav Lu-
nine pepelnate svetlobe. Z Zemlje jo opazujemo v
jasnih noc¢eh malo pred mlajem (zjutraj) in/ali malo
po njem (zvecer).

Polna luna osvetljuje Zemljino ozracje in povrsje,
ki odbija svetlobo. Tako nastane mesecina. Podobno
kot polna luna osvetljuje Zemljo in povzroca mese-
¢ino, tudi »polna zemlja« osvetljuje temno Lunino
povrsje in povzroca osvetljenost temne polovice Lu-
ne, to je njeno pepelnato svetlobo.

ASTRONOMIJA

Ce bi se lahko namestili na povr§ju Lune v tistih
krajih, od koder z Zemlje vidimo pepelnato svetlobo,
bi od tam na Luninem nebu videli naso Zemljo kot
veliko svetleco okroglo ploskvico, okoli 4-krat vecjo,
kot mi vidimo polno luno. »Polna zemlja« bi sve-
tlila tudi dosti moc¢neje na Luninem nebu, kot nam
sveti polna luna. Zdela bi se nam najmanj 16-krat
svetlejSa, kot je z Zemlje vidna polna luna. Po neka-
terih racunih pa bi Zemlja svetila na Luninem nebu
Se dosti svetlejse.

Treba bi bilo iti tja in se o tem prepricati na lastne
oCi. Racun veckrat laZe, ne prikaZe resni¢nega oz.
dejanskega stanja. Vsega, kar vpliva na rezultat, pa
ni mogoce upostevati.

Naloge

= [zracCunajte teziSce sistema Jupiter-Saturn, ¢e sta v
Osoncju med seboj oddaljena 5 a.e. (astronomskih
enot, to je razdalj Zemlja-Sonce), masa Jupitra je
315 mas Zemlje, masa Saturna pa 95 mas Zemlje.
[TeZiSCe je oddaljeno 1,2 a.e. od sredi$ca Jupitra.]

= [z katere tocke v vesolju bi videli Zemljo in Sonce
v enakem zornem kotu? Razdalja med Soncem in
Zemljo je okoli 215 radijev Sonca, radij Sonca pa
je okoli 100R, ce je R radij Zemlje. [Iz tocke, ki
je 2,13 radija Sonca oddaljena od srediSca Zemlje,
zorni kot pa je 0,54°.]

= Kolikokrat mocnejSe sveti Zemlja na Luninem ne-
bu kakor Luna na Zemljinem? Radij Zemlje je Sti-
rikrat vecji od radija Lune. Albedo Zemlje je 0,3,
albedo Lune 0,12. Vpliv Zemljinega ozracja zane-
marimo. [Kar okoli 40-krat; ¢e bi upostevali ab-
sorpcijo (vpojnost) svetlobe v ozracju, pa okoli 30-
krat.]

= S kolik$no osvetljenostjo osvetljuje polna luna Ze-
mljino povrSje? [Med eno in dvema tiso¢inkama
W/m?2.]

 www.dmfasi
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Konveksna ovojnica

N 2%
IGOR PESEK

- Predstavljajte si, da ste v mizarski delavnici in
da na velik kos lesene deske s kladivom nabijete
kup Zebljickov. Nato poiScete gumico, jo napnete
z rokami okrog zebljickov in jo spustite. Kaj se
bo zgodilo? Gumica se bo napela izklju¢no okrog
zunanjih Zebljickov, notranjih se sploh ne bo do-
tikala. Slika 1 prikazuje gumico, ki jo s prsti na-
pnemo okrog Zebljickov in jo spustimo (moder

mnogokotnik).

Formalno izrazeno bodo nasi Zebljicki tocke v rav-
nini, gumico pa bomo imenovali konveksna ovojnica.
Konveksna ovojnica (ang. convex hull) mnozice toc¢k
M, oznac¢imo s KO (M) in je najmansji konveksni vec-
kotnik P, za katerega je vsaka toCka iz M bodisi na
robu P bodisi je vsebovana v njegovi notranjosti. Pri
tem konveksnost pomeni, da za vsaki dve razlicni
tocki a in b iz poligona P, daljica ab leZi v celoti v
poligonu P.

gumica

SLIKA 1.
Zebljicki (rdece pike) in gumica

Pred zacCetkom reSevanja, je potrebno pogledati
Se nekaj elementarnih primerov. Racunanje konve-
ksne ovojnice za eno tocko je trivialno, vrnemo to
tocko. Podobno velja za konveksno ovojnico dveh
tock. Kaj pa konveksna ovojnica treh tock? Imamo
dve moznosti. Bodisi so tocke v seznamu zapisane
v smeri urinega kazalca (ang. clockwise oz. CW) bo-
disi v nasprotni smeri urinega kazalca (ang. coun-
ter clockwise oz. CCW). Predpostavimo, da imamo
tri tocke p(a,b), q(c,d) in v (e, f) podane v tem vr-
stnem redu. Zanima nas torej, ali je to¢ka p v smeri
ali nasprotni smeri urinega kazalca od tocke g glede
na tocko 7, kar je prikazano na sliki 2. Poenosta-
vljeno povedano, zanima nas, kakSen obrat moramo
narediti pri toc¢ki g, ko gremo od tocke p proti tocki
v. Ali naredimo obrat v levo ali desno?

a) b)
r(e,f) r(e,f)
o
a(c.d) q(c,d)
p(a,b) p(a,b)
SLIKA 2.

a) v smeri urinega kazalca b) v nasprotni smeri urinega kazalca

Za trenutek predpostavimo, da je prva tocka naj-
bolj leva v ravnini (primer b na sliki 2), torej a < ¢
in a < e. Potem so tocke urejene v nasprotni smeri
urinega kazalca natanko tedaj, ko je naklon premice
skozi tocki p(a, b) in q(c,d) manjsi od naklona pre-
mice skozi tocki p(a,b) inr(e, f):

= v nasprotni smeri urinega kazalca CCW(p,q,r)
— 4=b f=b
c—a e-—-a
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Ker sta oba imenovalca pozitivna, lahko neenakost
napiSemo tudi kot:

= v nasprotni smeri urinega kazalca CCW(p,q,r)
= (f-b)(c—a)>(d-b)(e—-a)

Opazimo, Ce je zadnja neenakost obrnjena, potem
so toCke zapisane v smeri urinega kazalca.

Preverjanje usmeritve treh tock ima v algoritmih
za izracun konveksnih ovojnic popolnoma enako
vlogo kot ga ima primerjanje v algoritmih urejanja.
Racunanje konveksne ovojnice na treh tockah je ana-
logno urejanju dveh razli¢nih Stevil: bodisi sta v pa-
dajocem vrstnem redu bodisi naraScajocem.

Jarvisov obhod

Jarvisov obhod je preprost algoritem, ki za dolodci-
tev konveksne ovojnice uporablja tehniko znano kot
ovijanje darila. Pri tem uporablja dve dejstvi:

= skrajno leva tocka je zagotovo vozliS¢e v konve-
ksni ovojnici,

= Ce je tocka p vozliS¢e v konveksni ovojnici in g
tocka, ki ima najmanjsi relativni polarni kot glede
na p. Potem je tudi q vozliS¢e na konveksni ovoj-
nici.

Polarni kot med poljubno tocko » glede na p, je
kot, ki ga oklepata desni del vodoravne osi in daljica
med toCkama p in ¥. Bralcu prepusc¢amo, da razmi-
sli, zakaj zapisani dejstvi drzita.

Ce spet uporabimo analogijo z Zeblji, si lahko Jar-
visov obhod predstavljamo tako, da najprej poiSce-
mo skrajno levi Zebelj (po x-koordinati) in nanj na-
veZemo vrvico in jo potegnemo pravokotno na Xx-os.
Sedaj zatnemo vleci vrvico v nasprotni smeri urinega
kazalca. Prvi Zebelj, ki ga zadanemo, je naslednje vo-
zliS¢e na konveksni ovojnici. Slika 3 prikazuje prve
korake Jarvisovega obhoda.

Algoritem kot vhodna podatka sprejme seznama
koordinat tock mnozice M in kot reSitev vrne se-
znam tock, ki tvorijo konveksno ovojnico.

V prvem koraku algoritem najprej poisce skrajno
levo tocko, ki jo najdemo v ¢asu O(n). Potem sle-
dijo koraki, v katerem zaporedoma iS¢emo naslednja
vozliS¢a v konveksni ovojnici s pregledom vseh vo-
zlis¢. To storimo v ¢asu O(n), kar pomeni, da je
skupna ¢asovna zahtevnost O (n?). S pazljivim nacr-
tovanjem in pravilno izbiro podatkovnih struktur, je

RACUNALNISTVO

SLIKA 3.

Prva dva koraka Jarvisovega obhoda. Crtkana ¢rta pomeni vr-
vico, ¢rna polna ¢rta smer v katero vleCemo vrvico, modra polna
crta delno konveksno ovojnico

mogoce ta algoritem implementirati s ¢casovno zah-
tevnostjo O(n-h), kjer je h Stevilo vozlis¢ konveksne
ovojnice.

jarvis (X[1,..,n],Y[1,..,n]):
1 resitev = array()

2 k =1

3 za (i =1, 1 <= n, i++):
4 ce (X[i] < X[k]) potem:
5 k =1

6 resitev[] = k

7 p =k

8 ponavaljaj

9 q=p +1

10 za (i =2, 1 <=n, i++):
11 ce CCW(p, i, q) potem
12 q =1

13 resitev[] = q

14 pP=q

15 dokler p = q

16 rezultat = resitev %
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V algoritmu najprej poiS¢emo skrajno levo tocko,
ki jo oznac¢imo s k. Nato jo dodamo v seznam reSitev,
dolo¢imo da je p = g (potrebujemo zaradi zanke v
nadaljevanju) in nadaljujemo z naslednjo zanko po-
navaljaj (vrstica 8). V zanki dolo¢imo tocko g, ki
bo oznacevala trenutno najbolj desno (v smeri CCW)
tocko glede na p. V notranji zanki pregledamo vse
tocke in Ce najdemo tocko i, ki je Se bolj desno od
tocke p, kot je trenutno g, potem i postane novi 4.
Ko se notranja zanka zakljuci, je v q dejansko shra-
njena najbolj desna tocka od tocke p in jo zato shra-
nimo v reSitev, g pa postane nova tocka p. Posto-
pek ponavljamo, dokler ne pridemo spet do zacetne
tocke k. V seznamu so tako vse tocke, ki tvorijo kon-
veksno ovojnico mnoZzice M.

Grahamov pregled

Grahamov pregled je algoritem, ki spet uporablja la-
stnost CCW glede na urejenost treh tock. V prvem
koraku podobno kot v Jarvisovem obdhodu poiSce-
mo najnizZjo ali najbolj levo tocko p. Nato uredimo
vse ostale tocke glede glede na lastnost CCW in to¢ko
p, kar lahko naredimo s poljubnim algoritmom za
urejanje (hitro urejanje, urejanje z zlivanjem, ..). Ko
v urejanju primerjamo dve tocki i in g, preverimo ali
je trojica p, 1, q urejena v smeri ali nasprotni smeri
urinega kazalca glede na p.

V algoritmu uporabljamo podatkovno strukturo
sklad in dve metodi, ki sklada ne spreminjata. To
sta

= metoda vrh(), ki vrne tocko z vrha sklada,
= metoda naslednjaPodVrhom(), ki vrne tocko, ki sle-
di toc¢ki na vrhu sklada,

ter metodi, ki sklad spreminjata:

= push(), kjer damo tocko na sklad,
= pop(), kjer vzamemo tocko iz vrha sklada.

Sledi algoritem, ki kot vhodne podatke sprejme se-
znama X in Y koordinat, vrne pa sklad, ki vsebuje
seznam tock, ki tvorijo konveksno ovojnico.

graham (X[1,..,n],Y[1,..,n]):
1 p_0 = tocka z najmanjsSo y-koordinato
2 P[i] = urejen seznam preostalih tock

3 // tocke so urejene v CCW smeri
// glede na p_0,

4 //i=1..n-1

5 S = prazen sklad

6 S.push(p_0)

7 S.push(P[1])

8 S.push(P[2])

9 za (i =3, 1 <= n-1, i++)

10 dokler CCW(S.naslednjaPodVrhom(),

S.vrh(), P[i]) == false)
11 S.popQ)
12 S.push(P[i])

13 rezultat = S

Slika 4 prikazuje posamezne korake algoritma do
koncne dolocitve konveksne ovojnice. Najprej na
sklad naloZimo p¢ in naslednji dve tocki iz seznama
P. V zanki pregledamo vse tocke (vrstica 9 — 11),
pricnemo s toc¢ko (P[3]) in jo primerjamo s P[1]
(S.naslednjoPodVrhom()) in P[2] (S.vrh()), kot je pri-
kazano na sliki 4b). Ker smo zavili v levo (CCW je
true), dodamo toc¢ko P[3] na sklad. Nadaljujemo
s tocko P[4] in najprej preverimo CCW(P[2], P[3],
P[4]), ki je false (zavijemo v desno), zato tocko P[3]
odstranimo iz sklada S. Ponovimo zanko (vrstica 10)
z CCW(P[1], P[2], P[4]), ki je spet false, saj zavijemo
v desno, zato iz sklada S odstranimo tocko P[2]. Na-
daljujemo s preverjanjem CCW(P[0], P[1], P[4]), ki
je true, saj zavijemo levo, zato zanko (vrstica 10) za-
klju¢imo in dodamo tocko P[4] na sklad. Celoten
korak je prikazan na sliki 4c). Postopek ponavljamo,
dokler ne pregledamo vseh tock.

Ko pregledamo vse tocke, na skladu ostanejo toc-
ke, ki tvorijo konveksno ovojnico, ki je prikazana na
sliki 4j).

Casovna zahtevnost algoritma je O(n log n). Za-
kaj? Najprej poiS¢emo tocko z najmanjSo koordi-
nato x, ozna¢imo jo z py, za kar potrebujemo O(n)
Casa. Sledi urejanje vseh tock glede na pgo z
upoStevanjem lastnosti CCW, za kar potrebujemo
O(nlog n) casa. Sledi dolocanje konveksne ovoj-
nice, kjer pregledamo vsako tocko (vrstice 9 — 11)
natan¢no enkrat, medtem ko se zanka dokler (vr-
stica 10 — 11), kjer jemljemo tocke iz sklada, izvede
n—nh, Kjer je h Stevilo toc¢k v konveksni ovojnici, zato
vzame ta pregled O(n) casa. Skupaj ima algoritem
Grahamov pregled ¢asovno zahtevnost O (n log n).
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Potek dolo¢anja konveksne ovojnice z Grahamovim pregledom. Crtkane zelene &rte pomenijo, da v nekem koraku to¢ka ni bila

sprejeta, polna zelena ¢rta pomeni, da je bila sprejeta.

Zakljucek

Kje je konveksna ovojnica uporabna? Uporabimo jo
lahko kot vmesni korak pri dolocitvi najbolj oddalje-
nih toc¢k v ravnini. Dokazano je, da ti dve tocki leZita
na konveksni ovojnici, torej vemo med katerimi toc-
kami moramo iskati. V programih za grafi¢no obde-
lavo (Gimp, idr.) je zelo uporabna carobna palcka
(ang. Magic wand). Ko uporabnik klikne na neko
tocko na sliki, program poiSce vse sosednje tocke
z enako barvo (ali tiste z dolo¢enim odstopanjem)
in na njih uporabi algoritem za konveksno ovojnico.
Rezultat je izbira v obliki poligona, katerega meje
so toCke konveksne ovojnice. Uporabljajo jo tudi
vremenoslovci za dolocanje podrocja, kjer je neka
vremenska sprememba (npr. deZ). Najprej zberejo

podatke vseh senzorjev na nekem SirSem podrocju
in nato izracunajo konveksno ovojnico okrog vseh
senzorjev, ki sporocajo to spremembo. Rezultat je
najmanjSe konveksno podrocje, kjer se pojavlja ta
sprememba (npr. dezuje).
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SLIKA 1.
Vir in avtorska pravica: Gorazd Planinsic
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Krozne veje

N
ALES MOHORIC

- Slika na naslovnici kaze zanimiv svetlobni po-
jav. Uli¢na svetilka se skriva med drevesnimi ve-
jami, ki so na videz razporejene okoli svetilke v
krogih. Fotografija je bila narejena v deZevni noci,
ko mokre veje v temi osvetljuje le svetilka. Dan
razkrije, da veje ne rastejo v krogih, temvec¢ neu-
rejeno, kot bi pricakovali (slika 1, desno). Zakaj pa
ponocdi vidimo veje, razporejene v kroge?

Pojav pojasnimo z odbojem. Odbojni zakon opi-
Simo nekoliko bolj natanc¢no, kot je opisan obicajno:
odbojni kot je enak vpadnemu. V tej izjavi zamol-
¢imo, da lezijo vpadni Zarek, ki ga ponazori valovni
vektor kv, odbiti Zarek ko in enotski vektor 7, pra-
vokoten na odbojno ploskev, vsi v isti ravnini, ka-
kor kaze slika 2. Odbojni zakon pove, da se kompo-
nenta vpadnega valovnega vektorja, ki je vzporedna
z odbojno ploskvijo, po odboju ne spremeni, kompo-
nenta pravokotna nanjo pa spremem predznak Med
zarkoma torej velja zveza ko = kv 2(kv n)n. Sve-
tloba, ki izhaja iz svetilke S, se do kamere K lahko
odbije le od tistih tock na vejah P, v katerih 7 kaze
proti sredis¢u namisljene kroZnice C. C lezi na zve-
znici kamere in svetilke, kroZnica pa ima polmer CP.
Torej je veja v tocki P tangentna na to kroznico, ki
obdaja pogled na svetilko. Drevesne veje seveda niso
¢isto gladke kot zrcalo ali zglajena kovina, ampak
hrapave in odboj je razprsen. Pri suhih vejah odboja
ne opazimo, opazimo ga pa takrat, ko so veje mokre.
K interpretaciji slike doprinese tudi to, da oci razlo-
Cijo le osvetljene dele vej, ostali pa se zlijejo z ozad-
jem. Lastnost moZganov, da interpretira sliko s po-
enostavitvami, demonstrira racunalnisko generirana

slika 3. Na sivi ploskvi so enakomerno razporejene
naklju¢no usmerjene daljice v nekoliko temnejSem
odtenku sive. Na prvi pogled izstopajo vodoravne
daljice, ki pa so narisane ¢rno.

ravnina odboja

SLIKA 2.

SLIKA 3.
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv na-
Cin zastavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej
Evropi, hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tek-
movanje je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matemati¢ni kenguru. Leta 2016 se ga je
udelezilo vec kot 6 milijonov tekmovalcev iz vec¢ kot 60 drzav sveta. V Sloveniji Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije organizira tekmovanje za ucence od prvega razreda osnovne Sole do
Cetrtega letnika srednje Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in strokovnih
Sol, za dijake srednjih poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

EVROPSKI MEDNARODNI MEDNARODNI MEDNARODNTI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU KENGURU

LY
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2002-2004 2005-2008 2009-2011 2012-2016
10,99 EUR 18,74 EUR 14,50 EUR 23,00 EUR
Pri DMFA-zaloZniStvo je v Presekovi knjiZnici izSlo Ze pet knjig Matemati¢nega kenguruja. Na zalogi
so Se:

e Evropski matematicni kenguru 2002-2004,

o Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,

e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011,

e Mednarodni matematicni kenguru 2012-2016 (novost).

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni naroc¢niki revije Presek, ¢lani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu starej-
Sih zbirk nalog pri DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!




