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Nacrtovanje boljSin
biciklov

vy v

- Ceprav so bicikli precej enostavne naprave, ze vet
kot stoletje ne znamo natan¢no odgovoriti na vpra-
Sanja o njihovem delovanju. Tako nimamo natanc-
nega odgovora na vprasanje, katere sile so odgovor-
ne za stabilno voznjo, ali pa zakaj lahko premika-
jocCi se bicikel vozi brez voznika, Ce le ohranja hi-
trost. Matematiki, fiziki in inZenirji skusajo s pomo-
¢jo modelov, ki vkljuc¢ujejo diferencialne enacbe, ge-
ometrijo in linearno algebro, odgovoriti tudi na tovr-
stna vprasanja. Hkrati bi radi pomagali pri poskusih
nacrtovanja drugacnih biciklov, ki bi bili bolj stabilni
in lazje vodljivi.

Trenutna oblika biciklov temelji na poskuSanju in
ucenju iz napak. V zadnjem ¢asu pa so raziskovalci
s pomoc¢jo matematike in mehanike zapisali enacbe,
ki opisujejo delovanje glavnih delov bicikla: njego-
vih koles, okvirja in krmila. Ugotovili so, da ne drzi
dolgoletno prepricanje, da se mora prednje kolo do-
tikati tal za tocko, kjer bi podaljSek osi krmila dose-
gel tla (glej sliko). Najprej so s pomocjo matematike,
nato pa Se eksperimentalno, pokazali, da je lahko
stabilen tudi bicikel, ki krsi to pravilo. S pomocjo do-
bljenih enacb bo mozno raziskovati ¢isto nove kon-
cepte, ki bodo s pomocjo racunalnika ali klasi¢nega
nacrtovanja vodili do inovacij pri bodo¢ih oblikah bi-
ciklov.

Za vec¢ informacij si preberite ¢lanek Physics on
Two Wheels, ki ga je objavil Brendan Borell v reviji
Nature 21. julija 2016 na straneh 338-341.

KOLOFON

NAVODILA SODELAVCEM PRESEKA
ZA ODDAJO PRISPEVKOV
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NAsLovNiIcl: Raca plava po mirni vodni gladini s hitrostjo vecjo od hitrosti vodnih valov ter pri tem za seboj puSca znacilno,
inasto valovno brazdo. Vet o pojavu govori prispevek v Naravoslovni fotografiji. Foto: Tina Ogrinc.
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MATEMATIKA

Dirichletov princip in
paradoks rojstnega dneva

NN
PRIMOZ MORAVEC

- Dirichletov princip ni ni¢ drugega kot enostavno
dejstvo, ki ga lahko formuliramo na naslednji na-
¢in: Ce v n skatel razporedimo n + 1 Zogic, sta v eni
Skatli vsaj dve Zogici. Na prvi pogled ni¢ posebnega,
toda to nacelo je v matematiki zelo uporabno. Pr-
vic¢ se je pojavilo v literaturi z delom Dirichleta
(1805-1859) v teoriji Stevil, zato tudi nosi njegovo
ime. Prispevek o Dirichletovem principu je Ze izSel

v Preseku [1] pred 30-imi leti.

Tudi v tem ¢lanku bomo prikazali nekaj primerov
uporabe Dirichletovega principa, na koncu pa bomo
problem razporejanja zogic v Skatle pogledali Se z
drugega, verjetnostnega zornega kota.

Oglejmo si nekaj osnovnih primerov. Recimo, da
imamo skupino 367 ljudi. Potem med njimi obsta-
jata vsaj dve osebi, ki praznujeta rojstni dan na isti
dan. Podoben sklep pokaZe, da med poljubnimi Sti-
rimi naravnimi Stevili obstajata dve, ki imata isti osta-
nek pri deljenju s 3. Poleg tega oc¢itno velja neko-
liko splosnejsSa razlic¢ica Dirichletovega principa, ki
se glasi: Ce v n $katel razporedimo kn + 1 Zogic, je
v vsaj eni Skatli vec¢ kot k Zogic.

Lotimo se Se malo zahtevnejSih primerov.

Problem 1: V sobi je 2017 oseb. Pokazi, da obsta-
jata vsaj dve osebi, ki imata enako Stevilo znancev v
sobi.

ReSitev. Imejmo 2017 Skatel, oznacenih s Stevili od
0 do 2016, in osebo spravimo v Skatlo n, ¢e ima v
sobi natanko n znancev. Ce je kak$na oseba v $katli
Stevilka 0, potem ni nikogar v Skatli Stevilka 2016, in

e e e
L s s | &
e e e

SLIKA 1.
Deset Zogic in devet Skatel

obratno. Torej imamo v resnici na voljo 2016 Skatel,
kamor razporejamo 2017 oseb. Sedaj lahko nepo-
sredno uporabimo Dirichletov princip in sklepamo,
da sta v eni od Skatel vsaj dve osebi, to pa je ravno
reSitev naSega problema.

Problem 2: Med n celimi Stevili vedno obstaja pod-
mnoZica teh Stevil, katere vsota je deljiva z n.

Resitev. Naj bodo x1, x2,.
mo Si vsote

.., Xn cela Stevila. Oglej-

"S5 =X,
S2 = X1 + X2,

Sn=X1+X2+ -+ Xn.

PRESEK 45 (2017/2018) 1




Ce je Ze ena od teh vsot deljiva z n, potem je naloga
reSena. V nasprotnem primeru vse vsote pri deljenju
z n dajo neniceln ostanek. Teh vsot je n, na voljo pa
imamo le n — 1 nenicelnih ostankov. Po Dirichleto-
vem principu obstajata dve vsoti, recimo sy, in Sy, 1k,
ki pri deljenju z n dasta enak ostanek. Potem pa je
vsota

" Sm+k —Sm = Xm+1 T Xm+2 T 00+ Xm+k

deljiva z n.

Naslednje dejstvo je mogoce izpeljati s pomocjo
Evklidovega algoritma, tu pa pokazimo, kako do nje-
ga pridemo z Dirichletovim principom. Spomnimo
se, da pravimo, da sta naravni Stevili m in n tuji, ce
je 1 najvecje naravno Stevilo, ki hkrati deli m in n.

Problem 3: Naj bosta m in n tuji naravni Stevili.
Potem obstajata naravni Stevili x in y, da je nx —
my = 1.

Resitev. Oglejmo si Stevila n,2n,...,(m — 1)n in
njihove ostanke pri deljenju z m. Ker nobeno od na-
vedenih Stevil ni deljivo z m, se ostanek 0 ne pojavi.
Ali se lahko zgodi, da se tudi ostanek 1 ne pojavi? Ce
bi se to zgodilo, bi imeli na voljo m — 2 vrednosti za
ostanke in bi po Dirichletovem principu v zgornjem
zaporedju Stevil obstajali dve razli¢ni Stevili. Ozna-
¢imo ju z an in bn Kjer je a > b, ki bi pri deljenju
z m dali enak ostanek. V tem primeru bi bilo Stevilo
an—bn = (a— b)n deljivo z m, to pa ni mogoce, saj
sta m in n tuji Stevili in a — b < m. Sklepamo torej,
da obstaja tako naravno Stevilo x € {1,2,...,m—1},
da je ostanek nx pri deljenju z m enak 1, kar lahko
zapiSemo tudi kot nx = my + 1 zaneki y € N.

Hitro lahko preverimo, da velja tudi obrat trditve
v zgornjem primeru; Ce za naravni Stevili m in n ob-
stajata taki naravni Stevili x in y, da je nx-my =1,
potem sta m in n tuji Stevili. Ce je namre¢ najvedji
skupni delitelj Stevil m in n enak d, potem lahko za-
piSemo m = dm, in n = dn, za neki naravni Stevili
m; inn;. Dobimo d(nyx—-m;y) = 1, od koder takoj
sledid = 1.

Problem 4: V ravnini je 2017 razli¢nih tock, za ka-
tere velja, da v poljubni trojici tock obstajata dve, ki
sta oddaljeni za manj kot 1. Pokazi, da obstaja krog
s polmerom 1, znotraj katerega je vsaj 1009 tock.

MATEMATIKA

ReSitev. Naj bosta A in B takSni toc¢ki, za kateri je
razdalja | AB| najvecja mozna. Ce je |AB| < 1, je na-
loga Ze reSena; krog s srediS¢em v A in polmerom
1 vsebuje v svoji notranjosti vseh 2017 danih tock.
Predpostavimo torej, da je |AB| = 1. Ce je X kate-
rakoli od danih tock, ki je razlicna od A in B, potem
velja |[AX| < 1 ali |[BX| < 1. V tem primeru vsaka od
danih tock pade v notranjost kroga s srediScem v A
in polmerom 1 ali v notranjost kroga s srediS¢em B
in polmerom 1. V jeziku Skatel, v dve Skatli razpore-
jamo 2017 = 1008 - 2 + 1 Zogic. Zato ena od Skatel
(torej eden od krogov) vsebuje ve¢ kot 1008 Zogic
(torej tock).

Bralca vabimo k reSitvi naslednjih nalog:

= V kocki z robom dolZine 5 na slepo izberemo
124 tock. Pokazi, da znotraj te kocke obstaja
kocka z robom dolZine 1, ki ne vsebuje no-
bene od izbranih tock.

= V sobi je 2017 oseb, vsak se rokuje z vsakim.
Potem sta v vsakem trenutku v sobi vsaj dve
osebi, ki sta se do tega ¢asa rokovali z enakim
Stevilom oseb.

= V konveksnem Sestkotniku vedno obstaja di-
agonala, ki odreze trikotnik, katerega ploScina
ne presega ene Sestine plosc¢ine Sestkotnika.

= Naj bosta a in b tuji naravni Stevili. Potem v
decimalnem zapisu ulomka a/b perioda de-
cimalk ne presega b — 1.

Oglejmo si sedaj primer, ko razporejamo m Zogic
v n $katel. Ce je m < n, se prav lahko zgodi, da no-
bena od Skatel ne vsebuje vec¢ kot ene Zogice. Lahko
pa govorimo o verjetnosti, da vsaj ena od Skatel vse-
buje vsaj dve Zogici. Formalne definicije verjetnosti
tu ne bomo navedli, bodimo malce povrsni. Predsta-
vljajmo si, da Zogice na slepo mecemo v Skatle, za
nas pa bo zanimiv dogodek, da po koncu razporeja-
nja vsaj ena $katla vsebuje vsaj dve Zogici. Ce z x
oznac¢imo Stevilo nac¢inov, na katere lahko m Zogic
razporedimo v n predalov, z y pa Stevilo tistih raz-
porejanj, ki dajo ugoden rezultat, torej, da vsaj ena
Skatla vsebuje vsaj dve Zogici, potem razmerju

Pey
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pravimo verjetnost dogodka, da vsaj ena Skatla vse-
buje vsaj dve Zogici. Stevilo p torej pove razmerje
med Stevilom »dobrih razporejanj« in Stevilom vseh
razporejanj zogic v Skatle. Dirichletov princip pravi
nic¢ drugega kot to, da ¢e razporejamo vsaj n + 1 Zo-
gic v n Skatel, potem je p = 1. V teoriji verjetnosti
pravimo, da je dogodek »v vsaj eni Skatli sta vsaj dve
zogici« gotovi dogodek.

Poskusimo izraCunati verjetnost p v sploSnem.
Najprej si oglejmo, na koliko nacinov lahko razpo-
redimo m Zogic v n Skatel. Pri tem predpostavimo,
da je m < m. Mislimo si, da Zogice zaporedoma me-
Ccemo v Skatle brez omejitev. Za prvo Zogico imamo
n moznih izbir Skatle, za drugo prav tako itd. Za
razporeditev m Zogic v n Skatel imamo torej na vo-
ljo x = n™ razporejanj. Izracunajmo Se 7y, pri Ce-
mer si pomagajmo z manjSim trikom. Oglejmo si
namrec Stevilo x — y. To je ravno Stevilo vseh mo-
Znih razporejanj zogic v Skatle, pri katerih na koncu
vsaka Skatla vsebuje kvecjemu eno Zogico. V tem
primeru imamo za prvo zogico n moznih izbir Ska-
tle. Za drugo zZogico velja, da je ne smemo dati tja,
kjer je Ze prva, torej imamo na voljo Se n — 1 Ska-
tel. Podobno imamo za tretjo Zogico n — 2 moznih
izbir Skatle. Na koncu imamo za m-to Zogico na-
tanko n — m + 1 moZnih izbir Skatle. Zato je x —y =
nn-1)n-2)---(n—-—m+ 1), torej dobimo

n"m-nn-1)(n-2)---m-m+1)
nm

_n(n—l)(n—Z)---(n—m+1)
nm '

=P

=1

Opazimo, da formula velja tudi za primer, ko je
m > n. V tem primeru je namrecC Stevec drugega
ulomka v zgornjem izrazu enak O in je p = 1, kar je
ravno Dirichletov princip.

Recimo, da imamo skupino 7 ljudi in gledamo nji-
hove rojstne dneve. Zaradi enostavnosti predposta-
vimo, da je vsak od 365 dni neprestopnega leta enako
verjeten kot rojstni dan, 29. februarja pa ne Stejemo.
Verjetnost, da imata vsaj dve osebi rojstni dan na isti
dan, je

365364 - - (366 —n)
365n '

[ ] p:]_

Na sliki 2 je graficno prikazano, kako se p obnaSa v
odvisnosti od n.
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SLIKA 2.

Verjetnost, da imata med n ljudmi vsaj dve osebi rojstni dan
na isti dan

Rezultat je nekoliko presenetljiv. Za n = 23 do-
bimo p = 0,507, kar lahko interpretiramo kot dej-
stvo, da v skupini 23 ljudi obstaja 50 odstotna mo-
Zznost, da imata vsaj dva rojstni dan na isti dan. Ko
je v skupini 60 ljudi, je ta moZnost Ze 99,4 odstotna.
To je v nasprotju z intuicijo, saj je ljudi le 60, mo-
Znih rojstnih dni pa 365, zato bi pricakovali, da je
moznost, da imata vsaj dva med njimi rojstni dan na
isti dan, bistveno manjSa. Temu navideznemu pro-
tislovju pravimo paradoks rojstnega dneva, pojav pa
se s pridom uporablja v kriptografiji pri naklju¢nem
razvozlavanju Sifriranih sporocil.

Bralec se lahko za konec pozabava z naslednjim
problemom. Recimo, da ljudje vstopajo v sobo eden
za drugim. Za katero osebo po vrsti bo najvecja ver-
jetnost, da je prvi od ljudi, ki so vstopili, in ima roj-
stni dan na isti dan kot nekdo, ki je Ze v sobi?

Literatura

[1] Dragoljub M. Milo$evi¢, prevod Peter Semrl,
Dirichletov princip, Presek 14 (1986/1987), 2,
110-111.
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Napoleonov problem

N A2 ]
MATEJA CARMAN

- Ukvarjali se bomo s konstrukcijskim problemom.

Podano imamo kroZnico (brez sredisca). NaSa na-
loga je, da samo z uporabo Sestila razdelimo kro-
Znico na Stiri enake dele. To je ekvivalentno pro-
blemu, da v dano kroznico vértamo kvadrat. Na-
logo bomo razdelili na dva dela. V prvem delu
bomo konstruirali srediSce dane kroZznice, v dru-
gem delu pa bomo kroznici s podanim srediS¢em
vértali kvadrat. Drugi del problema je znan tudi
kot Napoleonov problem. Sicer ni povsem znano,
ali je problem res postavil on, tudi ni jasno, ali je

ta problem sploh resil.

Prvi del. Konstrukcija sredisca danega kroga s
Sestilom

Potek konstrukcije

Na kroZnici si izberemo poljubno tocko A (glej sliko
1). NariSemo kroZnico K; s srediS¢em v A in poljub-
nim polmerom, ve¢jim od polmera dane kroZnice in
kroznico oznac¢imo z B; in B,. NariSemo K> (B1, |AB1])
in K5 (B2, |ABz]), ki se sekata v tocki C. V nadaljeva-
nju nariSemo kroznico K3 s srediScem v C in polme-
in D,. Nazadnje nariSemo Se kroznici K4(D1, |AD;|)
in K4(D>, |ADz|). Trdimo, da je njuno presecisc¢e T
srediSCe prvotnega kroga.

SLIKA 1.
Konstrukcija sredisca kroga s
Sestilom

PRESEK 45 (2017/2018) 1
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Dokaz

Naj bo S srediSce kroga (te tocke sicer Se ne znamo
skonstruirati). Nas cilj je dokazati, da je T = S, torej,
da je T srediSce prvotne krozZnice. Dokaz bo potekal
v dveh delih.

Najprej si poglejmo le kroznice Kj, K> in K, (glej
sliko 2). Predpostavimo, da srediSca kroZnice Ze po-
znamo. Razdalja |AS| = 7 je ravno polmer dane kro-
7nice, dolZino |ABy| ozna¢imo z b, kot Bo AS pa z «.
Tocka B> leZi na prvotni kroZnici, zato je |SBz| = r,
tocki C in A palezita na kroznici K5, zato je |B,C| =
|BoA| = b. Trikotnik AB»S je enakokrak, zato je
/AB>S = «, prav tako je trikotnik AB>C enakokrak
in zato je ZB»CA = «. Zaradi podobnosti trikotnikov
AB»S in CAB; velja razmerje

" [ABy| : |AS| = |AC| : |CB2|,

od koder sledi

|AB>||CB>|

| | AC =
|AC| AS|
Zapisano z naSimi oznakami dobimo

2
- jaci =2
v

SLIKA 2.
Prvi del dokaza

V drugem delu dokaza si bomo ogledali Se kro-
Znice K3, K4 in K} (glej sliko 3). Velja |AD;| = b,
saj tocka D> lezi na kroznici K; tako kot tocka B».
Tocki A in D, lezita na kroZnici K4, katere srediSce
je C, zato velja |AC| = |CD>|. Oznac¢imo kot D>, AT
z (. Zaradi enakokrakih trikotnikov velja analogno
kot v prvem delu ZD>AT = ZAD»>C = LATD» = f
ter podobnost trikotnikov AD,> T in D>CA. Torej ve-
lja razmerje

= |AT|:|AD>| = |AD>| : |CD>]|.
Izrazimo |AT|:

|AD>||AD3|

m |AT| =
AT |CD>|

Namesto |AD>| piSimo b, namesto |CD>| pa |AC| in
vstavimo rezultat prvega dela. Dobimo:
b? b?

= |AT| = - — =
I||AC|,,72 ¥

S tem smo dokazali, da je T res srediSce prvotne kro-
Znice.

Drugi del. Konstrukcija vértanega kvadrata v
krog z danim srediscem

Potek konstrukcije

SrediSce dane kroZnice sedaj Ze znamo dolociti, ozna-
¢imo ga z S. Na kroZnici izberemo poljubno tocko X
(glej sliko 4). NariSemo kroZnico K s sredis¢em X in
polmerom | XS|. Preseci§¢a s prvotno kroznico ozna-
¢imo z V in Y. NariSemo kroznico K] s sredis¢em Y
in enakim polmerom kot K. Kroznica seka prvotno
kroznico v tockah X in Z. Potem nariSemo kroznici
K>(V,|VY]) in K5(Z,|ZX]) ter eno od njunih prese-
CiS¢ oznacimo s T. Nazadnje nariSemo Se kroznico
prvotne kroznice oznac¢imo z U in W. Tocke VW ZU
so ogliSca kvadrata.

PRESEK 45 (2017/2018) 1




SLIKA 3.
Drugi del dokaza

MATEMATIKA

SLIKA 4.
Konstrukcija vértanega kvadrata
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SLIKA 5.
IzraCun stranic |VY| in |ZX]|

Dokaz

Naj bo polmer dane kroZnice v. Diagonala kvadrata
vlrtanega v kroZznico bo merila 27, torej bo stranica
kvadrata dolga /2. S konstrukcijo Zelimo dobiti
dve tocki, katerih razdalja meri 7+/2, kar predstavlja
dolzino stranice v kroZnico vértanega kvadrata. Nas
cilj je dokazati, da sta V in Z diametralni tocki in da
je |ZU| = |ST| = r+/2, kar je ravno dolZina stranice
kvadrata.

Polmer prvotne kroZnice ter kroznic K; in K| meri
¥, zato velja |VS| = |ZS| = |XS| = |XV| = |XY| =
|YS| = |YZ| = r (glej sliko 5). Trikotniki VXS, XYS
in YZS so enakostrani¢ni z dolZino stranice v. Od
tod sledi, da je kot ZVSZ = 60° + 60° + 60° = 180°.
Torej tocki V in Z lezita na premeru prvotne kro-
Znice. Naslednje, kar nas zanima, je dolZina daljice
|VY|. Daljica |XS| je simetrala omenjene daljice in
jo razpolavlja. Torej je polovica daljice |[VY| ravno
viSina enakostrani¢nega trikotnika XYS in zato meri
Tz—ﬂ. Torej je dolzina daljice |VY| = 2 - T‘Tﬁ =r./3.
Analogno pokazemo, da je | XZ| = /3.

Kroznici K, in K, imata enak polmer. Tocki T in
Y lezita na K>, zato je |VY| = |VT| (glej sliko 6).
Tocki T in X pa leZita na K3, zato je | ZX| = |ZT|.Ce
uporabimo zadnje enakosti, smo ugotovili, da je tri-
kotnik VT Z enakokrak z dolzino kraka r+/3. Tocka
S je razpolovi$ce osnovnice trikotnika VT Z, torej je
trikotnik VTS pravokoten. Za izracun stranice |ST]|
uporabimo Pitagorov izrek:

= [ST| = \IVT[2 = |SV|2 = \(rV3)2 = 72
_ V32 —r2 = 1I.
S tem je dokaz zakljucen, saj nam je uspelo poiskati

razdaljo r+/2, ki predstavlja dolzino stranice v¢rta-
nega kvadrata.

SLIKA 6.

Izracun stranice |ST|
X X X

www.obzornik.si
www.presek.si
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FIZIKA

Kako na zaslonu prikazati barve
milnicnih mehurckov?

b

ANDRE) LIKAR

- V prispevku [1] smo pokazali, kako z mavric-
nimi barvami predstavljamo Stevila. Na sliki 1 je
taka lestvica predstavljena z valovnimi dolZinami
mavricnih barv, izrazenih z nanometri. Se vidni
rdeci barvi smo pripisali 680 nm, izginjajoci vijo-
licni pa 400 nm. Za vsako barvo z dano valovno
dolZino vemo, kako jo predstavimo na racunalni-
Skem zaslonu z njemu osnovnimi barvami: rdeco,
zeleno in modro. S to lestvico si pomagamo pri pri-
kazu barv, ki jih opazimo na milni¢nih mehurckih
ali na tanki plasti olja na vodni gladini. Te barve

seveda niso ve¢ mavricne.

SLIKA 1.
Mavricne barve z valovnimi dolzinami v nanometrih

Na tanki plasti se odbita bela svetloba obarva. Na
sliki 2 je predstavljena skica, ki jo najdemo v sle-
herni knjigi, ki obravnava osnove fizike. Ko svetloba
z izbrano valovno dolzino pade na milni¢no opno,
se odbije na sprednji in zadnji mejni ploskvi. Vpa-
dni kot je oznacen z «, lomni kot pa z S, tako da
velja zaradi lomnega zakona

sinx
sinf

Tu je n lomni koli¢nik milnice. Svetlobi odbiti od
obeh plasti interferirata in dale¢ stran dobimo bo-
disi ojacano bodis pa oslabljeno svetlobo, pa¢ glede
na svetlobo iz prve plasti. Svetloba iz spodnje plasti
naredi do ocesa nekoliko daljSo pot kot svetloba iz
zgornje plasti. Nihanji jakosti elektri¢nega polja pri
obeh svetlobah zato nista enaki. Ce sta usklajeni, da
torej obe hkrati doseZeta amplitudo, ni¢lo in ampli-
tudo v nasprotni smeri, se ojacujeta. Oslabita pa se,
Ce si njuni nihanji nasprotujeta, da torej ena doseze
amplitudo, druga pa prav takrat amplitudo v naspro-
tni smeri. Med obema skrajnima primeroma so delne
ojacitve in delne oslabitve.
Nihanje odbitih svetlob v ocesu opiSemo takole:

= gsvetloba iz sprednje mejne plasti v izbranem tre-
nutku:

= cos(wt),
= gvetloba iz zadnje mejne ploskve:
= cos(wt+9).
Skupno nihanje je potem vsota obeh:
= cos (wt) + cos (wt +6).
Po adicijskem izreku je to
= 2coswtcoss.

Privzeli smo, da sta amplitudi nihanj obeh svetlob
enaki. Od velikosti cos (8) je odvisno, kako svetlo
ploskev vidimo. Fazni zaostanek 6, kot imenujemo
to pomembno koli¢ino, je odvisen od debeline plasti
h, lomnega kota B in valovne dolZine svetlobe A:

21thn

) cos f).

= coso = sin (

Zakaj je tako, lahko bralec razbere iz slike 2, kjer je
razvidno, da je razlika poti obeh svetlob 2h cos (),
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%

SLIKA 2.
Skica, s katero izracunamo fazni zaostanek 6.
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SLIKA 3.
Ojacenje ali slabitev svetlobe v odvisnosti od valovne dolzine
pri debelini milni¢ne plasti h = 375 nm in zornem kotu & = 0°

fazna razlika zato 2hn cos (f) in Se dodatnih 180°,
ker se svetloba na zadnji mejni ravnini odbije z na-
sprotno fazo.

Bela svetloba se po odboju obarva, ker se nekatere
njene sestavine ojacajo, druge pa oslabijo. Na sliki
3 smo z grafom ponazorili spremembe jakosti raz-
stavljene bele svetlobe. Po odboju na zrcalu bi bila
krivulja vodoravna, po odboju na tanki plasti pa kaze
izrazito spreminjanje. Krivulja ojacitve ali oslabitve
je odvisna ne le od valovne dolZine svetlobe, temvec
tudi od debeline plasti, lomnega koli¢nika plasti 7 in
zornega kota «.

SLIKA 4.

Izracunane barve milni¢ne opne v odvisnosti od debeline opne
(os x) in zornega kota « (os y). Opna se proti desni enako-
merno debeli od debeline 0 do debeline 1500 nm, zorni kot pa
enakomerno narasca od 0 (pogled pravokotno na opno) do 90°
(tangencialni pogled).

Ker vemo, kako posamezne mavri¢ne barve sesta-
vimo na zaslonu, lahko upostevamo interferenco na
plasti za vsako barvo posebej in potem dobljeni spek-
ter sestavimo nazaj v eno samo zaslonsko barvo. Na
sliki 4 smo prikazali barve po odboju na milni¢ni
opni v odvisnosti od debeline plasti (0s x) in zor-
nega kota « (os y). Slika 5 kaZe eksperimentalno
dobljene barve opne, ki se ji debelina navzdol veca,
kjer smo barve posneli s fotoaparatom. Ujemanje je
kar dobro, majhne razlike nastanejo zaradi rdecka-
ste svetlobe iz svetila.

12
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SLIKA 5.

Posnete barve na milni¢ni opni, ki se ji debelina veca od zgoraj
navzdol. Na vrhu je opna zelo tanka, ker teza vlece milnico na
spodnji del opne, ki se pri tem debeli.

|

SLIKA 6.
Izsek iz slike 5

Komentirajmo dobljeno barvno sliko milni¢ne op-
ne. Pri zelo majhni debelini se odbita svetloba ne
glede na njeno valovno dolZino popolnoma oslabi,
ker se na zadnji mejni ravnini opne odbije z naspro-
tno fazo. Pri nekoliko vecji debelini se svetloba iz

FIZIKA

obeh mejnih ploskev ojacuje spet ne glede na va-
lovno dolZino, ki je pri vseh mavri¢nih barvah mnogo
vecja od debeline plasti. Vidimo skoraj belo progo.
Zanjo se pojavijo znacilne barve, ker se del svetlobe
z ustreznimi valovnimi dolZinami oslabi, ostali deli
pa ojacijo. Barve so tu izrazite, potem pa pri vse
vecji debelini opne postajajo vse bolj blede, ker se
ojacujejo in slabijo vse oZji pasovi barv v mavrici -
odbita svetloba postaja siva.

V prvi Stevilki lanskega Preseka je na naslovnici
prikazan racak s ¢cudovito obarvanim perjem. Kako
pa pride do taks$nih barv? Zgradba peres je prav za-
nimiva, pod mo¢nimi mikroskopi se razkrije pona-
vljajo¢i se vzorec, ki odbija svetlobo. Interferenca
teh odbojev ojaci svetlobo v ozekem pasu valovnih
dolzin. Na sliki 7 smo prikazali kroglo, ki bi odbijala
svetlobo kot racakovo perje na glavi. Zelena barva
prehaja v modro na robovih slike, kjer je zorni kot
drugacen kot na sredini.

SLIKA 7.
Krogla, ki odbija svetlobo kot perje na racakovi glavi.

Literatura

[1] A. Likar, Barvna lestvica, Presek (2016/2017),
44, 4.
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EuPhO 2017

N2 Z
BARBARA ROVSEK IN JuRrl) BAjC

- Med 20. in 24. majem 2017 je v Tartuju in Ta-
linu v Estoniji potekala 1. EFO, evropska fizikalna
olimpijada. Tekmovalo je 91 dijakov iz 20-ih dr-
Zav, med Katerimi so bile poleg 16-ih evropskih Se
Brazilija, Singapur, TadZikistan in Turcija. Sloven-
sko ekipo smo izbrali na izbirnem tekmovanju 21.
aprila 2017. V ekipo so se uvrstili dijaki Aleksej
Jurca in Marko Cmrlec iz Gimnazije Bezigrad v Lju-
bljani, Luka Govedic in Urban Duh iz II. gimnazije
v Mariboru ter Klemen Bogataj iz Gimnazije Skofja
Loka.

Evropska fizikalna olimpijada je sestavljena iz ek-
sperimentalnega in teoretiCnega dela. Prvi dan so
dijaki tekmovali v reSevanju eksperimenalne naloge,
naslednji dan v reSevanju treh teoreticnih nalog.
Vsak del tekmovanja je trajal pet celih ur. V tem je
evropska olimpijada podobna mednarodni fizikalni
olimpijadi (MFO). Precej drugacne pa so bile naloge
- spremljevalca ekipe sva imela s prevajanjem bi-
stveno manj dela kot obi¢ajno na mednarodni olim-
pijadi. Ce so na MFO naloge podrobno strukturi-
rane in imajo precej dolga spremljevalna besedila,
so bila na 1. EFO besedila nalog kratka, naloge pa za-
stavljene problemsko, brez usmerjanj in namigov -
in zato precej teZje ter velik izziv ne le za tekmo-
valce, ampak tudi za vodje ekip. Take vrste nalog
lahko pricakujemo tudi v prihodnosti. Kogar zani-
majo naloge, jih lahko najde v jezikih vseh sodelu-
jocih drZav na spletnih straneh organizatorja http:
//eupho.ut.ee.

In bera nagrad? Odlicna. Aleksej, Luka in Marko
so si prisluZili srebrne medalje, Urban bronasto, Kle-
mnu se je medalja izmuznila (si pa je po objavi ne-
uradnih rezultatov z uspesSno utemeljitvijo svojega

SLIKA 1.
Urban in Marko med reSevanjem eksperimentalne naloge.

originalnega nacina reSevanja dela eksperimentalne
naloge priboril kar veliko dodatnih tock).

LetoSnja ekipa potuje v isti zasedbi v juliju 2017
tudi na 48. MFO v Indonezijo. Za prihodnost si Ze-
limo, da se mednarodnih fizikalnih tekmovanj ude-
lezi ve¢ dijakov in po moznosti tudi dijakinj. Pravila
za izbor ekip, ki se bodo udelezile EFO v prihodnjih
letih, bomo objavili na spletnih straneh DMFA Slove-
nije. Predvidoma bo 2. EFO v Rusiji, 3. v Romuniji in
4., leta 2020, v Sloveniji.

14
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RAZVEDRILO

SLIKA 2.

Na sliki so
Marko, Urban,
Luka, Aleksej
in Klemen
po slavnostni
podelitvi me-
dalj, kjer je
udelezencem
olimpijade

uvodne spod-
budne besede
namenila tudi
estonska pred-
sednica Kersti
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NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz ostevil¢enih polj vpisite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani

www.presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 15. oktobra 2017, ko
bomo izZrebali tri nagrajence, ki bodo pre-
jeli knjizno nagrado.

X XX
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ASTRONOMIJA

Dolzina opoldanske sence, ki
jo navpicna palica mece na
vodoravno ravnino

N2 Z
MARIJAN PROSEN

- V vodoravno ravnino (tla) zapi¢imo navpicno pa-
lico. Od Sonca osvetljena palica mecCe senco na rav-
nino. DolZina opoldanske sence, ki jo palica mece
na vodoravno ravnino, je s = v/ tg B, Ce je v dolZina
(viSina) navpicne palice, B pa opoldanski viSinski kot
Sonca dolocenega dne. Ker je 8 = 90° — (¢ — 6), kjer
@ pomeni geografsko Sirino (za kraje v Sloveniji je
blizu 45°), 6 pa deklinacija Sonca (|| < 23,5°), za
opoldansko dolZino sence tako dobimo enacbo

= s =vtg(p—9).

DolZina sence je pri konstantni dolZini palice odvi-
sna od @ in 6.
Poglejmo nekaj zanimivih zgledov.

= Ob enakonoc¢ju (6 = 0) je s = vtg@. Sonce se
giblje po nebesnem ekvatorju. To enacbo lahko
s pridom uporabimo za preprosto dolocitev ze-
mljepisne Sirine pri izmerjenih s in v. Pri nas
(p =45°)jes =v.

= Za kraje na Zemljinem ekvatorju (p = 0) je s =
vtg(—0) = —v tgd. Poleti opoldanska senca kaze
proti jugu, pozimi proti severu, ob enakonocjih pa
jeni (s = 0), palica se projicira v tocko, saj je Sonce
tam opoldne natan¢no nad glavo.

= Na severnem Zemljinem polu (¢ = 90°) je s =
v 1g(90° — 6) = v/ tg 6. Ob enakonocjih je neopre-
deljena, sicer je pa vidna le od spomladanskega do
jesenskega enakonocja (najkrajsa je ob poletnem
Soncevem obratu, v/ tg23,5°), jeseni in pozimi pa
ni vidna, saj je Sonce pod obzorjem.

Na splosno se dolzina sence s = v tg(p-0) pri kon-
stantnem @ v ¢asu enega leta spreminja od v tg(gp +

S =1gB

sever jug

vodoravna tla s

SLIKA 1.

Opoldanska dolzina sence s, ki jo navpicna palica z dolzino
v mece v kraju z zemljepisno Sirino @ na vodoravno ravnino;
B je opoldanski visSinski kot Sonca dolo¢enega dne in je 8 =
90° — (@ — 9), kjer pomeni @ > 0 geografsko Sirino kraja na
severni Zemljini poluti in 6(-23,5° < 6 < 23,5°) deklinacijo
Sonca. Poleti je 6 > 0, pozimi je § < 0, ob enakonogjih pa je
0 = 0, saj se Sonce giblje prakti¢cno po nebesnem ekvatorju.

23,5°) do v tg(p-23,5°). Ce npr. vzamemo v = 1 m
in @ = 45°, se dolZina sence spreminja od pribliZno
2,54 m (zimski Soncev obrat) do 0,39 m (poletni Son-
Cev obrat).

18
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Se tri zanimive raziskovalne naloge

= NariSite graf s = tg(45° — 9), ki prikazuje, kako se
med letom spreminja dolZina sence metrske nav-
pi¢ne palice v kraju z geografsko Sirino ¢ = 45°,
torej priblizno tako kot pri nas. NariSite graf za
dve zaporedni leti, tj. od prvega spomladanskega
enakonocja mimo drugega do tretjega spomladan-
skega enakonocja. Sestavite tabelo: ¢as (datum) |
s oziroma tabelo ¢ | s in nato nariSete graf.

= NariSite graf s = tg(-46), ki prikazuje spreminja-
nje dolZine sence metrske navpicne palice v kra-
jih na ekvatorju, za dve zaporedni leti, tj. od pr-
vega spomladanskega enakonoc¢ja mimo drugega
do tretjega spomladanskega enakonocja. UpoSte-
vajte le s > 0. Sestavite tabelo: Cas (datum) | s
oziroma tabelo 6 | s in nato nariSete graf.

= NariSite graf s = tg(90° —6) = 1/tg 9, ki prikazuje
spreminjanje dolZine sence metrske navpic¢ne pa-
lice na severnem Zemljinem polu, za dve zapore-
dni leti, tj. od prvega spomladanskega enakonocja
mimo drugega do tretjega spomladanskega enako-
noc¢ja. UpoStevajte samo s > 0. Sestavite tabelo:
Cas (datum) | s oziroma tabelo 6 | s in nato nariSete
graf.

Pri risanju vseh grafov velja omejitev: —23,5° < 6 <
23,5°. Zato jih riSemo od tocke do tocke. Poma-
gamo si z astronomskimi efemeridami Nase nebo, ki
jih vsako leto izdaja Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov Slovenije (kjer dobimo podatke za dekli-
nacijo Sonca), in s kalkulatorjem.

V vseh treh primerih dobimo zanimive krivulje, ki
jih znamo tudi dobro pojasniti. Prva je zvezna, ostali
dve pa sta pretrgani. Seveda opazovanje te sence
lahko uporabimo tudi pri doloCanju geografske Si-
rine.

Resitev

Predvsem je potrebno natan¢no narisati vse tri grafe
in jih smiselno komentirati.

= V Casu enega leta se dolzina sence palice spremi-
nja pribliZzno od 0,4 m (minimum) do 2,5 m (ma-
ksimum). Senca je vidna vse leto. Krivulja, ki pri-
kazuje potek dolzine sence med letom, je zvezna,
to je nepretrgana.

ASTRONOMIJA

= V Casu enega leta se dolzina sence navpic¢ne palice
v krajih na ekvatorju spreminja od 0 m (enakono-
¢je) do 0,4 m (zimski Soncev obrat). Senco s > 0,
ki opoldne kaze proti severu, lahko opazujemo le
v jesenskem in zimskem casu.

= V Casu enega leta se dolZina sence navpicne palice
na severnem Zemljinem polu spreminja od nedo-
lo¢ene vrednosti ob enakonoc¢jih do 2,3 m (mini-
mum) ob poletnem Sonc¢evem obratu. Senco opa-
zujemo spomladi in poleti; jeseni in pozimi pa
sence sploh ni, saj se Sonce giblje pod obzorjem.

X X X

Krizne vsote

Y

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.
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Opoldanska senca vodoravne

palice na navp

ICNO ravnino

A2\ 2
MARIJAN PROSEN

- Vecinoma piSemo o navpicni palici, ki jo osvetljuje
Sonce in mecCe senco na vodoravno ravnino (ravna
tla). Ta pojav znamo tudi uporabiti. Pri znani dolZini
palice in izmerjeni dolzini njene sence lahko v po-
sebnih pogojih ugotovimo geografsko Sirino (in tudi
dolzino) kraja.

Tokrat pa bomo spregovorili nekaj besed o vodo-
ravni, od Sonca osvetljeni palici. Vzemimo navpi¢no
ravnino (ravno steno) v smeri vzhod-zahod. Vanjo
zapic¢imo vodoravno palico z dolZino d tako, da vrh
palice gleda proti jugu.

Izracunajmo dolzino s opoldanske sence, ki jo od
Sonca osvetljena palica mece na navpicno ravnino v
kraju z geografsko Sirino ¢ > 0 doloCenega dne v
letu, ko je 6 deklinacija Sonca (slika) znana. Za de-
klinacijo Sonca velja omejitev: —23,5° < 6 < 23,5°,
kar pomeni, da deklinacija Sonca lezi med omenje-
nima vrednostma.

Sonce je opoldne na jugu, senca palice pa je usmer-

jena od podnoziSca palice navpi¢no navzdol. Pri nas
je opoldne Sonce vedno nad obzorjem, zato ima sa-
mo taka senca pomen. Ce je Sonce pod obzorjem,
do sence ne more priti. V naSem primeru je dolZina
sence palice pozitivna, torej s > 0. V primeru, da je
s = 0, je senca palice tocka - sence ni (Sonce je na
idealnem obzorju in njegov viSinski kot je nic¢; zarki
Sonca padajo pravokotno na steno in palica se pro-
jicira v tocko). Da je vrednost sence negativna (za
s < 0), pa sploh ne more priti, saj Sonca ni nad ob-
zorjem, ampak je pod njim.

1z slike 1 izpeljemo splosni izraz za dolZino opol-
danske sence s na navpic¢ni ravnini:

= s=d/tg(@ -90);

DolZina sence ima torej vedno pozitivno vrednost (je
vecja od ni¢ in »gleda« dol) ali pa je nic¢ (je ni), je
tocka; odvisna je od kraja ¢ in ¢asa v letu, kar pove
deklinacija 6 Sonca, ki se med letom spreminja. Se-
veda obravnavamo le senco, ko je Sonce na nebu in

s=>0.

NavpiCna ravnina y ,é@:l?"
(stena) o
O
E-W ,,/’OQO
LA~
a ,/"& Jug .
— e e e - Es
\ \ / SLIKA 1.
s // 90° — (p — ) Dolzina opoldanske sence s, ki jo
et od Sonca osvetljena vodoravna pa-
_\/” lica d mece na navpi¢no ravnino
>< vzhod-zahod. Opoldanski viSinski
’ Q-6 kot Sonca je 90° — (¢ — 6), kot med
smerjo Soncevega zarka opoldne in
navpi¢no ravnino pa je @ — 6. Poleti
je 6 > 0, pozimi je 6 < 0, ob enako-
nocjih pa je 6 = 0.
Vodoravna tla i paje
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osvetljuje palico. Pri nas so poleti sence daljSe kot
pozimi.

Analizirajmo dobljeno enacbo za dolZino sence in
poglejmo nekaj zanimivih zgledov.

= Ob enakonoc¢ju (6 = 0) sledi s = d/tgp. Dol-
Zina sence je pri znani dolzini palice odvisna le
od kraja . Za @ = 0 (ekvator) je senca nedo-
locena, saj se Sonce za kraje na ekvatorju ta dan
giblje od vzhoda do zahoda natanko po nebesnem
ekvatorju na nebu in je opoldne v nadglaviS¢u. Za
@ = 45° (pribliZno v naSih krajih) je s = d. Za
@ = 90° je formalno s = 0 in sence ni. (Sonce se
navidezno giblje po nebesnem obzorniku, ki so-
vpade z nebesnim ekvatorjem; palica se projicira
v tocko).

= Za kraje na Zemljinem ekvatorju (¢ = 0) je s =
d/tg(—-6) = —d/ tg 6. Dolzina sence je odvisna le
od 6. Ce je 6 = 0, je senca nedolocena, kar Ze
vemo. Ce je 6 > 0, ne pride do sence, za 6 < 0 pa
do sence pride (od jesenskega do spomladanskega
enakonocja, torej vso jesen in zimo).

= Na severnem Zemljinem polu (¢ = 90°) nebesne
smeri sicer izgubijo pomen, vendar formalno ve-
ljas = d/tg(90° — 6) = dtgd. DolZina sence je
odvisna od 6. Za 6 = 0, je s = 0 in idealno ravna
vodoravna palica se projicira v to¢ko, sence ni. Za
6 > 0 pa senca nastopi (od spomladi do jeseni), ko
pa je 6 < 0, ne more priti do sence, saj je Sonce
pod obzorjem. Kljub temu, da smeri neba tu niso
opredeljene, je zanimivo, da izpeljano formulo za
dolzino sence lahko dobro pojasnjujemo. V situa-
cijo se moramo pac vZziveti.

Na splosno se dolZina sence s = d/ tg( — ) pri kon-
stantnem @ v ¢asu enega leta spreminja od d/ tg(p —
23,5°) dod/tg(p+23,5°). Cenpr.vzamemod = 1 m
in @ = 45°, se dolzina sence spreminja od 2,54 m
(poletni Soncev obrat) do 0,39 m (zimski obrat).

Za konec pa Se tri zelo zanimive raziskovalne na-
loge

= NariSite graf s = 1/tg(45° — ), ki prikazuje, kako
se med letom spreminja dolZina sence metrske vo-
doravne palice v kraju z geografsko Sirino @ =
45°, torej priblizno tako kot pri nas. NariSite graf
za dve zaporedni leti, tj. od prvega spomladan-
skega enakonocja mimo drugega do tretjega spo-
mladanskega enakonocja. Sestavite tabelo: ¢as (da-
tum) | s oziroma tabelo 6 | s in nato nariSete graf.

ASTRONOMIJA

= NariSite graf s = —1/tgd, ki prikazuje spreminja-
nje dolzine sence metrske vodoravne palice v kra-
jih na ekvatorju, za dve zaporedni leti, tj. od pr-
vega spomladanskega enakonoc¢ja mimo drugega
do tretjega spomladanskega enakonocja. UpoSte-
vajte le s > 0. Sestavite tabelo: Cas (datum) | s
oziroma tabelo 6 | s in nato nariSete graf.

= NariSite graf s = tgd, ki prikazuje spreminjanje
dolzine sence metrske vodoravne palice na sever-
nem Zemljinem polu, za dve zaporedni leti, tj. od
prvega spomladanskega enakonoc¢ja mimo drugega
do tretjega spomladanskega enakonocja. UpoSte-
vajte samo s > 0. Sestavite tabelo: ¢as (datum) | s
oziroma tabelo 6 | s in nato nariSete graf.

Pri risanju vseh grafov velja omejitev: —23,5° < § <
23,5°. Zato jih riSemo od tocke do tocke. Pomagamo
si z astronomskimi efemeridami NaSe nebo, ki jih
vsako leto izdaja Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov Slovenije (tu dobimo podatke za dekli-
nacijo Sonca), in s kalkulatorjem.

V vseh treh primerih dobimo zanimive krivulje, ki
jih znamo tudi dobro pojasniti. Prva je zvezna, ostali
dve pa sta pretrgani. Seveda opazovanje te sence
lahko uporabimo tudi pri doloc¢evanju geografske Si-
rine. A to je ze druga zgodba.

Resitev

Predvsem je potrebno natan¢no narisati vse tri grafe
in jih smiselno pokomentirati.

= V casu enega leta se dolZina sence spreminja pri-
blizno od 0,4 m (minimum) do 2,5 m (maksimum).
Senca je vidna vse leto. Krivulja, ki prikazuje po-
tek dolZine sence med letom, je zvezna, tj. nepre-
trgana.

= V casu enega leta se dolZina sence spreminja od
nedoloCene vrednosti ob enakonoc¢jih do 2,3 m
(minimum) ob zimskem Soncevem obratu. Senco
lahko opazujemo le v jesenskem in zimskem casu,
spomladi in poleti pa je ni, saj se Sonce giblje po
nebu za steno.

= V casu enega leta se dolZina sence spreminja od
0m do 0,4 m, in to spomladi in poleti; jeseni in
pozimi pa sence sploh ni, saj se Sonce giblje pod
obzorjem.
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Rubikovo mascevanje:
algoritem za reSevanje
Rubikove kocke 4 x4 x 4
- 1. del

b
MARKO JAKOVAC

- V ¢lanku [7] smo spoznali algoritem za reSevanje
Rubikove kocke dimenzije 3 x 3 x 3. Med drugim je
bila v tem c¢lanku omenjena tudi Rubikova kocka
dimenzije 4 x 4 x 4, ki jo lahko vidimo na sliki 1 [1].
Poljudno jo imenujemo tudi Rubikovo mascevanje
(ang. Rubik’s revenge) [5]. V nadaljevanju si bomo
pogledali, zakaj je dobila tak$no ime in kako jo re-
Simo. Pri tem bomo uporabljali podobne izraze kot
v c¢lanku za reSevanje Rubikove kocke dimenzije
3 X3 x3.

SLIKA 1.

Osnovni pojmi _ _ -
Rubikova kocka dimenzije 4 x 4 x 4

Cilj reSevanja Rubikove kocke dimenzije 4 X 4 X 4
ostaja enak kot pri Rubikovi kocki dimenzije 3x3x%3,
j. sestaviti enobarvne ploske. Rubikova kocka di- = Sredinska kockica je ena izmed Stirih kockic na

menzije 4 X 4 X 4 ima Sest ploskev. Vsaka ploskev sredini vsake ploskve. Stiri sredinske kockice na
je sestavljena iz 16-ih ploskev manjSih kockic in je isti ploskvi imenujemo sredina. Dve vodoravni ali
obarvana z eno izmed naslednjih barv: bela, rumena, navpicni sosednji sredinski kockici imenujemo sre-
modra, zelena, rdeca in oranZna. Vseh manjsih koc- dinska vrstica. Za razliko od Rubikove kocke di-
kic v celotni Rubikovi kocki dimenzije 4 x 4 x 4 je menzije 3 X 3 X 3 se sredinske kockice med reSeva-
natancno 56 in jih lo¢imo glede na njihovo lego v ve- njem kocke premikajo. Rubikova kocka dimenzije
¢ji kocki: 4 X 4 X 4 ima 24 sredinskih kockic.
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in ima natan¢no tri barve. Rubikova kocka dimen-
zije 4 X 4 x 4 ima osem kotnih kockic.

in ima natancno dve barvi. Sosednji robni kockici
imenujemo robna vrstica. Rubikova kocka dimen-
zije 4 X 4 X 4 ima 24 robnih kockic.

Plast Rubikove kocke dimenzije 4 X 4 X 4 je Cetrtina
celotne kocke. Zunanji plasti sta sestavljeni vsaka iz
16-ih kockic, srednji plasti pa vsaka iz 12-ih kockic.

Rubikovo mascevanje

Da bi razumeli ozadje reSevanja Rubikove kocke di-
menzije 4 x4 x4, moramo najprej razumeti strukturo
klasi¢ne Rubikove kocke dimenzije 3 x 3 x 3. Marsi-
koga je zZe zamikalo, da bi Rubikovo kocko razstavil
na manjse kockice. Ce to naredimo in nato kockice
sestavimo nazaj v vecjo kocko, se lahko zgodi, da le-
ta ne bo vec resljiva. Dovolj je Ze, da izderemo eno
kockico, jo obrnemo in vstavimo nazaj v vec¢jo kocko.
In prav s tem dejstvom je povezana Rubikova kocka
dimenzije 4 x 4 x 4. Takoj lahko opazimo, da pri
klasi¢ni kocki med njenim reSevanje sredinska koc-
kica miruje in nam s tem nudi oporo pri reSevanju
same kocke. Pri Rubikovi kocki dimenzije 4 x 4 x 4
pa imamo na vsaki ploskvi Stiri sredinske kockice in
posledicno se te med reSevanjem premikajo. To pa
ima na samo reSevanje enak ucinek, kakor da bi raz-
drto Rubikovo kocko dimenzije 3 x 3 x 3 morali naj-
prej pravilno sestaviti, preden se lotimo njenega re-
Sevanja. Preneseno v jezik reSevanja Rubikove kocke
dimenzije 4 x 4 X 4 to pomeni, da si lahko med nje-
nim reSevanjem otezimo delo do te mere, da bomo
od nekega trenutka naprej reSevali neresljivo kocko.
Ce se zgodi prav to, je treba v ve¢ini primerov z rese-
vanjem priceti od zacetka. Prav zaradi tega dejstva
je Rubikova kocka dimenzije 4 x 4 x 4 dobila ime Ru-
bikovo mascevanje.

Ukazi za reSevanje Rubikove kocke dimenzije 4 x
4 x4

Uporabili bomo ukaze, ki so bili vpeljani v ¢lanku [7],
ter jih nekoliko dopolnili, saj Rubikova kocka dimen-
zije 4 x 4 x 4 vsebuje ve¢ plasti. Prav tako bomo v
nekem trenutku reSevanje Rubikove kocke dimenzije

RACUNALNISTVO

4 x 4 X 4 prevedli ne reSevanje Rubikove kocke di-
menzije 3 X 3 X 3, zato je zelo pomembno, da znamo
najprej resiti klasi¢cno Rubikovo kocko [2, 7] in da do-
bro poznamo vse ukaze, ki nas privedejo do reSitve.
Locili bomo naslednje ukaze:

= Ppdesno: p_plast obrnemo v smeri urinega kazalca za
90°(en obrat).

= Plevo: p.plast obrnemo v nasprotni smeri urinega
kazalca za 90°(en obrat).

= P2: P-plast obrnemo v poljubni smeri za 180°(dva
obrata).

Pri tem bo oznaka P predstavljala eno izmed na-
slednjih plasti: F-sprednja plast, f-srednja sprednja
plast, B-zadnja plast, b-srednja zadnja plast, U-zgor-
nja plast, u-srednja zgornja plast, D-spodnja plast,
d-srednja spodnja plast, L-leva plast, l-srednja leva
plast, R-desna plast, r-srednja desna plast (slika 2).

L1 rR
Vv b
U—>|)
U e~

d >
D—>

A
B~
bf;’;r
F

SLIKA 2.
Vse plasti Rubikove kocke dimenzije 4 x 4 x 4

Pozor! Vse omenjene ukaze izvajamo tako, da v iz-
vedbi danega ukaza gledamo izbrano plast. Ce npr.
obrnemo zadnjo plast v smeri urinega kazalca, bi v
primeru, da bi obrat gledali s sprednje strani, videli
obrat v nasprotni smeri urinega kazalca. Prav tako
je zelo pomembno, da pri premikih srednjih plasti
(f,b,u,d,l,r) ne premikamo hkrati tudi zunanjih pla-
sti (F,B,U,D,L,R), kar je pogosta napaka, ki se dogaja
pri reSevanju vecjih kock. Na slikah bodo kockice, ki
v danem trenutku ne bodo pomembne, oznacene s
sivo barvo.

Uporabljena metoda za reSevanje Rubikove kocke
dimenzije 4 X 4 X 4 je z nekaj spremembami in al-
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ternativnimi premiki povzeta po [6] in vsebuje nasle-
dnje korake:

= enobarvne sredine (sestavljanje sredinskih kockic
tako, da bo vsaka sredina vsebovala enake sredin-
ske kockice),

= dvobarvne robove (sestavljanje robnih vrstic tako,
da bosta obe kockici poljubne robne vrstice enaki),

= algoritem za Rubikovo kocko dimenzije 3 x 3 X
3 (sestavljanje Rubikove kocke dimenzije 4 x 4 x
4 s pomocjo algoritma za sestavljanje Rubikove
kocke dimenzije 3 x 3 X 3),

= parnost orientacije zadnje plasti (ang. OLL parity
- orientation last layer parity) in parnost permu-
tacije zadnje plasti (ang. PLL parity - permutation
last layer parity).

Enobarvne sredine

Na kocki zZelimo sestaviti vseh Sest sredin tako, da bo
vsaka sredina vsebovala kockice enake barve. Eno-
barvne sredine nam bodo sluzile kot oporne tocke
za nadaljnje reSevanje kocke, pri tem pa moramo
paziti, da vse enobarvne sredine postavimo na ustre-
zna mesta, saj lahko v nasprotnem primeru dobimo
neresljivo kocko in vsi nadaljnji koraki bi bili za-
man. Najprej je treba prouciti kocko in ugotoviti ka-
tere barve so si nasprotne. To storimo tako, da po-
iS¢emo dve kotni kockici z dvema enakima barvama
(kockici ni potrebno premikati). Tretja barva, ki je
razlicna na obeh kotnih kockicah, nam pove, kateri
barvi morata v pravilno sestavljeni kocki biti na na-
sprotnih ploskvah. V naSem primeru so nasprotne
naslednje barve: bela-rumena, modra-zelena, rdeca-
oranzna (na nekaterih kockah je lahko tudi drugace).
Ko dolo¢imo nasprotne barve, je treba dolociti tudi
njihovo pravilno orientacijo. To naredimo tako, da
pogledamo eno izmed kotnih kockic, ki nam pove,
katere tri barve se morajo srecati v dolo¢enem kotu.
V naSem primeru v enem kotu najdemo skupaj belo,
zeleno in rdeco barvo. Na sliki 3 smo dve izbrani
kotni kockici postavili tako, da hkrati vidimo dve na-
sprotni barvi (bela-rumena) in tri barve, ki se srecajo
v doloCenem kotu (bela-zelena-rdeca). Sedaj imamo
vse podatke, da ustrezno sestavimo enobarvne sre-
dine.

Cilj: sestaviti prvo in drugo enobarvno sredino z na-
sprotnima barvama na sprednji in zadnji ploskvi (v
nasSem primeru bela in rumena barva).

Pogled spredaj/levo/zgoraj  Pogled spredaj/levo/spodaj

SLIKA 3.
Dve nasprotni barvi (bela-rumena) in pravilna orientacija treh
barv (bela-zelena-rdeca)

= Postavitev kocke: kocko postavite poljubno, ven-
dar je priizvajanju nadaljnjih korakov vec ne obra-
Cajte.

= Ce obstaja bela sredinska vrstica, jo premaknite v
u-plast na sprednji ploskvi.

= (Ce bela sredinska vrstica ne obstaja, postavite dve
beli sredinski kockici, kot prikazuje slika 4, in iz-
vedite: ]desno F2,

Pogled spredaj/levo/zgoraj

SLIKA 4.
Postavitev prvih dveh belih sredinskih kockic

= Ce obstaja rumena sredinska vrstica, jo s pomo¢jo
f-plasti, b-plasti, d-plasti in zunanjih plasti (brez
uporabe F-plasti) premaknite v u-plast na zadnji
ploskvi.

= Ce rumena sredina vrstica ne obstaja, s pomocjo
f-plasti, b-plasti, d-plasti in zunanjih plasti (brez
uporabe F-plasti) postavite dve rumeni sredinski
kockici, kot prikazuje slika 5, in izvedite: flevo,
dlevo’ B2_

= Ce obstaja tudi druga rumena sredinska vrstica in
ne sestavlja rumene sredine na zadnji ploskvi, jo s
pomocjo f-plasti, b-plasti, d-plasti in zunanjih pla-

24
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Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled spredaj/levo/zgoraj ~ Pogled zadaj/desno/zgoraj

SLIKA 7.
Postavitev druge bele sredinske vrstice

SLIKA 5.
Postavitev prvih dveh rumenih sredinskih kockic

sti (brez uporabe F-plasti in B-plasti) premaknite v
d-plast na zadnji ploskvi.

= Ce druga rumena sredinska vrstica ne obstaja, s
pomo¢jo f-plasti, b-plasti, d-plasti in zunanjih pla- % ﬁ
sti (brez uporabe F-plasti in B-plasti) postavite pre- - v
ostali rumeni sredinski kockici, kot prikazuje slika
6, in izvedite: flevo, dlevo, j

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/desno/zgoraj

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/desno/zgoraj

SLIKA 8.
Postavitev drugih dveh belih sredinskih kockic

S Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/desno/zgoraj
SLIKA 6. _ )
Postavitev drugih dveh rumenih sredinskih kockic % ﬁ

= Ce obstaja tudi druga bela sredinska vrstica in ne
sestavlja bele sredine na sprednji ploskvi, s pomo- j
¢jo f-plasti, b-plasti in zunanjih plasti (brez upo-
rabe F-plasti) pripravite kocko, kot prikazuje slika
7, in izvedite: L2, dlevo, 1.2, ddesno,

= Ce druga bela sredinska vrstica ne obstaja, a ob-
stajata dve beli sredinski kockici v f-plasti in/ali
b-plasti, ju s pomocjo f-plasti, b-plasti in zunanjih
plasti (brez uporabe F-plasti) postavite, kot prika-
zuje slika 8, in izvedite: flevo, 1.2, dlevo 12, qdesno,

= Ce druga bela sredinska vrstica ne obstaja in ob- Nadaljujemo s sestavljanjem dveh novih enobarv-
staja ena bela sredinska kockica v f-plasti ali b- nih sredin z nasprotnima barvama. Postopek bo po-
plasti, s pomocjo f-plasti, b-plasti in zunanjih pla- doben, vendar bodo v njem pomembne razlike, saj v
sti pripravite kocko, kot prikazuje slika 9, in izve- tem primeru ve¢ ne smemo posegati v obe ploskvi,
dite; Fdesno desno Elevo qlevo kjer sta ze sestavljeni prvi dve enobarvni sredini. %

PRESEK 45 (2017/2018) 1 2 5

SLIKA 9.
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Cilj: sestaviti tretjo in Cetrto enobarvno sredino z
nasprotnima barvama na sprednji in zadnji ploskvi
(v naSem primeru modra in zelena barva).

= Postavitev kocke: kocko postavite tako, da bosta
Ze sestavljeni enobarvni sredini na zgornji in spo-
dnji ploskvi (npr. bela sredina zgoraj in rumena
sredina spodaj) in je pri izvajanju nadaljnjih kora-
kov veC ne obracajte.

= Ce ima kocka Ze sestavljeni obe sredini, a nista na
nasprotnih ploskvah, pripravite kocko, kot prika-
zuje slika 10, in izvedite: d'¢¥°, B2, d2, 1.2, dlevo,

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled spredaj/levo/spodaj

SLIKA 10.
Modra in zelena sredina nista na nasprotnih ploskvah

= Ce obstaja modra sredinska vrstica, jo s pomo¢jo
d-plasti in zunanjih plasti premaknite v u-plast na
sprednji ploskvi.

= Ce modra sredinska vrstica ne obstaja, postavite
dve modri sredinski kockici, kot prikazuje slika 11,
in izvedite; ddesno flevo,

Pogled spredaj/levo/zgoraj

N

SLIKA 11.
Postavitev prvih dveh modrih sredinskih kockic

= Ce obstaja zelena sredinska vrstica, jo s pomo¢jo
d-plasti in zunanjih plasti premaknite v u-plast na
zadnji ploskvi.

= Ce zelena sredinska vrstica ne obstaja, s pomo¢jo
d-plasti in zunanjih plasti postavite dve zeleni sre-

dinski kockici, kot prikazuje slika 12, in izvedite:
dlevo’ Ldesno’ dlevo, B2.

Pogled spredaj/levo/zgoraj

|\Ewns

SLIKA 12.
Postavitev prvih dveh zelenih sredinskih kockic

= Ce obstaja tudi druga modra sredinska vrstica, jo
s pomocjo d-plasti in zunanjih plasti premaknite
v u-plast na levi ploskvi.

= Ce druga modra sredinska vrstica ne obstaja, s
pomocjo d-plasti in zunanjih plasti postavite dve
modri sredinski kockici, kot prikazuje slika 13, in
izvedite: dlevo, [levo,

Pogled spredaj/levo/zgoraj ~ Pogled zadaj/desno/zgoraj

SLIKA 13.
Postavitev drugih dveh modrih sredinskih kockic

= Ce obstaja tudi druga zelena sredinska vrstica, jo
s pomocjo d-plasti in zunanjih plasti premaknite
v u-plast na desni ploskvi.

= Ce druga zelena sredinska vrstica ne obstaja, s po-
mocjo d-plasti in zunanjih plasti postavite dve ze-
leni sredinski kockici, kot prikazuje slika 14, in
izvedite; ddesno Rlevo

= Pripravite kocko, kot prikazuje slika 15, in izve-
dite: ddesno,

26
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Pogled spredaj/desno/zgoraj  Pogled zadaj/levo/zgoraj

¥

SLIKA 14.
Postavitev drugih dveh zelenih sredinskih kockic

Pogled spredaj/levo/zgoraj

-

Pogled zadaj/levo/zgoraj

B

SLIKA 15.
Postavitev modrih in zelenih sredinskih vrstic

Sedaj imamo sestavljene Ze Stiri enobarvne sre-
dine, tako da nam preostaneta le Se dve. V naSem
primeru sta to rdeca in oranzna sredina. V zadnjem
koraku bo orientacija zelo pomembna, saj vemo, da
mora rdeca barva mejiti na belo in zeleno, zato bomo
glede na sliko 16 na sprednji ploskvi sestavili rdeco
sredino, na zadnji ploskvi pa oranzno sredino.

Pogled spredaj/levo/zgoraj

SLIKA 16.
Pravilna orientacija rdece sredine

RACUNALNISTVO

Cilj: sestaviti peto in Sesto enobarvno sredino s pra-

vilno orientiranima nasprotnima barvama na spre-

dnji in zadnji ploskvi (v naSem primeru rdeca barva

na sprednji ploskvi in oranZzna barva na zadnji plo-

skvi).

= Postavitev kocke: kocko postavite tako, kot prika-
zuje slika 16, in je pri izvajanju nadaljnjih kora-
kov ve¢ ne obracajte.

= (e ima kocka Ze sestavljeno rde¢o in oranzno sre-
dino, a sta na napacnih ploskvah (oranzna sredina
na sprednji ploskvi in rdeca sredina na zadnji plo-
skvi), izvedite: d?, F2, B2, d?.

= (e ima kocka na sprednji in zadnji ploskvi §aho-
vski vzorec, jo s pomocjo F-plasti in B-plasti pri-

pravite, kot prikazuje slika 17, in izvedite: d?,
l:desno’ Bdesno’ d2'

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/zgoraj

SLIKA 17.
Sahovski vzorec na sprednji in zadnji ploskvi

= Ce ima kocka na sprednji ploskvi §ahovski vzo-
rec, na zadnji ploskvi pa eno rdeco in eno oranzno
sredinsko vrstico, jo s pomocjo F-plasti in B-plasti
pripravite, kot prikazuje slika 18, in izvedite: d?,
Bdesno, d2.
Opomba. Po tem koraku obe sredini Se ne bosta
sestavljeni in je treba izvesti Se enega izmed na-
slednjih korakov.

= Ce ima kocka na sprednji ploskvi eno rdec¢o in eno
oranzno sredinsko vrstico, na zadnji ploskvi pa
Sahovski vzorec, jo s pomocjo F-plasti in B-plasti
pripravite, kot prikazuje slika 19, in izvedite: d?,
Blevoj d2_
Opomba. Po tem koraku obe sredini Se ne bosta
sestavljeni in je treba izvesti Se enega izmed na-
slednjih korakov.

= Ce ima kocka na sprednji ploskvi tri rdece sre-
dinske kockice, jo s pomocjo F-plasti in B-plasti
pripravite, kot prikazuje slika 20, in izvedite: d?,
Flevo’ d2_

%
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Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/zgoraj  Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/zgoraj

SLIKA 18. SLIKA 21.
Sahovski vzorec le na sprednji ploskvi Ena rdeca sredinska kockica na sprednji ploskvi

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/zgoraj

SLIKA 19.

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/zgoraj

Sahovski vzorec le na zadnji ploskvi SLIKA 22,
Ena rdeca in ena oranzna sredinska vrstica na sprednji in zadnji
ploskvi

Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/zgoraj

SLIKA 20. Pogled spredaj/levo/zgoraj Pogled zadaj/levo/spodaj

Tri rdece sredinske kockice na sprednji ploskvi

= Ce ima kocka na sprednji ploskvi eno rdece sre-
dinsko kockico, jo s pomo¢jo F-plasti in B-plasti
pripravite, kot prikazuje slika 21, in izvedite: d?,
Flevo BZ d2_

= Ce ima kocka na sprednji in zadnji ploskvi eno
rdeco in eno oranZno sredinsko vrstico, jo s po-  SLIKA 23.
mocjo F-plasti in B-plasti pripravite, kot prikazuje Pravilno sestavljenih vseh $est enobarvnih sredin
slika 22, in izvedite: d?, B2, d2.

2 8 PRESEK 45 (2017/2018) 1

Ce ste uspesno izvedli vse tri opisane postopke,
potem bi morala kocka imeti pravilno sestavljenih
vseh Sest enobarvnih sredin (slika 23). Pred nadalje-
vanjem postopka je priporocljivo Se enkrat preveriti
s poljubno kotno kockico, ¢e so vse barvne sredine
na ustreznih mestih.




Se nadaljuje ...

V naslednji Stevilki revije Presek si bomo pogledali
Se preostale tri korake nasega algoritma in s tem do-
koncno reSili Rubikovo kocko dimenzije 4 x 4 x 4.
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Barvni sudoku

(222

- V 8 x 8 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh 8 Stevil.

v

RESITEV BARVNI SUDOKU
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| R -

Vodna gladina

N2
ALES MOHORIC

- Poletni izlet na Krko je tokratni vir navdiha za
naravoslovno fotografijo. Z odprtimi o¢mi lahko
najdemo okoli sebe obilo zanimivih pojavov. Na
videz bolj dolgocasna od vseh teles v okolici je
vodna gladina postregla s kar nekaj presenecenji.
Slika na naslovnici kaze odsev neba na sicer mirni
recni gladini. Gladino je vzvalovila raca, ki plava
proti kameri. Valovi so dobro vidni zaradi kontra-

sta med svetlim nebom in temnim mostom za raco.

SLIKA 1.
Znacilna klinasta valovna brazda za raco, ki plava hitreje od
valov.

Na delu gladine, ki se zaradi valov nagne proti ka-
meri, se zrcali svetlo nebo, na delu, ki je nagnjen
stran, pa zasenceni spodnji del mostu. Valovi imajo
zato zelo izrazit kontrast. Brazda za raco ima zna-

Cilno klinasto obliko. Po obliki brazde, njenem vr-
Snem kotu, bi lahko povedali, kako hitro raca plava.
Na prvi pogled je brazda podobna Machovemu valov-
nemu c¢elu, pa to ni. O valovnih brazdah je bil obja-
vljen prispevek v Preseku [1]. Oblika valov za raco je
posledica disperzije, pojava, da je hitrost valov odvi-
sna od valovne dolzine. Dolgi valovi potujejo hitreje
kot kratki. Te valove na vodni gladini poganja teZa.

Valove na vodni povrsSini pa lahko vzdrzuje tudi

SLIKA 2.
Odsev Sonca na vodni gladini. Vidimo nekaj kroznih valov, ne-
kaj skupin mehurckov in mavri¢ni venec okoli Sonca.

w N

0
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sila povrSinske napetosti. Pri teh valovih velja obra-
tno - valovi s krajSo valovno dolzino so hitrejsi. Ka-
teri vpliv pri valovanju prevladuje, je odvisno od va-
lovne dolzine. Valovi zaradi povrsinske napetosti
imajo valovno dolZino krajSo od nekaj centimetrov.
Tudi o tem valovanju si lahko preberete v starem Pre-
seku [2]. Take valove vidimo na drugi sliki. Na tej
sliki vidimo odsev Sonca na vodni gladini. Desno in
nad njim je krozni val. Jasno vidimo, da so krajsi va-
lovi (tisti, kjer so proge bolj na gosto) prisli dlje od
izvira kot dolgi valovi.

Na sliki opazimo tudi, da je odsev Sonca obdan z
mavricnim obrocem. To je SoncCev venec, korona, ki
je nastala na oblakih okoli Sonca [3]. Pogled proti
Soncu tega pojava ni razkril, saj je Sonce skozi lu-
knjo v oblakih svetilo premo¢no. Sele v odsevu je
bila svetloba dovolj Sibka, da je se je venec opazil.

Se eno podrobnost opazimo na drugi sliki. Me-
hurcke levo in desno spodaj. Sicer se na fotografiji
slabo razlocijo, ker so le majhna podrobnost, vendar
v povecanem izseku zlahka opazimo Zive Skrlatne in
zelenomodre barve, ki so posledica interference bele

svetlobe na tanki steni mehurcka. O barvah mehurc-
kov govori fizikalni ¢lanek v tej Stevilki [4].

Torej, ko greste naslednji¢ v naravo, le dajte oc¢i
na peclje in vzemite pametni telefon s sabo. Vse
objavljene fotografije so narejene z njim in s foto-
grafskega vidika niso zahtevne. Primerne prispevke
bralcev bomo z veseljem objavili. Ce ste v zadregi z
razlago, se bomo potrudili skupaj.

Literatura

[1] A. Likar, Valovne brazde,
(2011/2012).

Presek 39, 1

[2] A. Likar, Vrzimo kamen v vodo, Presek 41, 4
(2013/2014).

[3] A. Mohori¢, Venec, Presek 40, 5 (2012/2013).

[4] A. Likar, Barve mehurckov, Presek, 45, 1
(2017/2018).

SLIKA 3.
Podrobnost

s slike 2 -
skupina
mehurckov

na vodi.
Mehurcki

so obarvani

v barve
znacilne za
interferenco
bele svetlobe
na tanki plasti.
XXX
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