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MATEMATIENI TRENUTKI

MATEMATICNI TRENUTKI

BoljSe kmetovanje

- Kmetovanje
Ze samo po se-
bi ni enostav-
no, zaradi zve-
canih potreb
po hrani pa
potrebuje Se
bolj pogloblje-
ne analize in
Se veC pomoci
tehnologije. V Kaliforniji so se zbrali matematiki,
hidrologi in kmetje ter poskuSali narediti nacrt, ki
bi zmanjSal porabo vode, potrebne za zalivanje pri-
delka, tako da bi s pridelkom Se vedno ustvarili do-
bicek in zadostili povprasSevanju potrosnikov. V ma-
tematicnem modelu so zdruzili podatke o rasti raz-
li¢nih rastlin in o njihovi porabi vode. Tako so ugo-
tovili, katere rastline je potrebno izbrati, kdaj jih je
najboljSe saditi in katera polja je dobro pustiti nepo-
sejana. Kmetje so bili zelo zadovoljni z racionalno
porabo virov, matematike pa je osrecilo delo s stro-
kovnjaki na ustreznih podrocjih.

Uporabi matematike in visoko tehnoloskih pristo-
pov pri kmetovanju pravimo precizna agrokultura.
Za razliko od preteklih metod je sedaj treba zbirati
veliko ve¢ podatkov, na primer tezo vsake kokoSi in
pisc¢anca v jati. Nato uporabijo modele, ki omogocijo
najboljsi potek kmetovanja in sproti odpravljajo raz-
licne tezave, ki se pojavijo med proizvodnjo. Eden
od vidikov kmetovanja, ki se je zaradi novih metod
izjemno izboljSal, je tudi poraba gnojil. Naprave,
ki so opremljene z GPS napravami, zbirajo vzorce
zemlje. Tako kmetje tocno vedo, katere predele je
treba bolj pognojiti, in se s tem izognejo obicajni
praksi pretiranega gnojenja. Rezultat je veC hrane,
manj porabljenih gnojil in posledi¢no manj onesna-
Zenja podtalnice z nitrati.

Za ve¢ informacij si preberite prispevek Eleanor
Jenkins in Kathleen Fowler z naslovom A Role for Mo-
deling, Simulation, and Optimization in an Agricultu-
ral Water Crisis, ki je bil decembra 2014 objavljen v
reviji SIAM News.

X X X
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MATEMATIKA

Poprava
popacenja

N
PETER LEGISA

->

Uvod

Ta c¢lanek je nadaljevanje ¢lanka Popacenje. Foto-
grafski objektivi vcasih ukrivijo slike daljic, ki ne le-
Zijo na premicah skozi srediSce slike. Ta napaka se
imenuje popacenje in je najbolj opazna na robovih
slike. Kot smo videli, lahko popaceno sliko opiSemo
kot transformacijo F neke virtualne idealne slike K,
brez popacenja. Pri tem velja:

= Preslikava F ohranja izhodiS¢e O (srediSce naSe
slike), sicer pa F(T) = T; lezi na poltraku iz iz-
hodiSca O skozi T (slika 1).

= Ce je s = |OT| razdalja tocke T od izhodisca (s
je polmer ali radij to¢ke T) in v = |OT;| polmer
tocke F(T), oznacimo

= r=|0Ti| = f(s) = f(IOTI) :S<(“ %)’
(1)

kjer je d(0) = 0.
= Funkcija s — f(s) strogo narasca.

Temu recemo radialno popacenje, kakrsno vcasih
vidimo na fotografijah. Seveda bomo privzeli, da ima
funkcija d lep, »gladek« graf. Funkciji f in F sta
oCitno injektivni, se pravi, preslikata razlicne tocke
v razli¢ne tocke. Zahteva, da je d(0) = 0, pomeni,
da koli¢nik f(s)/s stremi k 1, ko gre s proti 0. To
pomeni, da preslikava F v bliZini izhodiS¢a skoraj
ne premika tock in je tam prakti¢no identi¢na presli-
kava.

Naj bo T(x,y)in Ty (x1,y1) = F(T) = F(x,y). Na
sliki 1 vidimo, da je x : s = x1 : ¥, torej x; = rx/s in
podobno y; = ry/s. Torej je

(x,»).

Ti(x1,>1)

SLIKA 1.
Popacenje tocko T preslika na tocko Ty, ki lezi na poltraku iz
O skozi T.

Ker je s = \/x2 + y2, smo dobili
FEX2+22) f(x2+3?)
Y
[x2 4 y2 [x2 4 42
fx2+2)
= —F— (). (2)

Odprava popacenja

= F(x,y) = (x

Denimo, da poznamo funkcijo s — f(s) in (s to funk-
cijo) popaceno sliko L. Najbo A tockav L z |OA| =t.
Ker je s — f(s) injektivna, obstaja natanko eno Ste-
vilo u, da je f(u) = t. Zat > 0 naj bo A’ tocka, ki
leZi na poltraku iz O skozi A in ima polmer u. Torej
je F(A') = A.

Preslikava g : t — u je dobro definirana in pre-
slika zalogo vrednosti funkcije f nazaj na definicij-
sko obmocje. Spomnimo se, da je g inverzna presli-
kava k f in da lahko pisemo g = f~!. Ce je, recimo,
f(1) = 1,05, je g(1,05) = £71(1,05) = 1.

Velja:

f(u) = t natanko takrat, ko je g(t) = f1(t) = u
in f(f71(t)) =t ter f1(f(u) =u.

Graf za inverz f~! injektivne funkcije f dobimo
tako, da graf za f prezrcalimo Cez simetralo lihih
kvadrantov.

Preslikava g : t — u je spet strogo narascajoca. Ce
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to ne bi bilo res, bi lahko nasli Stevili t; < t» iz za-
loge vrednosti za f, tako da je g(t;) > g(t2). Od tod
sledi, ker je f strogo narascajoca, da je f(g(t1)) =
t1 = f(g(t2)) = to, kar je protislovje. Mogoce je
videti, da je g(t) = t(1 + D(t)), kjer je D(0) = 0. Na-
mreC: ker F v blizini izhodiSc¢a prakti¢no ne premika
tock, to velja tudi za inverzno preslikavo G.

Preslikava G, ki vsako tocko A = F(A’) preslika
nazaj na tocko A’, popaceno sliko L na tipalu pre-
slika na nepopaceno sliko K. Seveda je G inverzna
preslikava k F in piSemo G = F~!. Tocko s polmerom
t preslikava G preslika na tocko s polmerom g(t).
Tako je G spet popacenje, ampak tokrat »dobro« po-
pacenje, ki izni¢i vpliv originalnega popacenja F. Ce
so bili robovi originalne slike L ravni, pa to ne velja
vec za robove slike K.

D C
® 1 ®
— DY

J H
051
0
15 1 05 0 05 1 15
-05 1

A B

[ ] -1 L]
SLIKA 2.

Zeleni pravokotnik predstavlja tipalo. Rdeca krivulja je popa-
Cena slika daljice.

Na sliki 2 zeleni pravokotnik predstavlja tipalo.
Imamo blazinasto popacenje F, kar pomeni (kot smo
povedali v prvem ¢lanku), da je funkcija d v enacbi
1 strogo narascajoca. Funkcija F raztegne idealno
sliko K na popaceno sliko na tipalu. Relativni de-
leZ raztega je najvecji v vogalih slike. Poglejte si ilu-
stracijo v prvem ¢lanku in v [1]. Na sliki 2 je rdeca
krivulja od J do H blazinasto popacena slika neke
daljice. Inverzno popacenje G = F~! je sodckasto -
relativno najbolj skrci prav vogale. Funkcija G nam
zeleni pravokotnik preslika na ¢rno obrobljeni sod-
¢ek K na sliki 3.

MATEMATIKA

05

=05

L |,

SLIKA 3.
Poprava popacenja je zravnala rdeco krivuljo, a ukrivila robove
originalne slike.

MnozZica K je idealna slika, zato so slike ravnih ¢rt
(s fotografirane scene) ravne. (Tudi nasa rdeca krivu-
lja se je zravnala v daljico od J' do H’). To placamo
z dejstvom, da so robovi popravljene (idealne) slike
K ukrivljeni. Ker je g(t) < t, preslikava G skr¢i ori-
ginalno sliko.

Na sliki 2 ima zeleni pravokotnik ABCD tipala ve-
likost 3 x 2 in f(u) = u + 0,05u3. Funkcijag = f~!
je dana, kot bomo izracunali malo kasneje, bolj za-
pleteno, s formulo:

= g(t) =.10t + [100t2 + 8000
\ 7
3o , . 8000
\10t 1002 + ==

Rdeca krivulja od J do H na sliki 2 je F(J'H'), kjer je
J'H' rdeca daljica od J' do H' na sliki 3. Konkretno
je ta daljica oddaljena za 0,8 od osi x.

Programi za popravljanje, kolikor vemo, posku-
Sajo ohraniti velikost slike (v pikslih).

Za koné¢ni rezultat navadno potrebujemo pravo-
kotno sliko. Zato smo na sliki K naredili sredi$c¢ni
razteg W, ki je vogale naSega sodcka preslikal na
oglisca pravokotnika ABCD. Tocka C ima polmer

s =10C|] =+/1,5% + 1 = /3,25. Vemo, da je |OC’| =
g(s) = g(y/3,25), kjer je C" ustrezni vogal slike K
(sodcka na sliki 2). Raztegniti moramo torej za fak-
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SLIKA 4.
Popravljeno sliko raztegnemo, tako da ravno pokrije tipalo.

tor m = s/g(s) = +/3,25/g(+/3,25), tako da dobimo
¢rno obrobljeno sodckasto sliko W(K) = K> na
sliki 4, ki pokrije celotno tipalo. Velja W(x,y) =
(mx,my). Ce odrezemo vse izven zelenega tipala,
imamo na koncu pravokotno sliko brez popacenja.
Pri tem smo se odpovedali nekaterim delom origi-
nalne slike L v bliZini robov.

V praksi je stvar bolj zapletena, ker je slika se-
stavljena iz konc¢nega Stevila pikslov. Naj bo tocka
T sredisSce piksla na popravljeni sliki. Ta tocka je
enaka W(G(V)) za neko tocko V na originalni sliki.
Prvaideja je, da jakosti rdece, zelene in modre barve
na tistem pikslu originalne slike, ki vsebuje V, pre-
nesemo na piksel, v katerem lezi tocka T. To je go-
tovo idealna in neproblematicna reSitev v (malo ver-
jetnem) primeru, da je tocka V sredisce piksla na ori-
ginalni sliki. Kaj pa ¢e V leZi na meji med dvema
piksloma? Zato programi za transformacijo slike de-
lujejo drugace. (AngleSko se postopku rece resam-
pling, to je ponovno vzorcCenje, ker moramo trans-
formirano sliko spet kar se da dobro predstaviti kot
mnoZico pikslov.) Pogledajo, recimo, vrednosti v Sti-
rih pikslih, katerih srediSca so najbliZje tocki V. Nato
naredijo nekaksno uteZeno povprecje teh vrednosti,
tako da bolj upoStevajo vrednosti v tistih od Stirih
pikslov, katerih srediSc¢a so bliZe tocki V. Temu se
rece interpolacija. O tem bi podrobneje govorili kdaj
drugic.

V blizini izhodiS¢a preslikava G deluje pribliZno
kot identiteta, preslikava W pa je srediSc¢ni razteg za

faktor m. NaSa korekcija popacenja torej v bliZini
izhodisca deluje pribliZzno kot sredi$¢ni razteg s fak-
torjem m > 1 in tako tam dejansko raztegne sliko.
Ko sliko raztegnemo, pa se gostota informacij na njej
zmanjsa.

Pri popravi popacenja se iz vseh teh razlogov ka-
kovost slike nekoliko poslabsa.

Poprava enostavnega popacenja in Cardanove
formule

Poglejmo si enostavno popacenje. Po prvem Clanku
to pomeni:

= f(s) =s(1+as? =s+as>. 3)

Za a > 0 imamo blazinasto popacenje, za a < 0 pa
sodckasto.

Potem pri danem t iz f(u) = t dobimo kubic¢no
enacbo

" utaud=t

ali
= ud éu — é = 0.
Oglejmo si torej kubicno enacbo
= 34+ py+q=0. (4)
PiSimo
= y=z+w
in to vstavimo v enacbo 4, pa dobimo
= Zrwdl+ Bzw+p)z+w)+q=0.
OKklepaj postavimo enak 0, se pravi zw = —(p/3), da
se stvari poenostavijo. Kot bomo videli, si to lahko
privoS¢imo. Potem je
= 22 wd=—q.
0d tod dobimo sistem enacb za z3 in w3:
3 - _

= Z2ywd=—-q in Z2wd=-p327.

Od tod je (x — z3)(x — w3) = x% + qx — p3/27.
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Tako sta z3 in w3 korena kvadratne enacbe x?2 +
ax — p3/27 = 0. Torej

_ 2 3 _ 2
. 3. -4 ﬂ) p> 3 —4_ (ﬂ)
z 2+\/<2 ToW T 2

Od tod z,w dobimo s kubi¢nim korenom. Pro-
blem pa nastopi, ¢e je pod kvadratnim korenom v 5
negativno Stevilo. Potem sta z3 in w3 kompleksni
Stevili. Najti kubic¢ni koren iz kompleksnega Stevila
pa je ze bolj zapletena zgodba.

Formuli 5 sta Cardanovi formuli. Odkriti sta bili
v renesanc¢ni Italiji in imata zelo zanimivo zgodo-
vino. Enacbo x3 + px = h je prvi resil Scipione
del Ferro, profesor na bolonjski univerzi, nekje med
1510 in 1515, vendar rezultata ni objavil. Takrat so
namre¢ potekali nekaksni dvoboji med matematiki,
ki so drug drugemu zastavljali probleme. Poraze-
nec je pogosto izgubil sluzbo. Del Ferro je imel za
tak primer v rokavu aduta: reSitev enacbe, ki je bila
za druge pretrd oreh. Leta 1535 je beneski mate-
matik in inZenir Niccolo Fontana Tartaglia neodvi-
sno priSel do resitve. Girolamo Cardano je iz Tarta-
glie izvlekel njegovo metodo, z obljubo, da tega ne
bo razSirjal. Cardano je na podlagi zaupanega Sel
naprej od Tartaglie: obdelal je vse moZne primere
ter ugotovil, da ima kubi¢na enacba tri korene, ki so
lahko tudi kompleksni. Cardano je dobil leta 1543
dostop do zapuscine Scipia del Ferra. Menil je, da
ga spoznanje, da je del Ferro prvi resil enacbo, od-
vezuje od obljube Tartagli. V knjigi Ars Magna (Ve-
lika umetnost), izdani leta 1545, je objavil reSitev ku-
bicne enacbe in jasno priznal zasluge tako del Ferru
kot Tartagli. Tartaglia je bil vseeno skrajno ogor-
Cen in prislo je do velikega spora, izmenjave zaljivk.
Zgodba o tem, da je Tartaglia ovadil Cardana inkvizi-
ciji, pa se je izkazala kot plod domisljije pisca iz 20.
stoletja. Cardano je bil vsestranski in izredno ustvar-
jalen clovek: zdravnik, izumitelj odli¢ne kriptograf-
ske metode (Cardanova reSetka), avtor prve knjige o
verjetnosti, De Ludo Aleae (O igri s kocko).

Poskusimo najti inverzno funkcijo g k strogo na-
rascajoci funkciji y — f(y) = y + 0,05y3. Ce je
fy) =x,jey = f1(x) = g(x). ReSiti moramo to-
rej enacbo y +0,05y% —x = 0 ali 3 +20y—-20x = 0.
V4 jetorejp =20ing = —20x. Tako je y = v + w,

MATEMATIKA

kjer je

8000

s 3 = 2
v 10x + ,/100x% + 57

100x2 + 2000

3
= 10x —
w Ox 57

Ocitno sta w? in w negativna.

g /’/ 3
/// 44
w Z,
/// f -5
SLIKA 5.

Vijoli¢ni graf za kubic¢ni polinom f in njegov zeleni inverz sta
simetri¢na glede na premico y = x.

Na sliki 5 si oglejmo oranZni graf za v, rdeci graf
za w, zeleni graf za g. Ker sta vijoli¢ni graf za f
in zeleni graf za g simetri¢na glede na ¢rtkano si-
metralo lihih kvadrantov, to potrjuje, da smo inverz
izracunali pravilno.

Tako smo si ogledali matemati¢na orodja, ki omo-
gocajo popravo enostavnega sodckastega popacenja.

Kaj pa, Ce na sliki vidimo bolj ali manj enostavno
popacenje, a nimamo nobenih natan¢nih podatkov o
njem? To lahko poskusimo popraviti rocno, recimo
v Photoshopu (Elements): Filter/Correct camera di-
stortion/Remove distortion ali v Lightroomu, Lens
corrections/Manual/Distortion.

Premikamo drsnik, dokler v naravi ravne crte ob
robu niso na sliki spet priblizno ravne. Z drsnikom
v bistvu spreminjamo parameter a v enacbi 3. Na
koncu bomo morali sliko Se obrezati.

%
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Poprava zapletenega popacenja

V prosto dostopnem programu Gimp imamo v Fil-
ters/Distorts/Lens Distortion celo dva drsnika za po-
pravo popacenja. Eden od njiju deluje bolj na robu,
tako da lahko bolj ali manj dobro popravimo tudi ra-
hlo zapleteno popacenje.

Placljivi programi za obdelavo slik imajo za mnoge
objektive tako imenovane profile, v katerih so tudi
popravki za popacenja, ne glede na to, kako zaple-
tena so. Zanimivo je opazovati, kako tak profil po-
pravi popacenje. Zdi se, kot da bi se slika vbocila ali
izbocila. Poprava je zelo udobna.

Profili vsebujejo tudi popravek za problem temnih
vogalov - vinjetiranje. Vinjetiranje je najbolj opazno
pri polno odprti zaslonki in pri Sirokokotnih objek-
tivih. Jakost vinjetiranja je navadno odvisna samo
od razdalje tocke od srediSca slike, tako da je to po-
praviti sorazmerno lahko. Vinjetiranje lahko odpra-
vljamo tudi ro¢no. (V Gimpu je odprava vinjetiranja
na istem mestu kot poprava popacenja.) Posvetlitev
vogalov lahko tam ojaci Sum.
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SLIKA 6.
Fotografija z izrazitim popacenjem in mocnim vinjetiranjem,
pri zaslonki 3.5.

Ce gre za star objektiv, lahko profil naredimo tudi
sami, le da to zahteva precej truda - mnogo posnet-
kov tarce po tocno doloc¢enem protokolu. Te slike
vnesemo v poseben program, ki izdela profil in ga
objavi.

Fotografija 7 ima opazno popacenje in mocno vi-
njetiranje. Poskusili smo jo popraviti v programu
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SLIKA 7.
S profilom dobimo zelo dobro popravo fotografije 7.

Lightroom z orodjem za korekcijo enostavnega po-
pacenja, a smo bili le delno uspesni: na robu smo
v najboljSem primeru dobili rahlo valovite ¢rte. Ori-
ginalno popacenje ni bilo enostavno in orodje za to
delo niti ni bilo namenjeno. S profilom, ki ga je nare-
dil fotograf-prostovoljec in dal na Adobe Lens Profile
Downloader, je bila poprava popacenja neprimerno
boljsa, Ceprav ne popolna. Bistveno zmanjSano je
tudi vinjetiranje. Rezultat je na sliki 7. Poprava je
odrezala nekaj malega, Se najvec na levem in desnem
robu.

Zrcalni in brezzrcalni sistemi

Novi zrcalno refleksni aparati imajo za nekaj deset
najbolj obicajnih objektivov pri slikanju v JPEG for-
matu vkljuCen popravek vinjetiranja.

Popravek popacenja lahko v meniju ponekod vklju-
¢imo sami. Razlog, da to ni vkljuCeno Ze tovarniSko
je ta, da imajo ti aparati opti¢no iskalo, s katerim
gledamo skozi objektiv. Ce vklju¢imo popravek po-
pacenja, bo fotografija vsebovala le izrez tistega, kar
vidimo v iskalu. Poprava lahko vzame tudi nekaj
Casa, tako da se hitrost zajemanja slik lahko upo-
Casni. Popravki so boljsi pri objektivih, ki aparatu
sporocajo oddaljenost, na katero je naravnan objek-
tiv. Funkcija s — f(s) v enacbi za popacenje 1 je
namrec odvisna od razdalje med predmetno ravnino
in ravnino tipala. Vkljucitev avtomati¢nega popravka
popacenja pri slikanju arhitekture, reprodukcijah. je
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zelo smiselna. Ce namre¢ JPEG sliko naknadno po-
pravljamo ter rezultat vsaki¢ shranimo (in s tem sti-
snemo), po vec takih korakih kakovost za¢ne vidno
padati. Pri popravljanju originalne nestisnjene slike
je padec kvalitete mnogo manjsi.

Ce slikamo v »surovem« RAW formatu, ki shra-
njuje maksimalno koli¢ino informacij o sliki, so po-
datki za popravo navadno vkljuc¢eni v RAW datoteko.
Tako lahko popravke izvedemo (odkljukamo) nakna-
dno v obdelavi z RAW konverterjem proizvajalca ka-
mere (ali pa recimo v programu Lightroom, ki ima
tako in tako profile za skoraj vse novejsSe objektive).
Programi za obdelavo RAW slik imajo Se eno veliko
prednost - ohranjajo originalno datoteko in kompre-
sijo v format JPEG, ki pomeni izgubo dela informacij
o sliki, izvedejo Sele ¢isto na koncu, po prej omenje-
nih in po fotografovih popravkih. Seveda pa RAW
datoteka zavzame nekajkrat vec¢ prostora.

Brezzrcalni aparati z izmenljivimi objektivi posta-
jajo bolj priljubljeni. Iskalo pri teh fotoaparatih (ne-
kateri zaradi var¢evanja z denarjem in prostorom is-
kala niti nimajo) je elektronsko. Zato je pri njih po-
pravek popacenja (vsaj v JPEG formatu) tovarnisko
vkljucen.

Se vec: Ce je popravek popacenja avtomaticen, se
pri konstrukciji objektivov ne trudijo zmanjsati te in
druge naknadno odpravljive napake. Ker ni zrcala,
je bajonet in s tem zadnji del objektiva lahko bliZe
tipalu. To pomeni tanjSe aparate in vecjo svobodo
pri konstrukciji objektivov. Nekateri brezzrcalni sis-
temi so tudi sicer konstruirani povsem na novo. Re-
zultat so manjsi, lazji in v¢asih celo ostrejsi objektivi
Z manj odsevi ob slikanju proti svetlobi.

Na podroc¢ju brezzrcalnih aparatov je zelo znan
konzorcij »Mikro Stiri tretjine« (Micro Four Thirds,
MFT ali M43), ker ima tipalo razmerje stranic 4 :
3. Vanj sta vkljucena dva vecja proizvajalca kamer
(Olympus, Panasonic) in ve¢ prozvajalcev objektivov
in druge opreme. Senzorji so velikosti 17,3 mm X
13 mm. Pri MFT je vse konstruirano povsem na novo.
PovrSina senzorja je nekako Cetrtina povrSine sen-
zorja polnega formata.

Tipalo za polni format (Full Format - FF) ima ve-
likost priblizno 36 mm X 24 mm, to je enaka veli-
kost kot sli¢ica na 35 milimetrskem filmu. Taka ti-
pala so Se zmeraj draga. Kamere polnega formata
imajo velike (in teZke) objektive, ki zberejo mnogo
svetlobe. Zato so prava izbira za slikanje v Sibki sve-

MATEMATIKA

tlobi. Podjetje Sony ima brezzrcalne aparate s FF ti-
palom. Vecina kamer s takim tipalom pa sodi med
zrcalno refleksne. Pogosto lahko uporabljamo tudi
starejSe objektive iz filmskega obdobja.

Tipala velikosti APS-C imajo velikost 23,5 mm X
15,6 mm za znamke Nikon, Sony, Fuji. Podjetje Ca-
non ima nekoliko manjSe APS-C senzorje velikosti
22,2 mm X 14,8 mm. Format APS-C je cenovno do-
stopen in priljubljen pri lastnikih starih objektivov
za zrcalno refleksne kamere. Objektivi, konstruirani
za polni format, ve¢inoma delujejo tudi na APS-C for-
matu istega proizvajalca. ManjSe tipalo izkoristi le
osrednji del slike, ki jo vrZe tak objektiv. Zato so
mnoge napake, kot sta popacenje in vinjetiranje, na
malem tipalu bistveno manj izraZene.

SLIKA 8.
Tu je e diagonala tipala, f, goris¢na razdalja objektiva in & vidni
kot objektiva.

\}
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SLIKA 9.
Na manjSem senzorju z diagonalo h se objektiv z goris¢no raz-
daljo f obnasa, kot bi imel goris¢nico f' = ef/h.

Vendar pa bo vidni kot objektiva na manjSem ti-
palu zoZen. Po definiciji je vidni kot « objektiva kot,
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pod katerim vidimo diagonalo e tipala s toCcke na osi
objektiva, oddaljene za gori§¢no razdaljo f od tipala
(slika 1). Na sliki 2 vidimo, da ima na manjSem ti-
palu, z diagonalo h, isti objektiv vidni kot . To
pa je kot, ki bi ga imel objektiv z goriS¢no razda-
ljo f' = ef/h na polnem formatu. PiSimo ¢ = e/h,
pa je f' = cf. Pravimo, da ima nas$ objektiv ekvi-
valent goriS¢ne razdalje f' na polnem formatu. Ker
sta oba senzorja pravokotnika z razmerjem stranic
3:2, je kvocient ¢ = e/h enak razmerju daljSih stra-
nic, torej ¢ = 36/23,5 ~ 1,5 za Nikon, Sony oziroma
c = 36/22,2 ~ 1,6 pri Canonu. Standardni 50 mili-
metrski objektiv za polni format se torej na »obre-
zanem« APS-C formatu obnasSa priblizno kot 75 (ali
pri Canonu 80) milimetrski objektiv na polnem for-
matu in tako postane »portretni« objektiv. Faktorju
¢ pravijo anglesko crop faktor. Ta faktor je dobra
novica za lastnike teleobjektivov. Sirokokotni objek-
tivi za polni format pa na manjSem formatu Zal niso
vec tako Siroki.

Predpostavimo, da primerjamo senzorje razlicnih
razseznosti, a s pribliZzno enakim Stevilom pikslov.
Grobo lahko ocenimo: ¢e smo pri FF ravno Se za-
dovoljni z rezultati pri ISO 2500-3200, se bomo pri
MFT (senzor ima pribliZzno Cetrtino plos¢ine FF ti-
pala) ustavili nekje pri ISO 800-900, pri APS-C pa pri
ISO 1000-1300. FF tipalo ima namre¢ priblizno 2,4
krat do 2,6 krat tolikSno povrsino kot APS-C senzor.

Podatki za popravo popacenja in nekaterih dru-
gih zgoraj omenjenih napak so v brezzrcalnih siste-
mih pogosto vgrajeni v elektroniko objektiva. Tako
objektivi raznih proizvajalcev sporocajo ustrezne po-
datke kameram in dajejo JPEG slike skoraj brez po-
pacenja. Na primerjalnih testih prakticno vsi taki
objektivi dobijo potem odli¢ne ocene na preizkusih
popacenja.

Tudi nove kamere, ki imajo fiksno vgrajen objek-
tiv, skoraj brez izjeme dajejo JPEG slike brez vidnega
popacenja - po zaslugi procesorja v aparatu. Pri-
ljubljeni so postali aparati z »1-colskim senzorjemx.
Oznaka sloni na zastarelih standardih, saj je diago-
nala (14-17 mm) dale¢ od cole. Tipalo ima pribliZno
pol povrSine senzorja M43. Razpon goriS¢nic sega
do priblizno 1 : 25. Pri manjSem razponu (1 : 3 ali
1 : 4) dobimo Zepne aparate, ki lahko ob dobri sve-
tlobi delajo odli¢ne slike, a niso poceni. Kamere z
najmanjsim senzorjem velikosti pribliZno 6,2 mm x
4,6 mm (1 : 2,3") (priblizno Cetrtina povrsine 1-cols-

kega senzorja) omogocajo superzoome z razponom
goriS¢nic do 1 : 80. Vendar je pri teh in podobnih
malih senzorjih po mojih izku$njah najbolje, ¢e osta-
nemo pri najnizZji obcutljivosti (ISO 80-160). Proce-
sorji v aparatu sicer odstranijo Sum pri visokih ISO
vrednostih - hkrati s podrobnostmi. Pri portretih je
to lahko celo ugodno, a marsikdaj iz fotografije na-
stane ¢udno obarvan »akvarel«. Se manjsa so tipala
pametnih telefonov (okrog 5,5 mm x 4,1 mm ali Se
manj). Za hitre procesorje v pametnih telefonih po-
prave popacenja, vinjetiranja niso problem.

Literatura
[1] Interaktivne ilustracije ¢lanka so na avtor-

jevi strani na GeoGebra Tube: https://www.
geogebra.org/peter.legisa

Krizne vsote

B

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.
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Youngov poskus z belo svetlobo

N2

ANDRE) LIKAR

- Pri razmiSljanju o interferenci svetlobe ne mo-
remo mimo Youngovega poskusa. Danes ga z lah-
koto pokazemo z lasersko svetlobo, v preteklosti
pa poskus Se zdale¢ ni bil preprost. Obstaja celo
dvom, da ga je Young sploh izvedel v napogosteje
nevedeni inacici, kot je prikazana na sliki 1. Tu po-
trebujemo svetilo, ki oddaja monokromaticno sve-
tlobo. Svetilo zastremo z zaslonom Z1 in skozi
drobno navpic¢no rezo osvetlimo oddaljen zaslon
Z2 z dvema prav tako navpi¢nima, a tesno blizu
zarezanima rezama. Na oddaljenem zaslonu Z vi-
dimo navpicne interferencne proge, neizpodbiten

dokaz, da je svetloba valovanje.

SLIKA 1.
Postavitev Youngovega poskusa. Rezi in valovna dolzina so
zaradi preglednosti mocno povecani.

Ta poskus je preprost le v mislih. Zares je njegova
postavitev zahtevna. Najprej je potrebno imeti do-
volj svetlo drobno monokromati¢no svetilo. Ce od-
mislimo laser, takih svetil ni, priblizamo se jim z
mocnim belim svetilom s filtrom, ki prepusca sve-
tlobo v ozkem pasu valovnih dolZin. Thomas Young
in Augustin Jean Fresnel, ki sta v prvi polovici 19.
stoletja prva izvajala take poskuse, sta uporabljala

svetlobo Sonca, ki sta jo z zrcali in drobnimi lecami
skozi majhne luknjice ali zareze ustrezno usmerila.
Nadaljnjiizziv je izdelava dovolj ozkih rez, ki sta do-
volj tesno druga ob drugi. Ne smemo pozabiti, da je
valovna dolZina vidne svetlobe za naSe izkuSnje zelo
majhna, v obmocju pod enim mikrometrom. ReZi sta
lahko narazen za nekaj desetink milimetra, njuna Si-
rina pa le eno do dve desetinki milimetra. Sirini in
razmak med reZama so torej kar Stiri velikostne sto-
pnje manjsi od razdalje med zasloni, ki so v obmocju
metrov.

Prav ta metrska razdalja med zasloni pa zelo
zmanjSa koli¢ino svetlobe, ki pade na zaslon z re-
Zama in konc¢no na zaslon, kjer opazujemo interfe-
rencne proge. Te so Se v popolni temi komaj vidne.
Young je opazoval interferencne proge v beli svetlobi
Sonca, zato so bile obarvane. Pa postavimo Youngov
poskus z belo svetlobo. Najbolje bi se odrezali, ce
bi znali eksperimentirati s svetlobo Sonca. Ker tega
ne znamo, bomo morali nekoliko spremeniti sam po-
skus. Namesto oddaljenega zaslona Z, kjer opazu-
jemo interferencno sliko, bomo uporabili kar oko ali
fotografski aparat. Tako se izognemo veliki razdalji
med reZama v zaslonu Z2 ter zaslonom Z in zato ko-
maj opaznim interferen¢nim progam. Oko namrec
prislonimo tik ob rezi in gledamo skoznju na kak
meter oddaljen zaslon Z1 z ozko rezo, ki jo z druge
strani osvetljuje Zarnica. Interfrenecne proge so na
tak nacin jasno vidne, tudi fotografiramo jih brez te-
zav (glej sliko 2 in sliko 3). Oddaljeni zaslon Z smo
torej nadomestili z mreZnico ocesa, ki je zelo obc¢u-
tljiva in s katero zato dobro zaznavamo Sibko sve-
tlobo iz rez.

Kako narediti rezi, ki bosta dovolj ozki in ¢im bliZe
druga drugi? Navodil je kar nekaj. Nekateri priporo-
cajo tanko aluminijevo folijo, v katero s Sivanko na-
redimo dve kar se da bliznji luknjici. Spet drugi pri-
porocajo, da po s sajami zatemnjeni Sipi potegnemo
s tesno stisnjenima ostrima britvicama. Ker je debe-
lina britvice 80 pum, sta nastali reZi prav toliko na-
razen. Nam sta se najbolje posrecili rezi z lasom in
dvema britvicama. Na lesen okvir¢ek smo napeli las

%
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SLIKA 2.
Posneta interferencna slika dveh rez z belo svetlobo

SLIKA 3.
Mocneje eksponirana slika, da se vidijo tudi barvne proge.

z debelino 60 um in ga pritrdil s kapljicama sekun-
dnega lepila. Nato smo z obeh strani pazljivo prislo-
nili britvici tako, da sta bili rezi prav tako Siroki kot
las (glej sliko 4). Tako je bila razdalja med rezama
120 um. Izdelava terja mocnejso lupo ali mikroskop
z ne preveliko povecavo (~ 10 krat). Tudi britvici
smo pritrdili s kapljicami sekundnega lepila.

| l
SLIKA 4.

Izdelani rezi pri naSem poskusu

Z belo svetlobo interferenc¢nih prog ni prav veliko.
Jasno pa sta vidni skoraj povsem temni progi med
tremi belimi. Ostale proge so Ze obarvane in hitro
ugasajo zaradi kar velike Sirine rez v primeri z va-
lovni dolzino svetlobe. Prav ti dve temni in tri bele

proge pa so zelo izrazite in jih tezko zgreSiti. To je
bilo Youngu v prid, saj je kljub teZavnemu poskusu
proge lahko opazil. Pri svojem prvotnem poskusu ni
uporabil reZ pac pa tanko (malo manj kot 1 mm) kar-
tico, ki jo je postavil v ozek curek Sonceve svetlobe,
in opazoval njeno senco na oddaljenem zaslonu. Va-
lovne narave svetlobe pa kljub poskusom niso spre-
jeli Se nekaj desetletij, vse do tedaj, ko je Fresnel
ponovil nekatere Youngove poskuse in na novo pri-
kazal interferencne poskuse z zrcali in na okrogli in
ravni oviri ter matematicno podprl izide poskusov.

Na sliki 5 je izraCunana in barvno predstavljena
interferencna slika dveh zelo drobnih reZ na oddalje-
nosti 120 um z belo svetlobo. Podobnost s posneto
sliko je kar dobra, ¢e se zavemo konc¢ne Sirine pra-
vih rez. Uklonska slika ene same reze (glej sliki 6 in
7) pa ni barvno izrazita in zato njeno opazovanje za
Younga ni bilo kaj prida navdihujoce.

SLIKA 5.

Izracunana interferencna slika dveh zelo ozkih rez v beli
svetlobi

Omenili smo, da je prikaz Youngovega poskusa z
lasersko svetobo zelo preprost: na rezi posvetimo
z laserskim kazalnikom in sredi belega dne vidimo
na oddaljenem zaslonu izrazite interferencne proge.
Ob tem se Sele zavemo, kako neznansko moc¢no sve-
tilo je laser v primeri z drugimi svetili, s katerimi
je opazovanje interferencnih prog na zaslonu tudi v
popolnoma zatemnjeni sobi skoraj nemogoce, Se po-
sebej, Ce gre svetloba skozi barvni filter. Zelo ozek
enobarvni curek svetlobe iz laserja se zelo malo raz-
Sirja. Pri obicajnih svetilih dobimo tak curek le, ce
usmerimo svetlobo iz zelo oddaljenega svetila skozi
barvni filter in skozi drobne luknjice v zaslonu 71,
kar curek dodobra oslabi. Opazovanje interferenc-
nih prog z lasersko svetlobo je na nacin, ki smo ga
uporabili pri beli svetlobi iz Zarnice, lahko usoden za
oCi - Ze pri opazovanju, ki traja le kaksno sekundo,
si lahko pokvarimo vid, tudi ¢e uporabimo Sibke la-
serske kazalnike.

12
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Barvni sudoku

Y

- V 8 x 8 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
_ Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
SLIKA 6. stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
Posneta interferencna slika ene reze v beli svetlobi 4) nastopalo vseh 8 Stevil.

SLIKA 7.
Izracunana interferencna slika ene reze v beli svetlobi

v

RESITEV BARVNI SUDOKU

v

SLIKA 8.
Pogled skozi dve rezi na nekoliko razprto kljunasto merilo
X X X X X X

PRESEK 44 (2016/2017) 6 1 3




ASTRONOMIJA

Uporaba programov
Virtualnega observatorija

za Studijo

jate galaksi]

Berenikini kodri

N \%
DuUNjJA FABJAN

- Galaksije, ki jih opazujemo na no¢nem nebu, ni-
so naklju¢no razporejene po nebesnem svodu. Med
razvojem vesolja se pod vplivom gravitacije zdru-
Zujejo v vecje sestave, ki jim pravimo skupine in
jate galaksij. Skupine sestavlja manj clanic, okrog
50 razli¢nih galaksij, jate pa so bogatejse in vsebu-
jejo tudi do tisoc¢ galaksij. To je tudi primer jate
Berenikini kodri (uradno Abell 1656), kjer bomo
z vzorcem priblizno 500 galaksij ocenili nekatere

njene osnovne lastnosti.

Pri opazovanjih jat moramo najprej razcistiti, ali
se na sliko ni prikradla kaksna bliznja ali bolj od-
daljena galaksija, ki se po naklju¢ju nahaja vzdolz
smeri pogleda. Potrebna so torej dodatna opazo-
vanja gostote svetlobnega toka posamicne galaksije
v razlicnih valovnih dolZinah (spekter galaksije). V
razclenjeni svetlobi so prisotne Crte, iz katerih lahko
s pomocjo Hubblovega zakona razberemo razdaljo
galaksije.!

Ipreizkusite sami ucinek rdefega premika na
ter galaksije na spletni strani skupine za astronom-
sko izobraZevanje Univerze Nebraska-Lincoln: http:
//astro.unl.edu/classaction/animations/cosmology/
galacticredshift.html.

spek-

SLIKA 1.

Jata galaksij Berenikini kodri (Abell 1656), ki jo je posnel ve-
soljski teleskop Hubble. Jata se nahaja na razdalji priblizno
300 milijonov svetlobnih let, v premeru pa meri okrog 20 mili-
jonov svetlobnih let. Avtorstvo: NASA, ESA in Hubble Heritage
Team (STScl/AURA).

Hubblov zakon nam namrec¢ pove, da se zaradi Sir-
jenja vesolja galaksije od nas oddaljujejo. Hitrost
oddaljevanja galaksij vzdolz smeri pogleda (radialna
hitrost galaksij, v;44) je premo sorazmerna oddalje-
nosti galaksije, v,44 = Hp - d, kjer premo sorazmerje
doloca Hubblova konstanta Hy. Zaradi samega Sirje-
nja vesolja pa se spreminja valovna dolzZina svetlobe,
ki jo prejemamo od galaksije. Pri oddaljevanju ga-

14
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laksije so karakteristiCne ¢rte v spektru pomaknjene
proti vi§jim valovnim dolZinam, torej proti rdeci sve-
tlobi (zato to oznacujemo z besedno zvezo rdeci pre-
mik). Rde¢i premik z lahko opiSemo s formulo

)\op _Aodd ~ H() -d
Aodd c

kjer sta Aop In Apqq Opazovana oziroma oddana va-
lovna dolzina objekta (galaksije), Hy - d je radialna
hitrost galaksije, c hitrost svetlobe. Skrajni desni del
enacbe velja pri dovolj majhnih rdecih premikih.

Z meritvijo rdeCega premika lahko sklepamo, ali
je galaksija del jate: galaksije na priblizno istem rde-
¢em premiku so tudi na pribliZno isti razdalji, in Ce
se nahajajo na istem obmocju neba, so zelo verjetno
del jate.

Poleg hitrosti zaradi Sirjenja vesolja pa imajo ga-
laksije tudi svoje lastno gibanje. Znotraj jate so na-
mrec njihove hitrosti reda velikosti ve¢ 100 km/s, gi-
bljejo pa se neurejeno v vse smeri. Meritve radialnih
hitrosti bodo zato pokazale (Maxwellovo) porazde-
litev okrog srediS¢ne vrednosti. Vrh porazdelitve bo
na povprecnem rdecem premiku jate (oziroma pri hi-
trosti v,44 = z-c¢). Povprecno hitrost galaksij znotraj
jate pa doloc¢imo s pomocjo polovicne Sirine poraz-
delitve na polovi¢ni visini, 0y 4.2

Pri opazovanjih moramo biti pozorni, da je nas
vzorec ¢imbolj popoln in da se nam ne izmuznejo
sibkejse galaksije. Ce je vzorec nepopoln, bi lahko
bile naSe konc¢ne ugotovitve napacne. V primeru jate
Berenikini kodri, ki so jo opazovali v pregledu neba
SDSS, so ocenili, da je popolnost vzorca dovolj vi-
soka do mejne magnitude 17,77 (v r filtru). Pri vi§jih
magnitudah pa so zaznali premalo Sibkih galaksij in
zato vzorec ni ve¢ popoln.

Z uporabo jat galaksij je leta 1933 Svicarski astro-
nom Fritz Zwicky prvi sklepal o prisotnosti temne
snovi in to priblizno 40 let, predno je svoje meritve
in ugotovitve o prisotnosti temne snovi v galaksijah
zapisala astronomka Vera Rubin. Zwicky je svojo
razlago podal takole. Na nebu lahko opazimo ve-
liko jat galaksij. Sklepamo, da ne gre za objekte Sele
v razvoju, marvec¢ za stabilne strukture in si lahko
za oceno njihove mase pomagamo z virialnim teo-

2V astronomiji s érko o oznac¢imo »disperzijo hitrosti« (angl.
velocity dispersion), Ki je enaka standardni deviaciji porazdelitve
hitrosti v primeru, ko je povprecna hitrost objektov enaka nic.

ASTRONOMIJA

remom. Pri tem predpostavimo, da je porazdelitev
galaksij v jati sferna in da je jata v dinami¢nem rav-
novesju. Virialni teorem nam pove, da je povprecna
gravitacijska energija takega sistema (W) enaka ne-
gativni vrednosti dvakratnika povprecne termicne

(kineticne) energije sistema (W), torej Wy, = —2Wk.
M2
Ker sta gravitacijska energija W, = —%% in kine-

ticna energija galaksij Wy = %M . 30,2(1

zimo maso sistema M kot

4» 1ahko izra-

502 R
= M:%
G y

kjer sta R radij jate in G gravitacijska konstanta.

V prvem priblizku bi lahko maso takega objekta
ocenili s seStevanjem mase galaksij, ki jih vidimo na
astronomskem posnetku in za katere sklepamo, da
pripadajo jati. Toda Zwicky je opazil, da je masa, iz-
racunana z virialnim teoremom, bistveno (v njegovi
oceni celo nekaj 100-krat) vecja. Sklepal je, da mora
obstajati temna snov, ki jato drzi skupaj, saj bi se ga-
laksije v obratnem primeru porazgubile po prostoru.
Danes vemo, da je okrog 85% mase jate galaksij v
obliki temne snovi, nekaj ve¢ kot 10% v obliki vro-
Cega plina, manj kot 5% pa v zvezdah in galaksijah.

Virialni teorem na podoben nacin uporabimo za
oceno mase gravitacijsko vezanih sistemov, kot so
zvezde ali kroglaste zvezdne kopice, le da pri prvih
upoStevamo termic¢no energijo plina, pri drugih pa
kineti¢no energijo zvezd.

V nadaljnjem besedilu predstavljamo vajo za iz-
racun povprecnega rdecega premika jate, povprecne
hitrosti galaksij v jati ter maso celotne jate. Vaja je
razdeljena na devet tock, vsaka pa vsebuje Se na-
vodila za uporabo ukazov dveh programov Virtual-
nega observatorija. Virtualni observatorij je medna-
rodna mreza, pri kateri sodelujejo astronomska po-
datkovna srediSca, ki razvijajo skupno programsko
opremo in platformo in nam omogocajo, da obilico
podatkov zemeljskih in vesoljskih teleskopov razi-
$¢emo, poveZemo, obdelamo in prikaZemao.

Studij jate galaksij Berenikini kodri (Abell 1656)

Avtorja: Giulia Iafrate in Massimo Ramella, Trzaski
astronomski observatorij

-
o)

nadaljevanje
na strani
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ASTRONOMIJA

-
Ui

nadaljevanje

s strani

Uporabljeni programi: ~ Aladin®, TOPCAT*

Cilj. Raziskati jato galaksij Berenikini kodri (Abell
1656) z uporabo podatkov in orodij Virtualnega ob-
servatorija (VO) ter s hitrim postopkom oceniti pov-
precni rdeci premik jate in disperzijo hitrosti gala-
ksij v jati ter tako pridobiti oceno njene mase.

1. Odpri sliko jate A1656 v vsenebnem barvnem
atlasu (Allsky color atlas) programa Aladin.

e Vnesi napis A1656 v okno Location, nato
klikni SDSS.

2. Predlagamo uporabo funkcije zoom za prikaz
vidnega polja velikosti priblizno 1,5°.

= Zoom drsnik najdes na dnu strani desno, ve-
likost vidnega polja FOV (angl. field of view)
je zapisana v spodnjem delu slike.

Na razdalji, kjer se nahaja jata Berenikini kodri,
je 40" enakovrednih 1,1 Mpc® (pri uporabi sle-
decih kozmolo8kih parametrov: Hy = 71 km/s/
Mpc, Qp = 0.73, Qp = 0,27), kar je dovolj ve-
liko obmocje za naso vajo.

Namig. Velikost obmocja na sliki lahko preveris
tako, da s pomocjo gumba »dist« narise§ ¢rto
dolZine 40'.

Namig. Klikni na gumb pan v primeru, da bi Ze-
lel sliko premakniti oziroma jo znova postaviti
na sredino ekrana.

3. Nalozi katalog SDSS-DR9 iz serverja All VizieR
catalog.

= File — Open...; Surveys (desno na seznamu
Catalog servers) izberi SDSS-DRY; radij 407,
odkljukaj »retrieve all columns«
(pridobi vse stolpce in klikni SUBMIT).

S filtrom v SDSS katalogu izberi samo galaksije
(odstrani zvezde in ostale izvore):

3Interaktivni nebesni atlas Aladin (beri Aladén, po franco-
sko) je prosto dostopen na spletni povezavi http://aladin.
u-strasbg.fr/.

4Pr0gram TOPCAT je prostodostopen na spletni povezavi
http://www.star.bris.ac.uk/~mbt/topcat/.

SMpc oznacuje 108 parsekov (pc) oziroma en mega parsek.
Parsek (paralaksa ene locne sekunde) je ena izmed osnovnih
astronomskih enot za razdaljo in meri 3,08 - 1016 m.

= Catalog — Create a filter — Advanced mode;
Columns — Columns in loaded catalogs; iz-
beri »CL« in vnesi ukaz ${c1}=3 {draw}.
Uporabi funkcijo »MATHc, Ce potrebujes vnos
oklepajev >{}<; klikni Apply.

V okencu filtra izvozi (Export) filtrirani kata-
log na novo ravnino in ga preimenuj v SDSSGa-
laxies (z desnim klikom na izbrano ravnino lah-
ko spreminjas ime, barvo ter simbole v oknu
lastnosti - properties). Za bolj jasen prikaz sve-
tujemo, da pustiS na desnem seznamu samo
obarvano ravnino SDSS9 in ravnino SDSSGalaxi-
es.

4. Prenesi filtrirani katalog v aplikacijo TOPCAT.

= ZazZeni program TOPCAT; izberi ravnino SDS-
SGalaxies v Aladinu in klikni na malo parabo-
licno anteno v spodnjem desnem kotu apli-
kacije Aladin.

5. Ustvari niz galaksij s fotometri¢nimi podatki
(rPmag) v SDSS.
Ustvari niz galaksij (poimenuj ga MAG_LIMITED),
ki ga bodo sestavljale galaksije z magnitudami
rPmag, ki so svetlejSe od omejitve v popolno-
sti za spektroskopski vzorec SDSS, rPmag;;;,; =
17,77.

= Views — Row Subsets ter v oknu subset kli-
kni na zeleni krizec. Vnesi ime niza ter izraz
$83 <= 17.77.

Preveri velikost svojega vzorca (Nwac_LimITeD =
648).

Pozor. TOPCAT ne razlikuje med velikimi in ma-
limi ¢rkami, SDSS pa vsebuje tako magnitude
rpmag kot rPmag. V tem primeru je potrebno
uporabiti $ID (identifikacijsko polje) posamic-
nega stolpca raje kot njegovo ime. $ID stolpcev
si lahko ogledate z Views — Column Info.

Ustvari manjsi vzorec iz vzorca galaksij, ome-
jenih v magnitudi in za katere obstaja vrednost
rdecega premika (zsp) v SDSS. Ustvari podvzo-
rec Z znotraj te omejitve v popolnosti vzorca in
za galaksije z rde¢im premikom.

= Klikni na zeleni kriZzec in vnesi izraz
MAG_LIMITED & zsp> 0; subset name Z.

18
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File Edit Image Catalog Owverlay Coverage Tool View Interop Help (==}

= B Location x Frame|icRs | + ‘@
DSS *SDSS *2MASS *WISE *GALEX *PLANCK *AKARI *XMM *Fermi *Caia *Simbad *NED +

SDSS9 colored
Mouse controls:

oleft: source

" selection,
oMiddle; quick
panning.
oRight: constrast
adjustement,
owheel quick zoom
on the reticle.
oSimple-clic; move the
reticle.
oDouble-clic:
re-center.

@ - o Server selector

oo O & € o i

image O Surveys in VizieR catalog
40.07 BN servers servers
r Specify a target and a survey name,
Target (ICR... 12 59 48.70+27 58 50.0 Grabco... |
== & Al columnns
Survey SDSS-DR9 Radius 40'

Info. Coverage (MOC)
You can pick up a survey name From the list below

Mame Description Nb of KRows ||~

2MASS-PSC [The 2MASS Point Source and 2MASS6x catal... (470993 |

2MASX The 2MASS Extended Source Catalogue (2003) 1648

AC2000.2 |astrographic catalog (mean epach around 1... 4622

AKARI AKAR| IRC (8/18um) and FIS (60-160um)all-sk... 1298

ALLWISE  |AIWISE Data Release (Cutri+ 2013) 747634

@ ml) Ascc-25  |All-sky Compiled Catalog of 2.5M* (2003) 2501

o ik ke I¥€S: B/DENIS  |The DEMIS database (3rd Release 2005 versl... 355220
(e lcMc14 The Carlsberg Meridian Catalog 14 (-30<Dec.., 95858

ei201E Lt enRs: 151008 Diskibttad UiiknGHLIGRL Y2 erS..| GALEX GALEX-DRS sources from AlS and MIS (2011) 77864
'—=———| GLMPSE |Spitzer's GLIMPSE catalogs (Galactic Plane) 104241

GSC-ACT  The HST Guide Star Catalog reduced on Tych... 25242

GSC1,2  The HST Guide Star Cataloa 1.2 25242

SLIKA 2.

Slika jate A1656 v programu Ala-
din. Na sliki je oznacena velikost
polja ter okno za izbiro kataloga
pregleda neba SDSS-DR9.

Reset| | Clear SUBMIT | Close )

Submit your request

Preveri velikost vzorca (N = 482). OpaziS lah- 8. Izoliraj vrh radialne hitrosti jate v oknu poraz-

ko, da je vzorec manj kot 100% popoln v rde-
¢em premiku (482/648 = 74%).

. Posreduj vzorec Z Aladinu.

= V glavnem oknu programa TOPCAT izberi
Row Subset: Z; Interop — Broadcast table.

Preimenuj ga v Z v Aladinovem desnem sezna-
mu in preglej. Za boljsi pregled lahko odstranis
SDSSGalaxies.

. Pridobi povprec¢no radialno hitrosti in disper-
zijo hitrosti za jato galaksij Berenikini kodri.
V TOPCATu spremeni rdec¢i premik v radialne
hitrosti (v = ¢ - zsp).

= Views — Column info; v novem oknu kli-
kni na zeleni krizec; ime (name) CZ ; izraz
(expression) zsp*toDoub1e(300000).

= Views — Table data; preveri prisotnost in
pravilnost novega stolpca (na zadnjem me-
stu v tabeli).

delitve (histogram window), ustvari nov podv-
zorec COMA. TOPCAT je zmoZen ustvarjanja
podvzorcev iz predela histograma, ki je trenu-
tno prikazan. Porazdelitev hitrosti jate je po-
dobna krivulji v obliki zvonca z vrhom pri pri-
blizno 7000 km/s in se razteza do nekaj 1000
km/s stran od vrha. Ko jo bos videl jasno in do-
bro izolirano v svojem oknu, bos lahko ustvaril
seznam galaksij, ki sestavljajo jato.

= Graphics — Histogram Plot; v novem oknu
izberi Position — X — CZ; Subsets — Z;

= raziSci histogram s premikanjem miske in so-
Casnim pritiskom na levo tipko;

= jzberi vrh v graficnem oknu s premikom mi-
Ske in pritiskom na desno tipko (lahko tudi
izberes Axes — Range in rono vneses$ mejne
vrednosti Ximin; Xmax, Ymin, Ymax)-

= na koncu Se Subsets — New Subset from
visible — ime COMA; Add and Set Current
Subset.

PRESEK 44 (2016/2017) 6
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; x . — o0 Aladin v9.0

File Edit Image Catalog Overlay Coverage Tool View Interop Help

@ [ Location x| Frame|ICRS | +
DS % - 0O Histogram Plot +Simbad *NED +
Window Layers Subsets Plot Export Help

= meletnajkEsa o x|

9. Pridobi povprecno hitrost in disperzijo hitro-
sti v jati galaksij Berenikini kodri.

= Views — Column statistics v glavnem oknu
TOPCATa izpiSe nGood = Npmembers = 381,
< cz >= 6977 km/s in disperzijo hitrosti
o = 1120 km/s, kar se odli¢no sklada z bolj
natanc¢nimi analizami.

Pozor. Prikaze$ lahko vec¢ statisti¢nih lastnosti
in jih pregledas v seznamu Display.

Bolj natancne statisti¢ne analize galaksij, ki sesta-
vljajo jato, in sistemati¢nih napak pokaZejo, da je
disperzija hitrosti jate o = 947 + 31 km/s. Skupaj
z oceno radija jate, Ryop = 2.23 += 0.08 Mpc, je oce-
njena jatina masa Moo = 1.29 = 0.15 - 10'°M,, (Son-
¢evih mas). Podatki so iz ¢lanka Sohn J., Geller, M. J.,
Zahid, H. J. et al. 2016, arXiv:1612.06428.

Vajo Studij jate galaksij Berenikini kodri sta sesta-
vila avtorja v sklopu projekta Asterics, ki ga podpira
okvirni program EU Obzorje 2020 (Horizon 2020).

70
80 ’
50  ® New Subset
E New Subset Name: [COMA| >
¢
‘ Add and Set Current Subset ‘ B ilter.src
SDSSGalaxies
SDSS9 colored
shics loins Windows VO Interop Help I
2 (= | | -
) [EuEez Wiedo nEX w06 F gy
2000 4000 8000 8000 10000 12000 14000 .
s ) R Prikaz
W= : Label: [Filter.src | i
.|,||L!_IHQQ1 ‘ ﬁ Location: Aladin:Filter.src h|Stograma
e Name: Filter.src )
1= Frame | "Position | subsets | Form Rows: 24.476 (483 apparent) porazdeli-
Le &rid £ = Columns: 139
— | rabie: 1 Fiter.erc]< sorcorder: £ |7 tve
g Axes xX: |cz B o H H
i’ i i I i Row Subset: |Z - hltrOStI
pih 1= weight: “| Activation Action: [ |Broadcast Row n
£l 22 Fiter| galaksij v
SAMP
Count: 384/ 24.476 ;{Mesﬁag“:‘ @) | Clients: | T (8) B ‘ g ‘ programu
TOPCAT.

Ve¢ podobnih vaj (v anglescini) najdete na spletnih
straneh Euro-VO (http://www.euro-vo.org/?qg=
science/scientific-tutorials ter http://vo-
for-education.oats.inaf.it/index_eng.html).

Literatura

[1] Sohn J. idr. 2016, The Velocity Dispersion Func-
tion of Very Massive Galaxy Clusters: Abell 2029
and Coma, dostopno na: https://arxiv.org/
abs/1612.06428, ogled: 20. 4. 2017.

[2] program Aladin Sky Atlas, dostopno na: http:
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[3] program TOPCAT, dostopno na: http://www.
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4.2017.
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RACUNALNISTVO

Drevesno preiskovanje

Monte Carlo

N2
DAMJAN STRNAD

- Bralec tega prispevka se je najbrz ze kdaj pre-
izkusil proti racunalniku v kateri od iger, kot so
Sah, dama ali vsaj kriZci-krozZci. V omenjenih igrah
je racunalnik Ze zdavnaj presegel cloveka, kar je
delno zasluga napredka strojne opreme, predvsem
pa algoritmov, ki v vsakem stanju igre precej za-

nesljivo dolocijo najboljso naslednjo potezo.

To naredijo z izgradnjo drevesa igre za doloceno
Stevilo potez v prihodnost. VozliS¢a v drevesu igre
so poloZaji v igri (npr. polozaji na Sahovnici), pove-
zave med njimi pa poteze, ki jih izmeni¢no vleCeta
nasprotnika (glej sliko 1). Algoritem zgradi drevo
igre iz trenutnega poloZaja, ki je v korenu drevesa,
do dolocene globine (npr. pet mojih in pet nasprotni-
kovih potez). Polozaji v listih drevesa igre so torej
polozaji, do katerih nas pripeljejo vse mozne kom-
binacije naSih in nasprotnikovih potez. Algoritem
zatem z uporabo vgrajenega strokovnega znanja o
igri oceni te poloZaje, od katerih so nekateri lahko
tudi kon¢ni (npr. zmaga enega od igralcev). Ocena
polozaja pove, za katerega od igralcev je ta vsaj na-
videz bolj ugoden. Na podlagi ocen polozajev se po
posebnem postopku dolo¢i poteza, ki igralcu na po-
tezi v korenu zagotavlja najboljSe nadaljevanje ob
najslabSem moZnem scenariju (tj. optimalni igri na-
sprotnika). Osnovna metoda na tem podrocju je al-
goritem alfa-beta in njegove Stevilne optimizacije, ki
so ob vsesplosni paralelizaciji izvajanja na sodob-
nih elektronskih napravah in uporabi obseznih zbirk
specificnega znanja o posamezni igri (t. i. hevristicno
znanje) prisilili ¢loveka, da je Ze pred leti priznal pre-
moc¢ racunalniku.

Obstajajo pa tudi igre, ki jim na sistematiCnem
pregledovanju drevesa igre temeljeci algoritem alfa-
beta in njegove izpeljanke niso kos. Za prvo takSno
igro je veljala Arimaa, ki se igra s posebnimi figurami
na standardni Sahovnici, a je pred dvema letoma naj-
mocnejSe Cloveske igralce, tesno pa vendar, z upo-
rabo algoritma alfa-beta premagal program Sharp.
Morda je k temu pripomoglo tudi dejstvo, da Arimaa
nikoli ni dosegla pretirane priljubljenosti in je zato
tudi Stevilo vrhunskih ¢loveskih igralcev omejeno.

Druga in precej bolj znana tovrstna igra je go, ki
se igra s polaganjem kamenckov dveh barv na plosco
velikosti 19 x 19 polj. V zadnjih letih je igra go po-
stala Ze kar slavna zaradi svoje vloge zadnjega ste-
bra obrambe c¢loveSke inteligence pred hladno igral-
no logiko racunalnikov. Slednji so namre¢ pri igra-
nju igre go dosegali nivo povpreCnega amaterja. Vse
to se je spremenilo lani, ko je racunalniski program
po imenu AlphaGo prepricljivo premagal cloveSkega
svetovnega prvaka. Algoritem, ki ga uporablja Al-
phaGo, je vsekakor dale¢ prekompleksen, da bi ga v
celoti opisali tukaj, zainteresirani bralec pa najde po-
droben opis v ¢lanku [1]. V tem prispevku bomo opi-
sali algoritem za gradnjo drevesa igre, ki je eden od
sestavnih elementov programa AlphaGo in se ime-
nuje drevesno preiskovanje Monte Carlo (Monte Carlo
tree search, MCTS). MCTS ne temelji na hevristicnem
ocenjevanju nekonc¢nih polozajev v listih drevesa igre
kot alfa-beta, temvec kakovost naslednje poteze oce-
njuje z velikim Stevilom simulacij naklju¢nih iger ra-
Cunalnika samega s sabo (t. i. self-play). Ker pa bi iz-
kljuéno naklju¢ne simulacije v omejenem ¢asu za po-
tezo tezko zanesljivo dolocile najboljSo potezo, al-
goritem MCTS kombinira med naklju¢nim vlecenjem
potez in prednostno izbiro potez, ki so se v pred-
hodnih simulacijah izkazale kot potencialno dobre v
posameznih polozajih igre. Temu mehanizmu, ki je
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kon¢ni
polozaj
(zmaga
igralca 2)
SLIKA 1.
Drevo igre

trenutni polozaj v igri
poteze 1. igralca
polozaji po 1. potezi
poteze 2. igralca
polozaji po 2. potezi

poteze 1. igralca

polozaji po 3. potezi

prisoten v prakticno vseh iskalnih algoritmih ume-
tne inteligence, reCemo uravnotezanje med razisko-
vanjem (nakljucne poteze) in izkoriScanjem (znane
dobre poteze).

Osnovna znacilnost iger, pri katerih se je MCTS
uveljavil pred ostalimi algoritmi, je visok povprecni
vejitveni faktor, tj. povprecno Stevilo moznih potez
v poljubnem polozaju igre. Pri igri Arimaa je ta oce-
njeno na vec kot 15000, pri igri go pa naj bi znaSal
skromnejSih 250. Druga posebnost algoritmu alfa-
beta neprijaznih iger je ta, da je v sploSnem tezko
zanesljivo oceniti, kateri igralec in za koliko je v ne-
kem polozaju v prednosti. Z drugimi besedami, he-
vristicno oceno je tezko definirati samo na podlagi
situacije na ploSci.

V nadaljevanju prispevka bomo najprej opisali al-
goritem MCTS, zatem pa prikazali osnovni koncept
delovanja na prakticnem primeru. Ironija praktic-
nega primera bo v tem, da bomo zanj uporabili igro
krizci-krozci, ki je morda najpreprostejSa od vseh
moznih iger in najlepsSi primer igre, pri kateri upo-
raba MCTS ni potrebna. Bo pa zato zgled dovolj pre-
prost in bo jasno ponazoril princip delovanja algo-
ritma, ki ga je mogoce prenesti neposredno na vse
druge podobne in veliko bolj kompleksne igre.

Drevesno preiskovanje Monte Carlo

Naloga algoritma MCTS je poiskati najboljSo nasle-
dnjo potezo za igralca na potezi v trenutnem polo-
Zaju pri igri. Podobno kot vsi sorodni algoritmi za
igranje iger tudi MCTS trenutni polozaj predstavi kot
koren drevesa igre, drevo pa nato v vec ciklih pocasi
dograjuje. Vsak cikel algoritma je sestavljen iz Stirih
korakov, ki si sledijo v naslednjem zaporedju (glej
sliko 2):

= Selekcija - v tem koraku MCTS s pomocjo strate-
gije selekcije izbira poteze, s katerimi se pomika
od korena drevesa igre proti listom. Ce v nekem
vozliS¢u strategija izbere potezo v smeri nasle-
dnjega stanja, ki Ze ima pripadajoce vozliSCe v
drevesu igre, se premaknemo v to vozli§ce in s se-
lekcijo nadaljujemo. Ce pa strategija izbere novo,
Se neuporabljeno potezo, se izvajanje algoritma
prestavi v naslednji korak, tj. v Siritev drevesa igre.

= Siritev - v tem koraku se ustvari oziroma razvije
novo vozliS¢e za doslej neobstojeci polozaj v dre-
vesu igre, ki je bil izbran v koraku selekcije. Raz-
vito vozliSce se doda v drevo igre kot nov list, tako
da se drevo igre v vsakem ciklu algoritma MCTS
poveca za natanko eno vozlisce. Sledi izvajanje
naslednjega koraka, tj. simulacije.
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simulacija posodabljanje

SLIKA 2.
Koraki algoritma MCTS

= Simulacija - v tem koraku se izvede simulacija
igre od trenutnega poloZaja do zakljucka igre, pri
Cemer za izbiro potez uporabljamo t. i. simulacij-
sko strategijo. Ta je ponavadi zelo preprosta in iz-
bira poteze za oba nasprotnika povsem nakljucno,
lahko pa vkljucuje hevristiko in daje prednost po-
tezam, ki obic¢ajno veljajo za dobre v doloCeni igri
(npr. igranje v sredino ali vogal pri igri kriZci-kroz-
ci, ¢e ta seveda Se ni zaseden). Simulacija se za-
kljuci, ko je doseZen kateri od kon¢nih poloZajev
igre (npr. trije krizci ali krozci v vrsti).

= Posodabljanje - v fazi posodabljanja se najprej
ovrednoti doseZen kon¢ni rezultat simulacije s sta-
lisca igralca na potezi. Pri igri kriZci-kroZci bi bila
mozna vrednost igre npr. 1 za zmago, 0.5 za neod-
lo¢en izid in 0 za poraz. Nato se pomikamo nazaj
po verigi obiskanih vozlis¢ od nazadnje dodanega
lista do korena in popravljamo nekatere pri vozli-
S¢ih shranjene vrednosti. Te vrednosti uporablja
strategija selekcije pri izbiri potez v naslednjih ci-
klih algoritma.

Izvajanje algoritma MCTS lahko omejimo z maksi-
malnim Stevilom ciklov ali pa z omejitvijo ¢asa za
potezo. V slednjem primeru bo MCTS izvajal simu-
lacije do izteka c¢asa za potezo in nato na podlagi
vrednosti vozliS¢-naslednikov korena v drevesu igre
predlagal najboljSo naslednjo potezo.

V zgornjem opisu algoritma manjka nekaj kljuc-
nih informacij, predvsem to, kako strategija selek-
cije izbira poteze pri pomikanju navzdol po obstoje-

Ccem delu drevesa igre ter kako se povsem na koncu
doloci najboljsa poteza. Da lahko pojasnimo oboje,
moramo najprej vedeti, katere informacije se hranijo
pri vsakem vozli§¢u drevesa igre. Pravzaprav jih ni
tako veliko. Poleg seznama kazalcev na naslednike,
od katerih so tisti na Se nerazvite enostavno prazni
(nil), in podatka o tem, kateri igralec je v vozliS¢u
na potezi, sta za osnovni MCTS potrebna samo Se
dva Stevca. Prvi je Stevec obiskov vozlisca, ki pove, v
koliko dosedanjih ciklih algoritma smo med fazo se-
lekcije Sli preko tega vozliS¢a. Drugi Stevec je vsota
vrednosti iger, ki so $le preko tega vozlis¢a. Ce smo
torej neko vozlisSce v dosedanjem poteku algoritma
obiskali desetkrat in smo pri tem sedemkrat zma-
gali ter trikrat izgubili, bomo to na kratko zapisali
z oznako 7/10 znotraj vozlis¢a. Slika 3 prikazuje
primer dela drevesa igre (celotno drevo bi imelo 21
vozliS¢) med igralcem s ¢rnimi figurami, ki je na po-
tezi, in njegovim nasprotnikom z belimi figurami.
Algoritem MCTS je doslej izvedel 20 simulacij, od
katerih se jih je 14 koncalo z zmago za ¢rnega, kar
nam pove oznaka 14/20 v korenu drevesa (predpo-
stavimo, da neodlo¢en izid ni moZen)!. Stevilke ob
vozliS¢ih predstavljajo enolicne oznake vozliS¢, da
se bomo nanje lazje sklicevali. V nadaljevanju bomo
za Stevilo obiskov vozliS¢a i uporabljali oznako n;,

1Ce je pozoren bralec opazil, da je §tevilo obiskov vozli§¢a
enako vsoti obiskov v njegovih naslednikih samo v korenu, naj
spomnimo, da vsako razvito vozliS¢e razen korena prvic¢ obi-
S¢emo Ze ob njegovem razvoju.
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za njegovo vrednost pa v;.

Sedaj se lahko posvetimo problemu izbire potez
med fazo selekcije algoritma MCTS. Dalec¢ najbolj pri-
ljubljena strategija selekcije v obstojecih izvedbah
osnovnega MCTS je strategija UCT (Upper Confidence
bound for Trees). Naj bo i indeks trenutnega vozli-
$ca, v katerem v koraku selekcije izbiramo naslednjo
potezo za premik po drevesu igre navzdol, in naj bo
j indeks kateregakoli od njegovih naslednikov, tudi
tistih, ki jih Se nismo razvili in torej Se nimajo pri-
padajocega vozliSca v drevesu igre. Vrednost UCT
naslednika j izracunamo po naslednji enacbi:

s yery = Yoo, /B0 (1)
n; n;j
Ob enachi (1) se velja nekoliko pomuditi. Prvi ¢len
enacbe je razmerje med doseZeno vrednostjo nasle-
dnika in Stevilom iger, ki so potekale preko njega. Ta
bo viSja pri tistih vozliS¢ih, ki so sodelovala v ve¢jem
Stevilu zmagovalnih iger. Na primeru s slike 3 je, re-
cimo, vrednost prvega Clena enacbe (1) za najbolj le-
vega naslednika korena enaka % = 0.5. Med dvema
naslednikoma z istim Stevilom dosezenih tock bo
vi§je ocenjen tisti, pri katerem nam je to uspelo v
manjSem Stevilu poskusov. In podobno, med dvema
vozliS¢ema naslednikoma z istim Stevilom obiskov
bo viSje ocenjeno tisto, pri katerem smo ob tem do-
segli vi§ji izkupicek. Namen prvega clena enache (1)
je torej favorizirati naslednike, ki so se v dosedanjih

SLIKA 3.
Primer dela drevesa igre za MCTS

simulacijah izkazali za boljSe. To je t.i. izkoriS¢eval-
ski del prej omenjenega mehanizma uravnoteZanja
med raziskovanjem in izkoriS¢anjem.

Bralcu je najbrz jasno, da drugi ¢len enacbe (1) po-
temtakem predstavlja raziskovalni del mehanizma.
To lahko potrdimo s tem, da razmislimo o vplivu
ulomka pod korenom. V Stevcu ulomka nastopa Ste-
vilo obiskov trenutnega vozlisca i, ki je enako za vse
njegove naslednike. V imenovalcu nastopa Stevilo
obiskov posameznega naslednika. Ce je to vigje, bo
vrednost ulomka, s tem pa tudi celotnega drugega
Clena, niZja. Drugi clen bo torej favoriziral redkeje
obiskane naslednike, kar ustreza raziskovalnemu ele-
mentu iskalnih algoritmov. Se nerazvitim nasledni-
kom, pri katerih je n; v obeh imenovalcih enak 0,
priredimo vrednost UCT = 1. Eksperimentalno do-
locena konstanta ¢ je utez, s katero lahko pouda-
rimo raziskovalno ali izkoriS¢evalno plat strategije
UCT oziroma dolo¢amo ravnoteZje med njima.

Strategija selekcije UCT v vsakem vozliS¢u izbere
potezo v smeri naslednika, ki ima najviSjo ali naj-
niZjo vrednost UCT. Ce je takih naslednikov ve¢ (npr.
vsi Se nerazviti nasledniki), potem med njimi izbere
naklju¢no. V smeri najviSje ocenjenega naslednika
igramo v tistih vozliscih, v katerih je na potezi igra-
lec, ki je na potezi tudi v korenu (torej igralec, ki
dejansko gradi drevo igre). V smeri najniZje ocenje-
nega naslednika igramo v vozliscih, kjer je na potezi
nasprotnik. Bralec naj sam razmisli, zakaj je takSna
strategija selekcije smiselna. Kot namig naj samo po-
novimo, da vrednosti v v vozli§¢ih odrazajo viSino
izkupicka s staliSca igralca, ki je na potezi v korenu.

Oglejmo si, kako bi strategija selekcije izbirala po-
teze na primeru s slike 3 pri ¢ = 1. V korenu izracu-
namo vrednosti UCT za naslednike in dobimo:

-UCT1=% ,/ 0 _ 1207,
UCT, = 1 1/ 1 =1,333,
UCT; = % ,/ 2 =1,724.

Strategija selekcije v korenu izbere potezo v smeri
najviSje ocenjenega naslednika, kar je vozlisce 3. To
stori tudi v primeru, ¢e ima koren Se kaksSne nera-
zvite naslednike, katerih vrednost UCT je enaka 1.
Ker vozlisce 3 ni kon¢ni poloZaj, v nadaljevanju stra-
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nerazvitimi nasledniki, katerih vrednost UCT je enaka
1. Vrednost UCT Ze razvitega naslednika je namrec
nizZja, saj znasa v/In2 = 0, 833.

Preostane samo Se vpraSanje izbire koncne poteze.
Ko se cas za izbiro poteze izteCe, vrnemo potezo v

0/0
smeri najveckrat obiskanega naslednika korena. Za-
kaj ne v smeri najbolje ocenjenega? Lahko tudi to, / \
izkaze se namre¢, da gre v vecini primerov za eno

in isto vozliSCe, sicer pa se je izbira najpogosteje
obiskanega naslednika korena izkustveno bolj uve-
ljavila v praksi.

tegija selekcije naklju¢no izbere med njegovimi Se O
X

Zgled krizci-krozci

SLIKA 4.
V korenu strategija selekcije naklju¢no izbere med Stirimi ne-
razvitimi nasledniki.

Da teoretitno razlago podkrepimo Se s prakti¢nim
zgledom, vzemimo primer dobro znane igre kriZci-
krozci. Naj bo trenutni poloZaj v igri takSen, kot je
prikazan v korenu drevesa na sliki 4, na potezi pa
je krizec. Pri izbiri naslednikov bomo upoStevali, da
so preko horizontale, vertikale ali diagonale prezr- O

X

caljena stanja igre enakovredna. Med zrcalno ena-
kovrednimi nasledniki bomo zato vedno upostevali
le enega, kar bo poenostavilo obravnavo in prikaz.
Prav tako zaradi poenostavitve racunanja uporabimo
c=1.

0/0
V prvem ciklu algoritma MCTS v korenu izbiramo
med Stirimi nerazvitimi nasledniki (izrisanimi ¢rtka-
>< o o

no na sliki 4) z oceno UCT enako 1. Med njimi zato
izberemo nakljucno in denimo, da je izbrana poteza -
krizca v sredino levega roba. e X

Drevo igre razsSirimo z novim vozliS¢em, iz kate-
rega izvedemo naklju¢no simulacijo igre. Predposta-
vimo, da se ta konca v poloZaju, kjer je zmagovalec
krizec (slika 5). Izid simulacije zato ovrednotimo z
1 in novorazvitemu listu ter korenu po poti nazaj
posodobimo vrednosti n in v. V naSem primeru to
storimo tako, da oba Stevca povecamo za ena (slika
6).

V drugem ciklu algoritma v korenu s strategijo
UCT spet izbiramo med Stirimi nasledniki. Trije ne-
razviti nasledniki b, d in e imajo Se vedno vrednost
UCT enako 1, prav tolikSno pa ima ze razviti nasle- 1
dnik c, saj velja:

SLIKA 5.

1 In1 y . .
" UCT, =~ +/— =1. Naklju¢na simulacija iz novega lista se konca v polozaju, kjer
1 1 je zmagovalec igralec na potezi, tj. krizec.
Ce tokrat naklju¢no izberemo naslednika e in od tam %
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SLIKA 6. XX XX AR X
V fazi osvezitve novemu listu in korenu povetamo oba Stevca. O X
1.5/2 0.5/1 01
1
naprej s simulacijo doseZemo neodloc¢en kon¢ni izid, X010
po posodobitvi vrednosti vozliS¢a e in korena do- XX
bimo situacijo s slike 7.
1/1
a SLIKA 8.
O Stanje drevesa igre po sedmih ciklih algoritma MCTS
1.5/2 V tretjem ciklu bomo v korenu izbirali med nera-

(0]

4/In2/1 = 1,333. Izbrano bo vozliS¢e c, v katerem se
bomo potem odlocali med Sestimi moZnimi nadalje-
vanji, od katerih Se nobeno ni vkljuceno v drevo igre.
Izbira novega lista na globini 2 drevesa igre bo torej
spet naklju¢na.

Da se primer ne zavlece preve¢, sko¢imo na zadnji
cikel algoritma - naj bo to cikel 8. Predpostavimo, da
SLIKA 7. je drevo igre po sedmih izvedenih ciklih taksSno, kot
Stanje drevesa igre po dveh ciklih algoritma MCTS ga prikazuje slika 8. Vrednosti UCT vozliS¢ nasledni-
kov korena so naslednje:
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zvitima naslednikoma b in d z vrednostjo UCT = 1,
/ \ naslednikom ¢ z vrednostjo UCT, = 1 + /In2/1 =
b c d 1,833 ter naslednikom e z vrednostjo UCT, = 0.5 +

XX

X|X1O

1/1 0.

(ol
=
=




= UCTb=9+ 11’177:1’395’
1 1
3 In7
UCTC_Z+ 7—1,447,
UCTy; =1
UCTe—Ozj+ 1n77=1,236.

Izberemo torej potezo v smeri vozliSca c, katerega
ocena je najviSja. V vozliS¢u ¢ se odlocamo med
naslednikom f z oceno UCTy = 1,5/2 + /In4/2 =
1,583, naslednikom g z oceno UCTy = 0,5/1+
JIn4/1 = 1,677 ter Se nerazvitimi Stirimi nasledniki
z oceno UCT = 1. Ker je v vozliS¢u ¢ na potezi
krozec, strategija selekcije izbere potezo z najniZjo
oceno UCT, torej naklju¢no izbere enega od Se nera-
zvitih naslednikov. Ne glede na izid simulacije bo po
osmih ciklih najpogosteje izbran naslednik korena
$e vedno vozlis¢ée c. Ce bi se torej v tem trenutku
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morali odlociti za potezo, bi bila to poteza v sredino
levega roba.
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- LetoSnja slavnostna podelitev nagrad tekmoval-
cem v matematiki, fiziki in astronomiji je potekala
v soboto, 13. maja, v Unionski dvorani v Ljubljani.
V letu 2016/17 je na tekmovanjih v organizaciji
DMFA Slovenije sodelovalo 133139 tekmovalcev
in 8116 mentorjev iz 709 Sol, podeljenih je bilo
948 zlatih priznanj, na zaklju¢no prireditev pa je
bilo povabljenih 213 nagrajencev in 172 mentor-
jev, ki so osvojili skupaj 252 nagrad.

V prazni¢no urejeni dvorani je nagrajence na veli-
kem platnu pozdravila ilustracija popotniSkega para,
ki z bistrimi o¢mi opazuje zvezdnato nebo. Najbolj
pozorni so morda opazili, da popotnika v prtljagi no-
sita tudi knjigi prof. Vidava in prof. Strnada. Ko so se
ugasnile ludi, je na platnu zasijalo zvezdnato nebo,
na odru pa se je z Meditacijo za mali boben pred-
stavil prvi od dveh dijakov, nagrajencev letoSnjega
tekmovanja mladih glasbenikov. Med njegovim vir-
tuoznim nastopom so se pred gledalci na platnu zvr-

stili prizori iz letoSnjih tekmovanj in obudili njihove
tekmovalne obcutke.

Za uvod sta s krajSim nagovorom pricela prof. dr.
Dragan Mihajlovi¢, predsednik DMFA Slovenije, in mi-
nistrica prof. dr. Maja Makovec Brenci¢. Po pred-
stavitvi osnovnih statisticnih podatkov je voditeljica
Mojca Dela¢ napovedala prve podelitve. V prvem
delu so bile podeljene nagrade za srednjeSolska tek-
movanja iz matematike, fizike in astronomije, ki so
jih podelili predstavniki tekmovalnih komisij skupaj
z vodji ustreznih ekip za mednarodne olimpijade.
Sledila je Se ena glasbena tocka z virtuozno liricno
skladbo za vibrafon.

Ob napovedi, da je Cas za posebno gostjo, je vodi-
teljica prebrala nekaj stavkov iz revije Presek, v ka-
teri so leta 1975 porocali o republiSkem tekmovanju
v matematiki. Povedala je, da je tedanja zmagovalka
med CetrtosSolci, dijakinja Mirjam Cveti¢, danes med
nabolj uglednimi znanstveniki na podrocju teorije
strun na svetu, in prof. dr. Cveti¢evo ob aplavzu po-
vabila na oder. Na odru je prof. CvetiCevo najprej na
kratko predstavila kot vrhunsko znanstvenico, nato
pa jo prosila, ¢e lahko tudi laikom v dvorani pred-

T
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stavi vsaj delcek svojega znanstvenega dela. S pomo-
¢jo prosojnic je dr. Cveti¢eva na odru v kratkem pre-
davanju orisala, kako teorija gravitacije po Einsteinu
predvideva nastanek ¢rnih lukenj in kako poskuSa
teorija strun pojasniti vrzeli med kvantno mehaniko
in teorijo relativnosti. Po gromkem aplavzu je Cveti-
ceva mlade spodbudila, naj sledijo svojim sanjam in
izpostavila, kako pomembna sta bila zanjo njena uci-
telja matematike Niko Kontler v osnovni Soli Maksa
Durjave in prof. Marija Munda na Drugi gimnaziji v
Mariboru. V zakljucni sceni prvega dela podelitve je
prof. Cveticeva skupaj z ministrico sprejela dijake,
ki so se uvrstili v katero od olimpijskih ekip, med-
tem ko so ob ritmih brazilske sambe (matemati¢na
olimpijada bo letos v Braziliji!) in glasnem aplavzu
publike stopali na oder za nagrajence.

Kratkemu odmoru je sledil Se drugi del priredi-
tve. Najprej smo si ogledali kratek videoposnetek
avtorice Maje Pecar, ki je zabeleZila trenutke prese-
necenja in navdusenja mlajSih otrok pri izvajanju fi-
zikalnih eksperimentov v okviru priprav na tekmo-
vanje Kresnicka. Sledile so podelitve nagrad v pre-
ostalih tekmovalnih kategorijah, pri katerih so po-
leg ¢lanov tekmovalnih komisij sodelovali tudi pred-
stavniki razlicnih fakultet in prof. dr. Peter LegiSa
kot urednik revije Presek. Kot novost so bila prvic¢
podeljene tudi nagrade za matemati¢no tekmovanje
Studentov. Na odru je bila predstavljena Se nagra-
dna Poletna Sola za devetoSolce v Plemljevi vili na

SLIKA 1.
Castna gostja prof. dr. Mirjam Cveti¢ na odru pojasnjuje osnove
teorije strun, foto: Jana Jocif.

TEKMOVANJA

Bledu, katere ponovni zagon je po vec letih premora
omogocil Turizem Bled. Na poletno Solo bodo ju-
nija povabljeni vsi nagrajeni devetoSolci tekmovanj
iz matematike, fizike in astronomije (zal brez razve-
drilne matematike). SrednjeSolci, ki Zelijo preZiveti
teden dni v dobri druzbi in ob zanimivih matematic-
nih izzivih pa so bili povabljeni na Ze 12. razisko-
valni tabor MARS, ki bo potekal avgusta v Catezu pri
Litiji. Ob sklepu prireditve je voditeljica vsem za-
Zelela uspeSen zakljucek leta in prijetne pocitnice,
ustvarjalci prireditve in njeni gostje pa smo bili eno-
tnega mnenja, da je bila letoSnja podelitev ena naj-
bolje izpeljanih doslej. Upamo, da bodo podobno
uspesni tudi vsi dijaki, ki se bodo v poletnih mese-
cih udelezili mednarodnih tekmovanj.

Prof. dr. Mirjam CvetiC je leta 1975 kot dijaki-
nja 4. letnika zmagala na republiskih tekmova-
njih v matematiki in fiziki. Za izjemne Studij-
ske in znanstvene dosezke je bila nagrajena Ze v
Casu diplomskega in magistrskega Studija fizike
v Ljubljani. V Zelji po raziskovalnem delu na po-
drocju tedaj povsem nove teorije strun je odsla
na doktorski Studij na univerzo Maryland, kjer
je prejela nagrado za najuspesnejSo doktorsko
Studentko v generaciji in bila izbrana med na-
jizjemnejSe mlade zenske v ZDA. Sledila je ble-
S¢eca znanstvena in akademska kariera, v ka-
teri je prejela vrsto nagrad tako za znanstveno
kot tudi za pedagosko delo. Prof. CvetiCeva je
soavtorica ve¢ kot 300 znanstvenih ¢lankov z
izjemno citiranostjo. Nekaj njenih najpomemb-
nejSih znanstvenih dosezkov je s podrocja teo-
rije ¢rnih lukenj, nekatere so tudi poimenovane
po njej, kot ¢rna luknja Cveti¢-Youm in Chong-
Cveti¢-Lu-Pope.
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SLIKA 2.
V imenu olimpijcev se je starSem, mentorjem in vodjem ekip za
podporo zahvalil Aleksej Jurca, foto: Jana Jocif.

Clani ekip za mednarodna tekmovanja 2017:

Mednarodna matematicna olimpijada, 12.-23.
julij 2017, Brazilija

= LUKA HORJAK, I. gimnazija v Celju, K. Kocbek

= ANDRAZ MAIER, Gimnazija Jesenice, A. Miler

= DAVID OPALIC, I. gimnazija v Celju, K. Kocbek

= DAVID PorPoVvIC, Gimnazija Bezigrad, V. Domajnko

= DOMEN VRES, SC Ravne na Koroskem, Gimnazija,
S. Vres§

= NEJC ZAJC, SC Velenje, Gimnazija, S. France.

Vodja ekipe: dr. Gregor Dolinar
Pomocnik vodje: Veno Mramor 5
Tehni¢ni sodelavec IMO: dr. Matjaz Zeljko.

Mednarodna fizikalna olimpijada, 16.-24. julij
2017, Indonezija, in Evropska fizikalna
olimpijada, 20.-24. maj 2017, Estonija

» KLEMEN BOGATAJ, Gimnazija Skofja Loka,

A. Erman
= MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad, C. Dominko
= URBAN DuUH, II. gimnazija Maribor, M. Jagodic
= LUKA GOVEDIC, II. gimnazija Maribor, M. Jagodic
= ALEKSEJ JURCA, Gimnazija Bezigrad, C. Dominko.

Vodji ekipe: dr. Jure Bajc in dr. Barbara RovSek

Mednarodna olimpijada iz astronomije in
astrofizike, 12.-21. november 2017, Tajska

» MARKO CMRLEC, Gimnazija BeZigrad, V. Domajnko

» LUKA GOVEDIC, II. gimnazija Maribor, G. Ziberna

= ALEKSEJ JURCA, Gimnazija Bezigrad, S. Zamuda

= ROK KOVAC, Gimnazija Vi¢, Ljubljana, V. Kariz
Merhar

= URBAN OGRINEC, Gimnazija in SS Rudolfa Maistra
Kamnik, S. Perhavec.

Vodja ekipe: dr. Marusa Zerjal

Srednjeevropska matematicna olimpijada,
21.-27. avgust 2017, Litva

= MARKO CMRLEC, Gimnazija Bezigrad, V. Domajnko
= ANA META DOLINAR, Gimnazija BeZigrad,
V. Domajnko
= LUKA HORJAK, I. gimnazija v Celju, K. Kocbhek
= ANDRAZ MAIER, Gimnazija Jesenice, A. Miler
= DAVID OPALIC, I. gimnazija v Celju, K. Kocbek
= NEJC ZAJC, SC Velenje, Gimnazija, S. France.

Vodja ekipe: Jakob Jurij Snoj

Evropska dekliska matematicna olimpijada,
6.-12. april 2017, Svica

= ANA META DOLINAR, Gimnazija Bezigrad,
V. Domajnko
= KLARA DROFENIK, I. gimnazija v Celju, K. Kochek
= ANA OPALIC, I. gimnazija v Celju, K. Kocbek
= SPELA POLAK, 1. gimnazija v Celju, K. Kocbek.

Vodja ekipe: Veno Mramor

Pridi na MARS!

Biradi preZiveli pester pocitniski teden v dobri druzbi
ob zanimivih matemati¢nih izzivih? Pridite na razi-

skovalni tabor MARS za srednjeSolce, ki bo od 13.-

19. avgusta v CSOD Cebelica. Ve¢ informacij najdete

na spletnem naslovu mars.dmfa.si.

X X X
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RAZVEDRILO

Nevihta se bliza

N2
NEZA GOLMAJER ZIMA

- Zrak se med dviganjem prilagaja vse niZjemu zrac-
nemu tlaku v viSinah in se ob tem razpenja. Za raz-
penjanje mora odrivati okolico, kar pomeni, da opra-
vlja delo na racun notranje energije. Torej se zrak
ob dviganju adiabatno ohlaja. 7 ohlajanjem se mu
temperatura zniza in pri ohladitvi do rosi$¢a nasta-
nejo oblaki. Ob dviganju prav do meje med spodnjo
troposfero in stratosfero nad njo, Kjer se dviganje za-
ustavi, nastanejo oblaki, katerih vrh je razSirjen v
nakovalo (incus). Eden od takih oblakov je kumu-
lonimbus capillatus. Beseda nimbus po latinsko po-
meni oblak, latinska predpona cumulus pomeni ko-
pico, dodatni opis capillatus pa pravi, da vrh videti
vlaknat, kot nekaki lasje (capillus - lasje). Obstajajo
Se druge vrste kumulonimbusov, ki se med seboj raz-
likujejo po obliki.

Kumulonimbusi so nevihtni oblaki in so lahko pre-
cej nevarni, saj s seboj prinasajo mocen deZ in ve-
trove, vcasih tudi toco in strele. Ob njih nastajajo
lahko tudi tornadi, nad morjem pa trombe. Spodnji
rob teh oblakov je lahko precej nizko. Navzgor se-
gajo do vrha troposfere, to je najnizji del atmosfere,
ki sega od povrSja Zemlje do viSine kakih 11 km v
zmernih zemljepisnih Sirinah, nad ekvatorjem nad
15 km, sem in tja do 20 km, nad polarnimi obmocji
pa tudi manj kot 10 km. Za troposfero je znacilno,
da v njej temperatura z visino pada.

Kumulonimbusi imajo lahko obliko nakovala, ali
pa so brez njega. Nakovalo nastane, ko se zrak dvi-
gne prav do tropopavze, to je meje med troposfero in

stratosfero. Od tam navzgor skozi stratosfero tem-
peratura ne pada ve¢ z viSino, temu recemo izoter-
mija. Nekaj viSje se pojavi temperaturna inverzija,
torej se temperatura zacne z viSino celo povecevati.
Tak potek temperature z viSino pomeni moc¢no sta-
bilnost za vertikalne premike, zato se tam dviganje
ustavi. Namesto izraza, da se je dviganje ustavilo,
ob poljudnem izrazanju lahko recemo, da se je zrak
»zaletel« ob stabilno plast. Znacilno obliko nakovalu
daje torej Sirjenje zraka vstran, ko se ne more vec
dvigati navzgor. Kadar so kumulonimbusi brez na-
kovala, so njihovi vrhovi kot ogromne kupole - takim
recemo calvus (gol). Ti se torej Se »niso zaleteli« ob
stabilno plast nad njimi.

Sestava oblaka se spreminja z viSino: v bazi pre-
vladujejo vodne kapljice, v nakovalu, kjer je tem-
peratura zelo nizka (okrog —50 °C), pa se para ne-
posredno pretvarja ledene kristale. Zaradi moc¢nih
vertikalnih gibanj vodnih kapljic in ledenih kristalov
znotraj oblaka, le ti pri veCkratnem kroZenju prido-
bivajo na masi. Pri visokih oblakih v viSinah torej
vedno snezi: pozimi in poleti. Ko imajo padavinski
delci dovolj veliko maso, padejo iz oblaka in ce je
spodaj dovolj toplo, da se stalijo, pada dez, sicer pa
(pozimi) sneg, sodra ali celo toca...

V¢asih vidimo iz oblakov padavine, ki pa ne dose-
Zejo tal, saj v nenasicenem zraku pod oblakom izhla-
pijo, Se preden padejo na tla. Padavinam, ki ne dose-
Zejo tal, recemo virga (vejica), saj so njihovi pasovi
zgoraj Siroki, navzdol pa vse 0zji. Pri kumulonimbu-
sih so padavine mocne, zato izpod baze oblaka do
tal ne izhlapijo - torej pod temi oblaki ni padavin v
obliki virge. So pa mozZne virge iz stranskih delov
nakovala, pod katerimi je nenasic¢en zrak - seveda so
to kristalcki in ne kapljice.

SLIKA 1.
Fotografija je
bila  posneta
na Medvedjem
Brdu,
8.8.2010.
XXX
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