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MATEMATICNI TRENUTKI

_

Dodajanje gub

- Ne boste verjeli, nekaterim ljudem so vSec celo
gube!

Gube, na primer na kozi, na blagu in na plasti¢nih
ovitkih, nastanejo, ker raztegnjeni materiali zavza-
mejo obliko z minimalno proznostno energijo. Pri
preucCevanju gub uporabljamo geometrijo in parci-
alne diferencialne enacbe. Rezultati raziskav poma-
gajo tudi pri razumevanju drugih pojavov, na pri-
mer pri razumevanju obnasanja tankih slojev, cvete-
nja roz in, v primeru na nasi sliki, pri proucevanju
moZnosti sprememb oblike teles med letom, ki bi iz-
boljsale aerodinamicnost leta.

Raziskave gubanja temeljijo na medsebojnih vpli-
vih trSega zunanjega in mehkejSega notranjega sloja,
podobno kot je to primer pri nasi kozi. Do sedaj je
kazalo, da so modeli gubanja odvisni od zelo veliko
parametrov. Nedavno pa je skupina raziskovalcev
presenetljivo odkrila, da sta pri sfericnih ploskvah
pomembna le dva parametra: razmerje med ukrivlje-
nostjo notranjega sloja in debelino zunanjega sloja
ter tlak na zunanji sloj. Vec¢ja ukrivljenost in man-
jSi tlak povzrocita manjSe udore, ki so razporejeni v
Sestkotnem kristalnem vzorcu. ManjSa ukrivljenost
in vecji tlak pa povzrocita oblikovanje brazd, ki so
podobne prstnim odtisom. Skupina namerava pro-
uciti tudi druge oblike ploskev. Njihovi rezultati bi
lahko pomagali pri razlagi gubanja struktur vseh ve-
likosti, od tistih mikroskopskih do struktur velikosti
planetov.

Za vec informacij si lahko preberete ¢lanek Curva-
ture-induced symmetry breaking determines elastic
surface patterns, ki je leta 2015 izSel v reviji Nature
Materials.

SLIKA.

Dva primera gubanja tankega sloja na ukrivljenem substratu:
sfera s kombinacijo udorov in brazd; torus s Sestkotno razpo-
rejenimi udori.

X X X
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MATEMATIKA

Pitagorov izrek

i .
ALJOSA PEPERKO IN JANEZ STER

- Pitagorov izrek je eden najslavnejsih rezultatov

anticne matematike in se glasi:

Izrek. Naj bo dan pravokotni trikotnik ABC in naj
bo ¢ dolzina njegove hipotenuze, a in b pa dolZini
njegovih katet. Potem je ploScina kvadrata s stranico
dolZine ¢ enaka vsoti ploScine kvadrata s stranico
dolZine a in ploS¢ine kvadrata s stranico dolZine b.
V matemati¢nih oznakah:

= c?=a’+Db°.

SLIKA 1.
Pitagorov izrek

Znanih je mnogo razlicnih dokazov Pitagorovega
izreka, ve¢ kot sto izmed njih je zbranih na sple-
tni strani [2]. Namen tega prispevka je predstaviti
tri dokaze geometrijske narave. Ti dokazi sledijo iz
aksiomov elementarne geometrije in za njih pozna-
vanje algebrskih operacij, kot so seStevanje, odSteva-
nje, mnozenje ali deljenje, ni potrebno. V vseh treh
dokazih bomo brez Skode za sploSnost privzeli, da
je b vecje ali enako a (kot na sliki 1).

Dokaz 1. Kot kaze slika 2, v kvadrat s stranico dol-
Zine c¢ vriSemo Stiri pravokotne trikotnike, skladne
trikotniku ABC. Ker je vsota manjSih dveh notranjih
kotov trikotnika ABC pravi kot, se vrisani Stirje tri-
kotniki stikajo brez prekrivanja, kot nakazuje slika
2, oglisca vrisanih trikotnikov pa tvorijo nov manjsi
kvadrat DEFG.

b
C
5 a
A ¢ 34
c| G E
D
SLIKA 2.
S
P/\R
u C
Q T
A - \\ B
o
c E
D
SLIKA 3.
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Potrebno je torej premisliti, da je vsota ploS¢in vri-
sanih Stirih skladnih trikotnikov in kvadrata DEFG
enaka vsoti ploS¢in kvadratov, narisanih nad kate-
tama z dolZinama a in b. Slednje lahko zaklju¢imo
z naslednjim korakom, kot prikazuje slika 3.

V kvadrat nad kateto AC z dolZino b vriSemo dva
pravokotna trikotnika PRS in RPQ, skladna prvo-
tnemu trikotniku ABC. Ker sta dolZini stranic AP
in DA enaki in sta dolzini QP in GA enaki, sta tudi
dolzini QA in GD enaki. Torej lahko v pravokotnik
ACRQ vriSemo kvadrat ATUQ, ki je skladen kva-
dratu DEFG.

ZadoSca torej le Se premisliti, da je dvakratnik plo-
Sc¢ine trikotnika ABC (ki je enak ploScini pravoko-
tnika AGBC) enak vsoti ploScine pravokotnika
TCRU in ploScine kvadrata nad stranico BC. Dol-
Zina daljice TC je enaka a. Torej lahko pravokotnik
AGBC razdelimo na kvadrat FBCT z dolzino stra-
nice a in na pravokotnik AGFT. Pravokotnika AGFT
in TCRU pa sta skladna, saj imata stranici enakih
dolZin. S tem je dokaz zakljucen. |

Opomba. Zakljuéni korak zgornjega geometrijske-
ga dokaza je moZno nadomestiti z naslednjim ra-
cunskim zakljuckom. 1z slike 2 sledi, da je ploS¢ina
kvadrata s stranico dolZine ¢ enaka vsoti plosc¢in Sti-
rih trikotnikov, skladnih prvotnemu trikotniku ABC,
in ploScine kvadrata z dolZino stranice |DE| = b —a.
Torej je

2.0 a2

| C 2

2ab + b? —2ab + a® = a® + b°.

Ta alternativni racunski zaklju¢ek dokaza je obja-
vljen kot dokaz 3 v [2] in ga je prvemu avtorju tega
Clanka v casu Studija predstavil dr. Damjan Kobal,
za kar se mu avtor iskreno zahvaljuje. Geometrijska
verzija zakljucka dokaza je plod dela avtorjev tega
Clanka.

Naslednji dokaz je morda eden najbolj znanih ge-
ometrijskih dokazov Pitagorovega izreka in je na
spletu opisan v [1] in kot dokaz 9 v [2].

Dokaz 2. Kvadrat s stranico dolZine a + b razde-
limo na dva nac¢ina. Najprej v tak kvadrat vriSemo
Stiri pravokotne trikotnike, skladne prvotnemu tri-
kotniku ABC, kot je to predstavljeno na sliki 4.

MATEMATIKA

Ker so ti trikotniki pravokotni in skladni, je Stiri-
kotnik KLMN kvadrat s stranico dolZine c¢. Kvadrat
s stranico dolZine a + b pa lahko razdelimo tudi na
naslednji nacin, kot to prikazuje slika 5.

a b
a
b D
L
b
a
I b Soa
SLIKA 4.
Prva delitev.
b a
a a
b b
b a
SLIKA 5.

Druga delitev kvadrata s stranico doliLl'ine a + b.

V nasprotni ogliS¢i tega kvadrata vriSemo kvadrat
z dolzino stranice b in kvadrat z dolZino stranice a.
Znotraj prvotnega kvadrata ostaneta Se dva pravoko-
tnika s stranicama dolZin a in b, ki ju lahko razde-
limo na Stiri trikotnike, skladne trikotniku ABC. Iz
primerjave slik 4 in 5 sledi, da je ploSc¢ina kvadrata
z dolzino stranice ¢ enaka vsoti plosSc¢ine kvadrata
z dolzino stranice a in ploS¢ine kvadrata z dolzino
stranice b, kar zakljucuje dokaz. |

Tretji dokaz, ki ga bomo predstavili, je plod dela
drugega avtorja pricujocega clanka. Uporabljene ide-
je so podobne tistim v dokazu 2 iz [2].

Dokaz 3. Prvotnemu pravokotnem trikotniku ABC
obriSemo kvadrat ABDE z dolzino stranice c. V ta
kvadrat nariSemo Se en pravokotni trikotnik, skla-

%
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den trikotniku ABC, kot prikazuje slika 6. Nato do-
riSemo Se dva pravokotna trikotnika, skladna triko-
tniku ABC, kot prikazuje slika 7.

E D
c C
a
b
A c B
SLIKA 6.
H
b
E D
b G
c c.-1
F
a I
a
A C B
SLIKA 7.

Skupna plosc¢ina dveh trikotnikov, narisanih zno-
traj kvadrata ABDE, je enaka skupni plosc¢ini dveh
trikotnikov, narisanih zunaj kvadrata ABDE. Zato je
ploscina kvadrata ABDE s stranico dolZine ¢ enaka
vsoti plo§¢in kvadratov EFGH in BIGC. Ker je
dolZina stranice kvadrata EFGH enaka b in je dol-
Zina stranice kvadrata BIGC enaka a, to dokazuje
Zeleno. |

Literatura

[1] E-um, 8. razred, Geometrija v ravnini, Pitagorov
izrek - dokaz, http://www.e-um.si/, ogled
29. 1. 2016.

[2] Pythagorean Theorem, http://www.cut-
the-knot.org/pythagoras/, ogled
29. 1. 2016.

Nemogoc
problem

N Z
IVAN VIDAV

- Peter je izbral dve naravni Stevili, vecji od 1.
Svojemu znancu Janezu je povedal, kolikSna je

vsota teh stevil, Mirku pa, koliksen je produkt.

Mirko si ogleda produkt in telefonira Janezu:
»Vem, kolikSna je tvoja vsota.«

Kmalu nato pa Se Janez sporoci Mirku: »Tudi jaz
vem, kolikSen je produkt.«

Ugani, kateri Stevili je izbral Peter, ¢e izdamo, da
je vsota vecja od 21 in manjSa od 31. Vnaprej seveda
ne vemo, ali je Peter izbral razli¢ni ali enaki Stevili.
Podobna toda precej teZja pa je naslednja naloga:

Peter je izbral dve naravni Stevili, ve¢ji od 1. Svo-
jemu znancu Janezu je povedal, kolikSna je vsota teh
Stevil, Mirku pa, kolikSen je produkt.

Janez si ogleda vsoto in telefonira Mirku: »Ne vi-
dim nobene moznosti, kako bi ti lahko doloc¢il vso-
t0.«

Toda glej, cez eno uro mu Mirko odgovori: »Vem,
kolikSna je vsota.«

Kmalu nato pa Se Janez sporoc¢i Mirku: »Tudi jaz
vem, kolikSen je produkt.«

Kateri Stevili je izbral Peter? Da bo naloga lazja,
naj povemo, da vsota ni vec¢ja od 40. Vnaprej seveda
ne vemo, ali je Peter izbral razlic¢ni ali enaki Stevili.

Ta zanimiva naloga krozi zadnja leta na raznih
srecanjih matematikov. Martin Gardner, ki jo je ob-
javil v decembrski Stevilki casopisa Scientific Ameri-
can, jo imenuje »nemogoc¢ problems, ker na videz v
njem ni nobene informacije, ki bi omogocala reSeva-
nje. Omejitev, da vsota izbranih Stevil ni vecja od 40,
ni bistvena. Enako reSitev dobimo tudi v primeru, ce
vsota ni ve¢ja od 60, samo vec¢ dela je pri reSevanju.

Bralec naj skusSa reSiti najprej prvo, laZjo nalogo,
nato pa naj se loti Se druge.

X X X
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MATEMATIKA

Arhimedova kvadratura

parabole

N\
MARJAN JERMAN

Uvod

Starogrski matematiki so se intenzivno ukvarjali z
vpraSanji, kako danemu liku poiskati veckotnik z
enako plo$¢ino. Najbolj znan problem, ki se je ve-
liko kasneje izkazal za neresljivega, je, kako krogu
poiskati ploscinsko enak kvadrat. Arhimed (287-212
pr. n. $t.) je v pismu matematiku Dositeju pokazal,
da je ploscina lika, ki ga od parabole odreZe njena
sekanta, enaka Stirim tretjinam ploscine trikotnika,
ki ima za osnovnico tetivo, za vrh pa toc¢ko na pa-
raboli, v kateri je tangenta na parabolo vzporedna
sekanti (glej sliko 1). Arhimedov rezultat je izjemen,
sploh ¢e se zavedamo, da mu je to uspelo ve¢ kot
dve tisocletji pred odkritjem integralov.

SLIKA 1.

Ploscina lika, ki ga od parabole odreze sekanta, je enaka Stirim
tretjinam ploscine trikotnika, ki ima za osnovnico tetivo, za vrh
pa tocko parabole, v kateri je tangenta vzporedna sekanti.

Starogrski matematiki so na parabolo gledali kot
na presek neskon¢nega stoZca z eno od ravnin, ki je
vzporedna neki tangentni ravnini stozca; to je, rav-
nini, ki se stoZca dotika le vzdolz njegove tvorilke.

TaksSna predstava je Arhimedovo obravnavo Se doda-
tno otezila. Da bi najpomembnejSe ideje Arhimedo-
vega dokaza priblizali bralcem Preseka, si bomo po-
magali s koordinatnim sistemom, ki ga je Sele mnogo
kasneje izumil Rene Descartes (1596-1650). V pri-
merno postavljenem koordinatnem sistemu ima vsa-
ka parabola enacbo y = Cx?, kjer je C realna kon-
stanta. Zaradi enostavnejSega racunanja bomo ob-
ravnavali le parabolo y = x?.

Tangenta na parabolo

Najprej si brez pomoci odvoda poglejmo, kako najti
enacbo tangente na parabolo. Bolj natancno, poi-
§¢imo enacbo tangente na parabolo y = x2 v tocki
(x0,X3)-

Ker gre tangenta skozi tocko (xg, xé), je za prime-
ren naklon k njena enacba enaka

. y—x§=k(x—xo).

Zato so skupne tocke tangente in parabole reSitve
enacbe

= x? = k(x — x0) + x3.

Ker se tangenta dotika parabole, mora imeti kvadra-
tna enacba

= x? —kx +kxo—x5=0

le eno dvojno niclo, zato je njena diskriminanta

= D =k*—4(kxo—x§) = k?—4kxo+4x5 = (k—2x0)?
enaka 0. Tako smo pokazali, da je naklon tangente
na parabolo y = x? v tocki (xo,xé) enak k = 2xy.
Bralci, ki Ze poznajo pomen odvoda, lahko preverijo,

da se rezultat ujema z vrednostjo odvoda (x?2)’ = 2x
v tocki xg.

PRESEK 43 (2015/2016) 6
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Tangenta, ki je vzporedna sekanti

Pred obravnavo se je Arhimed sklical na nekatere
znane lastnosti parabole, ki sta jih dokazala ze Ev-
klid (365-275 pr. n. §t.) in Aristej (390-320 pr. n. §t.).
NajpomembnejSa pravi, da sta ordinata in abscisa
toCke na paraboli v kvadratnem sorazmerju. Nas
bo zanimalo tudi, v kateri to¢ki parabole je tangenta
vzporedna sekanti skozi to¢ki A(a,a?) in
B(b,b?). Ker imata vzporedni premici enak naklon,
iS¢emo tangento z naklonom

bZ_OLZ
b-a

V prejSnjem razdelku smo pokazali, da je naklon
tangente v tocki (xo, xé) enak 2x, zato mora biti

= k= =b+a.

= 2x0=b+a:>xo:%(a+b).

S tem smo pokazali zanimiv rezultat, ki pravi, da
je tangenta na parabolo vzporedna sekanti v tocki

2
C (“T”’, (“Zib) >, ki leZi pod razpolovi§¢em tetive,
med tockama, kjer sekanta seka parabolo.

Metoda izcrpavanja ploscine

Plos¢ino odseka parabole y = x2 s sekanto skozi
to¢ki A(a,a?) in B(b,b?) bomo izracunali tako, da
bomo ta odsek zaporedoma tlakovali s ¢edalje manj-
Simi trikotnimi plosSc¢icami, ki bodo v vsakem novem
koraku pokrivale ¢edalje vecji del odseka. Za najve-
¢jo ploscico vzemimo trikotnik ABC.

Primerjajmo ploS¢ino celotnega odseka in plosci-
no trikotnika ABC. Navpicni premici x =ainx =b
skupaj s tetivo AB in tangento skozi C oklepata pa-
ralelogram. Ce ga v mislih razreZemo na dva kosa
Se z navpicnico x = %(a + b) skozi tocko C, vidimo,
da je zaradi skladnosti ustreznih parov trikotnikov
ploscina paralelograma dvakrat vecja od ploScine tri-
kotnika ABC. Hkrati je jasno, da je celoten odsek
parabole vsebovan v tem paralelogramu. Zato lahko
zelo grobo ocenimo, da trikotnik ABC pokriva vsaj
polovico ploSc¢ine paraboli¢nega odseka.

Nadaljujmo z vértovanjem novih, manjSih triko-
tnikov, ki bodo pokrili Se nepokriti del paraboli¢nega
odseka.

Najprej nariSimo dva nova trikotnika z osnovni-
cama AC in CB ter vrhovoma v tockah D in E, kjer

SLIKA 2.
Vcrtani trikotnik pokriva ve¢ kot polovico ploscine odseka
parabole.

je tangenta na parabolo vzporedna premicama AC
in CB (glej sliko 3). Premislek od prej nam pove, da
smo s tem pokrili ve¢ kot polovico Se nepokritega
dela. Zato je ostala nepokrita Se najvec¢ cetrtina od-
seka.

SLIKA 3.
Zaporedno tlakovanje odseka parabole

Nato nariSimo Se Stiri nove trikotnike z osnovni-
cami AD, DC, CE in EB ter vrhovi v to¢kah parabole,
kjer je tangenta vzporedna premicam AD, DC, CE in
EB. Enak sklep kot prej nam pove, da je del odseka,
ki ga ne pokriva sedem pravkar narisanih trikotni-
kov, manjsi od osmine plosc¢ine celotnega odseka.
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S postopkom nadaljujemo. Vsaki¢ na enak na-
¢in kot prej doriSemo dvakrat toliko trikotnikov kot
v prejsnjem koraku in plosS¢ino nepokritega dela
zmanjSamo vsaj za polovico. Zato lahko z dovolj
potrpezljivim vcrtovanjem novih in novih trikotni-
kov poljubno zbliZamo plos¢ino odseka parabole ter
vsoto ploscin vertanih trikotnikov.

Plosc¢ine manjsih trikotnikov

V tem razdelku bomo dokazali, da je ploS¢ina vsa-
kega od trikotnikov ADC in CEB osemkrat manjSa
od ploscine trikotnika ACB.

Navpicnica x = %(a + b) skozi C naj seka sekanto
AB v tocki S (glej sliko 4). Ker je navpicnica skozi C
enako oddaljena od navpi¢nic x = a in x = b skozi
A in B, leZi tocka S na sredini daljice AB. Trikotnika
SAC in BSC imata enako dolgi osnovnici AS = SB =
%AB in isto viSino, zato imata enako ploSc¢ino. Tako
bo dovolj, ¢e pokazemo le, da je plosScina trikotnika
ADC enaka cCetrtini ploSc¢ine trikotnika ACS.

B

SLIKA 4.
Ploscina manjSega trikotnika ADC je enaka osmini ploscine ve-
¢jega trikotnika ACB.

Sedaj potegnimo navpicnico skozi D, ki seka se-
kanto AB v tocki T. Enak premislek kot prej nam
pove, da tocka T lezi na sredini daljice AS. Tri-
kotnika ACT in TCS imata enako dolgi osnovnici
AT =TS = %AS in isto viSino, zato sta plosc¢insko
enaka in pokrivata vsak polovico ploscine trikotnika
ACS. Zato je dovolj pokazati, da je ploScina triko-
tnika ADC enaka polovici plosc¢ine trikotnika ACT.

MATEMATIKA

Daljica DT naj seka daljico AC v tocki U. Triko-
tnika ADC in ACT imata isto osnovnico AC, njuni
viSini pa sta v razmerju DU : UT. Dokaz bo tako
koncan, ko pokazemo, da je UT = 2DU.

Pomagajmo si s koordinatnim sistemom. Ker toc-
ke D, U in T leZijo na isti navpicnici
} le(a+a+b> _ 3a+b

2 2 4
sta dolZini daljic UT in DU enaki razliki ordinat
ustreznih tock.

Tocka D lezi na paraboli y = x2, zato ima ordi-
nato enako

_ (3a+Db)?
a 16

Tocka T lezi na sekanti AB, katere naklon kag = a+b
smo Ze izracunali. Enacba sekante AB je

" YD

= y-a’=(b+a)lx-a).
Zato je ordinata tocke T enaka
3a+b ) »  b?+3a?
-a = —
4
Tocka U lezi na premici skozi A in C z naklonom

-yT=(a+b)< +a

2
o (%) -a® b2 ioab - 3a2
Ac = ab_g ~ 2b-a)

in enacbo
» b?+2ab-3a’
=y-a ZW(X—Q).

Ordinata tocke U je zato enaka
» b%>+2ab-3a* (3a+b
( —a

" Yu=a +

2(b—a) 4
_ 5a* +2ab + b?
B 8
Krajsi racuna nam da dolzini daljic UT in DU:
i _(a-b)*
Yr—JYu = g
(a - b)*
"YU ¥Yp =T

Res velja UT = 2 DU, to pa smo Zeleli pokazati.

Ker je trikotnik CEB dobljen na enak nacin kot tri-
kotnik ADC, je tudi njegova ploscina enaka cetrtini
plosc¢ine trikotnika BSC in zato enaka osmini plo-
S¢ine trikotnika ACB.
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MATEMA

TIKA

%

Vsota ploscin trikotnikov

Recimo, da je ploS¢ina trikotnika ACB enaka S. V
vsakem koraku tlakovanja dodamo dvakrat ve¢ no-
vih trikotnikov kot v prejSnjem koraku, plosc¢ina vsa-
kega novega trikotnika pa je osemkrat manjSa. Pre-
mislili smo Ze, da je po dovolj korakih vsota ploscin
vseh tlakovcev poljubno blizu plos$cini paraboli¢nega
odseka. Po n korakih je vsota ploscin trikotnikov
enaka

= S =S+2-gS+2%. 585 +23. &S+
...+2n_1 - 8"171

:S(1+i+(%)z+...+(%)"*1)_

To je vsota konCnega geometrijskega zaporedja s pr-
vim ¢lenom S in kvocientom %, od koder sledi

i (1 - (5)") .

Ko Stevilo korakov vecamo ¢ez vse meje, postaja po-
tenca (%)" poljubno majhna, zato je plosc¢ina para-
boli¢nega odseka enaka

1- ()"

4
u SoozgS.

To pa je natanko Arhimedov rezultat.
Arhimed Se ni poznal geometrijskih vrst in je
zgornjo vsoto izracunal s pomocjo naslednjega trika:

_F:

SLIKA 5.

Geometrijska interpretacija vsote geometrijske vrste s kvocien-
1

tom 1

Kvadrat s stranico 1 razrezimo na Stiri enake kva-
dratne dele (glej sliko 5). Vsak del ima ploscino %.
Postopek ponovimo z manjSim zgornjim desnim
kvadratkom, ki ga na enak nacin razdelimo na Se
manjSe kvadratke s ploScino 4—12. V nadaljevanju po-
stopka na diagonali osnovnega kvadrata dobimo ce-
dalje manjSe kvadrate. Vsakemu diagonalnemu kva-
dratku pripadata kvadratka z enako plosSc¢ino, eden
od njiju lezi nad njim, drugi pa na njegovi desni
strani.

Zato si lahko predstavljamo, da plo$¢ino najve-
Cjega kvadrata iz¢rpamo z manjSimi kvadrati na na-
slednji nacin.

Najprej vzamemo vse tri zacetne polovi¢ne kva-
dratke razen zgornjega desnega. Nato manjkajoci
zgornji desni kvadratek pokrijemo s tremi manjSimi
ploscinsko enakimi kvadratki, preostali kvadratek
spet s tremi manjSimi in tako naprej. Povrsno po-
vedano bomo v neskonc¢no korakih s trojicami Ce-
dalje manjSih skladnih kvadratkov iz¢rpali ploS¢ino
celotnega osnovnega kvadrata. Drugace, plosSc¢ino 1
osnovnega kvadrata lahko razbijemo na neskonc¢no
vsoto ploscin ¢edalje manjsSih kvadratkov takole:

= 1=31+35+35+...

0Od tod dobimo vsoto iskane neskon¢ne geometrijske
vrste

1 1
472+473+---

+

e

1
3

Primerjava rezultata z modernim izracunom

Bralci, ki jih je prispevek pritegnil in Ze poznajo po-
men integrala, lahko Arhimedov rezultat potrdijo ta-
ko, danajprej izracunajo plosc¢ino S trikotnika z ogli-
§¢i A(a,a?), B(b,b?) in C(3(a + b),(3(a + b))?),
nato pa izracunajo plo$cino obmocja med parabolo
y = x? in njeno sekanto skozi tocki A in B s pomo-
¢jo integrala

. Jb(((a+ b)(x - a) + a®) —XZ) dx.

a

X X X

10
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Naloga

MATEMATIKA

N2
MARKO RAZPET

- Otrok se igra s Stirimi kosc¢ki kartona, ki imajo
vsi obliko enakokrakega trapeza z notranjim ko-
tom 45° ob daljsi osnovnici. Ve, da imajo vsi tra-
pezi enako ploScino, Ki se izraza v kvadratnih cen-
timetrih z naravnim Stevilom, ki ne presega 30, in
da se vse dolzine osnovnic izrazajo v centimetrih,
prav tako z naravnimi Stevili. Trapezi imajo raz-

li¢cne viSine.

45°

SLIKA 1.

Pomagajte otroku izracunati osnovnici in viSino
vsakega trapeza posebej.

Resitev

Privzamemo lahko, da za osnovnici a in ¢ vsakega
trapeza velja relacija a > ¢, pri ¢emer sta a in ¢ na-
ravni Stevili. ViSina trapeza je oCitno v = (a — ¢)/2,
srednjica pa s = (a + ¢)/2, zato je njegova plosScina
P =5sv =(a+c)(a—--c)/4,Kkijenaravno Stevilo. Ta
ploscina je za vse Stiri trapeze enaka.

Hitro spoznamo, da sta Stevili a in ¢ lahko hkrati
sodi ali pa hkrati lihi. V nasprotnem primeru bi bili

Stevili a + ¢ in a — c lihi, kar bi nasprotovalo enacbi
(a+c)(a—c) = 4P, saj bi bila njena leva stran liho,
desna pa sodo Stevilo.

Torej morata biti Stevili a in ¢ hkrati sodi ali pa
hkrati lihi. To seveda pomeni, da staa +cina —c¢
sodi Stevili, in zato lahko zapiSemo enacbo

a-c a+c
2 2

=P,

pricemer stam = (a—c)/2inn = (a+c)/2 naravni
Stevili, ki sta v relacijah m < n in mn = P. S seSte-
vanjem in odStevanjem pa takoj dobimo: a = n +m
inc=n-m.

To pomeni, da moramo poiskati tako naravno Ste-
vilo P (P < 30), ki ga je mogoce razstaviti na dva
faktorja m in n (m < n) na Stiri na¢ine. Po zapovr-
stnem pregledu najdemo Stevilo P = 24, za katero je
24=1-24=2-12=3-8 =4 -6. ReSitev naloge je
dana v preglednici:

m n a c v
1 24 | 25 | 23 1
2 12 | 14 | 10 2

TABELA 1.

PoiScite naslednje naravno Stevilo P, ki ga je mo-
goCe prav tako kot 24 razstaviti na Stiri nac¢ine na
dva faktorja. Ponovite nalogo za najdeni P.

X X X
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FIZIKA

Veckratni odbo

jl svetlobe na

konkavnih zrcalih

N \%
ANDRE] LIKAR IN NADA RAZPET

- Pravo (realno) sliko neke tocke, iz katere izvira
svetloba, tvorijo zarki, ki se po odboju na zrcalih
ali lomu v lecah sekajo. Sliko lahko opazujemo z
oCmi ali jo prestreZzemo z zaslonom. Z ocmi seveda
vidimo tudi navidezno (virtualno) sliko, a nas re-
alna slika nemalo preseneti, saj cudezno »lebdi« v
prostoru in prav mika nas, da bi se je dotaknili. Ilu-
zija je toliko bolj prepricljiva, Ce sliko opazujemo
hkrati z obema oCesoma. Navideznih slik v rav-
nem zrcalu smo tako vajeni, da nam ne pride na
misel, da bi segli po njih. Zakrivljenih konkavnih
zrcal pa nismo vajeni, zato iluziji prave slike kaj
hitro podlezemo.

Da prepricljivo vidimo pravo sliko z obema oce-
soma hkrati, potrebujemo dovolj veliko in primerno
zakrivljeno zrcalo. Do takih zrcal pa ni lahko priti.
Ker morajo biti tudi opti¢no dovolj kakovostna, nji-
hova cena strmo narasca z velikostjo. V Solah, kjer je
zrcalo le motivacijski pripomocek, smo torej vezani
na kozmeticna zrcala, ki so namenjena podrobnemu
ogledu obraza, seveda v navidezni povecani sliki. Si-
cer niso draga, a niso prav velika, njihova goris¢na
razdalja pa je za naS namen pogosto prevelika, okrog
polovice metra ali ve¢. Prava slika tako nastane pre-
dalec od zrcala in je zaradi neustrezne opti¢ne kako-
vosti povrSin za vsako oko malo drugace popacena.
Sliki v levem in desnem ocesu nista povsem uskla-
jeni, kar zelo oteZi opazovanje. Slike tudi ni lahko
najti, Se posebno nevajenemu opazovalcu. Pri takih
zrcalih si pomagamo z veckratnimi odboji na dveh
zrcalih, ki ju postavimo s Skoljcno lego, torej lego, ki
spominja na povezani lupini $koljk. Veckratni odboji
skrajsajo goriS¢no razdaljo do mere, ko lahko pravo
sliko udobno opazujemo z obema ocesoma hkrati

in s tem ustvarimo prepricljivo iluzijo. Pri tem op-
ticne napake posameznih zrcal skoraj ne popacijo
slike. Taka »Skoljka« je izvrstno motivacijsko ucilo,
omogoca pa tudi nestandardno in ne prav lahko kon-
strukcijo resnic¢nih, pa tudi navideznih slik.

Stevilo odbojev je odvisno od zaprtosti zrcal. Od-
prti zrcali omogocita tri odboje, dva na spodnjem
zrcalu in enega na zgornjem. Na sliki 1 smo izbrali
zarek, ki se odbije sam vase, torej doloca opti¢no os
obeh zrcal pri trikratnem odboju. Zaradi pregledno-
sti smo vpadni Zarek malce izmaknili iz opti¢ne osi.

Bolj ko se zrcali zapirata, veckrat se svetloba od-
bije, preden pride do opazovalca. Na slikah 2 in 3
sta prikazani legi zrcal s petimi (tri na spodnjem in
dva na zgornjem zrcalu) in sedmimi odboji (Stiri na
spodnjem in tri na zgornjem) za Zarka blizu opti¢nih
OSi.

opti¢na os

SLIKA 1.

Pri odprti legi zrcal se zarek iz tocke trikrat odbije na zrcalih, in
sicer dvakrat na spodnjem in enkrat na zgornjem. Po odbojih
se vrne sam vase (zaradi preglednosti na sliki nekoliko mimo),
tako doloc¢imo optic¢no os zrcal pri takem odboju.

12
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opti¢na os

SLIKA 2.
Ko zrcali pripremo, je Stevilo odbojev vecje, tu petkratno, tri-
kratno na spodnjem zrcalu in dvakratno na zgornjem.

FIZIKA

opti¢na os

SLIKA 3.
Sliko po sedemkratnem odboju je Se mogoce kar dobro
opazovati.

Devetih in Se veckratnih odbojev pa ne moremo
vec prav dobro opazovati. Vec¢ ko je odbojev, krajSa
je tudi gorisc¢na razdalja zrcalne Skoljke (glej sliki 5
in 6), kar pride prav pri opazovanju prave slike pri-
mernega predmeta, najpreprosteje kar lastnega pr-
sta opazovalca.

ZapiSimo Se, kako dolo¢imo gorisc¢e Skoljéne po-
stavitve. Najprej pri Skoljcni postavitvi dolo¢imo op-
ticno os. Vemo, da se zarek, ki lezi na opticni osi,
odbije sam vase. Za risanje Zarkov smo uporabili
program GeoGebra in s poskuSanjem poiskali zarek,
ki se po odboju od zrcal odbije sam vase. Take pri-
mere kaZejo slike 1, 2 in 3. Zaradi preglednosti smo
narisali Zarek, ki je blizu opti¢ne osi. Pri poskusu z
zrcali pa smo opti¢no os poiskali z laserskim kazal-
nikom, ki je bil od zrcal moc¢no oddaljen.

Zarki, ki so vzporedni z optitno osjo, gredo po
odboju skozi skupno tocko, to je skozi goriSc¢e. Na-
risati moramo torej snop zarkov, vzporednih z op-

SLIKA 4.

Gorisce pri trojnem odboju (9 cm) se precej skrajsa glede na
gorisce posameznega zrcala (66 cm). Osnovnica kvadrata na
mrezi meri 5 cm.

SLIKA 5.

Gorisce pri petkratnem odboju je zelo blizu spodnjega zrcala,
morda je celo navidezno. Pravo sliko pa vseeno prav dobro
opazimo. Osnovnica kvadrata na mrezi meri 2 cm.

ti¢no osjo, in poiskati presecisc¢e odbitih Zarkov. Pri-
mera sta na slikah 4 in 5.

Poskuse smo izvedli tako, da smo zrcali postavili v
nalasc za to izdelan lesen zabojcek s pokrovom (glej
sliki 6 in 7). Na pokrovu je drugo zrcalo, v pravilno
lego pa ga postavimo s primerno dolgo podporno
palico. Tako ucilo lahko ucenci pri pouku izdelajo
sami.
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FIZIKA

%

SLIKA 6.
Zrcali v Skolj¢ni postavitvi

SLIKA 7.

Slika fotografskega objektiva po treh odbojih svetlobe na

zrcalih

X X X

Barvni sudoku

B 2

- V 8 x 8 kvadratkov mora$ vpisati zaCetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh osem Stevil.

~

RESITEV BARVNI SUDOKU

i

14
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FIZIKA

Razmisli in poskusi

ODGOVOR NA VPRASANJE 1Z STEVILKE 43/4

N2
MiT)A ROSINA

%
60. Perkolacija

Zgled za perkolacijo (pronicanje) je povezava
med elektrodama preko prevodnih kroglic (slika 1).
V kvadratni Skatli je slucajna meSanica kovinskih in
steklenih kroglic. Na dveh nasprotnih ploskvah Ska-
tle sta kovinski ploS¢i, zvezani preko baterije in Zar-
nice, ki sveti, ¢e mnoZica kroglic prevaja.

Ker nismo imeli pri roki kroglic, smo naredili pre-
prosto racunalniSko simulacijo na matriki 10x10.
Kroglice (elemente matrike) smo oznacili z 0, Ce je
kroglica steklena, in z 1, ¢e je kroglica prevodna.
Izbira je bila slucajna, pri tem je imel deleZ prevo-
dnih kroglic verjetnost p, deleZ neprevodnih kroglic
pa 1 — p. Nato smo preverili, ali sta elektrodi po-
vezani preko prevodnjih kroglic ali ne. V ta namen
smo oznacili z 2 kroglice, ki so o¢itno povezane z
levo elektrodo, in postopoma »posodabljali« nadalj-
nje prevodne kroglice, ki imajo sosedo z znacko 2.

Pri izbrani vrednosti p smo ponovili racun 1000-
krat , da sem dobil verjetnost za perkolacijo

= w(p) = Nper(p)/sti(p) )

pri cemer je Nper(p) Stevilo perkoliranih primerov in

++
+4
+4
+4

®

|V

SLIKA 1.

p w
0,3 0,00
5 ’4 ......... A ’01 e
5 ,5 ......... i ’07 e
- ,6 ......... J ,30 e
- ’7 ......... J ’72 e
s ,8 ......... 5 ’97 e
s ’9 ......... 1’00 e

TABELA 1.
Verjetnost za perkolacijo w v odvisnosti od deleza prevodnih
kroglic p pri mrezi 10x10 (nas zgled)

Nysi(p) = 1000 Stevilo vseh primerov.

Rezultati v tabeli 1 veljajo za naSo majhno mrezo
10x10. Ker smo poskus ponovili le 1000-krat, je tudi
nekaj statisticne napake (pri ponovitvah so bile raz-
like kvecjemu +0.02). Pri kriti¢ni vrednosti p. ~ 0.65
verjetnost za perkolacijo w hitro naraste od majhne
vrednosto do blizu 100%.

Pri veliki mreZi pa pri kriti¢ni vrednosti p. naraste
verjetnost za perkolacijo w(p) zelo hitro od 0 proti
1. Za velikre mreZe navajajo v literaturi p. = 0.593.

Literatura

[1] https://en.wikipedia.org/wiki/
Percolation\_threshold\#2-Uniform\
_Lattices, ogled: 25. 2. 2016.

[2] Enostavne zglede najdete tudi v seminar-
ski nalogi Kristine Pajek (http://fizika.
fnm.uni-mb.si/files/seminarji/13/

perkolacijska\_teorija.pdf, ogled: 25.
Zgled iz prejsSnje Stevilke Preseka (modre kroglice so prevo- 2.2016).
dne). Ze s prostim o¢esom vidimo, da sistem perkolira.
X X X
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RAZVEDRILO

A 2

Nagradna krizan
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MATEVZ | KARSKIH | VODJA | DEPARTMA | KONCEM PEVEC PADA PRI RARNA
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ASTRONOMIJA

Naloge 23. sanktpeterbursSke
astronomske olimpijade

A%
ANDRE] GUSTIN

- Letos so se najboljsi udelezenci drzavnega tek-
movanja iz znanja astronomije za Dominkova pri-
znanja udelezili internetnega astronomskega tek-
movanja za osnovne in srednje Sole, ki ga orga-
nizira Univerza Sankt Peterburg iz Rusije. Tokrat

objavljamo naloge finalnega dela tega tekmovanja.

7. - 8. razred osnovne Sole

Na sliki 1 je zaporedje fotografij v negativu, ki so bile
posnete z gore Corcovado (Rio de Janeiro, Brazilija).
Ocenite oddaljenost fotografa od Kristusovega kipa
in Cas, ki je pretekel med prvim in zadnjim posnet-
kom. ViSina kipa je 38 m, razpon rok kipa je 28 m.
Kaj je lahko nebesno telo, ki je na fotografijah vidno
ob desnem robu Lune? Polmer Lune je 1/4 polmera
Zemlje, razdalja med Zemljo in Luno pa je 60 Zemlji-
nih polmerov.

SLIKA 1.

9. razred osnovne Sole, 1. letnik srednje Sole

Fotografije Zemlje in Lune je posnela vesoljska son-
da. Ocenite oddaljenost sonde od Zemlje, ko je nare-
dila te posnetke. NariSite razporeditev Zemlje, Lune,
Sonca in sonde v ¢asu nastanka posnetkov. Koliko

Casa je minilo med prvim in zadnjim posnetkom?
Predpostavite, da je sonda sorazmerno dale¢ od Ze-
mlje in od Lune. Polmer Lune je 1/4 polmera Zemlje,
razdalja med Zemljo in Luno pa znaSa 60 polmerov
Zemlje.

SLIKA 2.

2. letnik srednje Sole

Na sliki 3 je zaporedje posnetkov v negativu Med-
narodne vesoljske postaje (MVP) in njenega prehoda
Cez Saturn, ki se je zgodil 15. januarja 2016. Ocenite
trajanje prehoda MVP Cez Saturnove kolobarje in ca-
sovni interval med prvim in zadnjim posnetkom MVP
na spodnji sliki. KolikSna je Sirina pasu na povrsju
Zemlje, znotraj katerega je fotograf lahko naredil tak
posnetek?

Znano je, da je bila ta dan elongacija Saturna 42°,
viSina orbite MVP pa 400 km. Predpostavite, da je
bil Saturn za fotografa v zenitu, vrtenje Zemlje pa
zanemarite.
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ASTRONOMIJA

normaliziran svetlobni tok

SLIKA 3.

N

3. letnik srednje Sole

Na slikah 4 sta krivulji sija pri prehodu planeta prek
mati¢ne zvezde. Na obeh grafih je ozna¢eno mesto,
ko je planet Sel pred pego na zvezdi. Zvezda ima
navidezno vizualno magnitudo m = 11,8, njen spek-
tralni tip je KO V, njen polmer pa je 0,57 polmera S R S SR
Sonca. Obhodna doba planeta okoli zvezde je 3,03 ’ -0.05
dni, premer planeta je 1,8-krat vecji od Jupitrovega
premera, njegov geometrijski albedo pa je 0,5.

Ocenite, na kolik§no najvecjo kotno oddaljenost SLIKA4.
se planet za opazovalca na Zemlji oddalji od zvezde.
Ocenite temperaturo planeta. Dolocite vrtilno dobo
zvezde (na njenem ekvatorju) in njeno povprecno
gostoto. Predpostavite, da je prehod planeta pred
zvezdo centralen, orbita planeta okoli zvezde pa kro-
Zna.

o
©
@

normaliziran svetlobni tok

nite tudi polmer planeta.

4. letnik srednje Sole

Na sliki 5 je krivulja sija (v vidni svetlobi) ob prehodu
planeta pred mati¢no zvezdo. Planet sodi med tako
imenovane vroce jupitre. Iz poteka krivulje lahko
sklepamo, da je planet Sel tudi pred hladno pego na
zvezdi. Zvezda ima navidezno vizualno magnitudo
m = 11,8 in pripada spektralnemu razredu KO V. Ce T Y R Y
na njej ne bi bilo pege, bi bila normalizirana gostota as (dnevi)
svetlobnega toka z nje F = 1,015. .

Predpostavite, da je pega okrogla in vecja od pla-  SLIKAS.
neta, in ocenite temperaturo ter polmer pege. Oce- %
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Teoreticne naloge

. - 8. razred osnovne Sole

Sledeca nebesna telesa razvrstite od najbliZjega
do najbolj oddaljenega od Zemlje: Andromedina
galaksija, kvazar 3C48, komet C/2013 US10 (Cata-
lina), meglica Sova.

Princesa Sofija Avgusta Frederika Anhalt-Zerbst je
prvic prisla v Sankt Peterburg 3. februarja 1744.
Kateri dan v tednu je bil to?

V filmu Marsovec je ¢lan ekspedicije Ares III Mark
Watney na Marsu preZzivel 549 solov (sol je srednji
Soncev dan na Marsu), preden so ga reSili astro-
navti vesoljskega plovila Hermes. Mars se enkrat
okoli svoje osi zavrti v ¢asu 24 ur in 37 minut, ob-
hodni ¢as Marsa okoli Sonca pa je 687 zemeljskih
dni. Z natan¢nostjo ene minute izracunajte tra-
janje sola. Koliko zemeljskih dni je Mark Watney
prezivel na Marsu?

Na dan, ko je Anakin Skywalker reSil planet Alde-
raan, se mu je na planetu Tatooine rodil sin Luke.
Se isti dan je Anakin poletel proti planetu Tato-
oine. Alderaan in Tatooine sta oddeljena 4 par-
seke. Anakinova vesoljska ladja leti s hitrostjo, ki
je petkrat manjsa od hitrosti svetlobe. Koliko je
bil star Luke, ko je Anakin priSel na Tatooine?

Za koliko je lahko Zemlja bliZje srediS¢u Galaksije
kot Sonce? Kdaj (kateri mesec v letu) je to?

. razred osnovne Sole, 1. letnik srednje Sole

Neki asteroid se giblje po krozni orbiti in vsakih
Sest let je ob eni od njegovih opoziciji viden v
ozvezdju Kozorog. Koliko ¢asa po opoziciji v Ko-
zorogu bo asteroid v naslednji opoziciji? V kate-
rem ozvezdju bo takrat?

Atomarni vodik je v Galaksiji razporejen v disku
s polmerom okoli 20 kiloparsekov in debelino pri-
bliZzno 50 parsekov. Celotna masa atomarnega vo-
dika je priblizno 7 x 10° mas Sonca. Masa enega
atoma vodika je 2 x 10724 g. Ocenite koncentracijo
atomov vodika (Stevilo atomov na prostorninsko
enoto) v disku Galaksije. Masa Sonca je 2 x 1030
kg.

Neko vesoljsko telo ima enako maso kot Sonce in
sledeco lastnost: teZa muhe na njegovem povrsju
je enaka tezi slona na povrsSju Zemlje. Ocenite go-

stoto tega vesoljskega telesa. Kateri vrsti vesolj-
skih teles lahko pripada to telo?

Ocenite, pri katerem najvec¢jem naklonu Venerine
orbite glede na ekliptiko bi Se lahko videli prehod
Venere Cez Soncevo ploskvico ob vsaki njeni spo-
dnji konjunkciji.

Zamislite si, da jutri zjutraj (14. februar 2016) ma-
lo pred vhodom Sonca opazujete parado svetlih
planetov in Lune na nebu. Kako si ta nebesna te-
lesa sledijo (od vzhoda proti zahodu) na nebu?
Pomagate si lahko s slede¢imi podatki: 9. marca
bo popolni Soncev mrk; pred tednom dni je bil
Merkur v najvecji zahodni elongaciji; Venera je na
nebu 28,5 stopinj zahodno od Sonca; Mars je v
ozvezdju Tehtnica; Jupiter bo 8. marca v opozi-
ciji s Soncem; Saturn ni v nobenem od zodiakalnih
ozvezdij.

. letnik srednje Sole

V pravljici Lewisa Carrolla Alica v ¢udezni dezeli
se Alica veckrat poveca in pomanjSa. Za koliko se
spreminja navidezna magnituda najSibkejSih ne-
besnih teles, ki jih Alica lahko Se vidi s prostim
oCesom, Ce se njena viSina spreminja med 5 cm in
5 m?

Astronomi so pri preucevanju asteroidov Glavne-
ga asteroidnega pasu ugotovili, da se ti ve¢inoma
nahajajo v obmocju +4 stopinj od ekliptike, mejo
pasu glede na oddaljenost od Sonca pa predsta-
vljajo orbite asteroidov, katerih obhodna doba je
v razmerju z obhodno dobo Jupitra 1: 3 in 2: 3.
Predpostavite, da je v tem obmocju okoli 300 ti-
soC asteroidov in ocenite povpretno oddaljenost
med sosednjima asteroidoma.

Za zvezdo Vego je znano, da je znatno sploSCena.
Ocenite razmerje njenega ekvatorialnega in polar-
nega polmera, Ce veste, da bi se njen najvecji in
najmanjsi navidezni sij razlikoval za 1 magnitudo,
Ce bi jo lahko opazovali z vseh strani. Predposta-
vite, da je povrSinska svetlost Vege po vsem nje-
nem povrsju enaka.

Kot se mnogi lahko spomnite, so prvi kentavri, ki
jih je v Zivljenju srecal Harry Potter, druZzno pogle-
dali v nebo in rekli: »Mars je danes zelo svetel.« Iz
knjige je znano, da se je to zgodilo leta 1992 neke
majske noci okoli polno¢i. DokaZite, da so kenta-
vri brezsramno lagali, ¢e veste, da bo maja 2016
navidezna magnituda Marsa —2. Obhodna doba
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Marsa okoli Sonca je 1,88 leta.

V planetnem sistemu EPIC 201367065 se okoli sre-
diS¢ne zvezde polmera R = 0,56 Rggnce in mase
M = 0,6 Msonce gibljejo trije planeti, katerih pol-
meri so 1 = 0,0348R, 1» = 0,0279R, r3 = 0,0248
R, polmeri njihovih orbit pa a; = 0,078 a.e., a» =
0,14 a.e., az = 0,21 a.e. Na katerem planetu, dru-
gem ali tretjem po oddaljenosti od mati¢ne zvez-
de, bi hipoteti¢ni prebivalci videli dlje trajajoci na-
videzni prehod temu planetu najblizjega notranje-
ga planeta ez ploskvico zvezde? Orbite planetov
so krozZnice in lezijo v isti ravnini. Vsi trije planeti
okoli zvezde krozijo v isti smeri.

. letnik srednje Sole

Povprecna gostota Saturna je 0,69 g/cm3. Njegova
oblika je elipsoid z razmerjem med polarnim in
ekvatorialnim polmerom 1: 1,11. KolikSna bi bila
povprecna gostota Saturna, ¢e bi se ta preobliko-
val v kroglo s polmerom, ki bi bil enak sicer$Snjemu
polarnemu polmeru?

Pri obdelavi spektra zvezde Alferat (rektascenzija:
Oh 08min, deklinacija: +29°), posnetega v rdecem
obmocju vidne svetlobe, je priSlo do napake.
Spekter je bil posnet 25. junija, a je astronom, ki
je meritve obdeloval, zmotno mislil, da je bil da-
tum opazovanja 20. december. Ugotovite, kakSne
popravke je treba narediti pri rezultatih meritev
rdecega dela spektra, da bi napako odpravili. Oce-
nite (koli¢insko) velikost popravkov.

Spomnite se kake fotografije Saturna in ocenite
delez (odstotek) celotnega »povrS§ja« Saturna, s ka-
terega njegovi prstani niso vidni.

Obhodna doba zvezd v dvozvezdju, v katerem se
iz ene zvezde pretaka snov na drugo, je 2,5 dneva.
Znano je, da se je ta obhodna doba v zadnjih 100
letih podaljsala za 20 sekund. Ena komponenta
dvozvezdja ima 3-kratno maso Sonca, druga pa 5-
kratno maso Sonca. Ocenite hitrost akrecije v sis-
temu - koli¢ino snovi, ki se v enem letu pretoci z
ene zvezde na drugo. Katera zvezda snov oddaja
in katera jo sprejema?

ASTRONOMIJA

dnji dan se je Sonce na obzorju pokazalo to¢no ob
9.00. Dolocite datum opazovanja. Kdaj in na ka-
teri viSini nad obzorjem bo naslednja zgornja kul-
minacija zvezde Kapela (rektascenzija: 5h 17min,
deklinacija: +46°)? Zanemarite kotno velikost Son-
Ceve ploskvice in ¢asovno enacbo.

= Denimo, da so astronomi v Osonc¢ju odkrili telo,

katerega orbita je lezala v ravnini ekliptike. Ko
sta kota »perihelij telesa - Sonce - telo« in »Sonce
- telo - Zemlja« soCasno postala prava kota, so
astronomi opazili nenadno povecanje sija telesa.
Pokazalo se je, da je to telo kovinski lete¢i kro-
znik, katerega ravnina je pravokotna na ravnino
njegove orbite, rob kroznika pa je obrnjen v smeri
gibanja. Izracunajte ekscentricnost orbite tega te-
lesa in njegovo oddaljenost od Sonca v periheliju,
Ce veste, da je bila ob odkritju njegova kotna od-
daljenost od Sonca 30°.

= Dvojni pulzar PSR B1913+16 sestavljata dve nev-

tronski zvezdi s priblizno enakima masama, ki
znaSata 1,4 mase Sonca, povprecna oddaljenost
med njima pa je 2 x 10° km. Znano je, da sistem
oddaja gravitacijske valove, zaradi ¢esar se obho-
dna doba zvezd zmanjSuje za 80 mikrosekund le-
tno. Ocenite razmerje med gravitacijskim izsevom
sistema PSR B1913+16 in njegovim izsevom v Vi-
dni svetlobi, Ce veste, da je sistem od Sonca od-
daljen 7 kiloparsekov in je njegov navidezni sij v
vidni svetlobi +22m.

= V knjigi Silmarillion je opis, kako so se ob nekem

jezeru Srednjega sveta Skrati prebudili zaradi soja
zvezd, kar se je zgodilo Se pred nastankom Sonca
in Lune. Predpostavite, da je bila osvetljenost Sre-
dnjega sveta z zvezdami enaka kot osvetljenost
povrSja Zemlje s polno Luno, in ocenite, koliko-
krat ve¢ zvezd bi videli s prostim o¢esom na nebu
Srednjega sveta kot na naSem nebu.

= Dvozvezdje sestavljata dve enaki zvezdi s polme-

roma 1,3 polmera Sonca in povrsSinsko tempera-
turo 6500 K, gibljeta pa se po kroznih orbitah s
polmerom 1,2 a.e. Ali se lahko okoli ene od zvezd
planet giblje v obmocju, ki je primerno za Zivljenje
(na povrsju planeta lahko obstoja tekoca voda), Ce
je geometrijski albedo planeta 0,37

4. letnik srednje Sole X X X
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zoval vzid Sonca ob 9.04 po lokalnem ¢asu. Nasle-
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Podatkovna struktura kopica

N2
ANDRE] TARANENKO

- Tokrat bomo predstavili podatkovno strukturo,
imenovano kopica. V literaturi se pojavlja vec raz-
licnih definicij strukture, ki se skriva pod imenom
kopica. V nasSem prispevku bo kopica dvojisko

drevo z zahtevanimi dodatnimi lastnostmi,

podrobneje definirana v nadaljevanju. Ponovimo

na zacetku nekaj o dvojiskih drevesih.

Dvojisko drevo in predstavitev s poljem

Dvojisko drevo je podatkovna struktura, ki je bodisi
prazna bodisi za vsako vozliSce velja, da ima najvec
dva otroka.

Z besedo vozliS¢e imamo v mislih strukturo, ki vse-
novani levi in desni otrok. Kadar govorimo samo o
otrocih, bomo v mislih imeli poljubnega izmed njiju
ali oba. VozliSce v je stars vozliSca u, Ce je u otrok
vozlis¢a v.

V dvojiSkem drevesu, ki ni prazno, imamo poseb-
no vozliS¢e, imenovano koren oz. korensko vozlisce.
Korensko vozliS¢e imamo za prvi nivo drevesa. Nje-
govi otroci so na drugem nivoju drevesa, njihovi
otroci na tretjem itd. Naj bo v vozlisS¢e dvojiSkega
drevesa. Ce pogledamo drevo, katerega korensko
vozliSce je levi otrok vozliS¢a v, govorimo o levem
poddrevesu, drevo, katerega koren je desni otrok vo-
zliS¢a v, pa je desno poddrevo. VozliSCe drevesa, ki
nima otrok, imenujemo [ist.

Na sliki 1 vidimo primera dveh dvojiskih dreves.
V obeh je vozlisce s klju¢em A korensko vozlisce. Ce
se omejimo na levo drevo na sliki 1, je drevo, ki ga
tvorijo vozlisca s kljuci C, F in G, desno poddrevo
vozliSca s kljucem A. Listi drevesa pa so vozliSca s
kljuci F, G, H, I in J. Drevo ima S$tiri nivoje. VozliSce s
kljuCem A je na prvem nivoju drevesa, vozlisci s klju-
C¢ema B in C na drugem nivoju drevesa, na tretjem so
vozliS¢a s kljuci D, E, F in G, na zadnjem (Cetrtem)
nivoju pa vozliSca s kljuci H, I'in J.

Za dvojisko drevo, ki je levo poravnano, velja, da

SLIKA 1.
Levo poravnano dvojisko drevo in dvojisko drevo, ki ni levo
poravnano.

ima na vseh nivojih, razen morda zadnjem, vsa mo-
Zna vozlisca. Na zadnjem nivoju drevesa pa dopu-
§¢amo, da na desni strani manjkajo vozlis¢a. Primer
levo poravnanega drevesa vidimo na levi strani slike
1; primer devesa, ki ni levo poravnano, saj med voz-
lisS¢em J in vozliS¢em M manjkajo ¢rtkasto narisana
vozliSc¢a, pa vidimo na desni strani slike 1.

DvojiSko drevo lahko v racunalniku med drugim
predstavimo s poljem tako, da kljuce v vozlis¢ih od
zgoraj navzdol in od leve proti desni za povrstjo
shranimo v polje. Levo drevo na sliki 1 bi na ta nacin
predstavili s poljem v tabeli 1.

Ce ne bi zahtevali, da je drevo levo poravnano, bi
pri tej predstavitvi v polju dobili prazna (neizkori-
SCena) mesta. V tabeli 2 vidimo desno drevo s slike
1 predstavljeno s poljem.

indeks | 0 i1 :2:3:4:5:6:7:8:9

vrednost [ A i B i CiD:IE:F:iGiH:!I:]J

TABELA 1.
Predstavitev dvojiSkega drevesa s poljem

indeks [0:1:2:3:4:5:6:7:8:9:10:11:12
vrednost |ABICIDIEIFIGIH:I:Ji | iM
TABELA 2.

Dvojisko drevo, ki ni levo poravnano, predstavljeno s poljem.
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Predpostavimo, da so elementi polja indeksirani
od 0 naprej. Sami lahko preverite, da ima vozliSce, ki
ga v polje shranimo na indeks i, levega otroka shra-
njenega na indeksu 2i + 1, desnega pa na indeksu
21 + 2. StarS vozliSca, shranjenega na indeksu i, je
shranjen na indeksu [%J. V vseh primerih zapi-
sano seveda velja, ¢e element z ustreznim indeksom

v polju sploh obstaja.
Kopica in operacije na njej

Kopica je levo poravnano dvojisko drevo, v katerem
za vsako vozlisce velja: Ce je A star§ vozli§¢a B, po-
tem je kljuc¢ v vozliS¢u A ved;ji ali enak kljuc¢u v voz-
lis¢u B. Ce vozlis¢e nima otrok, velja, da je lastnosti
zadoSceno.

Tako definirana kopica se imenuje tudi maksimal-
na kopica. Podobno bi definirali minimalno kopico,
kjer bi za vsako vozliSce veljalo, da je klju¢ v vozli-
$¢u manjsi od kljuca v otroku. V nadaljevanju bomo
maksimalni kopici rekli samo kopica. Ker bomo ko-
pico predstavili s poljem, zahtevamo, da imamo levo
poravnano dvojisko drevo.

Primer kopice vidimo na sliki 2. Opazimo lahko,
da je v korenskem vozli§¢u kopice vedno klju¢ naj-
vecje vrednosti, kar je tudi sploSna lastnost kopice.

Spoji kopici
Prvi postopek nad kopicami, ki ga bomo predstavili,

se imenuje spoji kopici. Gre za naslednje: podani
imamo dve kopici in Se eno vozlisSce. Vse troje bi

SLIKA 2.
Primer kopice

RACUNALNISTVO

radi spojili (zdruzili) v eno dvojiSko drevo, ki bo tudi
kopica.

Zacetno stanje problema je predstavljeno na sliki
3, na kateri vidimo dve kopici (rde¢e in zeleno obar-
vano drevo) ter dodatno (modro obarvano) vozliSce,
ki bi ga Zeleli povezati s podanima kopicama. Rdece
in zeleno drevo zadoSc¢ata lastnostim kopice, celotno
drevo pa ne predstavlja kopice, saj modro vozliSce
nima kljuca, ve¢jega od desnega otroka.

Postopek spoji kopici izvedemo tako: naSe trenu-
tno vozliS¢e na zacetku postane dodatno (modro) vo-
zliS¢e. Dokler s trenutnim vozliS¢em nismo v listu
kopice ali pa trenutno vozli§ce krsi lastnost kopice
(klju¢ v trenutnem vozliS¢u je manjsi od vsaj enega
izmed kljucev v otrocih), zamenjaj klju¢ s klju¢em
veCjega izmed otrok in se prestavi na vozliSce, s ka-
terim smo zamenjali vrednosti.

Korake postopka spoji kopici za primer s slike 3
vidimo na sliki 4, pri ¢emer je trenutno vozliSce ve-
dno obarvano z modro.

Zgradi kopico

Pri postopku zgradi kopico predpostavimo, da ima-
mo podano polje, katerega elementi ne zadoScajo
nujno lastnostim kopice. Elemente polja Zelimo pre-
urediti tako, da bo celotno polje predstavljalo ko-
pico.

Poglejmo si primer, kjer je zacetno stanje predsta-
vljeno s sliko 5.

Pri izgradnji kopice si bomo pomagali s postop-
kom spoji kopici. Ker mora vsako vozliS¢e drevesa

SLIKA 3.
Zacetno stanje postopka spoji kopici
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zadoscati lastnosti kopice, bomo po vrsti od desne
proti levi in od spodaj navzgor spajali posamezne
kopice. Listi dvojiSkega drevesa vedno zadosScajo la-
stnosti kopice, saj nimajo otrok. Torej prvo vozlisce,
pri katerem bomo izvedli postopek spoji kopici, bo
starS najbolj desnega lista na zadnjem nivoju dre-
vesa, zadnje bo pa korensko vozliSce.

korak 2

korak 1

korak 3

(30
(2] (@)
G Gy @ @
&® @

SLIKA 4.
Koraki postopka spoji kopici

indeks | 0 i1 :2:3:4:5:6:7:8:9

vrednost

53:41:75:62:21:97:24:10:15:42

SLIKA 5.
Polje, ki ne predstavlja nujno kopice, in pripadajoce dvojisko
drevo.

Na sliki 6 vidimo posamezne korake (en klic po-
stopka spoji kopici) izvajanja postopka zgradi ko-
zadoscajo lastnostim kopice. VozliS¢e obarvano z
rdece pa na vsakem koraku predstavlja vozlisce, ki
ga spajamo s pripadajocima poddrevesoma (kopica-
ma). Po zadnjem koraku dobimo dvojiSko drevo, ki
predstavlja kopico.

Odstrani najvecji element iz kopice

Tokrat Zelimo iz obstojeCe kopice odstraniti najve-
¢ji element. V mislih imejmo, da bo v ra¢unalniku
kopica shranjena v polju, tako da ne bomo elementa
dejansko odstranili, ampak se bomo pretvarjali, da
je velikost kopice (Stevilo elementov v kopici) manjsa
od Stevila vseh elementov v polju.

Najvecji element kopice ucinkovito odstranimo
tako: Zamenjaj najvecji element kopice (korenski)
z najbolj desnim listom zadnjega nivoja. ZmanjSaj
velikost kopice za en element. Spoji »novi« koren-
ski element s kopicama, ki ju predstavljata njegova
otroka.

korak 1 korak 2

() &)

(1] © (1] (75)
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@ @ e @ @ G
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SLIKA 6.
Koraki postopka zgradi kopico

24

PRESEK 43 (2015/2016) 6




Poglejmo primer odstranjevanja najvecjega ele-
menta iz kopice s slike 7.

Iz kopice Zelimo odstraniti najvecji element. Na
prvem koraku ga zamenjamo z najbolj desnim li-
stom zadnjega nivoja in zmanjSamo velikost kopice
za 1. Na slikah 8 in 9 to pomeni, da si predstavljamo,
da modro obarvano vozliS¢e (element polja) ni vec
del kopice.

indeks [0 :1:2:3:4:5:6:7:8:09

vrednost

97 062 :75:41:42:53:24:10:15: 21

SLIKA 7.
Kopica in pripadajoce polje

RACUNALNISTVO

Ker smo spremenili prvi element drevesa, se lahko
zgodi, da krsi pravilo kopice. Drugih elementov, ki
so ostali v kopici, nismo spreminjali, zato so ohra-
nili lastnost kopice. Imamo torej dve kopici (levo
in desno poddrevo) korenskega vozliSca in koren-
sko vozlisce, ki morebiti krsi lastnost kopice. Iz-
polnjeni so torej pogoji, da izvedemo postopek spoji
kopici. Ne pozabite, modro obarvano vozli§¢e ni vec
del kopice. Po izvedenem postopku spajanja koren-
skega vozliSc¢a s kopicama v levem in desnem pod-
drevesu dobimo kopico predstavljeno z belimi vozli-
$¢i na sliki 9.

Uporaba kopice

Kopica je zaradi svojih lastnostih koristna pri raz-
licnih problemih. Ker imamo v kopici v korenskem
vozliS¢u na vsakem koraku vedno element z najve-
¢jim kljuCem, je kopica zelo primerna za uporabo
kot prednostna vrsta. V prednostno vrsto namrec
dajemo elemente v nekem vrstnem redu, iz nje jih
pa pridobivamo v vrstnem redu glede na njihovo pri-
oriteto, ki pri implementaciji s kopico, predstavlja
kljuce, glede na katere gledamo urejenost. Kot smo
povedali v prejsnjih razdelkih, imamo v kopici v ko-
renu vedno najvecji element, ki ga znamo enostavno
odstraniti.

Drugi primer uporabe, ki ga bomo predstavili tu-
kaj, pa je urejanje podatkov v polju. Problem je sle-

indeks [0 :1:2:3:4:5:6:7:8:09

indeks [ 0 i1 :2:3:4:5:6:7:8:9

vrednost

21:62:75:41:42:53:24:10:15:97

vrednost

SLIKA 8.
Prvi korak odstranjevanja najvecjega elementa

SLIKA 9.
Dobljena kopica po odstranjevanju najvecjega elementa
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de¢: imamo polje napolnjeno s podatki. Podatke v
polju Zelimo urediti nepadajoce.

Tokrat bomo problem urejanja podatkov resili s
kopico. Pri odstranjevanju najvecjega elementa iz
kopice lahko opazimo, da na mesto zadnjega ele-
menta kopice (preden spremenimo velikost kopice)
dobimo ravno najvedji element. Ce torej iz doblje-
nih kopic zaporedoma odstranjujemo najvecji ele-
ment, dobimo v polju kljucCe, urejene v nepadajo-
Cem vrstnem redu. Elemente odstranjujemo, dokler
ima dobljena kopica vec kot en element. Seveda mo-
ramo pred odstranjevanjem kljucev iz podatkov po-
lja zgraditi za¢etno kopico. Temu postopku urejanja
pravimo urejanje s kopico. Urejanje s kopico ima Ca-
sovno zahtevnost O(nlogn) in je zato po hitrosti
primerljivo z najhitrejSimi algoritmi urejanja.

Poglejmo postopek urejanja s kopico na spodnjem
primeru. Tokrat bomo zapisovali le polja, ki jih do-
bimo, in ne bomo izrisovali pripadajo¢ih dvojiSkih
dreves. Postopek je prikazan na sliki 10, pri ¢emer
znova velja, da modro obarvani elementi niso vec¢ del
kopice.

indeks

0:1:i2:3:4:5:6:7:8:9

izvedemo zgradi kopico

odstrani najvetjega |75:62:53:41:42:21:24:10:15:97

odstrani najvecjega

postopek zakljucen 10 15 21 ;24;41 §42 53%62 75 ;97

SLIKA 10.
Koraki postopka uredi s kopico na primeru podanega polja
X X X

" dmia-zaloznistvosi

Krizne vsote

A 2

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razlicne.

16 3
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- V letoSnjem letu se je tekmovanj iz matematike,
fizike, astronomije, razvedrilne matematike, pos-
lovne matematike, financne matematike in stati-
stike za razli¢ne stopnje osnovne in srednje Sole
v organizaciji DMFA Slovenije udelezZilo vec¢ kot
130000 ucencev in ucenk iz skoraj 700 razlicnih
Sol (http://www.dmfa.si/Tekmovanja/Statis-
tika.aspx). Med skoraj 1000 prejemniki zlatih pri-
znanj je 171 nagrajencev osvojilo 193 nagrad. Sle-
dnji so bili skupaj z druZinskimi clani, mentorji in
predstavniki Sol povabljeni na tradicionalno pode-
litev nagrad Bistroumi 2016, Ki je v soboto 14. maja
potekala v Gallusovi dvorani Cankarjevega doma v
Ljubljani.

Zbrane je uvodoma nagovoril predsednik DMFA
Slovenije, prof. dr. Matej BreSar, ki se je spomnil na
nedavno preminula velika slovenska znanstvenika,
oba castna ¢lana DMFA, matematika akademika pro-

fesorja Ivana Vidava in fizika profesorja Janeza Str-
nada. V duhu spomina nanju je zbranim v dvorani

polozil na srce: »Velike dosezke dosegajo velike
osebnosti. Pomemben pa je prispevek vsakogar, ki
doda kamencek v mozaik.«

Kot slavnostni gost je mlade nagovoril tudi akade-
mik profesor dr. Tadej Bajd, predsednik Slovenske
akademije znanosti in umetnosti. Poudaril je pomen

SLIKA 1.
Prof. dr. Matej Bre3ar.
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slovenske poljudnoznanstvene literature in se prav
tako spomnil akademika profesorja dr. Vidava. Ob
koncu je Saljivo pripomnil, da je ob prihodu na fa-
kulteto tudi on spoznal Vidava, a ne le enega, temvec
kar dva - Vidava I in Vidava Il (tj. znamenita uc¢benika
ViSja matematika I in II, deli Ivana Vidava, op. a.).

Na odru so bila podeljena Stevilna priznanja, med
njimi tudi znamenita Vegova priznanja najboljSim
mladim matematikom ter nagrada Diamantni ken-
guru trem devetoSolcem, ki so v devetih letih osnov-
nega Solanja osvojili skupaj najvec tock na tekmova-
nju Kenguru.

Korakom nagrajencev so tempo dodali ¢lani sku-
pine SToP. UmetniSko dovrSeno prireditev, ki jo je
odli¢no vodila Blazka Miiller Pograjc, si je zamislil
dr. BoStjan Kuzman, izvedba pa bi bila nemogoca
brez logisti¢ne podpore dr. Matjaza Zeljka ter Ste-
vilnih drugih sodelujocih.

SLIKA 2.
Tolkalna skupina SToP je leta 2014 za svoje delo prejela na-
grado PreSernovega sklada Republike Slovenije.

Preden je podelila priznanja najboljSim v znanju
astronomije, je svoje podrocje dela predstavila tudi
dr. Andreja Gomboc, prejemnica Zoisovega prizna-
nja Republike Slovenije za pomembne znanstvene
doseZke na podrocju astronomije. Ob nazornih ani-
macijah je ob¢instvu na kratko predstavila gamma
sevanje in gravitacijske valove.

Nagrajeni osnovnosolci so lahko ob zanimivem vi-
deu podoziveli vzdus§je s tekmovanja v znanju fizike,
podeljevalka priznanj in predsednica drzavne tek-

movalne komisije dr. Barbara Rovsek pa je ob tem
opisala nekoliko poseben sestavni del tega tekmova-
nja - eksperimentalne naloge. Svoje spomine na tek-
movanje iz matematike, ki ima od vseh slovenskih
tekmovanj v znanju najdaljso tradicijo, je opisal Zo-
isov nagrajenec profesor dr. Tomaz Pisanski. Kot
Castni podeljevalec je predal nagrade najboljSim z
letoSnjega jubilejnega 60. tekmovanja srednjeSolcev
iz znanja matematike za Vegova priznanja.

Prav gotovo je med najuspesnejSimi in (Ze vec let
zapored) najveckrat omenjenimi na podelitvah na-
grad DMFA dijak Aleksej Jurca. Letos je bil med
najboljsimi tako pri matematiki kot tudi pri fiziki in
astronomiji. Podelitve se tokrat ni mogel udeleziti,
saj se je prav takrat s svojo ekipo vracal z Mednaro-
dne naravoslovne olimpijade. Kljub temu je bil ak-
tivno vkljucen v letoSnjo prireditev, saj je za obcin-
stvo posnel navdihujo¢ video svoje reSitve naloge o
dvojnem pulzarju z enega od lanskih tekmovanj.

Vrhunec celotne prireditve je bila predstavitev
18-ih dijakov, izbranih za udelezbo na letoSnjih
mednarodnih olimpijadah iz znanja: 57. mednarod-
ne matematicne olimpijade v Hong Kongu, 47. med-
narodne fizikalne olimpijade v Svici, 10. mednaro-
dne olimpijade iz astronomije in astrofizike v Indiji,
10. srednjeevropske matemati¢ne olimpijade v
Avstriji in 5. evropske dekliSke matemati¢ne olimpi-
jade, ki je prejSnji mesec Ze potekala v Romuniji.

SLIKA 3.
Prejemnica Zoisovega priznanja dr. Andreja Gomboc na odru
opisuje svoje znanstveno delo.
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Ena izmed Stevilnih skupin nagrajencev na slavnostni podelitvi.

57. mednarodna matematicna olimpijada,
Hong Kong, 6.-16. julij 2016

= JAKOB JURIJ SNOJ, Gimnazija Novo mesto

= DAVID POPOVIC, Gimnazija BeZigrad

= DAVID OPALIC, I. gimnazija v Celju

= TIMEN STEPISNIK PERDIH, I. gimnazija v Celju
= DOMEN VRES, Gimnazija Ravne na Koroskem
= ANDRAZ MAIER, Gimnazija Jesenice.

Vodja ekipe: dr. Gregor Dolinar
Pomocnik vodje: Matej Aleksandrov

ONOMOV.
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SLIKA 5.
Posnetek reSevanja naloge o dvojnem pulzarju.

TEKMOVANJA

47. mednarodna fizikalna olimpijada,
Ziirich, Svica, 10.-18. julij 2016

= ToMmAZ CVETKO, Gimnazija Bezigrad

= JERNEJ DEBEVC, Prva gimnazija Maribor
= LUKA GOVEDIC, II. gimnazija Maribor

= ALEKSEJ JURCA, Gimnazija Bezigrad

= JAKOB ROBNIK, Gimnazija BeZigrad.

Vodji ekipe: dr. Jure Bajc in dr. Barbara RovSek

10. mednarodna olimpijada iz astronomije
in astrofizike,
Bhubaneswar, Indija, 9.-19. december 2016

= LUKA GOVEDIC, II. gimnazija Maribor

= ANZE JENKO, Gimnazija Bezigrad

= ALEKSEJ JURCA, Gimnazija Bezigrad

= URBAN OGRINEC, Gimnazija in srednja Sola
Rudolfa Maistra Kamnik

= JAKOB ROBNIK, Gimnazija BeZigrad

Vodja ekipe: Andrej GuStin

10. srednjeevropska matematicna olimpijada,
Vocklabruck, Avstrija, 22.-28. avgust 2016

= DAVID PoPoviIC, Gimnazija Bezigrad

= DAVID OPALIC, I. gimnazija v Celju

= TIMEN STEPISNIK PERDIH, I. gimnazija v Celju
= DOMEN VRES, Gimnazija Ravne na KoroSkem
= ANDRAZ MAIER, Gimnazija Jesenice

= NEJC ZAJC, Gimnazija Velenje.

Vodji ekipe: Mihaela PuSnik in Veno Mramor

5. evropska dekliska matematicna olimpijada,

Busteni, Romunija, 10.-16. april 2016

= KLARA DROFENIK, I. gimnazija v Celju
= DoRIS KERSIC, Konservatorij za glasbo in balet
Maribor

= EVA SEME, Gimnazija BeZigrad
= MASA SMAJILA, 1. gimnazija v Celju.

Vodja ekipe: Veno Mramor

X
X
X

PRESEK 43 (2015/2016) 6

N

A1 A /A - _ :  .MIIAEIMaaas



RAZVEDRILO

Novosti v nasi ponudbi

V DMFA - zalozniStvo izdajamo razli¢ne vrste literature.

Predstavljamo vam dve zadnji novosti:

Amir D. Aczel

b i et Amir D. Aczel:
: SKRIVNOST ALEFA

Matematika, kabala,
iskanje neskoncnosti

184 strani, format 14 x 20 cm x

CarloRovelli .
. SEDEM KRATKIH LEKCI]  *

19,50 EUR e~

9,50 EUR

Carlo Rovelli

SEDEM KRATKIH LEKCI]
1Z FIZIKE

76 strani, format 12 x 17 cm

Poleg omenjenih lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih zbirk nalog. PodrobnejsSe predstavitve so na

spodnjem naslovu, kjer lahko vse zbirke tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/cenik/

Individualni narocniki revije Presek, ¢lani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta, razen za najnovejSe knjige! Dodatne informacije lahko dobite v uredni-

Stvu Preseka po telefonu (041) 721 264.

2242

i
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RESITEV
NAGRADNE
KRIZANKE
PRESEK 43/5

- Pravilna reSitev nagra-
dne krizanke iz pete
Stevilke 43. letnika Pre-
seka je Prelomni algo-
ritem. Izmed pravilnih
reSitev so bili izZrebani
DAVOR FLORJAN iz Ta-
bora, MATEJA KNAP iz
Preserja in TIMOTEJ VE-
SEL iz Velenja, ki so
razpisane nagrade pre-
jeli po posti.

X X X
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Bell oblaki

N\
ALES MOHORIC

- Zakaj so oblaki beli? Oblake sestavlja prozorna
voda. Kar nalijte jo v kozarec in se prepricajte.
Tudi zrak, v katerem so vodne kapljice, je prozo-
ren. Pa vendar, vsi smo Ze videli bele oblake. Kaj

je razlog za to belo barvo?

V oblakih so kapljice vode ali kristalcki ledu zelo
majhni. Njihova povprec¢na velikost je od 10 do 20
mikrometrov. To je nekajkrat manjSe od debeline
lasu. Velikost kapljic je tudi odvisna od vrste oblaka,
vendar so kapljice v oblaku tipi¢no 10 do 1000-krat
manjSe od deZnih kapljic; kapljice v oblaku pred-
stavljajo le milijoninko njegove prostornine. Vecino
vode oblak vsebuje v obliki pare. KakSno vlogo ima
velikost kapljic pri barvi oblaka?

Naredimo poskus s koS¢kom prav tako prozor-
nega stekla (slika 1 zgoraj), ki ga razbijemo s kla-
divom. Tega ne delajte sami zaradi nevarnosti, da
kak droben kosScek zaide v oc¢i ali vas kako drugace
poskoduje. Uporabil sem zaSCitna ocala in steklo
sem zavil v papirnato brisaco. Ko steklo razbijemo
na drobne koS$cke, opazimo, da dovolj majhni koscki
postanejo beli (slika 1 spodaj).

Skrivnost beline je torej v mnoZici zelo majhnih
koSckov. V oblaku so to vodne kapljice. Ko na njih
vpada bela son¢na svetloba, se svetloba na teh del-
cih sipa. Sipanje pomeni kakrsnokoli spreminjanje
smeri Zarka. Smer Zarka se lahko spremeni zaradi
loma, odboja ali uklona. Kateri od pojavov prevla-
duje, je odvisno od velikosti kapljic in valovne dol-
Zine svetlobe. Valovna dolZina vidne svetlobe je od
stiri do sedem desetink mikrometra. Ce se svetloba
sipa na zelo majhnih delcih, npr. atomih ali moleku-
lah, ki so tipi¢no manjsi od tisoCine mikrometra, to-
rej tisockrat manjsi od valovne dolzine svetlobe, po-
tem se mocneje sipa modra kot rdeca svetloba. Zato
je Sonce rumenkasto do rdece, ko je nizko nad ob-
zorjem, nebo pa modro, ko ga opazujemo v smeri
stran od Sonca. Ce so delci veéji od valovne dol-

SLIKA 1.

Kos prozornega stekla (zgoraj) razbijemo na manjse koscke.
Ce so kos¢ki dovolj majhni in so zbrani na kupéek, so videti
beli (spodaj).

Zine svetlobe, npr. kapljice v oblaku so skoraj stokrat
veCje, se svetloba vseh barv sipa enako. Pri vecjih
kapljicah, ko dezuje, je sipanje svetlobe posledica
loma in enkratnega odboja. Ce je plast kapljic do-
volj tanka, da se vecina Zarkov sipa le enkrat, bomo
lahko videli mavrico. Pri manjsih kapljicah, kot so v
oblaku, k sipanju prispeva tudi uklon in tipi¢en Za-
rek, ki doseze naSe oko, se sipa na ogromnem Stevilu
kapljic. Takrat se vse barve soncne svetlobe zlijejo
v belo. Ce opazujemo oblak osvetljen z rde¢o barvo
soncnega zahoda, bo seveda tudi oblak videti rdec
(oglejte si naslovnico prejsSnje Stevilke).

Kaj pa, ¢e bi bil oblak sestavljen iz obarvane vode?
Bi bil bel, ali barvit? Premislite.
X X X
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv na-
Cin zastavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej
Evropi, hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tek-
movanje je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matematic¢ni kenguru z ve¢ kot 6 milijoni
tekmovalcev iz 47 drZav sveta v letu 2011. V Sloveniji Drustvo matematikov, fizikov in astronomov
Slovenije organizira tekmovanje za ucence od prvega razreda osnovne Sole do cetrtega letnika srednje
Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in strokovnih Sol, za dijake srednjih
poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz nereSljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

EVROPSKI MEDNARODNTI MEDNARODNI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

4

2002-2004 2005-2008 2009-2011

10,99 EUR 18,74 EUR 14,50 EUR

Pri DMFA-zaloZnistvo so v Presekovi knjiZnici izSle Ze 4 knjige Matemati¢nega kenguruja.

o Evropski matematicni kenguru 1996-2001 (poslo),
o Evropski matematicni kenguru 2002-2004,

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,

e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni narocniki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite v
urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553.




