<

~UNUV

g

KL
BB R

- STRIZENJE NEENAKOSTI
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MATEMATICNI TRENUTKI

Nekateri gledalci se
sprasujejo, Ce bo tek-
me sploh kdaj konec,
veCina navduSencev
pa Zeli vedeti le, kako
se bo ta tekma konca-
la. Skupina znanstve-
nikov je s pomocjo
matemati¢ne ideje, ki
ji pravimo nakljucni
sprehod, ustvarila mo-
del, ki napoveduje, ka-
ko se pri tekmovalnem
Sportu med tekmo
spreminja  prednost
ene od ekip. Ugotovili so, da lahko verjetnost, da je
prednost L tock ¢t sekund pred koncem tekme varna
(to je, ekipa s prednostjo bo na koncu zmagala), iz-
racunamo s pomocjo izraza, ki vsebuje trigonome-
tri¢cne in eksponentne funkcije. Ta formula, recimo,
predvideva, da bo z 90 % verjetnostjo zmagala ekipa,
ki osem minut pred koncem vodi za 10 tock; ali pa
npr. ekipa, ki ob pol¢asu vodi za 18 tock.

Morda se zdi nenavadno, da je rezultat tekem do
neke mere nakljucen kljub natan¢no znanim izjem-
nim sposobnostim profesionalnih igralcev. Vendar
iz¢rpni podatki z vec kot 10 000 profesionalnih ko-
Sarkarskih tekem potrjujejo, da je formula to¢na v
pribliZno 95 % primerov. Znanstveniki so formulo
preizkusili tudi v primerih drugih Sportov in ugoto-
vili, da se njena natan¢nost malenkost zmanjSa pri
Sportih, pri katerih je moZno doseci bistveno manj
tock.

Bolj radovedni bralci si lahko preberete ¢lanek
Safe Leads and Lead Changes in Competitive Team
Sports, ki so ga leta 2015 v reviji Physical Review Let-
ters (E) objavili avtorji A. Clauset, M. Kogan in S. Red-
ner.
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MATEMATIKA

IGOR KLEP

V prispevku bomo pokazali, kako lahko s po-

moco striZenja dokazujemo neenakosti.

Ena izmed najbolj prepoznavnih neenakostih je nee-
nakost med aritmeti¢no in geometri¢no sredino dveh
Stevil. Ta pravi, da za poljubni nenegativni realni Ste-
vili x, y velja

xX+y

5 > /XY, (1)

pri cemer velja enakost natanko takrat, ko je x = y.
Torej imamo za x + 7y v (1) strogo neenakost

x+y

5 VXY

Izrazu na levi strani neenakosti (1) pravimo aritme-
ticna sredina Stevil x in y, desna stran pa je njuna
geometri¢na sredina. Podajmo Se enovrsticni dokaz
te neenakosti:

X +Yy

XY Ry =5 (VR -3) 20,

Definiramo lahko tudi aritmeti¢no in geometri¢no
sredino za vec stevil. Naj bo podano naravno Stevilo
n in nenegativna realna Stevila xi,..., x;. Potem iz-
razu

X1+ X2+ +Xn
n

pravimo aritmetic¢na sredina, izrazu
n X1X2 " Xn
pa geometric¢na sredina Stevil x1, xo,...,x,. Neena-

kost (1) velja tudi bolj sploSno v primeru n spremen-
ljivk.

Neenakost med aritmeti¢no in geometri¢no
sredino. Naj bo n naravno Stevilo in naj bodo x1, x»,
..., Xn nenegativna realna Stevila. Potem je

X1 +X2+ - +Xn
n

> YX1X2 - - - Xn, (2)

pri cemer enakost v (2) velja natanko takrat, ko je
X1 =Xp2="+""=Xpn.

V nadaljevanju si bomo ogledali enega izmed
mnogih dokazov te neenakosti, ki sloni na tehniki
striZenja neenakosti. To tehniko bomo nato upora-
bili Se na ve¢ primerih.

Nacelo striZenja v najpreprostejsi obliki pove slede-
¢e. Denimo, da Zelimo dokazati neenakost

f(x1,Xx2,...,xXn) =2 g(x1,X2,...,Xn), (3)

ki postane boljsa, ¢e zbliZzamo vrednosti dveh izmed
spremenljivk x;. Natanc¢neje povedano, razlika
f(x1,x2,...,xn) —g(x1,X2,...,Xn) postane manjSa,
Ce fiksiramo vse razen dveh spremenljivk, preostali
dve spremenljivki pa zbliZzamo. Torej za yi,y, z
Ix1 — x2| = [y1 — 21 velja

f(x1,X2,%3,...,Xn) — g(x1,X2,X3,...,Xn)
= (1,72, X3, .., Xn) —9(V1, 12, X3, ..., Xn).
4)
Ce velja f(1, Y2, X3,y Xn) = G(V1, V2, X3, -+, Xn),

tedaj velja tudi zacetna neenakost (3). Tako posku-
Samo (3) s pomocjo zvitih substitucij privesti do pre-
prostejSe neenakosti, ki jo znamo dokazati.

Poglejmo sedaj, kako lahko to nacelo uporabimo v
praksi.

Napravili bomo vrsto substitucij, ki
bodo ohranjale levo stran (aritmeticno sredino
fx1,...,xp) = ¥ n hkrati povecevale

desno stran (geometri¢no sredino g(xi,...,XxXn) =
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MX1X2 - - - Xn). Na koncu niza substitucij bodo vsi
x; enaki in leva stran neenakosti (2) bo enaka desni
strani. S tem bomo dokazali neenakost med aritme-
ticno in geometri¢no sredino.

Ce so vsi izmed x; enaki njihovi aritmeticni sre-
X1t X L. s
dini , ki jo bomo oznacili z x, potem
neenakost (2) o¢itno drzi. V nasprotnem primeru pa
obstajata indeksa i in j, za katera je x; < X < xj. (Ne
morejo biti vsi xj vecji od X, prav tako pa ne morejo
biti vsi x manjsi od x.) Par x;, x; zamenjamo z

Xi~ X| =X, XJWX}:Xi‘f‘Xj—)-C,

vse ostale spremenljivke x pa pustimo pri miru.

Ocitno je x; > 0, x; = xi + X — X 2 xj — X > 0.
Hkrati velja
! 7 = -
xi+xj=x+xi+xj—x=xi+xj.

Torej z zamenjavo spremenljivk nismo spremenili
vrednosti leve strani neenakosti (2). Pokazimo pa,
da smo povecali vrednost desne strani:

!

!
XX

J=5C(Xi+Xj—)_C)=

XiXj+ (x — Xl')(XJ' -X) > XiXj.

Opisani postopek sedaj nadaljujemo. Opazimo,
da i-te spremenljivke ne bomo nikoli ve¢ spremenili,
ker je Ze enaka aritmeticni sredini X. Tako bomo po
kveéjemu n — 1 koraku prisli do poloZaja, ko bodo
vse spremenljivke enake, neenakost (2) pa bo izpol-
njena, saj bosta obe strani enaki X. Po nacelu stri-
Zenja je s tem neenakost med aritmeti¢no in geome-
tricno sredino dokazana.

Spotoma smo dokazali tudi, kdaj velja enakost: e
sta imeli dve spremenljivki razli¢ni vrednosti, potem
smo jih lahko zamenjali tako, da smo ohranili levo
stran neenakosti in strogo povecali desno stran. To-
rej enakost v (2) velja natanko takrat, ko je x1 = xp =

- = Xn. [ ]

Tukaj velja opozoriti, da izbira zamenjave x; ~» X
in x; ~» x; + xj — X zgoraj ni bila nakljucna. Ce bi na
primer oba x; in x; zamenjali z njunim povprecjem
X‘+x’ , potem bi bil postopek striZenja neskoncen (ne
b1 se koncal po kon¢no mnogo korakih) in bi se mo-
rali ukvarjati s konvergenco in drugimi tehni¢nimi
zapleti.

MATEMATIKA

Oglejmo si Se nekaj primerov uporabe striZenja nee-
nakosti.

Nekoliko tehni¢no zahtevnejsi, a vsebinsko podoben
je dokaz neenakosti med geometri¢no in harmonic-
no sredino. Se pravi, da za vsako naravno Stevilo n

in pozitivna realna Stevila x1, x2,..., x, velja
n
nx1x2"'xn2 1 1 1 (5)
— 4 = 4 e —
X1 X2 Xn

z enakostjo natanko tedaj, ko je x; = xp = --- =
Xyn. Izrazu na desni strani neenakosti (4) pravimo
harmonicna sredina Stevil x1, xo,..., Xn.

Ozna¢imo harmoni¢no sredino s h. Ce so vsi iz-
med Xx; enaki h, potem neenakost (4) o¢itno drzi. V
nasprotnem primeru pa obstajata indeksa i in j, za
katera je x; < h < xj. Res, Ce bi bili vsi x; < h,

potem je
n n
S S B S N B
X X Xn h h h
n
:h:L+L+_ Ly L
X1 X2 Xn

kar je oc¢itno protislovje. Podobno lahko vidimo, da
niso vsi x; > h.
Sedaj par x;, x; zamenjamo z
! !
Xi~ x; = h, Xj~ Xj,
pri Cemer x3- izberemo tako, da se desna stran (4) ne
spremeni:

1 1 1 1 1 1
— — = —+ —F ==+ —.
Xi  Xj  X; X h X;
Torej je
r_ I’LXin >0,
J hxi+th'—Xin

saj je imenovalec hx; + hx; — xixj = (h — xj)x; +
hxj = (h—xi)x;+ hx; pozitiven. Kot prej vse ostale
spremenljivke x; pustimo nespremenjene.
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MATEMATIKA

%

Poglejmo, kaj se ob tej zamenjavi spremenljivk
zgodi z levo stranjo (4):

XX —Xixj = hxix;
t b hxi-l—hXj—Xin

= XiXj s -1
IRt ]’LXi-l-hXj—xin

h? — (hx; + hx;j — xix;)
hx; + I’lXJ' — XiXj

(h = xi)(h — x;)

iX I’in + hXj - XiXj

<0,

— XiXj

=Xin

pri cemer smo v zadnjem koraku upoStevali x; < h <
Xxjin

hxi+ hxj - xixj > hx; + xixj — xixj = hx; > 0.

Opisani postopek sedaj nadaljujemo. Opazimo,
da se i-te spremenljivke ne bomo vec¢ dotaknili, ker
je Ze enaka harmonicni sredini h. Tako bomo po kve-
¢jemu n — 1 koraku prisli do poloZaja, ko bodo vse
spremenljivke enake, neenakost (4) pa bo izpolnjena,
saj bosta obe strani enaki h. Po nacelu striZenja je s
tem neenakost med geometri¢no in harmonic¢no sre-
dino dokazana.

Spotoma smo dokazali tudi, kdaj velja enakost: ce
sta imeli dve spremenljivki razli¢ni vrednosti, potem
smo jih lahko zamenjali tako, da smo ohranili desno
stran neenakosti in strogo zmanjsali levo stran. Ena-
kost v (4) velja natanko takrat, ko je x; = xp = - - - =
Xn. |

Povsem analogno je moc¢ dokazati tudi neenakost

> , (6)

\/xf+x§+---+x%>x1+x2+---+xn
n n

kjer levo stran imenujemo kvadraticna sredina Ste-

vil x1,...,xn. To prepusc¢amo bralcu za vajo.
Naj bo n naravno Stevilo in naj bosta x; >
X2 =+ 2Xpiny; =y, = --- >y, padajoci zapo-

redji realnih Stevil. Ce je z4, zo,..., z;, poljubna per-
mutacija (prerazporeditev) zaporedja y1,y2,..., Vn,

potem velja

X121 + X222 + -+ XpZp =
=X1)Y1tXeY2+ "+ Xnln-

Razlozimo najprej od kod ime te neenakosti. Re-
cimo, da trgovina prodaja banane po 1 EUR/kg, Co-
kolado pa po 5 EUR/kg. Kdaj bodo prihodki trgovine
ve(ji, ¢e proda 10 kg banan in 5 kg cokolade ali ce
proda 5 kg banan in 10 kg ¢okolade?

Tudi to neenakost lahko dokaZzemo
s strizenjem. Oglejmo si levo stran neenakosti (6).
Recimo, da permutirano zaporedje zi, zo,...,z, ni
padajoce. Potem ostajata indeksa i in j, za katera
veljai < jin z; < zj. Ce ti §tevili med sabo zame-
njamo, vse ostale zy pa pustimo pri miru, potem se
leva stran (6) poveca:

XiZi + XjZj < Xizj + XjZj, (7)
saj je zaradi monotonosti zaporedja x;,
Xj(Zj —zi) < Xi(Zj - Zi).

Opazimo, da velja enakost v (7) natanko tedaj, ko
je xi = xi41 = -+ = xj. To pomeni, da je leva
stran neenakosti (6) najvecja tedaj, ko je zaporedje
z; padajoce, kar smo Zeleli dokazati. [ |

Neenakosti (6) v€asih pravimo tudi preureditvena
neenakost.

Naj bodo x1,..., X015 realna Stevila, katerih vsota je
vsaj 2015 in katerih vsota kvadratov je vsaj 20152,
Pokazi, da ne morejo biti vsi x; manjsi od 2.

Denimo, da trditev ne drzi. V tem primeru obsta-
jajo xj, za katere je

2015 2015
> x; 22015, > x7=2015% in
i=1 i=1
Xi <2 zavseli.

Najprej opazimo, da mora biti vsaj eno od Stevil ne-
gativno. V nasprotnem primeru namrec velja

2015
2015% > 222015 > > x7 = 20152,
i=1
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kar je protislovje. Sedaj lahko brez Skode za splos-
nost predpostavimo, da je Z%B%S x; = 2015; ce je
vsota x; strogo vecja od 2015, pomanjSamo kaksne-
ga od negativnih x;, da dobimo vsoto 2015. Ob tem
se vsota kvadratov povecuje, torej je Se vedno vsaj
20152, hkrati pa so vsi x; manjsi od 2.
Predpostavimo, da sta dva izmed x;, npr. x; in x,
manjsSa od 2. Zamenjamo ju z 2 in x; + x2 — 2. S tem
se vsota Stevil x; ne spremeni, vsota kvadratov pa se
poveca za 2(2 — x1)(2 — x2). Postopek ponavljamo.
Na koncu bodo vsa Stevila razen enega enaka 2, pre-
ostalo Stevilo pa bo —2013. Vendar pa tedaj dobimo

2015
> x?=2014- 2% +2013% = 2015%,
i=1
kar je v nasprotju s predpostavko, da je vsota vseh
x? vetja od 20152,

Naj bodo x, v, z nenegativna realna Stevila, za katera
je x + v + z = 1. Potem velja

7
XY +Yz+zx —-2xyz < 57" (8)
Vsaj ena od spremenljivk je manjSa od % Ker je
izraz na levi strani (8) simetricen, lahko po potrebi
preimenujemo spremenljivke in doseZemo, da je x <
%. Levo stran neenakosti (8) sedaj preuredimo v

x(y+z)+yz(l-2x). 9)

Ker je 1 — 2x = 0, lahko ostrizemo y in z. Obe
spremenljivki postavimo na yT” S tem se vrednost
izraza (9) ni zmanjSala (uporabimo neenakost med
aritmeti¢no in geometri¢no sredino na yz). Hkrati
pa smo dosegli, da so vse tri spremenljivke manjSe
ali enake %

Izberimo si sedaj srednjo od spremenljivk; ponov-
no lahko po morebitnem preimenovanju spremen-
ljivk predpostavimo, da je to x. Ena od spremenljivk
v, z je tako vsaj %, druga pa kvec¢jemu % Ponovno
ostrizemo y in z - tisto spremenljivko, ki je bliZje
%, postavimo na % preostalo pana y + z — % Tako
povecamo levo stran (9), hkrati pa smo dosegli, da je
ena od spremenljivk enaka %

Po potrebi preimenujmo spremenljivke, da posta-
ne x = % V zadnjem koraku ostrizemo vy, z in dose-
Zzemo,dajex =y =z = % Za to trojico v (8) velja
enakost. S tem je naloga reSena. ]

MATEMATIKA

Bralca vabimo, da se preizkusi na naslednjih prime-
rih.

1. Dokazi, da za vsa nenegativna realna Stevila

a, b, c velja
(a+b+c)?
—a = avbce + bJ/ca + c\ab.

2. Za realna Stevila x1,x>,..
manjSo vrednost izraza

.,X2015 POiSCi naj-

|x —x11+ [x —x2| + - - - + [x — X2015]-
Za katere vrednosti x je ta minimum dosezen?

3. Pokazi, da za pozitivna realna Stevila a, b, ¢ ve-

lja
a’® b? c? a+b+c
+ + > )
b+c c+a a+b 2
4. Naj za ay,...,a205 = 0O veljaa; +az + --- +

aro1s = 1. PoiS¢i maksimum izraza

ayap +azas + - - - +az014a2015-

Kiran Kedlaya, A < B (A is less than B), https:
//artofproblemsolving.com/articles/
files/KedlayaInequalities.pdf,

ogled: 12. 1. 2016.

Thomas Mildorf, Olympiad Inequalities, https:
//artofproblemsolving.com/articles/
files/MildorfInequalities.pdf,

ogled: 12. 1. 2016.

https://en.wikipedia.org/wiki/Mean,
ogled: 12. 1. 2016.
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MATEMATIKA

MARJAN JERMAN

Moderno reSevanje sistemov linearnih enacb v veliki
meri sloni na Gaussovem (1777-1855) c¢lanku iz leta
1809, ko je ob opazovanju asteroida Pallas reSil sis-
tem enajstih enacb s Sestimi neznankami. Njegovo
metodo sta izpopolnila in modernizirala James Jo-
seph Sylvester (1814-1897), ki je leta 1850 uvedel
matrike, in Arthur Cayley (1821-1895), ki je matrike
povezal s sistemi linearnih enacb.

Bralca na primeru spomnimo, kako danes poteka
Gaussova eliminacija. ReSili bomo naslednji sistem
linearnih enacb:

3x+2y+2z+u=-1
X+y+z+5uU=5
2X+y+z+5u=3

x+2y—-4z+3u=11

Postopoma bomo na videz zapleten sistem enacb
pretvorili v ekvivalenten, a veliko bolj enostaven in
laZje reSljiv sistem. Pri tem bomo izvajali t. i. Ga-
ussove transformacije, ki ohranjajo mnozico reSitev
sistema enacb:

(a) Vrstni red enacb lahko zamenjamo.

(b) Enacbo lahko pomnoZimo s Stevilom, ki ni ena-
ko 0.

(c) Poljubni enachi smemo priSteti poljuben vec-
kratnik kake druge enacbe.

Ker se Zelimo izogniti racunanju z ulomki, najprej

zamenjajmo vrstni red prve in zadnje enacbe:

x+2y—-4z+3u=11
X+y+z+5U=5
2X+y+z+5u=3

3x+2y+2z+u=-1

Prvo enacbo ohranimo in hkrati uporabimo zato, da
z odStevanjem njenih veckratnikov odstranimo spre-
menljivko x iz ostalih enacb (od druge enacbe od-
Stejemo prvo enacho, od tretje dvakratnik prve in od
Cetrte trikratnik prve):
xX+2y—-4z+3u=11
-y +5z+2u=-6
-3y +9z-u=-19
-4y + 14z -8u = -34
Sedaj prepiSemo prvo in drugo enacbho ter s pomo-
¢jo druge enacbe uni¢imo spremenljivko y v ostalih
enacbah:
x+2y-4z+3u=11
-y +5z+2u=-6
—6z-7u=-1
-6z —16u = -10
Na koncu prepiSemo prve tri enacbe in se s pomocjo
tretje znebimo spremenljivke z v ¢etrti enacbi:
xX+2y—-4z+3u=11
-y +5z+2u=-6
—6z—-7u=-1
-9u = -9

Sedaj reSujemo enacbe od spodaj navzgor: u = 1

—6z-7u=-1=>-6z2=6=>2z=-1
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-y+5z+2u=-6=>-y-5+2=-6=>y=3

x+2y—-4z+3u=11=>x+6+4+3 =11 =>x = -2
Postopek je izjemno uc¢inkovit. Tisti, ki jih zanima
racunalniS$tvo, so morda opazili, da potrebujemo le

eno tabelo za shranjevanje koeficientov, ki jih med
postopkom zamenjujemo z novimi:

1 2 -4 3 11
5
3
-1

w N =

1
1
2

N = =
— Ul Ul

S O O =
|
w
©
|
—

2 -4 3 11
-1 5 2 -6
0 -6 -7 -1
0 -6 -16 -10
1 2 -4 3 11
0O -1 5 2 -6
0O 0 -6 -7 -1
0O 0 0 -9 -9

Postopek odkrije tudi bolj neobicajne primere, ko
sistem enacb bodisi ni resljiv ali pa je reSitev vec.
Gaussov postopek, recimo, sistem enacb

x+2y =3, 2x+4y =7,
prevede v sistem
x+2y=3 0=1,
ki je ocitno protisloven.
Sistem
xX+2y =3, 2x+4y =6

pa prevede na sistem

x+2y=3, 0=0,

ki ima neskon¢no reSitev oblike x = 3 — 2.

Ze zelo stare civilizacije so pri reSevanju praktic-
nih problemov naletele na sisteme linearnih enacb.
Poraja se zanimivo vprasanje, kako so jih reSevali,
Ce vemo, da niso premogli niti udobnega matematic-
nega zapisa niti osnovnega znanja linearne algebre.
Poglejmo si nekaj najbolj zanimivih utrinkov iz zgo-
dovine matematike.

MATEMATIKA

=

e NSk
e L

e
e

Rhindov papirus je zvitek Sirine 32 cm in dolZine 536 cm. Na
sliki je manjsi sredinski kos papirusa.

Vecino stare egipCanske matematike poznamo
preko dveh papirusov, ki izvirata iz obdobja nekje
med 1850 in 1650 let pr. n. §t. Tako imenovani Rhin-
dov papirus je Skotski arheolog Alexander Henry Rh-
ind (1833-1866) kupil v Luxorju, danes pa ga lahko
najdete v Britanskem muzeju. Pisar Ahmes je zapisal
84 problemov. Stiriindvajseti se glasi:

Ce neki kolicini dodamo njeno Cetrtino, dobimo 15.
Koliksna je ta kolicina?

Problem reSi s tedaj obicajno metodo napacne
predpostavke. Najprej poskusi, ¢e je morda 4 ustre-
zna reSitev. Ker je

4
4+—-=5
4 y
kar je trikrat manj kot Zelenih 15, napacno reSitev
poveca za trikrat in s tem dobi pravo resSitev 12. Res
je
12
12+ — =15.
4
Radovedni bralci, pomislite, ali lahko takS$no skle-
panje uporabimo za reSevanje bolj zapletenih enacb!

O babilonski matematiki vemo veliko vec, ker so se
dobro ohranili zapisi na glinenih ploScicah. 1z pribli-

PRESEK 43 (2015/2016) 4




MATEMA

TIKA

%

Babilonska glinena ploscica VAT8389

Zno istega obdobja kot Rhindov papirus izhaja gli-
nena tablica Stevilka 8389, ki jo hranijo v Muzeju an-
ticnega Bliznjega vzhoda v Berlinu. Da bo vsebina
tablice laZje razumljiva, najprej navedimo babilon-
ske merske enote: bur in sar sta ploSc¢inski meri,
bur = 1800 sar, sar = 36 m?; kur in sila pa pro-
storninski meri, kur = 300 sil, sila = liter.

Naloga se glasi takole:

Prvo polje da 4 kur/bur psenice drugo pa 3
kur/bur. Prvi pridelek presega drugega za 500 sil.
Skupna povrsina obeh polj je 1800 sar. Koliko pri-
delka je zraslo na posameznem polju?

V danasSnjem matemati¢nem jeziku bi nalogo za-
pisali kot sistem dveh linearnih enacb:

x +y =1800
4-300 3-300
1800 X ~ 1800 Y = 000

Babilonci takSnega zapisa niso poznali, prav tako ni-
so poznali Gaussovega postopka eliminacije. ReSeva-
nja so se lotili zelo premeteno. Da bo njihova reSitev
bolj jasna, jo zapiSimo v danasnji notaciji.

Najprej so izracunali

xX+y
2

= 900.

Nato so uvedli novo spremenljivko

XY

T

ki je z velikostima polj povezana z enostavnima zve-
zama

_ Xty X-y
X = > +72 900 + z,
_ Xty XxX-y _ B
y = > > 900 — z.

S pomocjo nove spremenljivke se druga enacba v sis-
temu prevede na linearno enacbho

%(900 +2z) - %(900 - z) = 500,

ki je ekvivalentna enostavnejsi enacbi

7

62 = 350.

Od tod so dobili z = 300, x = 900 + z = 1200 in
v =900 — z = 600. Tako prvo polje meri 1200 sar,
drugo pa 600 sar.

Pripomniti je treba, da je sistemati¢no pridobiva-
nje enostavnejsih ekvivalentnih enacb opisal Sele Al
Khwarizmi (780-850) v svojem delu Hisab al-jabr
w’all-muqabala. Postopek al-jabr v danaSnjem je-
ziku dopolni levo in desno stran enacbe tako, da iz-
nic¢i negativne ¢lene, postopek al-muqgabala pa enac-
bo uravnoteZi, t. j. pokrajSa enake vrednosti na obeh
straneh enacbe. Radovedni bralec je morda iz nena-
vadnih arabskih besed razbral, od kod pride beseda
algebra.

Leonardo Fibonacci (1175-1235) je v svoji knjigi Li-
ber abaci zapisal naslednji nenavadni problem o (po-
zitivnem) premoZenju petih moz in nepraznem mos-
njicku:

Prvi in drugi moZ imata skupaj z mosnjickom dva-
krat vec denarja kot ostali trije skupaj. Drugi in tretji
imata skupaj z mosnjickom trikrat ve¢ denarja kot
ostali trije; tretji in Cetrti skupaj z mosnjickom Stiri-
krat vec kot ostali; Cetrti in peti skupaj z mosnjickom
petkrat vec kot ostali; peti in prvi skupaj z mosnjic-
kom Sestkrat vec kot ostali. Koliko denarja je v mos-
njicku?

10
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Stran iz Fibonaccijeve knjige Liber Abaci iz leta 1202

Z x1, ..., X5 ozna¢imo premoZenja posameznih
moZ, z y pa vsebino mosnjicka. Danes bi problem
zapisali s sistemom enacb:

X1 +X2+ Yy =2(x3+ x4+ X5)

X2+ X3+ Yy =3(X1 + X4 + X5)

X3 +Xg+Yy =4(x1 + X2 + X5)

X4+ X5+ =5(x1 + X2 + X3)

X5+ X1+ Yy =6(x2+ X3+ X4)

Tudi z danasSnjimi metodami bi nas ta sistem petih
enacb s Sestimi neznankami kar precej namucil. Le-
onardo pa se je sistema lotil veliko bolj zvito. Opa-
zil je veliko simetrijo v sistemu in vsaki enachi pri-
Stel premoZenja moZ, ki se nahajajo na desni strani
enacbe in hkrati manjkajo na levi. Tako je npr. prvi
enacbi prisStel na obeh straneh xj3 + x4 + x5, drugi
X1 + X4 + Xs, ..., zadnji pa x» + x3 + x4. Vsoto x1 +
X2 + X3 + X4 + X5 0Zznac¢imo z s. S tem sistem enacb
prepisSemo v obliko:

S+y =3(x3+ x4+ X5)

s+y=4(x1 +X4+X5)

S+ 7y =5(x1 +x2 + X53)

S+y =6(x1+x2+x3)

S+y=7(x2+ X3+ X1)

MATEMATIKA

Ta sistem je ekvivalenten sistemu:

F(s+¥) = X3+ X4 + X5
%(5+y) = X1+ X4 + X5

L(s+y) =x1 +x2+ X5

Hs+Y) =X+ X2+ X3

%(S+y) = X2 + X3+ X4
Ce sestejemo vse enacbe, se na desni strani premo-

Zenje vsakega od moZ pojavi natanko trikrat. Tako
je

(3+4+ + + )(s+y)—35

Do(s+¥) =3s,

torej

420

sS+y= 1539-

PremoZenje prvega moZa dobimo s seStetjem druge
in Cetrte enacbe:

(%+%>(s+y)—x1+s,

5 420

X1 = 12 1535 =S5 =

mS.

Podobno dobimo premoZenje drugega moza s seSte-
tjem tretje in pete enacbe:

(§+3) s+ =x2+5,

X2 = 351555 — 5 = 155
Ta vrednost pa pomeni, da je drugi moz zadolZen,
zato naloga sploh ni reSljiva!

Zaradi spoStovanja zgodovine povejmo, da je Leo-
nardo zadnji del problema resil malenkost drugace.
Ko so se v tretjem sistemu pojavili ulomki, je kar
privzel, da je s + v = 420. To je storil zato, da se
je izognil racunanju z ulomki. Stevilo 420 je namre¢
najmanjsi skupni veckratnik vseh imenovalcev 3, 4,
5, 6 in 7. Njegov na videz napacen privzetek lahko
opravi¢imo z linearnostjo sistema. Finan¢no gledano
je Leonardo znesek s + y zamenjal v valuto, v kateri
je znesek vreden 420 enot.
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Prva naloga osmega poglavja kitajske knjige Devet poglavij ma-
temati¢ne umetnosti

Najvecje presenecCenje pa se skriva v kitajski knjigi
Devet poglavij matematicne umetnosti, ki verjetno iz-
vira priblizno iz let 170-150 pr. n. St.

Prva naloga v osmem poglavju sprasuje takole:

Iz treh snopov najboljSe Zitarice, dveh snopov slab-
Se in enega snopa najslabse dobimo 39 skodelic moke;
iz dveh snopov najboljse, treh slabse in enega naj-
slabse 34 skodelic in iz enega snopa najboljSe, dveh
slabse in treh najslabse 26 skodelic. Koliko skodelic
moke dd posamezen snop vsake od Zitaric?

Danes bi nalogo napisali kot sistem enacb:

3x +2y +z=39
2x+3y+z=34
X+2y+3z=26

Kitajci so za zapis Stevil uporabljali desetiski sis-
tem in bambusove palcke, ki so jih polagali vodo-
ravno ali navpicno. Palcke so polagali na nekakSno
plosco, podobno veliki Sahovski tabli. V knjigi je za-
pisana reSitev naloge, ki je sestavljena iz navodil za
prestavljanje palck.

Najprej je predstavljena tabela, ki bi jo z arab-
skimi Stevili zapisali takole:

11213

21312

3111
2613439

Ce pozorno pregledate tabelo, boste opazili, da se
v stolpcih od desne proti levi skriva vsebina naloge.

Navodilo pravi, naj se najprej pomnoZi vse ele-
mente v drugem stolpcu s prvim elementom tretjega
stolpca, potem pa naj se tretji stolpec odSteva od
drugega, vse dokler na vrhu drugega stolpca ne do-
bimo nicle. Tako dobimo novo tabelico:

1 2:3-3-2=0 3
2 3-3-2-2=5 1
3 1-3-1-2=1 1
26 39

34-3-39-2=24

V jeziku moderne matematike so Kitajci naredili
Gaussovo eliminacijo. Mi jo delamo po vrsticah od
zgoraj navzdol, oni pa so jo naredili po stolpcih od
desne proti levi. Postopek so nadaljevali tako, da so
najprej s pomocjo tretjega stolpca unicili zgornji ele-
ment v prvem stolpcu, na koncu pa Se s pomocjo no-
vega drugega stolpca drugi element v novem prvem
stolpcu:

0]10]3 010]3
41512 0]15]2
81111 - 36|11
39124139 9912439

Tako so prisli do tablice, ki predstavlja analogijo
naSim zgornje trikotnimi matrikam: Iz tablice lahko
preberemo, da iz enega snopa najslabSe Zitarice do-
bimo z = % = 14—1 skodelic moke. Do ostalih dveh
donosov so prisli Kitajci podobno kot mi. S pomika-
njem proti desni so vsakic¢ dobili vrednost Se ene, do

sedaj neznane spremenljivke, izrazene z znanimi:
11 17

2%+11:>X=£

3x + by 7

12
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PETER LEGISA

V srednji Soli pri fiziki zveste nekaj o lastnostih
tanke leCe z dvema sferi¢nima povrsinama. Taka
leca je neobcutljiva za vrtenje okrog svoje osi, ki
je zveznica srediSc¢ ustreznih sfer. Zbiralna leca

zarke, vzporedne z osjo lecCe, zbere v goriscu.

Taka leca ima dve goriSc¢i: F; in F> (slika 1). Op-
ticno sredisce O lece lezi na osi in ima lastnost, da
zarki, ki gredo skozi O, ne spremenijo smeri. Go-
vis¢na razdalja f je razdalja med goriS¢em in optic-
nim srediS¢em. Ravnina skozi O, pravokotna na os
lece, je ravnina lece. Na sliki 1 je A; pravokotna pro-
jekcija tocke A na os lece. Tocko A leca upodobi v
tocko B, katere pravokotna projekcija na os je Bj.
Naj bosta a = |OA;| in b = |OB, | razdalji to¢k A, B
od ravnine lece. Enacba lece pravi, da je

11
I3

Imejmo (ne preveliko) krozno plosco K s srediS¢em

v tocki Ay, pravokotno na os le¢e. LecCa jo upodobi

na krozno ploSco L s srediSCem v B;, pravokotno na

os lece.

Enostavna leca v praksi navadno ne daje zadovo-
ljivih rezultatov. Snov, iz katere je leca, lomi sve-
tlobo razli¢nih valovnih dolZin bolj ali manj razlicno
in je zato goriScna razdalja odvisna od valovne dol-
Zine - temu pravimo razklon ali disperzija bele sve-
tlobe. Ker leca ni idealno tanka, ima Se druge napake.
Tako je iluzorno pricakovati, da se bo snop bele sve-
tlobe, vzporeden z osjo lece, res zbral v eni tocki.
Zato so Ze pred tremi stoletji zaceli uporabljati se-
stave leC iz stekel z razlicnimi lastnostmi. Na ta na-
¢in so bistveno izboljsali upodobitvene lastnosti. Ze
z zlepljenjem dveh primernih enostavnih le¢ je mo-
goCe doseci, da ima sestav enako goriS¢no razdaljo
za modro in za rdeco svetlobo. Takemu sestavu re-

Q-
N

ravnina
lece
|
S S S
I\ A
1
|
B, F, o . o0s
H } Fl A lece
47 B i
b a

¢emo akromat. Ce is¢ete predleco za slikanje iz bli-
Zine, vzemite akromat, ki daje neprimerno boljSe re-
zultate od enostavne lece. V konstrukcijo veclecnih
objektivov Ze stoletja vlagajo ogromno truda, mate-
mati¢nega znanja in racunanja. Veliko sredstev gre
tudi v razvoj posebnih stekel, ki, denimo, manj raz-
klonijo svetlobo (gre za t. i. UD - ultra-low dispersion
stekla). V zadnjem casu pa nove tehnologije omogo-
¢ajo tudi izdelavo asfericnih lec, katerih povrsSina se
posebno na robu precej razlikuje od povrsSine krogle.
Napredek v kakovosti in zmogljivosti je velik, Se po-
sebno pri zoom objektivih s spremenljivo goriS¢no
razdaljo. Nove konstrukcije objektivov so potrebne
tudi zato, ker je zaZeleno, da svetloba na robne dele
tipala ne pada prevec poSevno. Zahteve so torej ne-
koliko drugacne kot pri slikanju na film.

Risanje poti Zarkov skozi sistem le¢ s sferi¢nimi
povrSinami, ki niso nujno tanke, je bilo pred obdo-
bjem racunalnikov naporno. Ce pa se omejimo na t.
i. priosne zarke, se pravi zarke, ki potekajo blizu osi
sistema in so skoraj vzporedni osi, pa obstaja zelo
lepa teorija, t. i. Gaussova ali paraksialna optika. Z
uporabo 2 x 2 matrik bi jo danes lahko hitro razlo-
zili Studentom drugega letnika na naravoslovnih ali
tehni¢nih fakultetah (vtipkajte v iskalnik Matrix me-
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thods in paraxial optics, pa dobite ve¢ zadetkov, re-
cimo [1].) Omejili se bomo na primer, da je nas se-
stav le¢ v zraku. Ce bi bila recimo na eni strani voda
- kot pri slikanju pod gladino - se stvari nekoliko za-
pletejo. Teorija (glej tudi [2], str. 41-43) nam pove,
da za vsak tak fiksen sestav lec ali za vsak objektiv
obstajata dve glavni ravnini I1; in II,, pravokotni na
os lece (slika 2). Ti ravnini sekata os lece v glavnih
tockah O1,0>. Mimogrede, za objektiv v zraku se
glavni tocki ujemata s t. i. vozliSéema. Zarek skozi
0O, izhaja iz objektiva kot zarek iz O», vzporeden pr-
votnemu Zarku. Sestav ima tudi dve gorisci, F; in Fo.
Razdalja f = |F10:1| = |F202] je gori§cna razdalja.
Zarek, ki prihaja z desne vzporedno z osjo objek-
tiva, je videti, kot da potuje neovirano skozi objektiv
do druge glavne ravnine in se nato lomi tako, da gre
skozi goriSCe F,. Opozoriti moramo, da je slika 2
shemati¢na: Zarki niso priosni in dejanske poti Zar-
kov znotraj objektiva so mnogo bolj zapletene od na-
risanih. Ce na sliki 2 vzporedno premaknemo desni
del slike, tako da O; preide v O», dobimo obicajen di-
agram za tanko leco. Torej na sliki 3 za upodabljanje
s sestavom lec¢ velja Se zmeraj enacba

1 1 1

a b f
le da je a razdalja med tocko A in I1;, Stevilo b pa je
razdalja med sliko B tocke A in ravnino II».

Povejmo, da sta glavni ravnini lahko tudi zunaj
objektiva. To je Se posebno znacilno za teleobjek-
tive, ki so fizitno krajSi od svoje goriSc¢ne razdalje.
Pri njih sta glavni ravnini pred objektivom. Pogosto
sta glavni tocki blizu skupaj in tako sestav upodablja
skoraj tako kot tanka leca.

Ce slikamo zelo zelo oddaljen objekt, je v enacbi

a ogromen, zato je 1/a prakticno 0 in tako b = f.
Slika neskonc¢no oddaljene tocke tako nastane v go-
riS¢ni ravnini, ki vsebuje gorisce in je pravokotna na
0s. Pri fotoaparatu bo v tem primeru zadnje gori-
§Ce objektiva na tipalu. Ce pa slikamo tocke, ki so
nam bliZe, je a manjSi, zato je 1/a vecji in torej 1/b
manjsi, torej je b vecji od f. Da bo na tipalu na-
stala ostra slika, moramo klasi¢ni objektiv nekoliko
odmakniti od tipala.

Denimo, da slikamo tla v dolgi dvorani, ne mo-
remo pa doseci, da bi bil senzor vzporeden tlom.
Izostrimo nekam na sredino. Potem se bodo teore-
ticno povsem ostro upodobile le tocke na tej razda-
Iji, prakti¢no pa - saj ostrino slike omejuje velikost
pikslov na tipalu - vse to¢ke na nekem pasu okrog
te razdalje. Govorimo o globinski ostrini. O tem sem
pred leti pisal v Preseku [3]. (Clanek je prosto do-
stopen na spletu in je Se zmeraj aktualen, le da je -
Ce je nas kriterij ostrina pri 100- odstotnem pogledu
na zaslonu - za najvecji dovoljeni premer razmaza-
nega krozca treba vzeti dve dolzini piksla na tipalu.)
Pas globinske ostrine lahko razsSirimo, ¢e zapremo
zaslonko. Ce pa preve¢ zapremo zaslonko, zaradi
uklona trpi celotna ostrina slike. Zato imajo, recimo,
aparati z majhnim tipalom (velikosti nohta) navadno
zaslonsko Stevilo najvec 8, pa Ze tu je slika precej
degradirana.

Ze pred ve¢ kot sto leti sta francoski fotograf Car-
pentier in avstrijski ¢astnik Scheimpflug odkrila, da
z nagibanjem objektiva glede na ravnino filma (ti-
pala) lahko vcasih doseZemo, da so na sliki - ne glede
na zaslonko - ostra celotna tla dvorane. Take na-
gibe objektiva s takratno opremo ni bilo teZko do-
seci. Film (ali plosSca) je bil v veliki leseni Skatli, med
objektivom in Skatlo pa je bil gibljiv meh. Z nekaj

14
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preproste mehanike je bilo mogoce doseci nagibanje
in druge premike objektiva. Tudi sam imam zelo ka-
kovostno sliko iz prvega razreda osnovne Sole, ki je
bila narejena okrog leta 1957 s tako Skatlo, ki pa ni
imela moZnosti nagibanja objektiva.

Scheimpflugovo nacelo za slikanje ravninskega
predmeta pravi: Ce se ravnina predmeta, zadnja
glavna ravnina objektiva in ravnina tipala sekajo v
isti premici, lahko ravnino predmeta v celoti ostro
upodobimo na tipalu.

ravnina tipala

. _ ravnina lece
e

ravnina predmeta

Dokazimo to. Na sliki 4 imamo narisano situa-
cijo za primer enostavne lece. (Dokaz za sestavljen
objektiv je prakticno enak.) Omenjene tri ravnine se
sekajo v premici, ki se na sliki projicira v tocko P.
Privzemimo, da smo izostrili tako, da je zelo zelo
(neskon¢no) oddaljena toc¢ka N v ravnini predmeta
ostro upodobljena na tipalu. Zarek iz N skozi op-
ticno srediSce O je (prakticno) vzporeden z ravnino
predmeta in seka tipalo v tocki E, ki je slika tocke
N. Tocka E je seveda za f oddaljena od ravnine lece.
Zato na sliki 4 velja |EE| = f.

Naj bo A poljubna nadaljnja to¢ka v ravnini pred-
meta, za a = |[AA;| oddaljena od ravnine lece. Zarek
iz A skozi O seka tipalo v tocki B, ki je za b = |BB; |
oddaljena od ravnine lece.

Na sliki 4 imamo dva podobna pravokotna triko-
tnika s kotom «. Zato je

[EO| _ |PA]
foa

FIZIKA

od koder je
1 _ [EOL
a  fIPA’

Podobna sta tudi pravokotna trikotnika PEE; in
PBB;. Zato je

IPE| _ |PB|
f b’

Od tod je
1 |PE|

b fIPBI’
Ker je EN || PA, je

|[EO| _ |EB|
|PA|  |PB|’
Zato je
1 _ |EB
a fIPB|’
Od tod je
1 1 1 1 1
— +—-=———(|EB| + |PE|) = ——|PB| = ~.
PR T )= FipB] 7

Torej je tocka B res ostra slika to¢ke A na tipalu.

Objektiv lahko nagibajo nekatere profesionalne
kamere velikega formata (na film), ki imajo Se zmeraj
meh med telesom kamere in objektivom. Take ka-
mere so seveda danes Ze redkost. Za mnoge aparate
z izmenljivo optiko obstajajo posebni objektivi, ki
omogocajo nagib vse do kakih 6,5-8,5 stopinj. (An-
gleSka beseda za nagib je tilt in to najdemo v njiho-
vih opisih.) Takih objektivov ni veliko in so dragi.
Ostrimo lahko le rotno. Vecinoma jih uporabljajo
na stojalu in za nastavitve si je potrebno vzeti cas.
Ko slikajo tla v dvorani ali pogrnjeno mizo, objektiv
nagnejo navzdol in tako povecajo obmocje globin-
ske ostrine. V idealnem primeru, ko je izpolnjeno
Scheimpflugovo nacelo, je ostro vse. Ce naredijo na-
sprotno - objektiv nagnejo navzgor - se bo obmocje
globinske ostrine zmanjsalo in oster bo le ozek pas.
To je uporabno v umetniSke namene. Vse to seveda
velja, ¢e slikajo ravninski objekt. Ce so, recimo, na
pogrnjeni mizi visoki objekti, bo zelo tezko ali ne-
mogoce izostriti vse.

-
o)}

nadaljevanje
na strani
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Objektivi, ki omogocajo nagib, navadno omogo-
¢ajo tudi premik (shift) vzporedno senzorju. O tem
kdaj drugic. Z obicajnimi objektivi nagibov in premi-
kov - vsaj na kamerah polnega formata - ve¢inoma
ni mogoce doseci, saj slika, ki jo naredijo, komajda
pokrije vogale tipala. Ob nagibu ali premiku bi bil del
slike ¢rn. Omenjeni tilt-shift objektivi naredijo sliko,
ki je precej ve¢ja od tipala, tako da imajo potrebne
rezerve za pomike.

University of New Mexico, Lecture notes,
Chapter 18, Matrix Methods in Paraxial Optics,
http://physics.unm.edu/Courses/Thomas/
Phys463fall/Ch18.pdf, ogled 3. 11. 2015.

S. F. Ray, Applied photographic optics, Second
ed., Focal Press, Oxford 1995, 452-454.

P. LegiSa, Fotografija in matematika, 3. del - glo-
binska ostrina, Presek 25, 1998, 194-201. http:
//www.presek.si/25/1340-Legisa.pdf

MITJA ROSINA

Perkolacija

Zgled za perkolacijo (pronicanje) je povezava med
elektrodama preko prevodnih kroglic.

V kvadratno §katlo nasuj na dno slucajno

meSanico kovinskih in steklenih kroglic. ZloZi jih v

pravokotno mrezo tako, da je dno ravno napolnjeno.

Na nasprotni ploskvi Skatle daj kovinski plosSéi in ju

zveZi preko baterije in Zarnice tako, da bo Zarnica

svetila, e mnozica kroglic prevaja (Ce so kovinske
kroglice sklenjene v verigo).

Verjetnost za perkolacijo je odvisna od razmerja

p med Stevilom prevodnih in neprevodnih kroglic.

[ ]

V

Ali sistem perkolira? (Modre kroglice so prevodne)

Poskus ponovi veckrat, tudi z razlicnimi razmer;ji,
vsaki¢ dobro premesaj. Za vsak p zapisi Stevilo per-
koliranih razporeditev Nper(p) in Stevilo vseh razo-
reditev Nygi(p). NariSi diagram

w(p) = Nper(p)/sti(p)s

kolikokrat pri danem razmerju p sistem perkolira.

Smiselno je vzeti vsaj 10 x 10 = 100 kroglic in Ska-
tlo s stranico 10 premerov kroglic. Za neenako raz-
merje potrebujeS seveda vec¢ kot 50 vsakih kroglic.
Za »ogrevanje« smeS$ seveda vzeti tudi manj kroglic
v manjSi Skatli. Ce si dober v rac¢unalni§tvu, lahko
poskus simuliras z racunalnikom.

Poskus lahko ponovi§ Se za gosto (trigonalno)
mrezo kroglic, pri kateri ima vsaka kroglica 6 sose-
dov.

Primerjaj diagrama w(p) za pravokotno in trigo-
nalno mrezo. Zanimiva je zlasti kriticna vrednost
Pc, pri kateri naraste w(p) razmeroma hitro od 0
proti 1.

To je bil dvodimenzionalni model. Trodimenzio-
nalni model, pri katerem bi nasuli kroglice v ve¢ pla-
steh, je mnogo zahtevnejsi.

Zanimiv zgled so gozdni pozari. Ce so drevesa
dovolj na redko, se poZar nekje ustavi (ne perkolira),
Ce so na gosto, pa zajame ves gozd.

18
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ASTRONOMIJA

ALEKSANDER SIMONIC

Znate dolociti smer in izracunati dolZino najkraj-
Se zracne poti do poljubnega kraja na Zemlji? Bi se
znali orientirati po zvezdah? Ce ne, je ta prispevek

kot nalas¢ za vas.

Uvodne probleme lahko reSimo z uporabo sferne
trigonometrije, vede, ki se ukvarja s trigonometrij-
skimi relacijami med stranicami in koti v sfernem
trikotniku. To matemati¢no podrocje je staro in se je
razvijalo vzporedno z ravninsko trigonometrijo. Za
zacetnika trigonometrije Stejemo grskega astronoma
Hiparha iz Nicae (ok. 150 pr. n. $t.). Njegovo delo se
je ohranilo v Ptolemajevem Almagestu, knjigi s po-
dobnim statusom kakor Evklidovi Elementi. Arabski
matematiki so v »zlati dobi islama« (750-1257) grsko
znanje ohranili, nadgradili in povezali z dognanji in-
dijskih astronomov. V nadaljevanju bomo videli, da
so osnovne izreke odkrili prav arabski matematiki.

Iz vsega povedanega lahko razberemo, da je bil
povod za uvedbo sferne trigonometrije prav geograf-
ske in astronomske narave. S tem se bomo ukvarjali
v razdelku Uporaba sferne trigonometrije, kjer bomo
tudi razreSili uvodna vpraSanja. Za to potrebujemo
nekaj matematic¢ne teorije. Zal ne bomo sledili zgo-
dovinskemu razvoju. Kogar bi to zanimalo, mu pri-
porocamo odli¢no knjigo [5], od koder smo si izpo-
sodili tudi naslov tega Clanka. Avtor knjige ugota-
vlja, da je »skoraj ¢ez noc« iz u¢nih programov sre-
dnjih Sol izginila sferna trigonometrija. Zato je na-
men tega ¢lanka privabiti nadobudne dijake, da po-
leg obvezne ravninske trigonometrije spoznajo tudi
nekaj osnov sferne.

1Clanek je namenjen predvsem srednjesolcem, ki tekmujejo
iz znanja astronomije in se potegujejo za udelezbo na med-
narodnih astronomskih tekmovanjih, kjer je namre¢ zahtevano
osnovno znanje sferne trigonometrije.

Vzemimo pojubni tocki A in B na sferi s srediScem
v 0. Tocke A, B in O dolocajo natanko eno rav-
nino, ¢e le niso kolinearne. PreseciSce te ravnine s
sfero je kroznica, ki jo imenujemo glavni krog. Z
AB oznacujemo krajsi krozni lok med A in B na glav-
nem krogu. Razdalje merimo v radianih, zato velja
0 < AB < m. Sferni trikotnik AABC je obmocje
na sferi, omejeno s stranicami ¢ := AB, a := BC in
b := AC. Koti « := <BAC, B := <CBA in y := <ACB
so koti med ravninami, ki oklepajo te kote. Tako je
kot med ravninama OAB in OAC. Zahteva po dolzi-
nah stranic nam da pogoj na velikost kotov, saj se ne
more zgoditi, da bi kot sfernega trikotnika presegel
7. V nasprotnem primeru bi imel trikotnik AABC z
« > 1T stranico BC > Tr.

Ta ¢lanek ni namenjen proucevanju geometrijskih
lastnosti sfernih trikotnikov, kot sta znani dejstvi,
da je vsota stranic manjSa od 27T in da je vsota ko-
tov med 1 in 31r. Kljub temu pa ne moremo preko
naslednje pomembne konstrukcije, ki vsakemu sfer-
nemu trikotniku priredi nov sferni trikotnik. Bralcu
priporocamo, da si v nadaljevanju pomaga s progra-
mom GeoGebra.

Naj bo AABC sferni trikotnik. S C’ oznacimo ti-
sti presek normale na ravnino ABO in sfere, ki lezi
na isti hemisferi kakor toc¢ka C. Podobno storimo Se
za preostali stranici in dobimo toc¢ki A" in B’. Sfer-
nemu trikotniku AA’B’C’ pravimo polarni trikotnik
od AABC. Konstrukcijo polarnega trikotnika je pre-
dlagal arabski matematik Abu Nasr Mansur ibn Ali
ibn Irak (ok. 950-ok. 1036). Neposredno iz poteka
konstrukcije je razvidno, da je polarni trikotnik od
polarnega trikotnika spet prvotni trikotnik. Taki la-
stnosti pravimo dualnost. NajpomembnejSa lastnost
polarnih trikotnikov pa je zajeta v naslednjem iz-
reku, imenovanem tudi princip dualnosti.
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Naj bo AABC sferni trikotnik in AA’B'C’
pripadajoci polarni trikotnik. Potem veljaa’ = m—«,
b=m-Binc’'=m—-yterod’ =m—a,B =m->b
iny =1m-c.

Po principu dualnosti je razvidno, da je prvi na-
bor enakosti v izreku ekvivalenten drugemu naboru
enakosti. Zato zadoSc¢a dokazati prvi nabor enakosti.
Naj bo D preseciSCe glavnega kroga AC in glavnega
kroga A’B’. Podobno naj bo E preseciSce glavnega
kroga BC in glavnega kroga A’B’. Po definiciji polar-
nega trikotnika imamo DC = EC = /2, od koder
sledi DE = y. Prav tako je DB’ = A’E = 1r/2. Imamo

¢’ =AB =AFE+DB -DE=m —Y.

Podobno dobimo Se preostali enakosti.

Ce privzamemo, da poznamo neenakost a+b+c <
21, lahko z uporabo principa dualnosti pokazemo,
da mora biti vsota kotov ve¢ja od 180°. Za polarni
trikotnik prav tako veljaa’ + b’ + ¢’ < 2. Po izreku
1 imamo 31 — (x + B + y) < 2, od koder sledi T <
x+B+y.

NajpomembnejSa izreka trigonometrije ravninskega
trikotnika sta zagotovo sinusni in kosinusni izrek.
Prvi opisuje razmerja med stranicami in koti v triko-
tniku, drugi pa predstavlja posploSitev Pitagorovega
izreka. Zato bi bilo dobro, ¢e bi podobna izreka imeli
tudi za sferne trikotnike. Za razliko od ravninske
razli¢ice bomo v sfernem primeru imeli trigonome-
trijske funkcije tudi pri stranicah, zato pride izrek 1
do izraza v naslednjem smislu: c¢e dokaZemo trigo-
nometrijsko identiteto in v njej zamenjamo stranice s
suplementi kotov in kote s suplementi stranic, dobimo
prav tako veljavno trigonometrijsko identiteto. Tudi
temu pravilu pravimo princip dualnosti.

Najprej se bomo omejili na trikotnike, katerih dva
kota sta manjsa od 1r/2. Bralca naprosamo, da si
pri naslednjem besedilu pomaga s sliko 1. Naj bo
AABC tak trikotnik, O pa srediSce sfere. Oznacimo
s C' pravokotno projekcijo tocke C na ravnino ABO,
z A; pravokotno projekcijo tocke C’ na premico O A
in z B; pravokotno projekcijo tocke C’ na premico
OB. Ker je

|0A11? +]A1CI? = |0A1 12 + |A1C' 12 + |C'CI?
=|0C'|? +|C'CI? = |0C|?,

Izpeljava sinusnega in kosinusnega izreka v sfernem trikotniku
ABC

sledi, da je premica O A pravokotna na premico A;C.
Podoben razmislek nam da pravokotnost premic OB
in CB,. Torej sta trikotnika AA;CO in AB,0OC pra-
vokotna, zato imamo |CA1| = sinb in |CB;| = sina.
Pravokotni trikotnik AC'CA; nam zagotavlja
|CC'| = |CA;|sinx = sinb sin . Po drugi strani pa
imamo |CC’| = |CBi|sinB = sinasinf. Obe zvezi
nam podajata razmerje sina/sinx = sinb/ sinp.
Zaceli smo s projekcijo tocke C in dobili razmerje
med stranicami a, b in koti &, 8. Ce bi zaceli s pro-
jekcijo tocke A, bi dobili podobno razmerje le med
stranicami b, ¢ in koti 8, y. Rezultatu

sina _sinb _ sinc

sind sinf  siny’

(1)

pravimo sinusni izrek, zaradi oc¢itne podobnosti z
istoimenskim izrekom iz ravninske trigonometrije.
Najverjetneje sta bila ibn Irak in Mohamed al-Buzja-
ni al-Hasib Abul Vefa (940-997) prva, ki sta sinusni
izrek eksplicitno zapisala. Na Zalost nam princip du-
alnosti na sinusnem izreku ne razkrije ni¢ novega.

Naj bo A, taka tocka na premici OA in B, taka
tocka na premici OB, da bosta trikotnika ACOA; in
ACOB, pravokotna. Zato imamo

|OA>|! = cosh, |OBy|™! =cosa, )
[CA>| |CB>| .

= sinb, = sina, (3)
[OAs5| |OB>|

|0A21? =1+ |CA21%, |0B21? =1+ [CB:[>.  (4)

Za trikotnik AA;B>C uporabimo kosinusni izrek.
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Dobimo
|A2B2|? = |CA2|? + |CB2|? — 2|CA2||CB2| cos y.

Po drugi strani pa nam kosinusni izrek za trikotnik
AA»B>0 in zvezi (4) podajata

|Ang|2 = |OAz|2 + |OBz|2 — 2|OA2||OBz|COSC
=|CA»|2+|CB»12+2(1-]0A>||OB>| cosc).

Torej velja |OA2||OB2|cosc =1 + |CAz||CB2| cosy.
Enacbo delimo z |[OA>||OB>| in uporabimo zveze (2)
in (3). Dobimo kosinusni izrek za stranico c

cosc =cosacosb + sinasinb cosy. (5)

Z ustrezno zamenjavo stranic in kotov dobimo Se ko-
sinusna izreka za a in b. Uporabimo princip dualno-
sti na (5) in dobimo kosinusni izrek za kot y

COSy = —Ccos xcos 3 + sin xxsin f cos c.

Podobna izraza dobimo Se za kota « in . Kosinusni
izrek za kote nam razkrije nekaj, kar za ravninske
trikotnike ni res: sferni trikotnik je natanko dolocen
s svojimi koti. Zacetki kosinusnega izreka so bolj
nejasni kakor pri sinusnem izreku. Najveckrat se
omenjajo tri imena: Mohamed ibn Musa al-Hvarizmi
(ok. 780-0k. 850), Abu’Abdalah Mohamed ibn DzZa-
bir ibn Sinan al-Batani al-Harani al-Sabi’ (ok. 858-
929) in indijski astronom Somayaji Nilakantha
(1444-ok. 1501). Pri nobenem od njih pa izrek ni
zapisan eksplicitno, vedno pomesan med astronom-
skimi izracuni.

Spomnimo se, da smo pri izpeljavi sinusnega in ko-
sinusnega izreka dodali nekaj pogojev na kote v tri-
kotniku. Z obravnavanjem vseh moznosti bi lahko
po prikazani poti dokazali izreka v vsej sploSnosti.
Z uporabo sfernih koordinat in skalarnega produkta
vektorjev pa lahko dokaz ob¢utno poenostavimo.

Najprej bomo pokazali, da iz (5) sledi (1). Eno-
stavno se lahko prepricamo, da za vse x,y,z € R
velja

2 2XCOSZ_’}/—COSZZ=

2

sin® x sin? Yy — COS

2

=1 - cos’x —cos®y — cos? z.

ASTRONOMIJA

Ker je izraz na desni simetricen v spremenljivkah, za
vse x, Y,z € R velja

2 2

x cos®y —cos’ z =

2

sin® x sin® y — cos

2

= sin® zsin® y — cos® z cos® y — cos? x.

Slednjo enakost uporabimo v (5) in dobimo

sin’ b sin® c—cos? b cos2 c—cos2 a+2 cos a cos b cos ¢
sina sinb sinc

sina _
sinx

2 a sin® c—c0s2 a cos? c—cos2 b+2 cos a cos b cos ¢

sina sinb sinc

sin’

_ sinb
~ sinfB-

Spomnimo se sfernih koordinat (¢, A), Kjer je @
geografska Sirina in A geografska dolzina. Parame-
trizacija sfere je

(@,A) —» (cos@ cosA,cos @ sinA,sin),

kjer je @ € [-mr/2,1m/2] in A € [—mT,1T]. Sferne ko-
ordinate niso poenoten pojem, zato velja previdnost,
ko se z njimi sre¢amo v matematicni ali fizikalni lite-
raturi. Glede ostalih definicij bralca naprosamo, naj
si prebere ¢lanek [6].

Naj bo AABC sferni trikotnik, kjer lahko brez po-
sledic enac¢imo tocko C s severnim polom. Preostali
ogliS¢i naj bosta A = (@1,A1) in B = (@2, Ap). Potem
je

T ,
@1 = —b, <P2=E—aln/\2—?\1 =Y.

Ker je OA - OB = cos ¢, sledi

COSC = COS Q1 COS P2 COSA] COS Az +
+ COS @ COS P2 sinA; sinAs+
+ sin @7 sin @»
= cos (A2 — A1) COS @1 COS Q2 + Sin @ sin @2
= cosysinbsina + cosbcosa,

kar je ravno kosinusni izrek (5).

S sinusnim in kosinusnim izrekom se trigonometrija
sfernih trikotnikov seveda ne konca. Bralcu poleg Ze
omenjene knjige [5] priporocamo Se prosto dostopni
ucbenik sferne trigonometrije [4] iz leta 1886. Da
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bralcu poteSimo radovednost, navedimo dve zname-
niti formuli.

Recimo, da imamo v sfernem trikotniku podani
stranici a in b ter kot, ki ga ne oklepata, npr. «. Tako
kot v ravnini tudi ta trikotnik v sploSnem ni enoli¢no
dolocen: iz sinusnega izreka izracunamo kot S, ki pa
je lahko tudi ™ — . Toda kako dolo¢iti stranico c in
kot y? Lahko bi vzajemno uporabili sinusni in kosi-
nusni izrek, da bi prisli do kvadratne enacbe. Toda
obstaja identiteta, imenovana Neparjeva analogija

a=B
2

x+p’

tg “T_b sin
c
2 2

g sin
od koder zlahka izra¢unamo stranico c.

Ni tezko pokazati, da je plosSc¢ina sfernega triko-
tnika P enaka P = € := o« + B + y — 1, Kjer se koli¢ina
¢ imenuje sferni presezek. Plosc¢ina sfernega triko-
tnika na sferi s polmerom R je R%¢. Kako pa bi naje-
nostavneje izracunali &, Ce poznamo stranice a, b, c?
Velja

£ s s—-a_ s-b s-c
th: thtg 5 g 5 g 5

kjer je s = (a+ b + c¢)/2. Formulo je odkril Svicar-
ski matematik Simon Antoine Jean L’'Huilier (1750-
1840) in zelo spominja na Heronovo formulo za iz-
racun ploscine ravninskega trikotnika.

Spomnimo se temeljnih izrekov sferne trigonome-
trije, ki smo jih dokazali: sinusni izrek

sina _sinb _ sinc

sin¢  sinf  siny

in kosinusni izrek za stranico c
CcoSc = cosacosb + sinasinbcosy,

kjer z ustrezno zamenjavo stranic in kotov dobimo
Se izreka za a in b. Omenjena izreka bomo upo-
rabili pri izraéunu dolzZine zra¢ne poti med dvema
krajema na Zemlji in dolocitvi geografskih koordi-
nat opazovalca nocnega neba. Ker imamo opravka
s koli¢inami, merjenimi v stopinjah, bomo vse trigo-
nometrijske funkcije racunali v teh enotah.

Osrednji problem arabske astronomije je bila doloci-
tev kible, t. j. smeri romarskega mesta Meka, natanc-
neje kockaste stavbe imenovane Kaba. Po zahtevah
muslimanskega obreda se mora vernik med molitvijo
obrniti v smeri Kabe, za kar je potrebno poznavanje
kible za poljubno mesto na Zemlji. O pomembnosti
tega podatka prica dejstvo, da je astronom iz Dama-
ska Sams al-Din Abu Abdalah Mohamed ibn Moha-
med al-Kalili (ok. 1365) izdelal tabelo kibel za kar
2880 mest na Zemlji.

Matemati¢na formulacija problema je naslednja.
Naj bosta A(@1,A1) in B(@2,A2) poljubna kraja na
Zemlji, kjer je @ geografska Sirina in A geografska
dolzina. S P oznac¢imo severni pol. Obravnavamo
sferni trikotnik AABP, kjer je AP = 90° — @1, BP =
90° — @ in <APB = AA := A» — Aq1. Opazimo, da
je AA > 0 natanko tedaj, ko kraj B lezi vzhodno od
kraja A. Dolzina stranice AB je zra¢na razdalja med
krajema A in B, kot <BAP pa je smer kraja B glede
na kraj A, merjena od severnega pola.

Dolzino stranice zlahka izracunamo, uporabimo
kosinusni izrek za stranico AB in dobimo

|AB| = R - arccos (sin @ sin @y +
+ COS Q1 COS P2 COSAA),

kjer je R ~ 6378 km polmer Zemlje. Izra¢un kota
je malo tezje opravilo. Najprej iz kosinusnega iz-
reka za stranico BP izrazimo cos <BAP. Nato vanj
vstavimo izraz za sin AB, ki ga dobimo iz sinusnega
izreka. Sledi

cos <BAP = CosBSI:nggssﬁlPAc;sAB

_ ( sinAP cot BP—cos AP cos <APB\ _;
B ( sin<APB ) sin <BAP.

Slednji izraz olepSamo z znanimi koli¢inami in do-
bimo

CcoS 1 tg @2 — sin @ cos AA
sin AA )

Izra¢unajmo kiblo za Ljubljano z geografskimi koor-
dinatami @; = 46°03'20” in A; = 14°30'30”. Geo-
grafske koordinate Kabe so gy = 21°25'21” in A» =
39°49'34”. Dobimo cot<BAP = -0.8853, od ko-
der sledi <BAP = 131.518°. Zaklju¢imo lahko, da
je Kaba od Ljubljane oddaljena priblizno 3575 km v
smeri 48°29" jugovzhodno.

COt<BAP =
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Uporaba sferne trigonometrije v astronomiji zahteva
poznavanje nebesnih koordinatnih sistemov (glej
npr. [1]). Najbolj pogosta sistema sta horizontski
in ekvatorski koordinatni sistem (slika 2). Naj bo
O (@, A) tocka opazovalca. Horizontski sistem je se-
stavljen iz horizonta in nebesnega meridiana, t. j.
glavnega kroga SZN, kjer je S jug, Z zenit in N sever.
Naj bo E vzhod in W zahod horizontske ravnine. Ek-
vatorski sistem je sestavljen iz nebesnega ekvatorja,
t. j. glavnega kroga WE, ki oklepa kot @ :=90° —@ s
horizontom, in glavnega kroga, ki gre skozi severni
pol P in je pravokoten na nebesni ekvator.

Horizontski (A, h) in ekvatorski («,8) koordinatni sistem ter
astronomski trikotnik AZP3.

Horizontski koordinati nebesnega telesa X sta azi-
mut A in viSina h (rdeca loka na sliki 2). Azimut
negativno proti vzhodu E. Koordinatni zacetek ek-
vatorskega sistema je pomladiSce y, t. j. tocka ne-
besnega ekvatorja, v katero pride Sonce pri svojem
navideznem gibanju med zvezdami ob spomladan-
skem enakonocju. Ekvatorski koordinati sta rekta-

ASTRONOMIJA

scenzija « in deklinacija 6. Rektascenzijo merimo
pozitivno od pomladisca proti vzhodu, deklinacijo
pa pozitivno proti severnemu polu P nebesne sfere.

Za dolocanje dnevnega poloZaja nebesnih teles
uporabljamo ¢asovni kot H, ki ga praviloma Stejemo
v casovnih enotah, pozitivno od meridiana proti po-
mladis¢u. Casovni kot ima to lastnost, da ena ura
ustreza petnajstim stopinjam. Vecina astronomskih
efemerid (npr. [2]) podaja srednji zvezdni ¢as SZCy
opolnoci svetovnega casa (Oh UT) za meridian Gree-
nwicha. Srednji zvezdni ¢as za poljuben svetovni Cas
a dobimo po obrazcu

SZCy = 1,00273791a + SZCo. (6)

Pravi zvezdni ¢as PZCy ob Oh UT pa je Greenwiski
Casovni kot pravega pomladiS¢a. Njegov izrac¢un je
teZaven, saj upoSteva nutacijo Zemlje in nagnjenost
ekliptike (za algoritem glej npr. [3]). Srednji in pravi
zvezdni ¢as se dnevno zelo malo razlikujeta (pravi-
loma za nekaj sekund), in ¢e ne potrebujemo preti-
rane natancnosti, lahko predpostavimo S7Co = PZCo.
Kako pa bi dolocili ¢asovni kot nebesnemu telesu >
Z rektascenzijo «s ob c¢asu a UT, kot ga vidi opazo-
valec v O? Brez dokaza povejmo, da velja

Hs =PZC4 + A — s, (7)

kjer ponovno imamo 1h = 15°.

Cilj je podati formule, po katerih lahko pretvorimo
koordinate (A,h) v (H,d) in obratno. Za dosego
tega cilja je priporocljivo uvesti astronomski triko-
tnik (slika 2). To je sferni trikotnik AZPZ, kjer je
§:=P3=90°-8,h:=722=90°-hin @ = PZ s ko-
toma <XPZ = Hin A := <PZ% = 90° — A. Uporabimo
kosinusna izreka za stranici § in h v astronomskem
trikotniku AZPZ3:

sinh sin@ — cosh cos @ cos A = sin 9, (8)
sind sin@ + cos d cos  cosH = sinh. (9)

V (8) zamenjajmo sin h z izrazom (9). Dobimo

cosAcosh = cosHcosdsing —sindcos@. (10)
Uporabimo Se sinusni izrek za AZP3:
sin A cos h = sin H cos 6. (11)
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Zaradi preglednosti zapiSimo enacbe (10), (11) in (9)
na enem mestu:

cos Acosh = sin @ cos H cos § — cos @ sin 6,
sin Acos h = sin H cos 9,
sinh = cos @ cos H cos § + sin @ sin 6.

Te enacbe nam omogocajo izracunati azimut in vi-
Sino nebesnega telesa ob poznavanju casovnega kota
in deklinacije. Kaj pa obratno? Bralec lahko brez te-
Zav preveri, da velja

cosH cosé = sin@ cos Acosh + cos @ sinh,
sinH cos 6 = sinAcos h,
sind = — cos @ cos Acos h + sin @ sin h.

V resnici je nova samo prva enacba.

Predno se lotimo navigacije po zvezdah, bomo za
»ogrevanje« izracunali dolZino dneva. Recimo, da
smo v kraju z geografsko Sirino gq izmerili viSino
hp nebesnemu telesu X, za katerega vemo, da ima
deklinacijo 6¢. Kako bi izracunali ¢asovni kot H?
Uporabimo enacbo (9) in dobimo

sin hg

cosH=——————
€0s d( COS Py

— 18 00 tg o.

Na prvi pogled bi rekli, da Soncev vzhod (ali zahod)
ustreza pogoju hg = 0. Torej bi tedaj dobili za dol-
Zino dneva D (merjena v urah) izraz

D= 115 arccos (—tg 5o tg Qo) .
Poskusimo naso formulo na konkretnih podatkih.
Dne 21. junija 2015 je bil poletni Soncev obrat. Te-
daj je Sonce imelo najve¢jo mozno deklinacijo 69 =
23°26’. Za Ljubljano dobimo D = 15,563 h, kar po-
meni, da je bil dan dolg 15 ur in 34 minut. Toda
uradna vrednost (glej npr. [2]) znaSa 15 ur in 45 mi-
nut. Kje smo se zmotili? Edini privzetek, ki smo ga
naredili, je bil hy = 0. Ta predpostavka je napacna iz
dveh razlogov. Prvi razlog je ta, da po dogovoru za
Sonc¢ni vzhod Stejemo trenutek, ko se rob Soncevega
diska dotakne horizonta. Ker je navidezni Soncev
polmer 16’, moramo vzeti hgp = —16’. Toda poza-
bili smo na pomemben astronomski pojav - atmos-
fersko refrakcijo. Pri tem pojavu gre za lom sve-
tlobe pri potovanju skozi ozracje. Zato je Sonce Se
vedno pod horizontom, ko ga mi zaradi refrakcije Ze

vidimo na nebu. PribliZzna formula za izracun prave
viSine hp nebesnega telesa ob horizontu z navidezno
viSino hy je

(12)

hp =~ hy — cot (I’LN-F 7,31 ),

hy +4,4

kjer je drugi ¢len merjen v minutah. Torej moramo
vzeti hg = —16" — 34" = —50". Popravljena formula
za dolZino dneva je

2
D = — arccos (—

sin 50’ + sin §; sin q90>
15 '

€0S O COS Qo

In res, za D dobimo 15 ur in 45 minut. Ker je ve-
likost atmosferske refrakcije odvisna tudi od viSine
opazovaliS¢a ter temperature in gostote ozracja, se
Cas Soncevega vzida in zaida (ter posledi¢no tudi dol-
Zino dneva) podaja le do minute natacno.

Za dolocitev geografskih koordinat potrebujemo
podatke o polozaju dveh nebesnih teles. ZadosSca
Ze poznavanje viSine ob nekem svetovnem casu. Re-
cimo, da smo ob ¢asu a UT izmerili viSini h; in h, ne-
besnima telesoma z znanima deklinacijama 6; in 6>
ter znanima rektascenzijama o; in «». Po enacbhah
(9) in (7) dobimo sistem dveh enacb z neznankama
@ in A:

sinh; = cos @ cos (/\ +PzC, - oq) cos o +
+sing@sindy,

sinhy = cos @ cos (?\ +PzC, — (xz) cos Oy +
+ sin @ sin O».

Sistem lahko reSujemo po kateri od numeri¢nih me-
tod, vendar obstaja Se boljSa priblizna metoda, ki
ne sloni na resevanju sistema. Metodo, ki jo bomo
opisali, je odkril francoski kontraadmiral Adolphe
Laurent Anatole Marcq de Blond de Saint Hilaire
(1832-1889). Recimo, da slutimo, da se nahajamo na
geografskih koordinatah (g, Ag). Temu poloZaju Py
pravimo domnevni poloZaj. Sedaj lahko iz enacbe
(9) izratunamo visini h; in k> nebesnima telesoma,
opazovana ob casu a UT iz domnevnega polozaja:

h; = arcsin (cos @ COS (2\0 +PZC, — (xi) cos 8; +
+ sin g sin §; )

za i € {1,2}. Izracunani viSini uporabimo v enacbi
(11) za izracun azimutov A; in A, nebesnima tele-
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soma, opazovana ob ¢asu a UT iz domnevnega polo-
zaja:
sin (/\0 +PzC, - (xi) cos §;

cos h;

A; = arcsin

zai € {1,2}. Zamislimo si, da se sprehajamo po pre-
mici v smeri azimuta A;. Ce gremo proti nebesnemu
telesu, se njegova visina povecuje. Ce pa se odda-
ljujemo, se njegova viSina zmanjSuje. Torej obstaja
tocka P; na tej premici, od koder je viSina nebesnega
telesa prav h;. Elementarna geometrija nas preprica,
da velja PyP, = ‘l’_ll - ‘ Postavimo se v toc¢ko P;
in se sprehajajmo po pravokotnici na azimutno pre-
mico. ViSina h; se zelo malo spreminja, zato lahko
privzamemo, da je na tej pravokotnici kar konstan-
tna. Tej premici pravimo premica poloZaja. Vse ko-
rake ponovimo $e za azimutno premico Ap. Sedaj
je jasno, da je pribliZen polozaj naSih meritev prav
preseciSce premic poloZajev. Vaja iz enacbe premice
nam da uporabna obrazca za izracun pravega polo-
Zaja:

(Flz — hz) Sil’lAl — (]:Ll — h1> SiIlAz

P=Por sin (A; — Ay) ’

(”_ll — h1> COSA_Z - (I:Lz - hz) COSA_l

A=A+ - = = .
sin (A; — Ap)

Recimo, da smo nekje v Sloveniji dne 7. 8. 2015
ob 22. uri po lokalnem casu izmerili vi§ino h; =
36°40,9" zvezde Arktur in visino h, = 80°23,6’ zvez-
de Vega . Po enacbi (12) sta pravi visini enaki h; =
36°39,6" in hp, = 80°23,4’. Morda je koga zmotila
uporaba refrakcijskega popravka, saj se vrednosti
razlikujeta za manj kot 1,5’. V bran tej odloc¢itvi na-
proSamo bralce, naj naslednje postopke naredijo na
nepopravljenih viSinah. Iz namiga o lokaciji razbe-
remo, da je ¢as izmere a = 20 h UT in koordinate
domnevnega polozaja g = 46°, Ag = 14,5° so kar
priblizne koordinate Ljubljane. Ker ne potrebujemo
pretirane natan¢nosti, bomo predpostavili SZCy =
PZCy. 1z [2] preberemo SZCo = 21h Om 48,2s. Po
predpostavki in formuli (6) imamo PZC, = 17h 4m
5,3s. Potrebujemo Se rektascenziji in deklinaciji

1V resnici avtor tega ni lastnoro¢no izmeril, temve¢ se je po-
sluzil brezpla¢nega astronomskega programa Stellarium.
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zvezd: o1 = 14h 16m 22,1sin 6; = 19°6'8"" za Ark-
tur ter ¢ = 18h 37m 27,8s in §, = 38°47'56" za
Vego. Vse te podatke dobimo v [2].

Po Hilairovi metodi imamo ¢; = 45°57'43" in
A1 = 14°36'8"”. Metodo lahko ponovno uporabimo
na novih koordinatah. Tako dobimo Se boljsi pribli-
Zek o = 45°57'42"” in A, = 14°38’. Uporaba me-
tode tretji¢c nam da 3 = 45°57'42"” in A3 = 14°38’
34", Kaj pa, Ce uporabimo sistem enacb? Program
Mathematica nam poda nekaj reSitev, smiselna med
njimi je @ = 45°57'42” in A = 14°38'47". Tretji pri-
blizek po metodi Saint Hilaire se zelo malo razlikuje
od prave resitve sistema, v prostoru sta si oddaljena
za manj kot tristo metrov. Tudi drugace smo zelo
dobro ocenili na$ pravi polozaj, saj sta oba priblizka
od njega oddaljena za manj kot pol kilometra.
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DoMmiNIK RoBIE IN ROBERT REPNIK

Vsi najverjetneje poznamo igro Angry Birds, ki
velja za eno najbolj priljubljenih iger. Namen igre
je, da s ¢im manj jeznimi ptici (od tod ime igre), ki
jih izstrelimo iz ogromne frace, zadenemo ¢im vec
tarc - zelenih prasicev, pri cemer nas ovirajo pre-
grade iz razlicnih materialov [1]. S kasnejSo ana-
lizo se sicer da ugotoviti, da bi bili ptici v igri veliki
okoli 0,5 m, kar je nerealno, pa tudi zelenih prasi-
¢ev ne poznamo, zato moramo upostevati zabavni
namen te racunalniSke igre. Zato bomo izstreljene
ptice v nadaljevanju obravnavali kot izstrelke v
fizikalnem smislu. Igra je sicer namenjena pred-
vsem zabavi, a le malokdo se zaveda, da igra teme-
lji na fizikalnih zakonih o gibanju izstrelka. Kar po-
meni, da se lahko ob uporabi programske opreme
tudi kaj nau¢imo. V nasem primeru nas zanima,
kako bi se igra Angry Birds odvijala v realnih raz-
merah in kako bi to ob uporabi brezpla¢nih racu-
nalniskih programov preverili.

Za analizo podatkov potrebujemo programa Loilo
Game Recorder in Tracker, ki ju lahko snamemo s
spleta iz njunih uradnih spletnih strani.

LoiLo Game Recorder (slika 1) je brezplacen prog-
ram, ki nam omogoca, da lahko posnamemo posne-
tek leta izstrelka, s katerim bomo izvajali meritve [2].
Ker nas zanima, kje se izstrelek nahaja v nekem tre-
nutku, je pomembno, da izstrelek izstrelimo tako, da
ne zadene pregrade in da se v ¢asu snemanja zaslon
osveZzuje s hitrostjo najmanj 30 slik na sekundo. To
nam omogoca prikaz tekocega gibanja izstrelka na

GX Loilo Game Recorder 1101

Record Game

N -

game to record

| - [ @ (¢[00

chrome_20150129_180403W.avi
11s  442MB  Window Mode

Grafi¢ni vmesnik programa LoiLo Game Recorder, kjer lahko
nastavimo 3tevilo slik pri osveZevanju zaslona ter datoteko ka-
mor posnetek shranimo.

zaslonu [3]. Posnetek shranimo in ga uporabimo za
analizo podatkov s programom Tracker.

Tracker, prikazan na sliki 2 [4], je brezplacen pro-
gram, ki se pogosto uporablja za analizo podatkov
pri fizikalnih eksperimentih. ZaZenemo ga lahko kar
iz nasega USB diska in ga ni potrebno namescati na
trdi disk racunalnika. Obvezno pa moramo imeti na
racunalniku namesScen program Java 1.6 ali kasnejSe
razli¢ice ter program za predvajanje videov Quick-
Time7 ali Xuggle, ki sta tudi brezplacna. Ponuja nam
vec orodij, med katere spadajo orodje za kalibracijo,
s katerim lahko poljubno dolo¢imo enoto razdalje (v
nasem primeru smo za enoto uporabili viSino frace)
in lego opazovanega telesa glede na koordinatni sis-
tem, orodje za analizo podatkov, ki nam omogoca
beleZenje podatkov v grafu in tabeli, orodje za obde-
lavo videov, s katerim popravimo napake posnetkov,
ter orodje za sledenje predmetov na posnetku. Pred-
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Grafic¢ni vmesnik programa Tracker ponuja vec orodij. Pri iz-
vajanju meritev smo uporabljali: orodje za kalibracijo, orodje
za analizo podatkov, orodje za obdelavo videa ter orodje za
sledenje predmetov [4].

postavili smo, da je Cas v igri enak ¢asu v realnosti
ter da bi bili enaki razdalji iz realnosti v x in y smeri
tudi v igri prikazani kot enako dolgi v obeh smereh.
V naSem primeru smo najprej uvozili posnetek, ki
smo ga posneli s programom LoiLo Game Recorder
v program Tracker, kjer smo z orodjem za sledenje
analizirali let izstrelka.

Pri izstrelitvi izstrelka s frace pod kotom glede na
smer gravitacijskega pospeska vemo, da obravnava-
mo poSevni met, ki je primer gibanja v dveh dimen-
zijah. Izstrelek izstrelimo z zacetno hitrostjo pod
nekim kotom. Kot obi¢ajno merimo glede na vodo-
ravnico. Zacetna hitrost (vp) ima vodoravno in nav-
pi¢no komponento:

Uo = (Vox, Voy), (1)

kjer je vox velikost vodoravne in vg, velikost nav-
pi¢ne komponente zacetne hitrosti izstrelka [5]. Ce
zanemarimo upor zraka, je edina sila, ki deluje na
izstrelek med gibanjem skozi zrak, gravitacijska sila.
Zato je pospesek izstrelka (@) enak gravitacijskemu
pospesku na povrSju Zemlje, ¢igar smer kaze nav-
pi¢no navzdol [6]. Ker ima pospeSek le navpicno
komponento, se med letom vodoravna komponenta
hitrosti s Casom ne spreminja. Premik izstrelka v vo-
doravni smeri ob nekem ¢asu t zapiSemo kot:

X — Xz = Voxt, (2)
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Vodoravna komponenta lege (x) v odvisnosti od casa (t). Od-
visnost je linearna; vodoravna komponenta hitrosti (koeficient
A) znasa 3,31 enot/s.

kjer je x komponenta lege v vodoravni smeri ob ¢asu
t in x, zaCetna komponenta lege (ob casu t = 0).
UposStevamo kot 0, pod katerim smo izstrelek izstre-
lili, in dobimo vodoravno komponentno lege ob ¢asu
t:

x = (vgcos Ot + x5, (3)

pri cemer je vodoravna komponenta hitrosti enaka
Vox = Vopcos®. Odvisnost vodoravne komponente
lege od casa je linearna, kar potrdijo tudi meritve,
kjer izmerimo vy, ki v nasSem konkretnem primeru
znasa 3,31 enot/s (slika 3).

Gibanje izstrelka v navpicni smeri je enakomerno
pospeseno, zato lahko premik pti¢a v navpicni smeri
zapiSemo:

1
Y =Yz = voyt + 5at?, (4)
kjer je v, zaCetna komponenta lege izstrelka v nav-
pi¢ni smeri ob ¢asu t = 0 in y komponenta lege v
navpicni smeri ob ¢asu t. Iz enacbe (4) izrazimo nav-
pi¢no komponento lege ob casu t:

y = (vosin®)t — %gt2 + ¥z, (5)

kjer upoStevamo, da je a = —g in voy, = (vosin®)
[5]. Vidimo, da je odvisnost navpi¢ne komponente
lege od Casa kvadratna, kar smo dobili tudi pri me-
ritvah. Izmerili smo a/2 (koeficient A na sliki 4), ter
izracunali pospesek, ki znasa —1,9 enot/s2. Izmerili
smo tudi navpi¢no komponento zacetne hitrosti (ko-
eficient B na sliki 4), ki znasa 2,8 enot/s, in viSino,
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Iz koeficienta A dolo¢imo pospesek, koeficient B je enak nav-
picni komponenti zacetne hitrosti, koeficient C pa je enak viSini
izstrelitve.

od koder smo izstrelek izstrelili, ki znaSa 0,8 enote
(koeficient C na sliki 4).

Meritve so pokazale, da je pospeSek izstrelka v nav-
picni smeri enak —1,9 enot/s? (slika 4). Ce bi okolje
igre preselili v realni ¢as in prostor, lahko koeficient
A na sliki 4 poveZemo z gravitacijskim pospeskom
na Zemlji, ki znasa 9,8 m/s? [6]. Vrednost koeficienta
A je podana v enotah in je enaka —g/2. Tako dobimo
velikost enote v igri, ki znaSa 5,1 m v naravi. Ker smo
viSino frace izbrali kot osnovno enoto, bi bila fraca
v naravi visoka kar 5,1 m. Sedaj lahko izracunamo
navpi¢no komponento zacetne hitrosti, tako, da ko-
eficient B na sliki 4 pomnozimo s 5,1 m in dobimo
Voy = 14,2 m/s. Enako storimo za komponento hi-
trosti v vodoravni legi (A na sliki 3) in dobimo vgy =
16,7 m/s. Sedaj lahko izracunamo velikost zacetne
hitrosti izstrelka:

vo = VB + vy, ©

ki v naSemu primeru znasa = 21,9 m/s. Zanima nas
tudi zacetna viSina (y;), s katere smo izstrelek iz-
strelili. Ta je 0,8 enote (slika 4), torej je v, = 4,2 m.
Ko smo izracunali zac¢etno viSino, lahko izracunamo
maksimalno visino leta (h), ki jo izstrelek doseze:
2
Vo
h=—>1+y,. 7
29 Yz (7)
1z meritev (slika 5) razberemo maksimalno viSino, ki
znaSa 2,9 enot, kar ustreza 14,5 m. Opazimo, da se

meritve ujemajo z izracunano vrednostjo. Zanimalo
nas je tudi, kako dale¢ smo izstrelek iztrelili. Preden
lahko izra¢cunamo domet izstrelka, potrebujemo kot
(®), pod katerim smo ga izstrelili. Kot izratunamo
iz razmerja komponent zacetne hitrosti:

v

O =tan! (ﬂ) (8)
Vox

in v naSem primeru dobimo ® = 40,4° [5]. Za izra-

¢un dometa potrebujemo enacbo za tir gibanja. Iz

enacbe (2) izrazimo cas leta:

X
U ICH

9)

pri Cemer smo upoStevali, da je x; = 0 in vodoravna
komponenta hitrosti vgx = vgcos®. Izraz vstavimo
v enacbo (5) in dobimo enacbo za tir gibanja, ki je
parabola:

x%g

= (tan®@)x — ————
y =1 ) 2v8 cos2 @

+ Vz. (10)

V naSem primeru so tla vodoravna, zato predposta-
vimo, da je navpi¢na komponenta lege enaka nic¢ v
trenutku, ko izstrelek trci ob tla, ta pa so vodoravno
vzporedna s spodnjim delom frace. Razdalja v vo-
doravni smeri, ki jo izstrelek pri tem prepotuje, je
enaka dometu (d). Po izracunu diskriminante kva-
dratne enacbe izrazimo domet:

d— Vo Ccos O (

vosin® + \/vg sin’ @ + Zgyz> :
(11)

Izracunamo domet in dobimo d = 52,8 m [7]. Po-
doben rezultat dobimo pri meritvah, kjer izmerimo
domet 10,5 enot, kar ustreza 53,0 m (slika 5). Do-
met, ki smo ga izracunali, ni povsem enak izmerje-
nemu dometu, kar je odraz napake meritev. Se pa
obe vrednosti dobro ujemata.

S pomocjo igre Angry Birds smo obravnavali giba-
nje ptica (oziroma izstrelka) v igri in ugotovili, da
ga lahko opredelimo kot poSevni met. Iz meritev
smo razbrali, da je gibanje izstrelka brez upoSteva-
nja zra¢nega upora v vodoravni smeri enakomerno,
v navpi¢ni smeri pa je enakomerno pospeSeno, saj
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Odvisnost navpicne komponente lege izstrelka () od vodo-
ravne komponente lege (x). Opazimo, da je tir gibanja para-
bola. 1z grafa od¢itamo domet, ki znasa 10,5 enot ter maksi-
malno visino, ki jo izstrelek doseze, to je 2,9 enot.

je pospesSek konstanen. Pri meritvah smo najprej iz-
brali enoto (izbrali smo viSino frace), nato pa izmerili
pospesek v navpic¢ni smeri (-1,9 enot/s?), navpicno
komponento zacetne hitrosti (2,8 enot/s) ter viSino
(0,8 enot), s katere smo izstrelek izstrelili (slika 4).
Ugotovili smo, da je odvisnost navpicne komponente
lege y od vodoravne komponente lege x kvadratna,
zato je tir gibanja parabola. Igro smo nato prestavili
v realen ¢as in prostor, pri ¢emer smo v analizi gi-
banja izstrelka predpostavili, da je Cas v igri enak
casu v realnosti in da ni razlik v merilih prikazo-
vanja razdalj v x in y smeri v igri glede na realni
prostor. Tako smo izrac¢unali, kolikSna bi bila realna
dimenzija izbrane enote razdalje v igri in ugotovili,
da ena enota v naSem primeru ustreza 5,1 m. Nato
smo lahko izraCunali zacetno hitrost (21,9 m/s), kot
(40,4°), pod katerim smo izstrelek iztrelili, maksi-
malno viSino (14,5 m) in domet (52,8 m). Razultate
smo primerjali z meritvami, in dobili dobro ujema-
nje.

S fizikalnim znanjem in uporabo programske opre-
me smo pokazali, da igra Angry Birds ni zgolj igra za
zabavo v prostem ¢asu, ampak tudi igra, ki je zasno-
vana po fizikalnih zakonih in se lahko ob njej mar-
sikaj nauc¢imo, in sicer uporabe razli¢nih racunalni-
Skih orodij in seveda fizike. V naSem primeru smo
analizirali poSevni met. Igra pa vsebuje tudi primere
iz mnogih drugih fizikalnih podrocij, kakor na pri-
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mer delovanje sil, uporabo Newtonovih zakonov, gi-
banje, trenje, kroZenje, spreminjanje gravitacijskega
pospeska, delo, energije in vzgon [8].

Predlagamo, da bralec poskusi ponoviti postopek in
z izbiro neke druge enote izvede kalibracijo igre ter
iz meritev izracuna velikost svoje izbrane enote raz-
dalje v igri, zacetno hitrost izstrelka, kot, pod kate-
rim je izstrelek izstrelil, maksimalno viSino leta iz-
strelka in domet. Lahko pa preveri tudi druga fizi-
kalna podrocja, ki jih igra vsebuje.
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Zbirke nalog s tekmovan;

Vsako Solsko leto na Solah potekajo razlicna tekmovanja v znanju matematike in fizike. Za lazjo pripravo
vam ponujamo nekaj zbirk tekmovalnih nalog z reSitvami, ki so na voljo pri DMFA-zaloZniStvu.

Matjaz Zeljko: Ciril Dominko in Bojan Golli

IAQ’I\/N AN, RESENE NALOGE IZ MATEMATIKE RESEI}TE NALOGE IZ FIZIKE
HSTABITAT S SREDNJESOLSKIH TEKMOVAN] Z DRZAVNIH TEKMOVAN]
= - 4. del

17, I G177, T, LR =HE Drzavna tekmovanja 1999-2013

142 strani, format 14 x 20 cm 408 strani, format 14 x 20 cm

12,49 EUR 25,00 EUR

Poleg omenjenih lahko v nasi ponudbi najdete Se veliko drugih zbirk nalog. Podrobnejse predstavitve so na
spodnjem naslovu, kjer lahko vse zbirke tudi narocite s popustom:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/tekmovanja/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite v ure-
dnistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553.
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ALES MoOHORIC

Tudi v izjemno dolgocasni fotografiji na naslov-
nici se skriva nekaj zanimivega. Fotografija je na-
stala zgodaj popoldne na meglen decembrski dan.
Megle je bilo ravno toliko, da se je skoznjo slutil
obris Sonca. Fotografijo sem posnel z goriS¢no raz-
daljo 105 mm, z najvec¢jo povecavo, ki jo premore
kit objektiv mojega fotoaparata. Za menjavo s tele-
objektivom ni bilo c¢asa, saj se je megla v nekaj mi-
nutah toliko razkadila, da je bilo Sonce premocno.
Ker sem slikal iz roke, brez stojala, sem zaslonko
odprl do konca in tako skrajsal ¢as osvetlitve na tri
milisekunde. Kratek cas osvetlitve je potreben tudi
zaradi slikanja z dolgo goris¢no razdaljo, saj se tako
zmanjSa vpliv premikanja fotoaparata. Sliko sem ne-
koliko podosvetlil, zato da se je na svetli ploskvici
Sonca Se videlo pegico blizu sredine. Pegica postane
vidna Sele v povecanem izrezu (slika 1), na katerem
je povecan tudi kontrast. Ta drobni, komaj vidni
zmazek je Sonceva pega.

O Soncevih pegah, njihovem odkritju in opazova-
nju smo v Preseku Ze porocali (Andrej GuStin, Ve-
like Sonceve pege, Presek 41 (2013/2014) 5, 30-31).
Sonceve pege se na povrSju Sonca pojavljajo in iz-
ginjajo. Najvec jih je takrat, ko je Sonce najbolj ak-
tivno. Nastanejo tam, kjer se SoncCevo magnetno po-
lje zgosti. Zelo gosto polje otezuje konvekcijo snovi
na povrSju. Zato se tam snov bolj ohladi in je ob-

Sonceva ploskev z izsekom, v katerem je pove¢ano obmogje
Sonceve pege. Kontrast slike je mocno povecan. Kar je na sliki
videti temno, je v resnici zelo svetlo.

N

N
FLA

N
nmnne

NN

Mnozica Soncevih peg, ki jih je septembra 2011 posnel Nasin
satelit SDO.
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NA FOTOC
Mg

mocje videti temnejSe. Posamezne pege so vidne od
nekaj dni do nekaj mesecev in se lahko selijo po po-
vr§ju. Velike so lahko Cez sto tisoc¢ kilometrov - to
je ve¢ kot desetkrat ve¢je od Zemlje. Velikost pege
na sliki 1 ocenimo tako, da preStejemo Stevilo slikov-
nih elementov (pikslov) po premeru pege (5) in Ste-
vilo elementov po premeru Sonca (203). Pega na sliki
je torej velika pet dvestotretjin premera Sonca oz.
34 000 km, skoraj trikrat ve¢ja od Zemlje.

Na sliki 2 je boljSa fotografija Sonca z veC pegami,
na sliki 3 pa so podrobnosti ene od peg. MreZasta
struktura, ki jo opazimo na povrS§ju, so konvekcij-
ske celice - to so podrocja, kjer se plazma v sredini
dviga, na robovih pa spusca.
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Povecava Sonceve pege narejena s soncnim teleskopom Ri-
chard B. Dunn ameriskega Nacionalnega soncnega observato-
rija (NSO). Mrezasta struktura so konvekcijske celice, obmocja,
kjer se plazma v sredini dviga, na robovih pa spusca.
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Matematicni kenguru

Osnovna naloga tekmovanja Kenguru je popularizacija matematike. Zanimiv, zabaven in igriv na-
¢in zastavljanja matemati¢nih problemov je pripomogel, da se je tekmovanje kmalu razsirilo po vsej
Evropi, hkrati pa so se v tekmovanje vkljucevali tudi otroci in mladostniki iz drugih drzav sveta. Tek-
movanje je preseglo evropske okvire in postalo Mednarodni matematic¢ni kenguru z ve¢ kot 6 milijoni
tekmovalcev iz 47 drZav sveta v letu 2011. V Sloveniji Drustvo matematikov, fizikov in astronomov
Slovenije organizira tekmovanje za ucence od prvega razreda osnovne Sole do cetrtega letnika srednje
Sole. Poseben izbor je pripravljen za dijake srednjih tehniskih in strokovnih Sol, za dijake srednjih
poklicnih Sol ter za Studente.

Naloge, zbrane v teh knjigah, so najboljSe mozno gradivo za pripravo na prihodnja tekmovanja. Pred-
vsem zato, ker je vsaki nalogi dodana podrobno razlozena resitev, ki bralca vodi v logi¢no misljenje
in spoznavanje novih strategij reSevanja. Marsikatera naloga, ki je sprva na videz neresljiva, postane
tako dosegljiv iskriv matematicni izziv.

EVROPSKI MEDNARODNI MEDNARODNI
MATEMATICNI MATEMATICNI MATEMATICNI
KENGURU KENGURU KENGURU

2002-2004 2005-2008 2009-2011

10,99 EUR 18,74 EUR 14,50 EUR

Pri DMFA-zaloZnistvo so v Presekovi knjiZnici izSle Ze 4 knjige Matemati¢nega kenguruja.

o Evropski matematicni kenguru 1996-2001 (poslo),
o Evropski matematicni kenguru 2002-2004,

e Mednarodni matematicni kenguru 2005-2008,

e Mednarodni matematicni kenguru 2009-2011.

Poleg omenjenih ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse pred-
stavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

http://www.dmfa-zaloznistvo.si/

Individualni narocniki revije Presek, clani DMFA Slovenije, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZniStvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga! Dodatne informacije lahko dobite v
urednisStvu Preseka po telefonu (01) 4766 553.






