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Iskanje
prijateljev

- Facebook ima ve¢ kot 700 milijonov uporabnikov
z vec kot 70 milijardami povezav. Medtem ko upo-
rabniki te strani z lahkoto najdejo nove spletne prija-
telje, imajo racunalniki, ki skrbijo za delovanje strani,
zelo tezko delo pri shranjevanju in pri dostopanju
do ustreznih podatkov, ki vklju¢ujejo tudi informa-
cije o prijateljih prijateljev. Slednje je pomembno pri
priporocilih uporabnikom (People You May Know).
Veliko algoritmov temelji na dognanjih racunalniske
znanosti, a brez matematike ne gre. Linearno pro-
gramiranje in teorija grafov razpolovita cas, ki je po-
treben za dolocitev prijateljev uporabnikovih prija-
teljev, in pomagata zmanjSati mrezni promet za pri-
bliZzno dve tretjini.

Verjetnost prijateljstva obi¢ajno pada z narasca-
njem razdalje med osebama. To je smiselno tako v
realnem kot v virtualnem svetu. Ogromna mreza Fa-
cebookovih uporabnikov je primer mreze majhnega
sveta. Ce za razdaljo med Facebookovima uporabni-
koma vzamemo najkrajSo verigo prijateljev, ki ju po-
vezuje, je povprecna razdalja manj kot pet. Ceprav
se zdi na prvi pogled zbirka uporabnikov in njihovih
povezav kaoti¢na, je ustrezna mreza povezav precej
strukturirana. Tudi osebo, ki je pet prijateljskih po-
vezav stran od nas, je mozno najti npr. le s sprotnim
poznavanjem neposrednih prijateljev oseb, ki so v
verigi (in tako poznavanje prijateljev posamezniko-
vih prijateljev ni potrebno).

Ve¢ o tem lahko najdete v knjigi Networks, Cro-
wds, and Markets: Reasoning about a Highly Connec-
ted World iz leta 2010, ki sta jo napisala David Easley
in Jon Kleinberg. X X X

R
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Presek objavlja poljudne in strokovne ¢lanke iz matemati-
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prikaze novih knjig s teh podrocij in porocila z osnovnoSolskih
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noma razumemo loceno od besedila. Slike v elektronski obliki
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voljenje (copyright). Zazelena velikost ¢rk je vsaj 12 pt, razmak
med vrsticami pa vsaj 18 pt.
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Stva DMFA-zaloZniStvo, UredniStvo revije Presek, p. p. 2964,
1001 Ljubljana ali na naslov elektronske poste presek@dmfa.si.

Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu re-
cenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispevek
sprejet v objavo in Ce je besedilo napisano z racunalnikom, po-
tem uredni$tvo prosi avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj bodo
praviloma napisane v eni od standardnih razli¢ic urejevalnikov
TeX oziroma LaTeX, kar bo olajsalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejso ob-
javo v elektronski obliki na internetu.
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SLIKA NA NAsLovNIcE: Tako je pod mikroskopom videti temnoo-
ranzna ploskev, ki jo ustvari stroj za tiskanje. Ce mnoZico pik po-
gledamo z vecje razdalje, jih ne razlo¢imo vec in lise se zlijejo v
ploskev z enotnim barvnim vtisom. Podrobnejso razlago si oglejte
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v prispevku ,Mesanje barv“. (Foto: Ale§ Mohoric)
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MATEMATIKA

/menek In
verjetnost

v iy
MARKO JAKOVAC

- Velika vecina se je Ze ali pa se Se bo srecala s
tistim trenutkom, ko je treba iti na prvi zmenek.
Pogosto se takrat obremenjujemo s tem, ali smo
dovolj Sarmantni, lepo oblecCeni, ali bomo pustili
dober vtis, itd. Sprasujemo se tudi o tem, ali bo
zmenek uspesSen. V tej situaciji se pojavi povsem
matematic¢no vprasanje verjetnosti dogodka. V pri-
cujocem clanku se sicer ne bomo ukvarjali z ver-
jetnostjo, da zmenek uspe, na preprostem primeru
pa bomo izracunali verjetnost, da do zmenka sploh

pride.
Verjetnost

Ce zelimo resiti zgoraj podani problem, moramo naj-
prej vedeti, kaj verjetnost sploh je. Pogosto je ver-
jetnost zavita v tancico skrivnosti in nezaupanja, saj
nam v vecini primerov le podaja teoreti¢no vrednost,
povezano s tem, ali se dolocen dogodek zgodi ali
ne. Zgodovinsko gledano so bile z matemati¢nim ra-
zumevanjem verjetnosti pogosto tezave. V sodobni
matematicni obliki jo je v vsej sploSnosti formuliral
Sele Kolmogorov leta 1933. Z aksiomi Kolmogorova
je bila verjetnost matemati¢no postavljena na trdne
temelje. Vec o tem lahko preberemo v knjigi [3]. To
pa ni reSilo njene povezave z realnostjo - tu je mo-
Znih veC interpretacij. Oglejmo si naslednja dva pri-
mera.

Primer 1

Kaj pomeni, ¢e recemo, da je verjetnost, da pri na-
slednji kontrolni nalogi iz matematike ucenec Janez
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dobi odli¢no oceno, 10 %? S to izjavo navadno mi-
slimo, da ocenjujemo, da bo 10 % takih ucencev, kot
je Janez, pri takih kontrolnih nalogah dobilo odli¢no
oceno (pri ¢cemer imamo v mislih veliko ucencev).
Verjetnost je torej ocena za delez. o

Primer 2

Denimo, da vrzemo poSteni kovanec, kar pomeni, da
grb in cifra padeta teoreticno enako verjetno. Ver-
jetnost ne pomeni tocnega deleza v naslednjih nekaj
poskusih, pac pa se da delez dokaj natan¢no napove-
dati za veliko $tevilo poskusov. Ce npr. posteni ko-
vanec vrzemo 10-krat, navadno ne bomo dobili 5 ci-
fer in 5 grbov. Pac pa bomo, ¢e bomo tak kovanec vr-
gli 1000-krat, brZkone ugotovili, da je razmerje med
Stevilom padlih cifer in grbov skoraj 1 : 1. o

Zavedati se je treba, da v sploSnem vsi izidi (npr.
pri prvem primeru ocene od 1 do 5) niso enako ver-
jetni. Pri primerih 1 in 2 je povezava med verje-
tnostjo in realnostjo razlicna. Pri prvem primeru si
lahko predstavljamo, da z dolgoletnim opazovanjem
testov ucencev pridemo do tega, da dolgorocno gle-
dano 10 % takih ucencev kot je Janez, pri tovrstnih
kontrolnih nalogah dobi odli¢no oceno in zato do-
mnevamo, da bo tako tudi v prihodnje. Pri drugem
primeru pa domnevo o poStenosti kovanca dobimo
iz simetrije, pri tem pa zanemarimo vpliv razlicnih
oznacb kovanca na obeh straneh na njegovo obnasa-
nje.

V uvodnem poglavju smo postavili vpraSanje, ko-
likSna je verjetnost, da do zmenka z doloCeno osebo
sploh pride. Formulirajmo zdaj to vpraSanje natanc-
neje, tako da bo matemati¢cno dobro postavljeno.
Predstavljajmo si, da se dve osebi dogovarjata za
zmenek. Da bomo zadevo Se bolj zapletli, denimo,
da sta osebi pozabili doreci, kdaj to¢no se dobita. Ve-
sta le, da bi se naj dobili med 20. in 22. uro. Ker osebi
ne vesta to¢nega casa prihoda, ga dolocita na slepo.
Privzemimo tudi, da na dogovorjeno mesto prispeta
neodvisno drug od drugega. Pogosta lastnost ljudi
je, danihce rad ne c¢aka, zato predpostavimo, da vsak
pocaka pol ure in ¢e drugega ni, odide. KolikSna je
torej verjetnost dogodka, da se bosta osebi srecali?

Preden se posvetimo naSemu izhodiS¢nemu pro-
blemu, si oglejmo Se, kako verjetnost matemati¢no
zastavimo na sodoben nacin. Ker vemo, da je mate-
matika abstraktna veda, ni presenetljivo, da matema-

MATEMATIKA

ticna formulacija verjetnosti sama po sebi ne vklju-
Cuje nobene povezave z realnostjo. V sodobni mate-
matiki verjetnost predstavimo z mnozicami in funk-
cijami na njih. MnoZzicam pravimo dogodki, ki so vsi
podmnoZice neke univerzalne mnoZice Q. To mno-
Zico imenujemo verjetnostni prostor ali, ¢e jo gle-
damo kot dogodek, gotovi dogodek. Pri tem ni nujno,
da so vse podmnoZice verjetnostnega prostora tudi
dogodki, a se z razlogi, zakaj je to tako, tukaj ne
bomo ukvarjali. Podrobnosti si lahko npr. prebe-
remo v knjigah [1] ali [2].

Elementom verjetnostnega prostora pravimo izidi.
Ce vrzemo navadno kocko, bo verjetnostni prostor
sestavljalo 6 izidov: Q = {1,2,3,4,5,6}. Dogodek,
da pade vsaj pet pik, bo mnozica {5, 6}, dogodek, da
pade vec kot Sest pik, pa bo prazna mnoZica. Ver-
jetnost je funkcija P, ki vsakemu dogodku A < Q
priredi njegovo verjetnost P(A), ki mora biti Stevilo
7 intervala [0, 1].

Klasi¢na definicija verjetnosti

Pri klasicni definiciji verjetnosti [4] privzamemo, da
so vsi izidi enako verjetni. To tudi pomeni, da ver-
jetnostni prostor Q vsebuje konéno mnogo (denimo
n) izidov. Verjetnost dogodka A, ki vsebuje k izidov,
je definirana kot ulomek:

= IP(A):E.
n

Primer klasi¢ne definicije verjetnosti sta npr. posteni
kovanec in postena kocka. PoSteni kovanec smo zZe
spoznali pri primeru 2. Kocka je po definiciji po-
Stena, Ce vse strani padejo z enakimi verjetnostmi.
Pri poSteni kocki je tako verjetnost dogodka, da pade
vsaj pet pik, enaka % = %

Klasictna definicija verjetnosti ustreza pojmu slepe
izbire. Izbira neke stvari je slepa, Ce so vse moZnosti
enako verjetne. Met poStene igralne kocke je ekviva-
lenten slepi izbiri Stevila iz mnoZice {1, 2, 3,4,5,6}.

V¢asih pa izbiramo vec kot eno stvar, npr. vrzemo
dve kocki. Ce izbiramo dve stvari, pravimo, da jih
izberemo na slepo in neodvisno, ¢e so vsi mozni ure-
jeni pari enako verjetni. Z drugimi besedami, slepa in
neodvisna izbira pomeni slepo izbiro iz kartezijskega
produkta. Ce torej recemo, da neodvisno vrzemo dve
posteni kocki, bo verjetnostni prostor sestavljalo 36
urejenih parov (i, j), kjer sta i in j elementa mnoZice
{1,2,3,4,5,6}. Dogodek, da skupaj pade vsaj 11 pik,

N/
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%

bo mnoZica urejenih parov{(S 6),(6,5),(6,6)}, nje-
gova verjetnost pa bo 336 12

Poglejmo si Se primer igranja Lota. Pri igri Loto na
osnovnem kombinacijskem listku prekrizamo 7 Ste-
vilk izmed 39, nakar loterija izzreba svojih 7 Stevilk.
Sedmico zadenemo, Ce je vseh nasSih 7 Stevilk izZre-
banih (dodatna Stevilka pri sedmici ne igra vloge).
Ker se kroglice pri Zrebanju ne vracajo, za izide po-
stavimo vse mozZne sedmerice razli¢cnih Stevil od 1
do 39, ki ustrezajo vsem moznim Zrebanjem. Takih
izidov je 39-38-37-36-35-34-33 = 77519922 480.
Dogodek, da zadenemo sedmico, vsebuje 7! = 5040
izidov in njegova verjetnost je

5040 B 1
77519922480 15380937°

Moznost, da bomo obogateli, je torej precej majhna.

Privzeli smo seveda, da je Zrebanje poSteno, to-
rej da so vsi izidi enako verjetni. Ce je tako, je Ste-
vilka na posamezni kroglici, ki je izZzrebana (preden
jih uredimo po velikosti), izbrana na slepo: zaradi si-
metrije so vse Stevilke npr. na peti kroglici, ki pride
iz bobna, enako verjetne. Niso pa neodvisne, saj
kroglic ne vracamo: verjetnostni prostor ne vsebuje
vseh 397 = 137231006 679 moznih urejenih sedme-
ric.

Kako postavimo verjetnostni prostor, je deloma
naSa izbira. Dostikrat se to da storiti na ve¢ smisel-
nih nac¢inov. Lahko bi zanemarili vrstni red kroglic
in bi za izide postavili kar vse 7-elementne podmno-
zice naravnih §tevil do 39, ki jih je (%) = 15380937.
V tem primeru pri le enem izidu zadenemo sedmico,
kar nam da Ze prej izracunano verjetnost.

Geometrijska definicija verjetnosti

Klasi¢na definicija verjetnosti ima eno veliko pomanj-
kljivost. Za njeno uporabo mora mnoZica Q biti konc-
na, saj lahko le tako preStejemo, koliko dogodkov
tega sistema je ugodnih in tako izracunamo ustre-
zno verjetnost. TeZava nastopi, ko imamo opravka s
prostorom, v katerem mnoZice vsebujejo neskoncno
Stevilo elementov. Zato je s klasi¢no definicijo ver-
jetnosti nemogoce izracunati, kolik$na je verjetnost,
da bomo na intervalu [0, 1] izbrali Stevilo vecje od
npr. 4 Tega se zagotovo ne da reSiti z razdelitvijo
intervala na kon¢no mnogo enako dolgih delov. Prav
tako tega ne bomo mogli storiti (vsaj ne zlahka) pri
izracunu verjetnosti, da bo nas zmenek uspesSen: op-

ravka imamo namrec¢ s ¢asovnim intervalom, ki vse-
buje neskon¢no mnogo vrednosti. Pa¢ pa si bomo
lahko pomagali z geometrijsko definicijo verjetnosti
[5].

Cilj je definirati verjetnost tako, da jo bomo lahko
s pridom uporabljali na mnozicah z neskoncno ele-
menti. Denimo, da lahko celoten verjetnostni pro-
stor Q predstavimo z neko mnoZzico na premici, na
ravnini, ali v prostoru. Ideja geometrijske definicije
verjetnosti je, da so vse toCke enakovredne oz. da je
verjetnost enakomerno razprsena po mnozici Q. To
doseZemo tako, da verjetnost dogodka A < Q defini-
ramo kot:

H(A)
u(Q)’

kjer je u mera mnoZice. Za nas bo pomembno le, da
je mera u na premici dolZina, na ravnini ploSc¢ina, v
prostoru pa volumen. Ker je mnozica A podmnozica
mnoZice Q, ocitno velja P(A) € [0,1].

Geometrijsko definicijo verjetnosti uporabljamo
takrat, ko imamo opravka s slepo izbiro tocke z in-
tervala, ravninskega lika, telesa ipd. Poglejmo si ta
nacin razmisljanja na naslednjih dveh primerih.

= P(A) =

Primer 3

Naintervalu [0, 1] na slepo izberemo eno Stevilo. Ko-
lik$na je verjetnost dogodka A, da bo to Stevilo vecje
od 7?

Stevﬂo izbiramo z intervala [0, 1], zato je naS ver-
jetnostni prostor O = [0,1]. Za mero u izberemo
dolZino, saj toc¢ke z intervala [0, 1] leZijo na premici
(realni osi). Mera mnoZice celotnega verjetnostnega
prostora je dolZina intervala [0,1], u(Q) = 1. Mera
mnozice dogodka A pa je razdalja med tockama T s
inl, u(A) =1- E Verjetnost dogodka A je po geo-
metrijski deﬁmcul verjetnosti enaka

. |P(A)=1_f=4’T". o

Primer 4

Na trikotniku z osnovnico c, ki lezi na abscisni osi,
in visino v, = 1 na slepo izberemo toc¢ko. KolikSna
je verjetnost dogodka A, da bo tocka imela ordinato
manjso od %?

Za mero u tokrat izberemo ploScino, saj tocko iz-
biramo na ravnini. Mera mnoZice celotnega verjetno-
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SLIKA 1.
Ugodno obmocje dogodka A

MATEMATIKA

<y

stnega prostora je ploSc¢ina naSega trikotnika, u(Q) =
5:C V= % Ugodno obmocje, ki predstavlja dogo-
dek A, je osenceni trapez na sliki 1. Osnovnica manj-
Sega trikotnika (neosenceni del) je polovica osnov-
nice vecjega trlkotmka zato je mera mmnoZice do-
godka A enaka u(A) = 5-c- vc—%-g-%:g—g 3C
Verjetnost dogodka A Je po geometrijski deﬁmcul
verjetnosti enaka

3

1- <

= PA) =+ =3

N\"‘oo‘:’

Podobno kot pri klasi¢ni definiciji verjetnosti lahko
tudi pri geometrijski definiciji verjetnosti definiramo
slepo in neodvisno izbiro. To ponovno pomeni slepo
izbiro iz kartezijskega produkta.

Primer 5

Na intervalu [0, 3] na slepo in neodvisno izberemo
dve Stevili x in y. KolikSna je verjetnost dogodka A,
da bo vsaj eno izmed Stevil oddaljeno od roba za vec
kot eno enoto?

Ker izbiramo dve Stevili neodvisno, si lahko resi-
tev tega problema predstavljamo v ravnini, Kjer iz-
biramo tocko (x,y) na kartezijskem produktu Q =
[0,3] x [0,3]. Ce je torej x € [1,2], potem je lahko
7y poljubno izbran na celotnem intervalu [0, 3]. Po-
dobno velja, ¢e vlogi x in y zamenjamo. Tako do-
bimo ugodno obmocje, ki ga prikazuje slika 2.

SLIKA 2.
Ugodno obmocje dogodka A

Osenceni del predstavlja ugodno obmocje, cigar
ploscina je enaka p(A) = 5. PloSCina celotnega ob-
mocja je ploS¢ina kvadrata [0, 3] x [0,3], ki znaSa
u(Q) = 9. Torej je verjetnost dogodka, da bo vsaj
eno Stevilo oddaljeno od roba za ve¢ kot eno enoto,
enaka P(A) = %. <o

Sedaj imamo dovolj znanja, da reSimo primer
zmenka.

Na zmenek z verjetnostjo

Naj ¢as prihoda osebe X predstavlja realna spremen-
ljivka x, Cas prihoda osebe Y pa realna spremen-
ljivka . Obe spremenljivki izbiramo z intervala
[20,22] na slepo in neodvisno. Kot smo se naudili,
predpostavka, da sta x in 7y izbrani na slepo in neod-
visno z intervala [20, 22], pomeni, da je tocka (x, y)
izbrana na slepo s kvadrata [20,22] x [20, 22]. Hiter
matematicen razmislek pove, da je iskanje ugodnega
obmocja na kvadratu [20,22] x[20, 22] enakovredno
iskanju ugodnega obmocja na kvadratu [0, 2] x [0, 2],
zato bomo zaradi lazje predstavitve obmocja v koor-
dinatnem sistemu izbrali drugo moZnost. Verjetno-
stni prostor Q torej Ze imamo, t.j. produkt [0, 2] X
[0,2]. Cilj je poiskati Se mnoZico, ki izpolnjuje po-

N/
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goje dogodka A. Da se bosta osebi X in Y zagotovo
srecali, sme med njunima prihodoma na dogovor-
jeno mesto miniti najve¢ pol ure. Do zmenka torej
pride, Ce je |[x —y| < % Sedaj moramo le Se razresiti
tole neenakost.

Lo¢imo dve moznosti. Ce oseba X prispe pred
osebo Y, je x < y in zato dobimo [x-y|=y-x <3
0z. ¥ < x + 5. Ce pa oseba Y prispe pred osebo X,
velja y < xin zato je [x - y| = x -y < % oz
Y =Xx- % Ugotoviti moramo, katero obmocje ome-
jujeta dobljeni neenakosti znotraj celotnega obmo-
¢ja Q. ReSitev nam prikazuje slika 3.

A
y

<y

SLIKA 3.
Ugodno obmocdje dogodka A

Osenceni del predstavlja ugodno obmocje, ¢igar
ploscina je enaka

= p(A) =4- (;)2 =1

Ploscina celotnega obmocja Q je ploS¢ina kvadrata
[0,2] x [0,2], ki je u(QQ) = 4. Torej je verjetnost
dogodka, da bosta osebi X in Y imeli zmenek, enaka
P(A) = 744 = 1—76, kar je nekoliko manj kot polovica.
Seveda smo v realnem zivljenju ljudje precej raz-
licni, zato si oglejmo Se primer, ko ¢as, ko je po-
samezna oseba pripravljena ¢akati, ni za obe osebi
enak. Razmislimo, kako bi se problema lotili, ¢e bi

pogoj o polurnem cakanju nadomestili s pogojem,
da oseba X caka pol ure, oseba Y pa le cetrt ure. Se-
daj problema ne moremo obravnavati enakovredno z
izrazom |x — Y|, saj je pomembno, kdo prvi prispe.
Lahko pa razmislimo takole: ¢e prej prispe oseba X,
potem mora veljati y —x < % Ce pa prej prispe oseba
Y, mora veljati x — y < %. V tem primeru bi ugodno
obmocje bilo podobno ugodnemu obmocju na sliki
3, le da bi spodnja premica bila bliZje simetrali lihih
kvadrantov in bi posledi¢no tudi dobili manjso ver-
jetnost, da se osebi X in Y sreCata. Le-ta je v tem
primeru enaka

_ 2_ 2
. P(A) = HURGRA-WA@HE _ 43

Verjetnost v realnem zivljenju

Dejstvo je, da smo verjetnost dogodka, da pride do
zmenka, reSili le za zelo enostavno situacijo. Real-
nost je dosti bolj zapletena (kaj Sele, ¢e bi Zeleli iz-
racunati verjetnost dogodka, da je zmenek uspeSen,
kar koli naj zZe to pomeni). Vseeno pa smo spoznali,
da nam znanje verjetnosti lahko pomaga, da vsaj pri-
blizno izracunamo, kaksne so naSe mozZnosti oz. ali
obstaja dovolj velika verjetnost, da se nam trud, ki
ga vloZzimo v neko situacijo, tudi splaca.

Literatura
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Pitagorov izrek
v nekaterih
jezikih

vid
MARKO RAZPET

-> Pitagorov izrek je eden temeljnih izrekov v
geometriji. Poznali so ga Ze pred Pitagoro, o Ce-
mer pa tukaj ne bomo posebej razpravljali, ker se
bomo posvetili le temu, kako se ga z besedami za-
piSe v nekaterih evropskih jezikih. Podani niso
dobesedni prevodi, toda le-ti povedo eno in isto. V
vecini besedil takoj prepoznamo vsaj dve besedi:
kateta in hipotenuza. Vir navedenih besedil je v
glavnem svetovni splet, kjer najdemo besedila tudi
v drugih jezikih.

V stari gr$cini najdemo Pitagorov izrek z dokazom
vred v Evklidovih Elementih. Evklid izreka ne ime-
nuje po Pitagori. Po njem so izrek namrec¢ zaceli

imenovati kasneje. Kljub temu bomo ime izreka na-
vedli tudi v stari grscini.

= TTudaydpeiov dehpnua (stara gricina)

‘Ev 10ic dpdoywvioc terydvole T dno tiic thy dpiny
yoviov Unotewvolong mAeuplc TeTpdywvov ioov €oTi
Tolg GO TGV TNV 0p¥NV Ywvloy TEQIEYOVGEY TAELEEY
TETPAYOVOLC.

= ITudayopeto Jewprnua (nova gricina)

To tetpdywvo Tng vunotelvoucag evog  opdoywviou
TELYWVOU LooUTAL UE TO dJpOloUA TOV TETPAYOVLY TWV
000 *&¥eTwY TAELEY.

= Pythagoras’ theorem (anglescina)

In a right-angled triangle, the square on the hypote-
nuse is equal to the sum of the squares on the other
two sides.

MATEMATIKA

= Satz des Pythagoras (nemscina)

In jedem ebenen rechtwinkligen Dreieck ist die Sum-
me der Flacheninhalte der Kathetenquadrate gleich
dem Flacheninhalt des Hypotenusenquadrates.

= Stelling van Pythagoras (nizozemscina)

In een rechthoekige driehoek is het kwadraat van de
lengte van de hypotenusa gelijk aan de som van de
kwadraten van de lengtes van de rechthoekszijden.

= Pitagorov izrek (slovenscina)

V pravokotnem trikotniku je ploS¢ina kvadrata nad
hipotenuzo enaka vsoti ploS¢in kvadratov nad kate-
tama.

= Pitagorin poucak (hrvascina)
Kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbroju kvadrata
nad ostale dvije stranice pravokutnog trokuta.

= Pythagorova véta (¢eScina)

Obsah ¢tverce sestrojeného nad preponou pravouh-
1ého rovinného trojuhelniku je roven souctu obsahi
¢tvercli nad jeho odvésnami.

= Pytagorova veta (slovascina)

Obsah Stvorca zostrojeného nad preponou pravouh-
1ého trojuholnika je rovny suctu obsahov Stvorcov
zostrojenych nad jeho odvesnami.

= Twierdzenie Pitagorasa (poljscina)

W dowolnym trojkacie prostokatnym suma kwadra-
tow diugosci przyprostokatnych jest rowna kwadra-
towi dlugos$ci przeciwprostokatnej tego trojkata.

= Teopema ITudparopa (rusc¢ina)

B mpAMOYTOALHOM TpeyrolbHUKE ILIOMAIL KBaIpa-
Ta, TOCTPOEHHOTO Ha TMIOTEHY3e, PABHA CyMMe ILIO-
majelt KBaIpaToB, MOCTPOEHHLIX Ha KATETaX.

= Teopema Iliparopa (ukrajinscina)
Y OpsAMOKYTHOMY TPUKYTHUKY ILJIOIIA KBaIpaTa,
no0ymOBAaHOrO Ha TiNOTeHy31 AOpPIBHIOE CyMi IJIOIN
KBaApaTiB, NOOYNOBAHUX HA KAaTETaX.

= Taapaswma Ilidaropa (beloruscina)

Ilnomua wBamgpara, HaOymaBaHara Ha TiHaT9HY3e
po¥Has cyMe miomyay kBagparay, HabyoaBaHBIX HA
KaTsTax IpaMaByTroJLHATA TPOXBYTOJILHIKA.

%
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= TImraroposa Teopema (bolgarscina)

B nmpaBOLILIHUA TPULILIHUK COOPDT OT KBaapa-
TUTE TLIDKAHATE HA KATETUTE € PABEH Ha KBaJApara
Ha ILJDKUHATA HA XUMTOTEHY3aTAa.

= TImraropmura teopema (makedonscina)
KBagparor mHanm xumorenmys3ara Kaj TPaBOarojeH
TPUATOJHUK € eIHAKOT Ha 30MpOT Ha KBAAPATUTE
HaJl ABETE KATETU.

® JIuraropura Teopema (srbscina)
KBampar Han XWUIOTEHY30M NPABOYIJIOT TPOKYTa
jemHak je 30upy KBaapaTa HaI KaTeTaMa.

= Theorema Pythagorae (latinS¢ina)
Trianguli recti hypotenusam quadratam est aequ-
alem summae aliorum laterum quadratorum.

= Teorema di Pitagora (italijanScina)

In un triangolo rettangolo, il quadrato costruito
sull’ipotenusa é equivalente alla somma dei quadrati
costruiti sui cateti.

= Théoreme de Pythagore (francoScina)

Dans un triangle rectangle, le carré de la longueur
de ’hypoténuse est égal a la somme des carrés des
longueurs des cotés de I'angle droit.

= Teorema de Pitagoras (Spanscina)

En un triangulo rectangulo el cuadrado de la hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados de los dos
catetos.

= Teorema de Pitagores (katalonscina)
En un triangle rectangle la suma dels quadrats dels
catets és igual al quadrat de la hipotenusa.

= Teorema de Pitagoras (portugalScina)
Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

= Teorema lui Pitagora (romunscina)
In orice triunghi dreptunghic, suma patratelor cate-
telor este egala cu patratul ipotenuzei.

= Pitagorasz-tétel (madZarsScina)

Tetszoleges derékszogi haromszogben a befogdk
folé irt négyzetek teriileteinek 6sszege megegyezik
az atfogo folé irt négyzet teriiletével.

= Pythagoras sats (Svedscina)
I en ratvinklig triangel, kvadraten pa hypotenusan ar
lika med summan av kvadraterna pa kateterna.

= Pythagoras’ leeresetning (norvescina - bokmal)
I en rettvinklet trekant er summen av kvadratene pa
katetene lik kvadratet pa hypotenusen.

= Den pythagoraiske laeresatning (danscina)
I alle retvinklede trekanter er summen af kateternes
kvadrat lig hypotenusens kvadrat.

= Regla Pypagorasar (islandscina)

I rétthyrndum prihyrningi er summan af ferningsto-
lum skammbhlidanna jofn ferningstolu langhlidarin-
nar.

= Pythagoraan lause (finS¢ina)

Suorakulmaisen kolmion kateetit sivuina piirrettyjen
nelididen alojen summa on yhta suuri kuin hypote-
nuusa sivuna piirretyn nelion ala.

= Teorema e Pitagorés (albanscina)

Né cdo trekéndésh kéndrejté shuma e katroréve té
ndértuar mbi katete éshté e barabarté me katrorin e
ndértuar mbi hipotenuzé.

= Pisagor teoremi (turScina)

Bir dik acili tuc¢gende dik kenarlarin her birinin
uzunluklarimin karelerinin toplamalar, dik acih kdse
karsisindaki kenarin uzunlugunun karesine esittir.

= Pythagorase teoreem (estonscina)
Taisnurkses kolmnurgas hiipotenuusi ruut vérdub
kaatetite ruutude summaga.

= Pitagora teoréma (letonscina)
Taisnlenka trijstirl hipotentizas kvadrats ir vienads
ar kateSu kvadratu summu.

= Pitagoro teorema (litovscina)
StacCiojo trikampio iZzambinés ilgio kvadratas yra
lygus statiniu ilgiy kvadraty sumai.

= Pitagorasen teorema (baskovscina)
Hiruki zuzen baten katetoen karratua, hipotenusa-

ren karratuaren berdina da.

= Teoremo de Pitagoro (esperanto)

10
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En ajna orta triangulo, la areo de la kvadrato kun
lateroj kies longo egalas al la longo de la hipotenuzo
de tiu triangulo estas egala al la sumo de la areoj
de la du kvadratoj kun lateroj kies longoj egalas
respektive al la longo de la du katetoj.

X X X

ReSitev ugank
1Z prejsnje
Stevilke

v b

PETER LEGISA

_)

= Toncka je prevozila 40 km vec kot Janez.

= ]z prvega stolpca vzamemo en zZeton, iz drugega
dva, iz tretjega 22, iz naslednjega 23, ..., iz sedmega
26 = 64 Zetonov. Ce so vsi Zetoni pravi, vse skupaj
tehta 127 - 10 g = 1270 g. Sicer pa od rezultata od-
Stejemo 1270 g. Dobljeno Stevilo gramov zapiSemo
kot vsoto razli¢nih potenc Stevila 2. Denimo, da smo
natehtali 1275 g. Potem je pribitek 5 = 22 + 1 gra-
mov. Od tod vidimo, da sta prvi in tretji stolpec se-
stavljena iz ponarejenih Zetonov, preostali so pravi.

= 7 nekaj poskuSanja ugotovimo, da na koncu sve-
tijo svetilke 1, 4, 9, 16, 25, 36, ... skratka tiste, ki
odgovarjajo kvadratom naravnih Stevil. Dokazimo
to. Vzemimo Stevilo m. Ugotoviti moramo vse nje-
gove delitelje. ZapiSimo m = a,™ - - - a"*, kjer so
ai,...,ay razlicna prastevila. Vsakega od deliteljev
lahko na en in en sam nacin zapiSemo kot a;" - - -
ax', kjer so 0 <7y < ny, ..., 0 <1y < ng. Torej je
vseh mogocih deliteljevd = (n1+1) - - - (ng+1). Sve-
tilka m bo na koncu priZgana, ¢e jo bomo potegnili
liho mnogokrat, se pravi, ¢e bo d liho Stevilo. To pa
je natanko takrat, ko so vsa Stevilan; +1,...,ng + 1
liha, torej nq, ..., ng soda, se pravi, da je m kvadrat.

= Prva premica gre med 10 in 11 in med 2 in 3.
Druga premica je vzporedna prvi.
X X X

MATEMATIKA

Se nekaj ugank
iz ameriske
radijske oddaje
Cartalk

vy d
PETER LEGISA

- V prejsnji Stevilki Preseka smo povedali nekaj
o priljubljeni ameriski radijski oddaji Cartalk in o
matematicnih ugankah v njej. Priredil sem Se ne-
kaj nalog iz te oddaje. Na spletu pa boste nasli Se

vec strani s podobnimi ugankami.

= Imamo 32 rezervoarjev, polnih vode. Vemo, da je
natancno eden od rezervoarjev onesnazen. Onesna-
Zenje dokazemo s testerjem, za katerega je potrebna
majhna koli¢ina tekoCine. Imamo pet testerjev in
veliko ¢asa. Kako sorazmerno enostavno dolo¢imo
onesnazeni rezervoar? (Ta naloga je standardna in
kolikor vemo, ni iz omenjene oddaje, vkljucil sem jo
le zaradi naslednjih, tezjih problemov.)

= Imamo 13 rezervoarjev, polnih vode. Vemo, da je
natancno eden od rezervoarjev onesnazen. Onesna-
Zenost dokazemo s testerjem, ki ga damo v majhno
kolicino tekoc¢ine. Imamo Stiri testerje, preizkus traja
12 ur, na razpolago imamo manj kot 24 ur. Kako do-
lo¢imo onesnazeni rezervoar?

= Imamo 50 Zetonov. Od teh je 49 pravih; ti imajo
vsi enako maso. Eden pa je ponarejen in nekoliko
lazji od preostalih. Imamo natanc¢no umerjeno teh-
tnico z dvema skodelicama. Ali lahko s Stirimi tehta-
nji, brez uporabe uteZi, izlo¢imo ponarejeni Zeton?

Resitve teh ugank bodo objavljene v naslednji Ste-
vilki Preseka.

Oddaji Cartalk na ameriSkem National Public Ra-
dio (NPR) sledi zabavni kviz Wait Wait... Don’t Tell
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Me!. Tudi ta odlicna oddaja ima vzgojno kompo-
nento. Gostje v oddaji morajo namrec izbirati med
tremi zgodbami, ki so vse na videz enako (ne)verjet-
ne, a je le ena med njimi resni¢na. Dobra vaja za
sistem brezobzirne ekonomije, kjer nas pogosto po-
skuSajo navlec¢i. Nekoliko laZja naloga (vsaj za tiste,
ki jim je angleSc¢ina materni jezik) v tej oddaji pa je
uganiti zadnjo besedo v kratki rimani pesmici.

X X X

Barvni sudoku

v i

- V 5 x 5 kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 5, tako da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve nastopalo vseh 5
Stevil.

48. tekmovanje
za zlato Vegovo
priznanje

L 2 2
KLAVDIJA MLINSEK

-> Najboljsi osnovnosSolci s podrocnih tekmovanj
S0 se v soboto, 21. aprila 2012, pomerili v osmih
regijah na drzavnem tekmovanju za zlato Vegovo
priznanje. Nanj se po pravilniku uvrsti do 1 % vseh
sedmosolcev, osmoSolcev in devetosSolcev s posa-
meznega podrocja ter Se ucenci, ki jih na podlagi
dosezkov na podro¢nem tekmovanju izbere drzav-

na tekmovalna komisija.

Najboljsi tekmovalci so bili nagrajeni z zlatimi Vego-
vimi priznanji. V sedmem razredu smo podelili 63, v
osmem 64 in v devetem 65 zlatih Vegovih priznan)j.

Najboljsih 20 devetoSolcev je bilo povabljenih na
Poletno Sole matematike, ki je bila od 22. do 26. ju-
nija 2012 v Bohinju. V poletni Soli so ucenci po-
sluSali naslednja predavanja: Barvanje v matematiki,
Pravilni petkotnik, Kam postaviti prenosnik in druge
zgodbe, Matematicni triki, Astronomija, Geometrija
nekoliko drugace in dokazovanje. Poleg predavanj
so imeli udeleZenci poletne Sole tudi pester Sportno-
rekreativni program in druZabne vecere. Svoje moci
so lahko nabirali tudi s kolesarjenjem po bohinjski
kolesarski poti, s kopanjem v jezeru, s pohodom
okoli jezera, z igranjem odbojke, koSarke, nogometa
in Se drugih skupinskih iger.

Ucenci, ki na tekmovanju Mednarodni matematic-
ni Kenguru doseZejo najboljsi uspeh ter hkrati do-
sezejo vsaj polovico tock na drZzavnem tekmovanju,
se udeleZijo nagradnega izleta. Letos smo jih odpe-
ljali v Salzburg in njegovo okolico. Ogledali so si ru-
dnik soli Salzbergwerk pri Berchtesgadnu in dvorec

12
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Hellbrunn z znamenitimi vrtovi, kjer so velika zani-
mivost ,Wasserspiele” ter glavne znamenitosti mesta
Salzburg.

Nagrade, ki so bile podeljene v Koloseju, so prejeli
najboljsi tekmovalci, in sicer:

7. RAZRED

1. nagrada

= ROk STUHEC, OS Kungota

1. nagrada

* LEON SAMOTORCAN, OS Vrhovci, Ljubljana

111. nagrada

= MATEJ SKARABOT, OS Log - Dragomer

LukA GOVEDIC, OS Pohorskega odreda, Slovenska
Bistrica

KLARA SPARLEK, OS Toneta Okrogarja, Zagorje
NIK WALLAS, OS Toneta Cufarja, Ljubljana

8. RAZRED

1. nagrada

= AJDA FRANKOVIC, OS Gustava Siliha, Velenje
= MARTINA LOKAR, OS Danila Lokarja, Ajdovs¢ina
MIHA RAJTER, OS Lenart

1. nagrada

= TIMEN STEPISNIK PERDIH, OS Smarje pri Jelsah
= LucCIJA BOGATAJ, OS Poljane

111. nagrada
= ALEKSEJ JURCA, OS Ledina, Ljubljana

= ANA TREBSE, OSvdr. Ale§ Bebler-PrimoZ, Hrvatini
= NINA STROVS, OS Ivana Cankarja, Trbovlje

www.presek.si

MATEMATIKA

9. RAZRED

1. nagrada

= ROK KRUMPAK, OS Smarje pri Jelsah
= MIHA LICEF, OS Gorje

1. nagrada

= KATARINA CERNAC, OS Miroslava Vilharja,
Postojna . .

= KLARA GROZNIK, OS Ferda Vesela, Sentvid pri
Sticni

111. nagrada

= DoRIS KERSIC, OS Podcetrtek

= JAKOB JURIJ SNOJ, OS Belokranjskega odreda,
Semic

X X X

i
RESITEV BARVNI SUDOKU
S STRANI 12

X X X
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FIZIKA

_etnice
ri pouku
izike

v
TINE GOLEZ

-> Paradna disciplina fizike zagotovo ni pomnjenje.
Pri fiziki moramo prav malo podatkov, dejstev in
opisov pospraviti v spomin, ¢e se izrazimo v ra-
CunalniSkem Zargonu. Seveda pa popolnoma brez
deklarativnega znanja ne gre. Za primerjavo vze-
mimo mnoZenje. Na pamet se nauc¢imo posStevanko
(deklarativno znanje) in postopek (proceduralno
znanje), kako mnoziti veCmestna Stevila. Tako z
majhno zalogo v spominu in z nekaj truda brez
uporabe racunala pomnozimo tudi veliki Stevili,
npr. 35674 in 8243. Nas$ cilj pri u¢enju mora biti,
da ,,pospravimo” ¢im manj v svoj spomin; to, kar
paimamo, pa moramo tako spretno razsiriti (proce-
duralno znanje), da je vse, kar zmoremo pri fiziki,
dalec vec od tega, kar smo si zapomnili (deklara-
tivno znanje).

Ob tem se postavi vpraSanje, ali naj si sploh zapo-
mnimo kako letnico; nekatera pomembna odkritja
prav gotovo. A skuSajmo veliko stvari obestiti na
malo Stevilo letnic, hkrati pa ustvariti ¢im vec po-
vezav. Poskusimo!

NajbrZ vsi vemo, kdaj je Trubar napisal prvo slo-
vensko knjigo (1550). To je lahko oporna letnica tudi
za Kopernika. Niti deset let ni razlike med izzidoma
knjig Kopernika in Trubarja. Sedaj torej vemo, kdaj

(pribliZno) je izSla tudi knjiga, ki je Sonce postavila
v srediSce vesolja.

14
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Gotovo je pametno pomniti tudi leto 1609. Ga-
lileo Galilei je prav tega leta prvi¢ opazoval zvezde
in planete z daljnogledom. Istega leta je tudi Ke-
pler zapisal prva dva zakona, ki nosita njegovo ime.
Pravzaprav sta to zadnji veliki astronomski odkri-
tji, do katerih so se dokopali Se brez daljnogledov.
Ker je devet in devet osemnajst, lahko omenimo Se
leto 1618, ko je Kepler zapisal Se tretji zakon; za po-
trebna opazovanja pa je uporabil daljnogled, ki ga je
sam sestavil iz dveh zbiralnih le¢, kar je bila novost
in izboljSava dotedanjih daljnogledov.

Letnico 1789 gotovo poznamo vsi. Gre za leto
francoske revolucije. Dogodek je imel tolikSen vpliv
na svetovno zgodovino, da ga nekateri obravnavajo
kot mejnik v novem veku. Prav tega leta pa je Fran-
coz Lavoisier izdal knjigo Elementarna razprava o
kemiji, ki je morda prvi moderni uc¢benik kemije. A
vrnimo se k fiziki.

Bodimo pri zamenjavi druge in cetrte Stevke malo
nerodni, pa zasukajmo devetico v Sestico:

9 .6
1788 %178 >1 87%1687

Prisli smo do letnice izida ene najpomembnejSih
znanstvenih knjig. Gre za Newtonove Principe, kot
skrajSano pravimo njegovi knjigi Matematicni prin-
cipi filozofije narave (1687). Veliko ugotovitev, ki so
zapisane v tej knjigi, je mo¢ najti tudi v danasnjih
srednjeSolskih in univerzitetnih ucbenikih.

Letnico francoske revolucije poznamo, zato bomo
medsebojno zamenjali Se zadnji dve Stevki. Tako
pridemo do leta 1798, ko je Henry Cavendish izmeril
gravitacijsko konstanto. Newtonov gravitacijski za-
kon je vec kot stoletje cakal na manjkajoci podatek,
saj je Sele s to konstanto postal tako uporaben, da
so lahko izracunali maso Zemlje in maso Sonca.

Spodobi se, da bi poznali tudi letnico, ko je Jo-
zef Stefan zapisal zakon sevanja, ki je med drugim
omogocil, da smo ugotovili temperaturo na povrsju
Sonca. Spet naj bo oporna letnica kar revolucionarno
leto 1789. Tokrat medsebojno zamenjajmo srednji
Stevki in dobimo 1879, pa je Ze pred nami letnica
najslavnejSe enacbe kakega Slovenca.

Preselimo se Se do leta 1895. Slovenci bi to le-
tnico morali poznali, saj je bil tedaj precej mocan

FIZIKA

potres na podrocju Ljubljane. Skoda ni bila velika,
a fotografije podprtih his so naredile svoje in cesar-
ski Dunaj je razvezal mosSnjo, da se je precej denarja
nabralo za obnovo (in je bil za to tudi porabljen).
To pa je tudi letnica, ki jo poveZemo z Rontgenom,
ki je tega leta zacel sistemati¢no preucevati neznane
zarke, ki so (vsaj v Evropi) pozneje dobili njegovo
ime. Ze Sest let pozneje, to je leta 1901, je za od-
kritje Zarkov ,x" prejel prvo Nobelovo nagrado za
fiziko.

Prelom stoletja je odprl pot v kvantno fiziko. Za-
pomnimo si letnico 1900. Tega leta je Max Planck
po dolgih izpeljavah ugotovil, da obstaja energijski
kvant (,obrok energije“). Izracunal je vrednost kon-
stante, ki jo danes imenujemo Planckova konstanta.
Prav zato pomeni to leto rojstno leto kvantne fizike.

Newton je zapisal: ,Ce sem videl dlje, je to zaradi
tega, ker sem stal na ramenih velikanov.“ To velja
tudi za Einsteina. Leta 1905 je razlozil fotoefekt in s
tem pokazal prakticno plat tega, kar je Planck ugoto-
vil o svetlobnih kvantih. Istega leta je razlozil Se Bro-
wnovo gibanje. Izpeljal je tudi posebno teorijo rela-
tivnosti; z racuni je pokazal, da cas dejansko lahko
teCe razlicno, da je relativen. Kar nekaj miselne dr-
znosti je potrebno, da se odpovemo absolutnemu
teku casa, ki ga kaZejo vse naSe izkuSnje. Prav istega
leta pa je Einstein zapisal tudi najslavnejSo enacbo:
E = mc?. Ob tako velikanskih dosezkih v enem sa-
mem letu ni presenetljivo, da je bilo to leto poime-
novano Einsteinovo ,,cudezno leto“, leto 2005 (stole-
tnica cudeZnega leta) pa razglaseno za svetovno leto
fizike.

Bo pomnenje podatkov sedaj zabava in ne nadlo-
ga? Morda. A najvec je vredno, ¢e vsak sam sestavi
zgodbo, v kateri poveZe pomembne letnice. Izkusnja
namre¢ kaZe, da je prav ustvarjalna pot pri ucenju
tisto, kar nam pomaga kaj pospraviti globoko v spo-
min. Tuje zgodbe so sicer tudi uporabne, a ker se
nismo ,zabavali“ pri njihovem ustvarjanju, ne pri-
stanejo tako globoko v spominu kot lastne.

Zato Se sami sestavite kako zgodbo - za lastno
uporabo, morda pa tudi za objavo.

X X X

_www.dmfasi
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- Ce bo letosnja zima sneZena, se lahko ponovno
poigramo s snegom. Verjetno ste si pozimi Ze vec-
krat oddahnili, ko so bile napovedane temperature
nizke, vreme pa soncno, ¢es, sneg bo ostal. A glej
ga zlomka! Ceprav se ¢ez dan sneg ni prav nic¢ talil,
so se ob tanki sneZni odeji pojavile lise zemlje in
snezna odeja se je kljub mrazu stanjsala. Sneg je
hlapel!

Pa preverimo, ali lahko hlapenje snega opazujemo
tudi v kuhinji.

Potrebscine:

" dve zbirki okroglih kep trdno stisnjenega
snega razli¢nih mas,

= prozorna folija za Zivila,

= dva kroZnika.

Kepe snega stehtajte in si zapiSite njihovo maso. Eno
od kep v vsaki zbirki zavijte v Zivilsko folijo, ostale
pa polozite na dva kroznika. V vsaki zbirki naj bodo
velike in male kepe. Eno zbirko sneZnih kep posta-
vite v hladilnik, drugo pa v zmrzovalni del hladilnika
ali v zmrzovalnik. Po 12-ih urah in po enem dnevu
vzemite kepe is hladilnika in si jih oglejte ter jih po-
novno stehtajte. Opazujte in tehtajte jih nekaj dni.
Kako se je spreminjala njihova masa? Katerim ke-
pam, vecjim ali manjSim, se je spremenil vecji delez
mase? Kaj se je zgodilo s kepo snega, zavito v folijo?
Kaj menite zakaj?

X X X

Razmisli
In poskusi

vy
MITJA ROSINA
9
50. Kaksna skladovnica iz ploscic je stabilna?
Zanimiv problem statike je stabilnost skladovnice iz
ploscic, ki niso med seboj zlepljene. Vzemimo opeke
ali lesene kvadre, kocke, domine ali celo karte za ta-
rok. Iz njih lahko sestavimo razna telesa, z nekaj
domisljije prave spomenike. VprasSanje je, katera se-
stavljena telesa so stabilna. Preu¢imo nekaj zgledov.
Skladovnica na sliki 1 je gotovo stabilna, saj se plo-
S$cici B in C ne prevrneta sami od sebe celo brez ob-
teZbe D. (Sta sicer v labilnem ravnoteZju, toda ko se
malce nagneta, ju zadrZi lepenje.) Kako pa je s skla-
dovnicama na slikah 2 in 3 ali pa s Se ve¢jimi po-
dobnimi skladovnicami? Ali je vseeno, ¢e namesto
kvadrov vzames kocke ali pa tanke plosScice (igralne
karte)?

Napravi poskuse, pa tudi ,teorijo“ (narisi sile in
preveri ravnovesje sil in navorov).

ODGOVOR NA VPRASANJE I1Z PREJSNJE
STEVILKE PRESEKA

49. Slapovi in tolmuni

Gretje vode zaradi padca v slapu ni zelo vzpodbu-
dno. Tudi ce je slap visok 100 m, je potencialna
energija 1 kg vode le W, = mgh = 1000 J. Voda
se s tem segreje kve¢jemu za

= AT = W/mcp, = 1000 J/(1kg - 4200 Jkg K1)
- 0,24 K.

Dejanjsko pa se segreje Se manj, ker se del energije
porabi za poganjanje zracnega toka ob slapu in za
dolbenje tolmuna.

Sonce pa vodo v potoku precej bolj segreje. Pre-
dlagal sem zgled, da je pretok ® = 0,2 m3/s, Sirina
b = 2 metra in hitrost vode v = 1 m/s. Povprecna
globina potoka je potem h = &/bv = 0,1 m. Go-
stota energijskega toka s Sonca na vodoravno plo-
skev opoldne v nasi zemljepisni Sirini je j=jo cos45°

2 N
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~ 1 kW/m?. Ce bi bila voda ¢rna, bi se v eni uri se- Pri tem se povr§ina § pokraj$a. Dejanjsko se voda

grela za segreje precej manj. V nekaj urah se segreje morda
le za tri stopinje, ker je prozorna in se greje preko
= AT = jSt/hSpc, = (1000 Wm~2 - 3600s)/ tal in zraka, tla pa velik del son¢ne toplote odbijejo.

(0,1m - 1000kgm3 - 4200 Jkg K1) ~ 8K.

SLIKA 1. SLIKA 2. SLIKA 3.

X XX

Futosiki
:t/: x n kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna

Stevila od 1 do n, tako da bo v vsaki vrstici in v vsa-

kem stolpcu nastopalo vseh n Stevil ter, da bodo iz- . .
polnjene vse relacije. www.d mfa-zalozp/@ﬁ/o/é/////
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Vaje ESO/ESA",
Masa Crne

uknje v srediscu

Lalaksije

v 4
ANDRE) GUSTIN

- Crne luknje se morebiti zdijo skrivnostne, a so
iz prav take snovi kot Sonce, Zemlja in mi. Po-
membna razlika je v tem, da je snov v ¢rni luknji
stisnjena na zelo majhno prostornino. Ce bi se Ze-
mlja spremenila v ¢rno luknjo, bi bila velika kot

frnikola, pribliZzno centimeter v premeru.
Newtonov gravitacijski zakon
" Fy=Gmima/r? (1)

pravi, da je privlacna sila F med dvema telesoma z
maso m; in my obratno sorazmerna s kvadratom
oddaljenosti ¥ med njima oz. med njunima teziSce-
ma. G je gravitacijska konstanta. Na Zemlji smo od
njenega sredisSca (teziSca) oddaljeni pribliZno za njen
polmer, torej 6378 km. Ce bi se Zemlja skréila v érno
luknjo, pa bi bili od sredisca oddaljeni 0,5 cm. Veliko
zmanjSanje polmera v bi pomenilo ve¢ kot milijon-
krat vecjo privlacno gravitacijsko silo na Zemljinem
povrsju.

Prav ta velika sila je vzrok za to, da se v bliZini
¢rne luknje zacnejo dogajati nevsakdanje reci. Pri-
mer je obzorje dogodkov, meja brez povratka. Kar je
enkrat onstran tega obzorja, ne more veC pobegniti
navzven, niti svetloba ne. Po drugi strani zaradi ve-

Lvaja je iz zbirke, ki jo je pripravila Evropska vesoljska agen-
cija ESA v sodelovanju z Evropskim juznim observatorijem ESO.

20
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like gravitacijske sile telesa v bliZini ¢rne luknje okoli
nje krozijo z zelo veliko hitrostjo. Ce tako hitro giba-
joca telesa trkajo med seboj, se pri tem sprosca zelo
veliko toplote in svetlobe. Vaja je namenjena prav
spoznavanju ve¢ podrobnosti o ¢rnih luknjah.

Kako so ¢rne luknje dobile ime?

Tako jih je leta 1967 poimenoval fizik John Wheeler.
Pojem luknja se zdi smiseln, saj telesa, ki gredo on-
stran obzorja dogodkov, nikoli ve¢ ne pridejo ven.
Natanc¢neje, ni¢ ne more priti izza obzorja dogodkov
¢rne luknje. Telesa lahko ubeZijo Zemljini teZnosti,
Ce je njihova hitrost ve¢ja od 11 km/s. To je zelo
velika hitrost, toda za pobeg iz ¢rne luknje bi morala
biti ta ubeZna hitrost vecja od hitrosti svetlobe, ki je
priblizno 300000 km/s! Toda v skladu s teorijo re-
lativnosti se ni¢ ne more gibati hitreje od svetlobe.
To pomeni, da iz ¢rne luknje ne more pobegniti niti
svetloba, zato gre zares za nekaksSno luknjo. Karkoli
pade v ¢rno luknjo, se od tam ne more vrniti.

Ob rojstvu zamisli o ¢rnih luknjah je le-te vecina
znanstvenikov imela za zanimivo teoreti¢no zamisel,
ki pa v resniCnem svetu ne obstaja. Danes imamo
trdne dokaze o obstoju ¢rnih lukenj, ena od njih je
celo v srediscu Galaksije. S to vajo bomo ponovno
odkrili ¢rno luknjo v srediS¢u Galaksije in dolocili
njeno maso.

Crna luknja v srediscu Galaksije

Prvi namig o tem, da se v srediSCu Galaksije nahaja
¢rna luknja, so dala radioastronomska opazovanja
nenavadnega radijskega izvora v juznem ozvezdju
Strelec (glej sliko 1). Izvor so poimenovali Strelec
A* (mednarodno Sagittarius A* oz. skrajSano SgrA¥).
Ocitno je bilo, da izvor radijskih valov ne more biti
zvezda, zato so astronomi sklepali, da gre za ma-
sivno ¢rno luknjo. Snov, ki se hitro giblje okoli ¢rne
luknje, je potencialni izvor netipi¢nega radijskega va-
lovanja. Zal je ¢rna luknja zelo majhno in povsem
»,Crno“ telo, zato ni veliko mozZnosti, da bi ga nepo-
sredno videli. Prisotnost ¢rne luknje je tako mogoce
posredno ugotoviti iz meritev dveh koli¢in: hitrosti
snovi v bliZini morebitne ¢rne luknje in ,svetlobnega
odtisa“.

Hitrost snovi kaze na maso telesa, okoli katerega
krozi, svetlobni odtis pa pove, Ce svetloba izhaja od
zvezd. Veliko zvezd se giblje okoli srediS¢a Gala-

ASTRONOMIJA

SLIKA 1.

Sredisce Galaksije se za opazovalca na Zemlji nahaja v ozvez-
dju Strelec. Tam je Rimska cesta videti Se posebej gosta. Na
sliki je oznaceno obmodje, kjer se nahaja radijski izvor SgrA*,
kjer je tudi masivna ¢rna luknja.

ksije. V tem delu vaje bomo uporabili prava opazo-
vanja srediSca Galaksije in dolocili hitrosti zvezd.

Gravitacija

Na zacetku 17. stoletja je nemsSki astronom Johannes
Kepler odkril tri zakone o gibanju planetov v Oson-
¢ju.

Prvi pravi, da se planeti gibljejo po elipti¢nih orbi-
tah, ki imajo skupno gorisce v Soncu.

Drugi pravi, da je povrSina, ki jo v ¢asovni enoti
opiSe zveznica med Soncem in planetom, konstan-
tna.

Tretji Keplerjev zakon pravi, da je razmerje kva-
drata obhodnega Casa t, in kuba velike polosi orbite
a za vse planete enaka:
= t3/a’ = konst. (2)
Ob odkritju zakonov gibanja planetov Kepler ni mo-
gel vedeti, zakaj so ti zakoni prav taki. Predvsem
tretji zakon je videti nenavaden. Sele Newtonovo od-
kritje gravitacijskega zakona je dalo odgovor na to.
Gravitacijska sila planeta, ki se giblje okoli Sonca, je
namrec¢ enaka centripetalni sili F,.

V srednji Soli, kjer dijaki Se ne poznajo lastnosti
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elipse, lahko tretji Keplerjev zakon izpeljemo z nekaj
poenostavitvami. Najprej privzamemo, da je orbita
planeta kroznica s polmerom a. Do tega smo upra-
viCeni v primeru vecine planetov v Osoncju, saj so
njihove orbite le malo ,razpotegnene” elipse in se bi-
stveno ne razlikujejo od kroZnic. Predpostavimo Se,
da je masa planeta zanemarljivo majhna v primerjavi
Z mMaso Sonca Msence, Kar tudi dejansko drzi. Masa
Zemlje je, denimo, 3 - 1075 mase Sonca. Tako sledi:

* F. =4m’mpalts, 3)
= Fg = .Fc. (4&)

Izenacimo (3) in (4a):

2
- t(%/ag = G"j”:’:once ) (5)

Tretji Keplerjev zakon (5) smo dobili v samo nekaj
korakih. Na desni strani enacbe so samo konstante,
kar pomeni, da je konstanta v prej zapisanem tre-
tjem Keplerjevem zakonu (2)

4
GMsgonce ”

= konst. =

Ce upostevamo, da se planet giblje po elipsi, se tretji
Keplerjev zakon glasi:

412 (6)

2 3
[ | [ E—
to /a G (Msonce—Mp) *

Izpeljava lahko sluZi kot lepa matemati¢na rekrea-
cija.

Keplerjevi zakoni pa ne veljajo le za Osoncje. Ce
kaka zvezda krozi okoli ¢rne luknje, potem je iz
meritev dveh od treh kolic¢in (obhodni cas zvezde
to, velika polos orbite a, skupna masa zvezde in
¢rne luknje) mogoce izracunati maso ¢rne luknje.

Naloge
1. naloga / Spoznaj elipso

Keplerjeve zakone lahko izkoristimo tudi za spozna-
vanje lastnosti elipse. Prvi Keplerjev zakon ugota-
vlja, da se planeti gibljejo po elipsah. Elipsa s sredi-
§¢em v izhodiscu koordinatnega sistema je krivulja,
za katero velja

" (x/a)®+ (y/b)? =1,

kjer je a velika, b pa mala polos elipse (glej sliko 2).

Naj bo a = 10 cm, b = 5cm. Z zgornjo enacbho
izraCunajmo vec vrednosti (x,y), vnhesimo v ko-
ordinatni sistem in jih povezimo. V istem koordi-
natnem sistemu nariSemo Se elipso z a = 10 cm,
b =2 cm.

Kaj se zgodi z elipso, Ce je razlika med a in b
vecja?

Kaj bi dobili, ¢e bi bil b = a?

Razmislimo, kako bi lahko narisali ,,gladko“ elip-
so. Namig: prav bi prisle buciki in nitka.

velika polos

SLIKA 2.

Elipsa z veliko polosjo a in malo polosjo b. Goris¢i sta ozna-
Ceni z odebeljenima toc¢kama. Za katerokoli tocko na elipsi
velja, da je vsota oddaljenosti r, in r, od goris¢ konstantna.
KroZnica je poseben primer elipse z enim goris¢em. Za pla-
nete v Osoncju velja, da se njihove orbite le neznatno razli-
kujejo od kroznic.

t+3At

t+4 At

SLIKA 3.

Drugi Keplerjev zakon pravzaprav trdi, da se planet na svoji elip-
ti¢ni orbiti okoli Sonca ne giblje s konstantno hitrostjo. Ko je
planet dlje od Sonca, se giblje pocasneje, ko je Soncu bliZje, pa
hitreje. Zato je tudi povrsina, ki jo opiSe zveznica med Soncem
in planetom (¢rtkano) v enakih casovnih intervalih konstantna.

2. naloga / Masa Sonca

S tretjim Keplerjevim zakonom izracunajmo maso
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Sonca, ¢e vemo, da je velika polos Zemljine orbite
150 milijonov kilometrov, njen obhodni ¢as okoli
Sonca eno leto in gravitacijska konstanta

= G=6,67-10"" m3s2kg '
Opazovanja

Opazovanja zvezd blizu srediSca Galaksije so zaple-
tena. Veliko Stevilo zvezd in oblakov namre¢ zastira
pogled v to obmocje. ReSitev so opazovanja v infrar-
deci svetlobi, ki ima daljSo valovno dolzino od vi-
dne svetlobe in jo zaradi tega prasnati oblaki vpijajo
manj kot vidno svetlobo. Skupina astronomov pod
vodstvom nemSkega raziskovalca Reinharda Genzela
je s teleskopom VLT v Cilu vrsto let v infrardeéi sve-
tlobi slikala srediSce Galaksije (slika 4).

Na posnetkih, ki so nastali v casovnem zaporedju
nekaj let, je mogoce opaziti premike hitro gibajocih
se zvezd. Najbolj opazen je bil premik zvezde S2. Na
sliki 5 je vidna v neposredni bliZini potencialne ¢rne
luknje.

SLIKA 4.

Posnetek v bliznji infrardeci svetlobi je bil narejen z instru-
mentom NACO na VLT in pokriva nekaj svetlobnih let veliko
obmocje okoli sredisca Galaksije. Modro obarvane zvezde so
vroce, rdece obarvane pa hladnejSe. Puscici oznacujeta lego
kandidata za ¢rno luknjo SgrA*.

Izracun mase

Iz polozajev zvezde S2 v preglednici 1 in s tretjim
Keplerjevim zakonom lahko dolo¢imo maso SgrA*.
Za to potrebujemo obhodni ¢as t( in veliko polos or-
bite zvezde a.

SLIKA 5.

Infrardeci posnetek okolice ¢rne luknje SgrA*, ki je oznacena
s ¢rnim krizcem. V njeni neposredni bliZini je tudi zvezda S2

(bela pika s krizcem).

ASTRONOMI]JA

datum (leto) X (kotne Ax (kotne Y (kotne Ay (kotne
sekunde) sekunde) sekunde) sekunde)
1992,226 0,04 0,003 -0,166 0,004
1994,321 0,097 0,003 -0,189 0,004
1995,531 0,087 0,002 -0,192 0,003
1996,256 0,075 0,007 -0,197 0,010
1996,428 0,077 0,002 -0,193 0,003
1997,543 0,052 0,004 -0,183 0,006
1998,365 0,036 0,001 -0,167 0,002
1999,465 0,022 0,004 -0,156 0,006
2000,474 -0,000 0,002 -0,103 0,003
2000,523 -0,013 0,003 -0,113 0,004
2001,502 -0,026 0,002 -0,068 0,003
2002,252 -0,013 0,005 0,003 0,007
2002,334 -0,007 0,003 0,016 0,004
2002,408 0,009 0,003 0,023 0,005
2002,575 0,032 0,002 0,016 0,003
2002,650 0,037 0,002 0,009 0,003
2003,214 0,072 0,001 -0,024 0,002
2003,353 0,077 0,002 -0,030 0,002
2003,454 0,081 0,002 -0,036 0,002

PREGLEDNICA 1.

V prvem stolpcu je datum opazovanja lege zvezde S2 (decimal-
ni zapis pomeni del leta). Stolpci od 2 do 5 podajajo meritve in
merske napake lege zvezde S2 glede na lego potencialne ¢rne
luknje, ki ima v izbranem koordinatnem sistemu lego (0, 0).
Velikosti so podane v kotnih sekundah (7).

%
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3. naloga / Dolocitev velike polosi tira

Veliko polos tira a zvezde S2 dobimo tako, da skozi
lege S2 iz preglednice 1 nariSemo elipso.

Na milimetrski papir nariSimo koordinatni sis-
tem. Enota naj bo 0,01 kotne sekunde/2 mm. Nato
vriSemo vse lege S2 iz preglednice 1. Oznac¢imo Se
mersko napako posamezne meritve. To lahko na-
redimo tako, da od toc¢ke po osi x in y nariSemo
precko v velikosti napake. (Lahko uporabimo tudi
primernen racunalniski program.)

Skozi tocke prostoro¢no nariSemo elipso, ki se
jim najbolj prilega. Tock ne povezujemo. Nari-
Semo gladko krivuljo, ki gre skozi oznaCene mer-
ske napake.

Izmerimo veliko os elipse v kotnih sekundah in
ocenimo napako meritve.

Ce vajo izvaja ve¢ ljudi, potem naj ti svoje rezul-
tate primerjajo med seboj, izracunajo povprecno
vrednost in napako.

4. naloga / Dolocitev obhodnega casa

Obhodni ¢as ty zvezde S2 okoli ¢rne luknje lahko
dolo¢imo z drugim Keplerjevim zakonom. PovrSina
elipse je

= S =T1rab.

Drugi Keplerjev zakon pravi, da je povrSina, ki jo
opiSe zveznica med ¢rno luknjo in zvezdo, soraz-
merna s ¢asovnim intervalom. V ¢asu ty/2 zveznica
opiSe S/2. V sploSnem pa zveznica v ¢asovnem in-
tervalu At, ko se zvezda premakne iz tocke 1 v tocko
2, opiSe plosc¢ino

= AS = At/ (toS).

Obhodni ¢as tg je:

=ty = AtS/AS (7).
Ce hotemo torej izracunati obhodni ¢as ty, moramo
doloc¢iti AS, At in S. To lahko naredimo na ve¢ naci-
nov.

= Metoda A - Stetje kvadratkov

PovrSino S in AS lahko dolo¢imo tako, da preStejemo

kvadratke na milimetrskem papirju znotraj elipse in
segmenta AS elipse, ki smo jo narisali v nalogi 3.
Vrednosti izrazimo kar v mm?.

Izracunajmo razmerje S/AS. Izracunajmo Se Ca-
sovni interval At. Ta je enak razliki casov med
zadnjo in prvo meritvijo lege zvezde S2 iz pre-
glednice 1. Z enacbo (7) izracunajmo obhodni cas
zvezde. Rezultat primerjajmo s pravo vrednostjo,
ki je 15,7 = 0,7 leta.

= Metoda B - Tehtanje

Ce vam je §tetje kvadratnih milimetrov znotraj elip-
se, ki smo jo narisali na milimetrskem papirju, zo-
prno, si lahko pomagamo s tehtnico, ki ima natanc¢-
nost vsaj 0,01 g.

Najprej s Skarjami natan¢no izreZemo elipso in jo
stehtamo. Tako dobimo maso izrezane elipse, ki je
sorazmerna Z njeno povrsino S.

Nato izrezemo segment elipse, ki ga omejujeta
zveznici med prvo in zadnjo izmerjeno lego zvezde
S2, in ga stehtamo. Masa tega segmenta je soraz-
merna s povrsino AS. Ker za izracun £, iz enacbe (7)
potrebujemo razmerje S/AS, pretvorba koli¢in S in
AS iz gramov sploh ni potrebna.

IzraCcunajmo razmerje S/AS. IzraCunajmo Se ca-
sovni interval At. Ta je enak razliki ¢casov med
zadnjo in prvo meritvijo lege zvezde S2 iz pre-
glednice 1. Z enacbo (7) izracunajmo obhodni cas
zvezde. Rezultat primerjajmo s pravo vrednostjo,
ki je 15,7 = 0,7 leta.

5. naloga / Izracun mase ¢rne luknje

Iz dobljenih vrednosti za a, t( in tretjega Keplerje-
vega zakona (5) izracunajmo maso ¢rne luknje.

Je to res ¢rna luknja?

Vrednost za maso telesa, ki smo jo dobili v nalogi 5,
je velikostnega razreda nekaj milijonov mas Sonca.
NajmasivnejSe zvezde imajo maso do 100 Soncevih,
zato je njihova masa zanemarljiva v primerjavi z iz-
racunano vrednostjo in smo povsem upravic¢eno upo-
rabili poenostavljeno obliko Keplerjevega zakona (5)
in ne enacbe (6), kjer bi morali poznati Se maso kro-
ZeCe zvezde.

Ocitno zvezda S2 krozi okoli zelo masivnega te-
lesa. Toda je to res ¢rna luknja? Kaj pa Ce zvezda
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krozi okoli zelo zgoScene zvezdne kopice?
Razmislimo, kako svetel bi moral biti SgrA*, ce
bi bila tam zvezdna kopica.

6. naloga / Crna luknja ali veliko zvezd

Najprej predpostavimo, da je v srediS¢u Galaksije
zvezdna kopica, v kateri so Soncu podobne zvezde.
Masa Sonca je priblizno 2 - 1030 kg.

Izracunajmo, koliko zvezd bi bilo v SgrA*, ce bi
imele vse enako maso kot Sonce.

Izsev Sonca Lg = 4 - 1026 W.

Izracunajmo, kolikSen bi bil skupni izsev kopice,
Ce bi bila ta na mestu SgrA*.

Astronomi so ugotovili, da iz obmocja SgrA* ne
prihaja skoraj ni¢ svetlobe, kar je tudi razvidno iz
slik 4 in 5. To obmoc¢je je celo manj svetlo, kot je
obmocje okoliSkih zvezd. Sklepamo lahko, da bi se
tam lahko nahajala zvezdna kopica s tako velikim
Stevilom zvezd, ki smo ga izracunali v 6. nalogi.

Glede na veliko maso telesa lahko z gotovostjo tr-
dimo, da je v SgrA* masivna ¢rna luknja.

7. naloga / Polmer obzorja crne luknje

Ceprav so ¢rne luknje relativisti¢na telesa, ki jih mo-
ramo obravnavati v okviru sploSne teorije relativno-
sti, pa lahko njihovo velikost oz. velikosti njihovega
obzorja dogodkov ocenimo po klasi¢ni poti. Dejali
smo, da lahko o ¢rnih luknjah razmisljamo kot o te-
lesih, katerih ubeZna hitrost je enaka ali vec¢ja od hi-
trosti svetlobe.

UbeZno hitrost s kakega (okroglega) vesoljskega
telesa izracunamo tako:

= vy =/26m/r), (8)

kjer je G gravitacijska konstanta (glej 2. nalogo), m
masa telesa, ¥ pa polmer telesa.

Izracunajmo ubeZno hitrost s povrsSja Zemlje.
Polmer Zemlje je 6400 km, njena masa 6 - 10°* kg.

Izracunajmo, kolikSen bi moral biti polmer Ze-
mlje, da bi bila ubeZna hitrost z njenega povrsja
enaka hitrosti svetlobe ¢ = 300000 km/s.

Izracunajmo, kolikSen bi moral biti polmer Son-
ca, da bi bila ubezna hitrost z njegovega povrsja
enaka hitrosti svetlobe ¢ = 300000 km/s. Masa
Sonca je 2 - 10%0 kg.

Izracunajmo polmer ¢rne luknje oz. polmer ob-

ASTRONOMIJA

zorja dogodkov v SgrA*. Za maso uporabimo re-
zultat iz 5. naloge.

Sklep

Astronomi lahko obstoj ¢rnih lukenj zaznajo posre-
dno. Posredno lahko izmerijo tudi njihovo maso.
Eno od metod smo spoznali. Ta temelji na meritvah
gibanja zvezd okoli ¢rne luknje. Ugotovili smo, da je
v jedru naSe Galaksije masivna ¢rna luknja. Podobne
¢rne luknje so astronomi nasli tudi v jedrih drugih
velikih galaksij. Njihova masa je lahko tudi vec sto
milijonov mas Sonca.

Ve¢ zanimivosti na to temo lahko najdete na sple-
tnem naslovu http://hubblesite.org/newscenter/
archive/releases/exotic/black-hole/, zanimive anima-
cije in podrobnosti o ¢rnih luknjah pa na http://hub-
blesite.org/explore_astronomy/black_holes/.

X X X

Krizne vsote

- Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stev-
kami od 1 do 9, tako, da je vsota Stevk v zaporednih
belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka Stevilu,
ki je zapisano v sivem kvadratku na zacetku vrstice
(stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti
vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu) razlicne.

12 23
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15 4

13 12
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Evropski mladinski natecaj za
raziskovanje vesolja Odysseus

N2RV2R\ 2
ANDRE)J GUSTIN

- Natecaj Odysseus je namenjen ucencem in di-
jakom v starosti od 14 do 18 let. Mladi razisko-
valci so vabljeni k vesoljskim raziskavam, pri ka-
terih lahko izkaZejo svoje znanje, kreativnost in
kriticno misljenje.

Prijavijo se lahko skupine od dva do pet mladih raz-
iskovalcev, ki jih vodi en mentor/mentorica.

Drznite si Sanjati... Drznite si raziskovati...
Drznite si ustvarjati...

Vsebinska podrocja natecaja so:

= QOsondje,

= Vesoljsko plovilo - globalno sodelovanje,
= Koevolucija organizmov.

Prijava in izdelava projektov je mogoca do januarja
2013. Jezik prijavljenih projektov oz. raziskovalnih
nalog je slovenSc¢ina. VeC podrobnosti, navodil in na-
svetov za izdelavo projekta najdete na uradni sple-
tni strani projekta Odysseus: http://www.odysseus-
contest.eu/. Kontaktna oseba za Slovenijo: Andrej
Gustin (gustinvesolje@gmail.com).

X X X
e
RESITEV KRIZNE VSOTE
S STRANI 25
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RACUNALNISTVO

Predstavitev
celih Sstevil v
racunalniku

vy
ALEKSANDER VESEL

- Binarna predstavitev

Danasnji racunalniki skoraj brez izjeme teme-
ljijo na binarni predstavitvi podatkov. To pomeni,
da so podatki v racunalniku shranjeni kot zapo-
redje elementov, ki so lahko v enem od dveh mo-
Znih stanj. V jeziku racunalniStva pravimo, da je
informacija predstavljena kot zaporedje bitov. Bit
predstavlja eno od dveh moZznih stanj, ki ju pona-
vadi oznacimo s Stevkama dvojiSkega Stevilskega
sistema O in 1. Bit je najmanjSa kolicina informa-
cije, ki je sploh mogoca in ki jo lahko racunalnik
shrani ter obdela.
Posamezni bit nam ne pove veliko. Lahko si pred-
stavljamo, da omogoca odgovoriti na vpraSanje, na
katero sta moZna dva odgovora. Ker pa velja, da je v
slogi mo¢, tudi zdruZevanje bitov omogoca predsta-
vitev vecje koli¢ine infomacije. Zaporedje dveh bi-

tov lahko tako predstavi Stiri moZna stanja, npr. Stiri
smeri neba:

= (00: sever,
= (01: vzhod,
= 10: jug,

= 11: zahod.

Trije biti predstavljajo osem stanj (dvakrat vec stanj
kot dva bita), kar hitro vidimo, ¢e si izpiSemo vsa >
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mozna zaporedja treh bitov: 000, 001, 010, 011, 100,
101, 110, 111. V sploSnem velja, da lahko z n biti
predstavimo 2" razli¢nih stanj.

Osem zaporednih bitov imenujemo zlog ali bajt.
Koliko razli¢nih stanj lahko predstavimo z enim zlo-
gom? S pomocjo zgornje razlage hitro dobimo odgo-
vor: 28 = 256. Na zadevo pa lahko pogledamo $e z
druge plati: z osmimi biti lahko predstavimo dvoji-
Ska Stevila med 00000000 in 11111111 oz. zapisano
v desetiSkem sistemu, Stevila med 0 in 255.

Za ponazoritev zgornje trditve spomnimo, da je
vsaka Stevka (bit) v dvojiski predstavitvi, glede na
svoj polozaj v zapisu, povezana z zaporedno po-
tenco $tevila 2. Najbolj desna z 2°, naslednja v smeri
proti levi z 21, naslednja z 22 in tako naprej. Dese-
tiSko vrednost, ki jo predstavlja dvojiSki zapis, npr.
1111000, lahko razumemo kot:

= 11110002 =
=1-2641.2541-24+41-2340-22+40-2140-20 =
=1-64+1-32+1-164+1-8+0-4+0-2+0-1=
= 120(10).

Predstavitev nepredznacnih celih stevil

Preden se lotimo samega opisa predstavitve, je po-
trebno poudariti, da mnoZzica celih Stevil, ki jo lahko
predstavi racunalnik, nikoli ni neskon¢na, kot smo
navajeni v matematiki. Racunalniki so naprave z
omejeno moznostjo predstavitve in hranjenja infor-
macij, zato seveda tudi neomejeno velikih Stevil ne
moremo predstaviti.

Velikost predstavljene mnoZzice nepredznacenih
celih Stevil je odvisna od Stevila bitov, ki jih name-
nimo za predstavitev. V prejSnjem razdelku smo
se naucili, da zaporedje osmih bitov omogoca na-
ravno predstavitev 256 nepredznacenih Stevil med
0 in 255: zaporedje bitov 00000000 predstavlja vre-
dnost 0, zaporedje 11111111 pa vrednost 255. Ce
namenimo za predstavitev nepredznacenih celih Ste-
vil ve¢ zlogov, tudi mnozica predstavljenih Stevil
ustrezno naraste. Dva zloga tako omogocata pred-
stavitev 216 = 65536 razlicnih nepredznacenih ce-
lih Stevil (Stevila med O in 65535), Stirje zlogi pa
predstavitev Stevil med 0 in 4294967295 (= 232 — 1).
Nekateri programski jeziki omogocajo celo predsta-
vitev celih Stevil z osmimi zlogi, kar pomeni mno-
zico velikosti 254 oz. predstavitev Stevil med 0 in
18446744073709551615 (= 254 — 1).

Za konec tega razdelka poglejmo, kako seStejemo
celi Stevili 42 in 23, predstavljeni z osmimi biti. Se-
Stevanje poteka kot obi¢ajno pisno seStevanje, od
najbolj desnega (najmanj pomembnega) bita proti
najbolj levemu:

42 00101010
+ 23 00010111
65 01000001

Opozoriti velja, da je rezultat seStevanja lahko tu-
di veéji od najvecjega Stevila, ki ga lahko predsta-
vimo v izbrani predstavitvi. Ce v predstavitvi z osmi-
mi biti npr. seStevamo Stevili 172 in 98, bi morali do-
biti Stevilo 270, ki pa ga z osmimi biti ne moremo
predstaviti. V tem primeru pravimo, da se zgodi pre-
koracitev.

Predstavitev predznacnih celih stevil

Pri predznacenih celih Stevilih je potrebno upoSte-
vati predznak Stevila, ki je lahko plus (+) ali minus
(-). V obicajnem (desetiSkem) zapisu piSemo pred-
znak pred Stevilko. Predstavitev v racunalniku je v
osnovi podobna. Enega od bitov, ponavadi je to naj-
bolj levi bit, uporabimo za predstavitev predznaka.
Temu bitu re¢emo tudi vodilni bit. Ce je predsta-
vljeno celo Stevilo negativno, je vodilni bit enak 1,
Ce pa je predstavljeno celo Stevilo nenegativno, pa je
vodilni bit enak 0. V nadaljevanju bomo sicer videli,
da se pri predstavitvi Stevila ni¢ stvari lahko neko-
liko zapletejo.

Kot pri predstavitvi mnoZice nepredznacenih ce-
lih Stevil, velja tudi za predznacena cela Stevila, da
je velikost mnoZzice predstavljenih Stevil odvisna od
Stevila bitov, ki jih namenimo za predstavitev. Raz-
lika je le v tem, da v tem primeru polovico predsta-
vljenih vrednosti predstavljajo nenegativna, drugo
polovico pa negativna Stevila. Zaporedje osmih bi-
tov tako omogoca predstavitev Stevil med -128 in
127, dva zloga omogocata predstavitev Stevil med
-32768 in 32767, Stirje zlogi pa predstavitev Stevil
med -2147483648 in 2147483648. Ce programski je-
zik omogoca predstavitev celih Stevil z osmimi zlogi,
imamo na razpolago $tevila med —263 in 263 — 1.

Izvedba zgoraj opisane ideje pa ni tako enostavna,
kot se morda zdi na prvi pogled. Opisali bomo tri
razlitne nacine predstavitve, od katerih se prvi dve

28

PRESEK 40 (2012/2013) 2




danes uporabljata le redko, zato bo njun opis sluzil
predvsem kot motivacija za opis zadnje.

Predstavitev z navadnim predznakom

Nenegativna Stevila predstavimo enako, kot smo to
storili za nepredznacena, le vodilni bit je rezerviran
za predznak in je vedno enak 0. Za predstavitev ne-
gativnega Stevila naredimo enako, le da je vodilni bit
v tem primeru enak 1.

Primer za predstavitev z osmimi biti:

= +23(10) — 00010111
= —23(10) — 10010111.

Na prvi pogled je ta predstavitev zelo naravna, a
za predstavitev v racunalniku ni najbolj primerna.
Eden od problemov je, da je potrebno pri izvajanju
racunskih operacij (npr. pri seStevanju in odSteva-
nju) vodilni bit obravnavati drugace od ostalih bi-
tov, kar povzroca tezave pri strojni opremi racunal-
nika. Neprijetna znacilnost te predstavitve sta tudi
dve predstavitvi Stevila ni¢: 00...0in 100...0.

Predstavitev z eniskim komplementom

Nenegativna Stevila spet predstavimo enako, kot smo
to storili za nepredznacena, le vodilni bit rezervi-
ramo za predznak in je vedno enak 0.

Pri predstavitvi negativnega Stevila izhajamo iz
predstavitve njegove nasprotne (pozitivne) vredno-
sti. V dobljeni predstavitvi potem obrnemo vrednost
vseh bitov: vsak bit 1 postane 0 in vsak bit 0 po-
stane 1.

Kot primer poglejmo predstavitev Stevila -23 z
osmimi biti. Kot vemo, se 23 predstavi kot 00010111.
Ko obrnemo vrednosti vseh bitov v vzorcu 00010111,
dobimo

= —23(10) — 11101000

Prednost te predstavitve je, da lahko tudi vodilni
bit obravnavamo enako kot druge bite, zato lahko
operaciji seStevanja in odStevanja razmeramo eno-
stavno izvedemo. SeStevanje dveh nenegativnih Ste-
vil se izvede popolnoma enako, kot smo to Ze po-
kazali. Tudi odStevanje poteka v osnovi enako kot
seStevanje, izjema je le primer, ko se zgodi prekora-

RACUNA
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Citev. V tem primeru je potrebno dobljenemu rezul-
tatu pristeti 1.

Kot primer si poglejmo, kako v osem bitni pred-
stavitvi od Stevila 42 odStejemo 23.

Najprej izvedemo ,,obicajno“ seStevanje Stevil 42
in-23:

+42 00101010
223 11101000
1100010010

Rezultat presega 255 (za predstavitev bi potrebo-
vali devet bitov), zato k 00010010 priStejemo 1.

00010010
00000001

00010011

Dobljeni rezultat 00010011 predstavlja Stevilo 19.

V preteklosti se je predstavitev z eniSkim komple-
mentom precej uporabljala, danes pa skorajda ne.
Glavna slabost tega pristopa sta ponovno dve pred-
stavitvi za Stevilo ni¢: 00...0in 11...1.

Predstavitev z dvojiskim komplementom

Nenegativna Stevila so predstavljena na Ze opisani
nacin, pri predstavitvi negativnega Stevila pa izha-
jamo iz predstavitve njegove nasprotne (pozitivne)
vrednosti. V dobljeni predstavitvi najprej obrnemo
vrednost vseh bitov, nato pa rezultatu priStejemo
ena.
Kot primer spet poglejmo predstavitev Stevila -23
z osmimi biti. Vemo, da se 23 predstavi kot
00010111. Ko obrnemo vrednosti vseh bitov, do-
bimo 11101000. K temu rezultatu priStejemo 1 in
dobimo:
11101000
00000001

11101001

V predstavitvi z dvojiSkim komplementom in z
osmimi biti je torej Stevilo -23 predstavljeno z bi-
tnim vzorcem 11101001. Operaciji seStevanja in od-
Stevanja se izvedeta kot obiCajno seStevanje, more-
bitno prekoracitev pa zanemarimo. Kot primer spet
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v osem bitni predstavitvi od Stevila 42 odStejmo 23.

vrednost dvojiska predstavitev
+42 00101010 127 01111111
-23 11101001 126 01111110
00010011

Opozoriti velja, da rezultat seStevanja sicer pre- 1 00000001
sega 255, ohranimo pa samo osem najbolj desnih bi-
tov oz. bitni vzorec 00010011, ki o¢itno predstavlja 0 00000000
pravilni rezultat, Stevilo 19. -1 11111111

Prednost dvojiSkega komplementa v primerjavi z - 11111110
eniskim je predvsem ta, da nimamo dveh predstavi-
tev za Stevilo nic.

Za konec pa v naslednji tabeli Se poglejmo, kako
so.predstavl.Jer.la pred.z.{la-cena cela Stevila v osem bi- 128 10000000
tni predstavitvi z dvojiSkim komplementom.
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MeSanje barv

2R 2R\ 2
ALES MOHORIC

- Svetloba je elektromagnetno valovanje. Barvo sve-
tlobe opiSe spekter, ki pove deleZ razli¢nih mavric-
nih barv v svetlobi. Posamezno mavri¢no barvo opiSe
njena valovna dolZina A ali pa frekvenca v, saj velja
¢ = Av, kjer je ¢ svetlobna hitrost 3 - 108 m/s. Vi-
dna svetloba ima valovno dolzino med 400 nm (vijo-
licna) in 700 nm (rdeca). Z ofmi zaznamo barvo zato,
ker imamo na mreZnici ve¢ vrst ¢utnic, ki so razli¢no
obcutljive na razli¢ne barve. Obcutek barve lahko v
oCeh ustvarimo Ze z meSanjem treh razli¢nih, pri-
marnih barv. To naredimo lahko na vec¢ nacinov.
Pri prikazu barv na zaslonih (racunalniski monitor,
televizijski ekran, telefonski zaslon) uporabimo za
vsak slikovni element (tujka je piksel) tri drobne sve-
tilke rdece (red R), modre (blue B) in zelene (green G)
barve. Ta sistem imenujemo tudi RGB sistem barv.
Razlitne barve ustvarimo tako, da svetilke svetijo
razliéno moc¢no. Videz bele ustvarimo tako, da rdeca,
modra in zelena svetijo enako moc¢no, videz ¢rne pa
tako, da svetila ne svetijo. Takemu meSanju barv
pravimo seStevalno (aditivno) meSanje. Primer je pri-
kazan na fotografiji mobilnega telefona. Fotografija
telefona je narejena s fotoaparatom, povecavi pa z
mikroskopom, na katerega je pritrjena kamera. S
pravokotnimi okvirji je nakazan izsek, ki je na sose-
dnji sliki prikazan v povecavi. Na zadnji sliki vidimo,
da vsak slikovni element sestavljajo tri pravokotne,
podolgovate svetilke. Tam, kjer je prikazana bela,
vse tri svetilke svetijo enako mocno.

Drugi nacin meSanja uporabljamo pri tisku. Tam
videz barve ustvarimo z barvilom, ki ga nanesemo na
belo podlago. Bela podlaga odbije vso vpadno sve-
tlobo enako, barvilo pa del spektra absorbira tako,
da je odbita svetloba obarvana. Z razlicno velikimi
lisami treh razli¢nih barvil lahko ustvarimo barvni
vtis. Obicajno uporabljamo zelenomodro (cian C, ab-
sorbira rdeci del spektra), modrordeco (magenta M,
absorbira zeleni del spektra) in rumeno (yellow Y, ab-
sorbira modri del spektra) barvilo. Belo barvo nare-
dimo tako, da barvila ne nanesemo, ¢rno pa tako,
da nanesemo vsa v enaki meri. Ta tri barvila zme-
Sana skupaj obi¢ajno ne naredijo ustrezne crnine,
ampak nekaj sivorjavega, zato pri kakovostnejSem
tisku uporabljamo Se posebno ¢rno barvilo (namesto
B za black, barvo imenujejo Key in dobi kodo K). Te
Stiri barve tvorijo osnovo CMYK barvnega sistema,
ki ga uporablja tudi vecina barvnih tiskalnikov. Ker
barvilo del bele svetlobe absorbira, ta nac¢in mesSa-
nja barv imenujemo odStevalno (subtraktivno) me-
Sanje. V povecavah si lahko ogledate, kako ustva-
rimo s tiskom videz oranzne barve. V najvecji pove-
Cavi vidimo, da so levo zgoraj ¢rne lise vecje, ker je
tam slika temnejSa, desno spodaj pa se meSajo mo-
drordece in rumene lise, da ustvarijo vtis oranZne.

X X X
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Knjiznica Sigma

Ze od leta 1959 nam KnjiZnica Sigma prinaga poljudna in strokovna besedila za popularizacijo
podrodij matematike, fizike, astronomije in ra¢unalnidtva. Vkljucuje tako zbirke nalog z razli¢nih
tekmovanj, dopolnilne u¢benike, priro¢nike in drugo zanimivo branje domaéih avtorjev, kot tudi
nekaj prevodov znanih tujih avtorjev.

Aleksej B. Sosinski: _ Stephen Hawking in
VOZLI 3 Leonard Mlodinow:
Razvoj ncke

matematiéne teorije

e A LI VELIKI NACRT
Novi odgovori na zadnja
vprasanja o Zivljenju

160 strani 164 strani

format 14 x 20 cm format 14 x 20 cm
mehka vezava mehka vezava
2099 EUR 18,69 EUR

Fred Watson: Janez Strnad:
ZAKA] JE URAN SYET NIHANJ IN
PREKUCN]JEN? VALOVANJ

Kar bi radi vedeli o

astronomiji, pa niste

nikoli vprasali

200 strani 200 strani

format 14 % 20 cm format 14 x 20 cm
mehka vezava mehka vezava
22,39 EUR 19,99 EUR

Poleg omenjenih lahko v KnjiZnici Sigma najdete Se ve¢ kot 45 drugih del. Podrobnejse predsta-
vitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse knjiZice tudi narocite s popustom:

http:/ / www . knjiznica-sigma.si/
Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in $tudentje imate ob naroéilu pri
DMFA-zaloZznistvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v urednidtvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.



