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MATEMATIENI TRENUTKI

Skupnost ljudi, nevroni v moZganih in spletne strani,
skupaj z njihovimi povezavami, so primeri omrezij. Ma-
tematiki proucujejo lastnosti omreZij, na primer Stevi-
lo in porazdelitev povezav, da bi odkrili, kaj lahko te la-
stnosti razkrijejo o notranji naravi omrezja. Na primer,
barve na spodnji sliki nakazujejo, kako razdiralna je lah-
ko odstranitev vozliS¢a za omreZje v primeru Zive celice.
Odkritje in potrditev omreZnih lastnosti, kot je omenje-
na, je pomembno za uporabo pri zelo majhnih in ogro-
mnih omrezjih, kot tudi pri zasciti racunalnikov in ljudi
pred virusi. Zarodek Studija omreZij je fraza ,Sest sto-
penj locenosti“, ki izvira iz Studije povezanosti igralcev
preko skupnega nastopanja v filmih. V poskusu, ki so ga
izvedli v 1960-ih, je bilo 100 slucajno izbranih ljudi iz
Srednjega zahoda v ZDA (the Midwest) povezanih z bor-
znim posrednikom iz Massachusettsa (preko prijatelja
od prijatelja od prijatelja ...) v povprecju v Sestih kora-
kih. Da so bili ljudje na pol poti preko drZave tako tesno
povezani, je bilo presenetljivo odkritje, ki je pokazalo,
da lahko celo veliko omrezje predstavlja ,majhen svet”
(,small world“). Danes raziskovalci za analizo omreZzij
uporabljajo parametre iz teorije grafov in teorije verje-
tnosti, da bi ugotovili, ali je zamotano omreZje, najsi bo
to omreZje politicnega vpliva ali pa igralci povezani s Ke-
vinom Baconom, res majhen svet.

Gornji prispevek je prevod iz rubrike ,,The Mathe-
matical Moments“, ki jo objavlja Amerisko matematicno
drustvo AMS na spletni strani www.ams.org/mathmoments.
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kdaj dolgocasili, vas vabimo, da preverite izsledke kak$nega od
Clankov iz te Stevilke. Fotografija na naslovnici se tokrat navezu-

S

OpvesTiio: Bralce vabimo, da nam na naslov presek@dmfa.si po-

Sljejo slike svojih, doma narejenih mavric. Najboljso sliko bomo

objavili v naslednji Stevilki, pripravili pa smo tudi lepe nagrade.

Navodila za ,izdelavo“ mavrice so na koncu ¢lanka o mavrici.
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MATEMATIKA

MARIJA VENCEL]

Mavrica je svetlobni pojav v ozracju, ki ga opa-
zovalec dojema kot del svetlobnega kolobarja, v
katerem si sledijo barve v znacilnem spektralnem
zaporedju. Nastane kot posledica loma in odboja
soncne svetlobe na kapljicah vode v Zemljini at-

mosferi.

Mavrico lahko opazujemo, kadar je pred nami dezna
zavesa ali oblak in prihaja sonc¢na svetloba izza na-
Sega hrbta pod nizkim kotom nad obzorjem. Najbolj
spektakularna je, kadar je nebo pred nami temno,
zakrito z deznimi oblaki, za nami pa je v smeri sonca
jasno nebo. Rezultat je bleSCeca glavna mavrica na
kontrastnem temnem ozadju. Ima obliko vecjega ali
manjSega dela vecbarvnega kolobarja, ki je na zuna-
nji strani rde¢ in na notranji vijolicen (slika na na-
slovnici).

Drugi mavri¢ni pojavi so Sibkejsi in jih ne opazimo
vedno. Nad glavno mavrico vidimo vcasih Se stran-
sko mavrico, v kateri se vrste barve v obratnem vr-
stnem redu kot v glavni mavrici - od rdeCe na notra-
njem do vijoli¢ne na zunanjem robu. Ce je v ozadju
modro nebo, jo vidimo slabo ali sploh ne.

Zlahka opazimo, da je podroc¢je med obema ma-
vricnima lokoma nekoliko temnejSe kot okolisko ne-
bo. Ta pojav je opazen celo, ¢e stranska mavrica ni
vidna. Glavna mavrica ima tedaj temnejSo in sve-
tlejSo stran (slika 1). Temno podrocje nad lokom
glavne mavrice se imenuje Aleksandrov temni pas
po grskem filozofu Aleksandru iz Afrodisia, ki je po-
jav opisal pred vec kot dva tisoc leti.

Redkeje kot stransko mavrico opazimo dodatno za-
poredje nejasnih lokov, ki leZe na notranji strani
glavne mavrice in so izmeni¢no roznati in zeleni. Se
redkeje se taki loki pojavijo na zunanji strani stran-
ske mavrice. Oboji so vidnejSi v blizini mavri¢nega
vrha. Pozornost, ki so jo zbudili, je imela velik vpliv
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SLIKA 1.
Izrazit Aleksandrov temni pas mavrice s Storzicem v ozadju
(foto Agata Tiegl).

na razvoj teorije mavrice. Na sliki na naslovnici jih
vidimo na notranji strani glavne mavrice.

7 letala imamo vcasih priloznost videti popoln ma-
vri¢ni kolobar s senco letala v srediscu (slika 2). Tega
pojava ne smemo zamenjati s precej manjso glorijo,
ki ni dosti ve¢ja od opazovalCeve sence, ki jo obdaja
(slika 3).

SLIKA 2.

Iz letala posneta mavrica
nad Melbournom v Avstra-
liji. ViSje je opazovalec, vec
spodnjega dela ima ,njego-
va mavrica“ (vir Wikipedia,
AlterVista).

SLIKA 3.

Glorija, posneta z Mizaste go-
re nad Cape Townom v Juzni
Afriki. Opazovalceva (foto-
grafova) senca je obdana z
majhnim mavri¢nim krogom
(foto Matjaz Vencelj).

Vcasih lahko pri moc¢ni mesecini vidimo lunino ali
nocno mavrico. Ker ¢lovesko oko pri Sibki svetlobi
slabo loc¢i barve, jo dojemamo kot bel lok.

MATEMATIKA

Kaj je mavrica?

NaSe fizikalno in matemati¢no znanje je preskromno,
da bi lahko povzeli vso znano teorijo mavrice. Zato
se bomo omejili na njeno osnovno analizo, ki temelji
na odboju in lomu son¢nega Zarka na dezZni kapljici.

Mavrica ni svetlobni efekt na dolo¢enem mestu na
nebu. Njena navidezna lega je odvisna od opazo-
val¢evega polozaja in smeri son¢nih zarkov. Ce
med deZjem ali kmalu po njem posije sonce na steno
iz deZnih kapljic, se svetloba na njih lomi in odbija.
Vendar doseZe opazovalceve o¢i samo svetloba iz ne-
katerih Zarkov, ki zadenejo kapljico. In ta svetloba
daje mavrico za tega opazovalca.

Opazovalec vidi mavrico vedno na strani, naspro-
tni od sonca. Mavri¢na loka sta dela dveh ve¢barvnih
kroznih kolobarjev, ki imata skupno sredisc¢e na po-
daljsku zveznice med opazoval¢evo glavo in njeno
senco. To lepo prikazuje slika na naslovnici, na ka-
teri ob sredini spodnjega roba vidimo senco foto-
grafove glave. Poltrak od opazovalCeve glave skozi
njeno senco ima smer sonc¢nih Zarkov. Vrh glavne
mavrice se boc¢i pribliZzno 40°-42° nad tem poltra-
kom, vrh stranske pa je okrog 50°-53° nad njim. Ce
je sonce vec kot 42° nad obzorjem, je torej glavna
mavrica pod obzorjem in je navadno ne vidimo. Iz-
jema je, ¢e je opazovalec visoko nad tlemi, npr. v
letalu ali na visoki gori. V podobno izjemnih razme-
rah je bila posneta tudi slika 4.

SLIKA 4.

Mavrica globoko v dolini PiSnice, fotografirana s ceste, ki pe-
lje z VrSica v Kranjsko Goro. Slika je bila posneta julijskega
dne zgodaj popoldne, ko je visoko poletno sonce sijalo ¢ez
gorske robove za hrbti opazovalcev (foto Agata Tiegl).
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MATEMATIKA

%

Razloge za tako natan¢no dolo¢eno lego mavrice gle-
de na opazovalca in smer son¢nih zarkov si bomo
ogledali v nadaljevanju. RazloZili bomo tudi njene
barve.

Za zacetek poglejmo, kako se odbija in lomi svetloba,
ki v zraku naleti na dezno kapljico. Predpostavili
bomo, da ima kapljica obliko majhne krogle. Za-
rek, ki zadene njeno povrsino, se delno odbije, delno
lomi. Lomljeni Zarek potuje skozi kapljico do na-
sprotne stene, kjer se spet delno odbije, del pa lo-
mljen zapusti kapljico (slika 5).

1. red

4. red
vpadni

Zarek
2. red

3. red

Vpadni zarek in Zzarki vseh redov, ki izvirajo iz njega, leZijo v
isti ravnini. To je ravnina glavnega krogelnega kroga kaplji-
ce, na katero je zarek padel.

Prvi odbiti Zarek imenujemo zarek prvega reda. Pre-
ostala svetloba lomljena prodre v kapljico. Na na-
sprotni steni je del izstopi kot Zarek drugega reda,
del se je odbije nazaj v kapljico. Ko ta del spet za-
dene steno kapljice, prodre delno ven kot Zarek tre-
tjega reda, delno pa nadaljuje pot znotraj kapljice
kot odbiti zarek. Tako se proces nadaljuje. Iz ka-
pljice torej izvirajo Zarki razli¢nih redov. Za mavrico
so pomembni Zarki tretjega in cetrtega reda. Zarki
tretjega reda zapustijo kapljico po enem notranjem
odboju in nam dajejo glavno mavrico. Zarki Cetr-
tega reda opravijo dva notranja odboja in so izvor
stranske mavrice.

Naravna bela svetloba, ki prihaja od Sonca, je me-
Sanica vijolicne, modre, zelene, rumene, oranZne in
rdece svetlobe. Vsaka od teh barv se nekoliko dru-

gaCe lomi; pri enakem vpadnem kotu imajo rahlo
razlicne lomne kote. Posledica tega je, da se Zarek
bele svetlobe razkloni na barvne komponente. Pri
tem je od prvotne smeri najmanj odklonjena rdeca,
najbolj vijolicna sestavina.

Pri deZni kapljici se Zarki vseh redov, od drugega
dalje lomijo dvakrat: enkrat ob vstopu v kapljico,
drugi¢ pri izstopu iz nje. Razen pri Zarku, ki gre
skozi srediSce kapljice, pride zaradi dvojnega loma
do povecanega razklona svetlobe (slika 6). Opazova-
lec, ki gleda v deZno zaveso ali oblak, vidi vecbarvne
vse tiste kapljice, skozi katere vodi opisana pot sve-
tlobe natanko v njegovo oko. Zarki drugega reda
niso zanimivi, ker gledamo pri njih skoraj natanko
v sonce. Povedali smo Ze, da dajejo Zarki tretjega in
Cetrtega reda glavno in stransko mavrico. Pri vec ka-
kor treh notranjih odbojih pa je izguba svetlobe Ze
prevelika, da bi kaj videli.

Skica poti in razklona enega od zarkov tretjega reda. Zaradi
preglednosti so vrisane le tri barvne komponente.

Po odbojnem zakonu lezi odbiti Zarek v ravnini, ki
jo dolocata vpadni Zarek in pravokotnica na odbojno
ploskev v vpadni tocki. Podobno sledi iz lomnega
zakona, da leZe vpadni in lomljeni Zarek ter pravo-
kotnica na mejno ploskev v isti ravnini.

Ker potekajo vse pravokotnice na krogelno povr-
§ino skozi sredisce krogle, leZi prvi par lomljenega
in odbitega zarka v ravnini, ki jo dolocata vpadni Za-
rek in sredisce krogle. Drugi par takih Zarkov lezi v
ravnini prvega lomljenega Zarka in sredi$ca krogle.

PRESEK 38 (2010/2011) 1




Ta ravnina seveda sovpada s prvo. Podobno sovpada
Z njo ravnina tretjega para ustreznih zarkov. To po-
meni, da leze poti vseh zarkov, ki izvirajo iz istega
vpadnega Zarka, v isti ravnini. Zasledovanje svetlobe
skozi kapljico je zato ravninski problem, kar precej
poenostavi obravnavo mavrice.

V nadaljevanju bomo zacasno privzeli, da je sve-
tloba, ki zadene kapljico, enobarvna, torej bomo za-
nemarili razklon. Na sliki 7 je skica zarkov tretjega
reda iz skupne ravnine, ki poteka skozi sredisce ka-
pljice. Zarek, ki pade na kapljico pravokotno, gre
skozi srediSce kapljice, se na notranji steni odbije
nazaj proti soncu in izhaja kot zarek tretjega reda za
180° odklonjen od prvotne smeri. Z oddaljevanjem
od tega Zarka se odklon zarkov tretjega reda od pr-
votne smeri najprej manjSa do nekega najmanjSega
odklona (ta zarek je na sliki narisan poudarjeno),
nato pa spet raste. Crtkano so narisane navidezne
poti zarkov, kot jih dojema naSe oko. S slike raz-
beremo marsikaj. Ce naj zarek tretjega reda zadene
naSe oko, se moramo nahajati na isti strani kapljice
kot sonce. To pomeni, da moramo biti obrnjeni tako,
da imamo sonce za hrbtom. Poleg tega mavrice ne
bomo nasli prav visoko na nebu. NajviSja mozZna
smer je dolo¢ena s smerjo najmanjSega odklona

N

MATEMATIKA

Ce je mavrica vidna, mavric¢ni kot lahko iz-
merimo. Poiskali ga bomo tudi po matema-
ti¢ni poti.

Na sliki 8 je narisana pot enega samega
Zzarka tretjega reda skozi deZno kapljico.
Naj bosta « in B njegov vpadni in lomni
kot v tocki A. Zaradi odboja v tocki B in
ponovnega loma v tocki C ter lastnosti kro-
Znice se kota ponovita v tockah B in C, kot
je vrisano. Nadalje smo s @ oznacili kot,
suplementaren odklonu zarka od prvotne
smeri. PoiS¢imo njegovo odvisnost od vpa-
dnega kota «.

PomoZna kota pri P in R, ki smo ju oznacili
z 0, sta enaka, ker sta izmeni¢na ob vzpo-
rednicah. Trikotnik ASP ima pri S zunanji
kot 4 in neprilezna notranja kota « in ¢,
trikotnik QRC pa pri R zunanji kot 6 in ne-
prilezna notranja kota @ in «. To pomeni

0=@+x=4p — «,

zarkov tretjega reda od prvotne smeri. Na sliki 7 kar da
je oznacena s poudarjeno ¢rtkano ¢rto. Kot, ki ga
ta smer oklepa s smerjo sonc¢nih Zarkov, imenujemo @ =4 - 2«x.

mavricni kot glavne mavrice.

Skica poti zarkov tretjega reda v eni od ravnin skozi sredisce
kapljice. Zarki, ki padejo na spodnjo polovico kapljice, zaradi
preglednosti niso narisani. Iz kapljice izstopajo v smereh nav-

Natancna skica poti enobarvnega Zarka tretjega
reda skozi dezno kapljico.

lKomur je racun preteZek, naj ga izpusti in uposteva samo
rezultat.

zgor in ustvarjajo spodnji mavricni kolobar za dvignjenega
opazovalca (kot na sliki 2).
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Po lomnem zakonu je

sinx _
sinf

oziroma
B= arcsin(% sin &) ,

kjer je n lomni koli¢nik za prehod iz zraka
v vodo.
Sledi

Q@ =4arcsin(%sin(x) - 2. (1)

Ce v (1) vstavimo vrednost n = %, kar je
priblizna povprecna vrednost lomnega ko-
licnika svetlobe za tak prehod, dobimo

Q=4 arcsin(% sinx) —2x,0°< x < 90°. (2)

Funkcija (2) je narisana na sliki 9. Ustreza
opazovanjem, do katerih smo prisli pri risa-
nju Zarkov na sliki 7. Vidimo, da zavzame
kot @ vrednosti od 0° do priblizno 42°. Pri
tem ne prezrimo, da je @ odvisen le od ve-
likosti vpadnega kota in ni¢ od premera ka-
pljice. Torej je tudi najve¢ja mozna vre-
dnost kota @ za vse deZne kapljice enaka.

P A
50° b
quef :
300k
20° | é (O3
10° b :

0 450 | 90°

Odvisnost kota @ s slike 8 od vpadnega kota «.

Z nekaj ve¢ matemati¢nega znanja lahko to
vrednost izracunamo. V ta namen poiS¢emo

nicle prvega odvoda funkcije (2) na intervalu
[0°, 90°]. Imamo
’ 4 cos x 2

P =Tmrara 20

(%)Z—SHi «

kar da

: 2 /5
SIN Xmax = 33
in

O(max = 59,40, (pmax = 42,030 .

Poglejmo ponovno sliko 8. Denimo, da narisani za-
rek zadene naSe oko. Potem je kot @ enak kotu z
vrhom v naSem ocesu, enim krakom v smeri son¢nih
zarkov (stran od sonca) in drugim krakom v smeri
kapljice, iz katere Zarek izhaja (slika 10). Ta kot
lahko zavzame vrednosti od 0° do @max. Ker je @max
enak za vse kapljice, ustreza v prostoru temu pogoju
notranjost stoZca z vrhom v nasem ocesu, 0sjo v
smeri son¢nih Zarkov in kotom @pax med osjo in
stranico stoZca. V idealnem primeru, ko je opazova-
lec dovolj visoko in ves dopustni prostor zastira de-
Zna zavesa, daje pojav vtis osvetljene krozne plosce
v daljavi. V obicajnih razmerah pa je vec kot polovica
tega stoZca pod obzorjem. V zgornjem delu priha-
jajo do nas Zarki tretjega reda, ki jih dojemamo kot
kos osvetljene polkrozZzne plosce. KolikSen je ta kos,
je odvisno od viSine sonca, konfiguracije obzorja in
od obsega deZne zavese.
. X
£
dezna

~a
kapljica
~a

oko ~

Zarek tretjega reda po prehodu skozi kapljico zadene nage
oko, Ce je kot med smerjo sonc¢nih zZarkov in smerjo proti

kapljici enak kotu ¢ s slike 8.
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Poglejmo, kako je s porazdelitvijo svetlobe na opi-
sani navidezni plosci. Ker pripada dani kapljici ena
sama ravnina, v kateri potuje Zarek tretjega reda pro-
ti opazovalc¢evemu ocesu, je tudi ta problem ravnin-
ski.

Soncna svetloba je v prostoru enakomerno poraz-
deljena. Za ravninski primer lahko to lastnost prika-
Zemo s snopom med seboj enakomerno oddaljenih
zarkov (slika 11). S slike vidimo, da temu ne ustreza
enakomerna porazdelitev vpadnih kotov. Pod manj-
Simi vpadnimi koti zadene kapljico vec Zarkov kot
pod velikimi. Enakomerna pa je porazdelitev odda-
ljenosti vpadnih Zarkov od srediSca kapljice. Na
sliki 11 je ta razdalja oznacena z d. Zavzame lahko
vrednosti z intervala [0, 7], Kjer je » polmer opa-
zovane kapljice. Enako velikim intervalom spremen-
ljivke d pripadajo enake koli¢ine vpadle svetlobe.

Pod manjsimi vpa-
dnimi koti zadene
kapljico vec sve-
tlobe kot pod ve-
likimi.

®A

180°
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140°
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Zarki 4. reda

Aleksandrov temni pas

0 r

~ o .
Zarki 3. reda

Y

Odvisnost smeri zarkov glavne in stranske mavrice od odalje-
nosti Zzarka do sredisc¢a kapljice s polmerom r.

MATEMATIKA

Za opis svetlobe na navidezni svetli ploS¢i v daljavi
je zato primerneje v funkciji (2) zamenjati spremen-
ljivko o s spremenljivko d. Opustimo analitiCen za-
pis funkcije @ (d), d € [0, 7], pac pa si oglejmo njen
graf na sliki 12. Na isti sliki je narisan tudi graf ustre-
zne funkcije za stransko mavrico.

Vecjo koncentracijo svetlobe lahko pricakujemo
v taki smeri @, v kateri se zdruzujejo Zarki s Sir-
Sega obmocja spremenljivke d. To je podrocje po-
Casnega spreminjanja funkcije @(d), torej okolica
maksimuma. S slike 12 razberemo, da za zelo Sirok
interval spremenljivke d izhajajo Zarki tretjega reda
pod koti med 40° in 42°. Pri manjSih vrednostih kota
@ je svetlobe manj in je enakomerneje porazdeljena.
Zato ima navidezna svetlobna ploSc¢a v blizini o max,
to je ob zunanjem robu, svetel lok, ki bledi posto-
poma proti notranjosti in ostreje proti temni zuna-
nji strani. Zaradi tega dodatnega pomena kot @max
res zasluZi ime mavricni kot.

Pri izratunu mavri¢nega kota nismo upoStevali, da
sestoji naravna bela svetloba iz barvnih komponent,
saj smo funkcijo (2) dobili iz (1) z vstavljanjem n =
= %, pribliZne povprecne vrednosti lomnega kolic-
nika za prehod svetlobe iz zraka v vodo. Dejan-
sko pa bi morali vstaviti za vsako posamezno barvo
njeno povprecno vrednost za n. Da ne bo prevec
podatkov, navedimo le vrednosti za mejni barvi in
pripadajoc¢a mavri¢na kota:

barva n ® max
rdeca 1,329 42,6°
vijolicna 1,345 40,3°

Vidimo, da je mavri¢ni kot pri rde¢i komponenti za
dobri dve stopinji vecji kot pri vijoli¢ni. Ko gremo v
osnovnem spektru vidne svetlobe od vijolicne preko
modre, zelene, rumene in oranzZne barve do rdece,
lomni koli¢nik monotono pada. Pri tem mavri¢ni kot
monotono narasca od 40, 3° do 42, 6° glede na barve
v istem vrstnem redu, kot si slede v osnovnem spek-
tru.

Mavrica sestoji torej iz svetlobnih plosc razlic-
nih barv. Ker imajo skupno srediS¢e (na poltraku iz
naSega oCesa v smeri sonc¢nih Zarkov), se v sredini
prekrivajo in dajejo belo ali svetlo sivo notranjost

N/
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glavnega mavri¢nega loka. Posamezne barvne plo-
SCe so zaradi razlicnih mavri¢nih kotov razli¢no ve-
like. Najvecja je rdeca, najmanjSa vijolicna ploSca.
Zato rdeca ploSca na zunanjem robu ni prekrita z
drugimi barvami. To pojasnjuje, zakaj je rdeca barva
v mavrici najc¢istejSa. Ostale barve se bolj ali manj
prekrivajo. Ker pa so njihovi moc¢neje obarvani zuna-
nji robovi medsebojno rahlo premaknjeni, prevlada
v meSanici na posameznem mestu ustrezna najmoc-
nejSa barva.

Lep lok glavne mavrice torej sestavljajo drug
ob drugem nanizani barvni loki s skupno navide-
zno Sirino nekaj nad dvema stopinjama. V njem
je vijolitna barva najmanj izrazita, ker je prekrita
z vsemi drugimi barvami. Vc¢asih celo ¢isto zbledi.
Ostale barve postajajo proti zunanjemu robu vse iz-
razitejSe.

Stransko mavrico obravnavamo podobno kot glavno,
le da namesto Zarkov tretjega reda analiziramo Zarke
Cetrtega reda. Odvisnost kota @, ki ga merimo od
istega poltraka kot pri Zarkih tretjega reda, prika-
zuje zgornja krivulja na sliki 12.

Vidimo, da stranska mavrica ne oddaja nobene
svetlobe v notranjost stoZca, doloCenega s kotom
@min, ki meri pribliZzno 50°. To je mavricni kot
stranske mavrice. Med posameznimi barvami ima
najmanjsi mavric¢ni kot rdeta komponenta stranske
mavrice, najveCjega vijolicna. Zato si barve stran-
ske mavrice slede od znotraj navzven v obratnem
vrstnem redu kot pri glavni mavrici. Poleg tega so
razlike med mavri¢nimi koti posameznih barv vecje.
Zato je stranska mavrica SirSa od glavne, je pa tudi
bolj medla oziroma bleda. To lahko razlozimo z ve-
¢jo izgubo svetlobe pri Zarkih Cetrtega reda v pri-
merjavi z zarki tretjega reda. Delno pa pojasnjuje
medlost tudi manj sploS¢eno teme zgornje krivulje
na sliki 12.

Slika 12 pojasnjuje tudi Aleksandrov temni pas,
temnejSe podroc¢je med obema mavri¢nima lokoma.
Vidimo, da Zarki tretjega in Cetrtega reda ne prispe-
vajo ni¢ svetlobe v kote med 42° in 50°. Ce ne bi bilo
drugih zarkov, bi bilo to podrocje povsem ¢rno.

Dejstvo, da c¢lovek gleda z dvema ocesoma, ima za

posledico globinski vid. To je sposobnost razlociti,
da so predmeti od nas razlicno oddaljeni. Ker sta
oCesi postavljeni narazen, vidita isti predmet pod
nekoliko razli¢nima zornima kotoma. BliZje nas je
predmet, vecja je razlika med kotoma. Pri tem dobi
vsako oko drugacno polpodobo predmeta. MoZgani
zdruZzijo obe polpodobi v eno samo in tako ustva-
rijo globinski vtis. Ta sega pribliZzno 1300 m dalec,
nato pa se izgubi, ker postane razlika med zornima
kotoma premajhna.

Mavrico zaznavata obe ocCesi pod mavri¢nim ko-
tom, torej sta oba zorna kota enaka. Zato dojemamo
mavrico kot zelo oddaljen predmet, cetudi morda
dezZna zavesa, na kateri je mavrica nastala, blizu. Ta
opticna prevara je lahko moteca, kadar izza neda-
le¢ nastale mavrice vidimo predmete, ki jih nas glo-
binski obcutek postavlja pred mavrico. Nenavaden
obcutek ustvarja tudi dejstvo, da se mavrica z opa-
zovalcem premika glede na okolico. Zato je nikoli ne
moremo doseci.

Naravna mavrica se rada prikaZe, ¢e se po plohi hi-
tro razjasni in nizko leZece sonce obsije odhajajoce
nevihtne oblake. V osrednji Sloveniji so zaradi pre-
vladujocih zahodnih in jugozahodnih smeri vetra ti
pogoji izpolnjeni najpogosteje pozno popoldne ob
koncu vrocinskih neviht. Veéji verjetnosti za popol-
dansko kot dopoldansko mavrico botruje tudi dej-
stvo, da pade dopoldne navadno manj dezja kot po-
poldne. 1zklju¢ena pa moznost dopoldanske mavrice
seveda ni (slika 13).

Jutranja mavrica na zahodnem nebu v okolici Ljubljane (foto
Marija Vencelj).

10
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Poleti okrog poldne v naSih krajih naravna mavrica
ni vidna, ker je sonce previsoko na nebu. Pa vendar
se tudi to - sicer redko - lahko zgodi (slika 4).

Nedvisno od letnega ¢asa in vremenskih razmer
lahko mavrico opazimo v prSici fontan, Skropilnikov
ali slapov. Ker taka mavrica ni vezana na nevihte, jo
veliko laZe in natancneje predvidimo.

V lepem vremenu si mavrico lahko napravimo sa-
mi, tako da s Skropilko za zalivanje vrta ali pranje
avtomobila naredimo zaveso iz vodnih kapljic. Do-
bljena mavrica je povsem enaka naravni. Le veli-
kost mavricnega kolobarja je manjSa, ker smo bliZe
odbojni steni iz vodnih kapljic (slika 14). SredisSce
mavrice najdemo tako, da pogledamo v smeri svoje
sence. Pri taki mavrici lahko tudi opazujemo, kako
se premika glede na okoliSke predmete, ko spremi-
njamo svoj poloZaj. Pojav je veliko izrazitejsi kot pri
naravni mavrici, saj se koti, odgovorni za mavrico, Ze
pri majhnih premikih hitro spreminjajo. Poskusite!

Mavrica, narejena na do-
macem vrtu (foto Marija
Vencelj).

Prvi poskus znanstvene razlage mavrice zasledimo
Ze okrog leta 1000. Veliki islamski ucenjak Alhazen
je domneval, da nastane mavrica pri odboju soncnih
zarkov na oblaku z obliko vbocenega zrcala. Ceprav
napacna, je bila ta domneva osnova kasnejsim pra-
vilnim razlagam nastanka mavrice.

Da je mavrica posledica odboja in loma svetlobe,
je Ze v 13. stoletju domneval poljski menih Witelo.
Vendar je menil, da gre za lom in odboj na oblaku
kot celoti.

Pomemben napredek pomeni trditev nemskega
meniha Teodorica iz Freiberga v zacetku 14. stole-
tja, da nastane mavrica zaradi loma in odboja sve-

MATEMATIKA

tlobe na posameznih vodnih kapljicah. Opisal je
lego glavne in stranske mavrice in razlozil, zakaj je
vrstni red barv v obeh mavricah medsebojno naspro-
ten. Ker v njegovem ¢asu lomni zakon Se ni bil znan,
ni mogel razloZiti, zakaj vidimo mavrico vedno pod
istim kotom glede na smer son¢nih Zarkov. Do ena-
kih zakljuc¢kov kot on je neodvisno prisel njegov so-
dobnik, perzijski astronom al-Farisi. Skupno jima je,
da sta osnove ¢rpala iz Alhazenove knjige Optika.
Njuno razlago je tristo let kasneje, kmalu po od-
kritju lomnega zakona, nadgradil francoski filozof,
matematik in fizik René Descartes (slika 15). Na-
tanc¢no je opisal pot vzporednih sonc¢nih Zarkov, ki
zadenejo kapljico pod razlicnimi vpadnimi koti, in
razlozil mavricni kot glavne in stranske mavrice.

Descartesova skica razlage mavrice iz leta 1637. Zarek ABCDE
prikazuje pot zarkov glavne mavrice, zarek FGHIKE pot zarkov
stranske mavrice.

Barvitost mavrice je postala razumljiva Sele po letu
1666. Tedaj je angleski matematik, fizik in astronom
Isaac Newton s svojim slavnim poskusom prehoda
svetlobe skozi tristrano prizmo pokazal, da je bela
svetloba meSanica vijolicne, modre, zelene, rumene,
oranzne in rdece barve in da se vsaka teh barv neko-
liko drugace lomi.

Tako so bili z metodo geometrijske optike, na ka-
tero smo se v tem prispevku omejili tudi mi, poja-

PRESEK 38 (2010/2011)1




MATEMATIKA+FIZIKA

%

snjeni najbolj opazni mavric¢ni pojavi. Ni pa moc¢ z
njo pojasniti navidezno manj pomembnih pojavov.
Za njihovo razumevanje je treba upoStevati valovno
naravo svetlobe. Angleski ucenjak Thomas Young
je leta 1804 z interferenco pojasnil pojav dodatnih
lokov, ki leZe na notranji strani glavne mavrice. Nje-
govo delo je kasneje dopolnil George B. Airy, ki je
pokazal, da je jakost dodatnih lokov odvisna od ve-
likosti deznih kapljic. Cim manj$e so kapljice, tem
redkejSi in zato jasneje vidni so dodatni loki. Ko
kapljice deZja padajo, se vecajo, zato dodatne loke
lazje opazimo blizu vrha mavrice.

Moderni fizikalni opisi mavrice in sorodnih po-
javov, npr. glorije, temeljijo na Mievem sipanju. To
nastaja na zelo majhnih okroglih kapljicah, katerih
velikost je priblizno enaka valovni dolZini vidne sve-
tlobe, to je nekaj sto nanometrov.

e
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JANEZ STRNAD
Mednarodno leto astronomije 2009 so razglasili
v spomin na leto 1609. Tedaj je Galileo Galilei med
prvimi usmeril daljnogled v nebo in nebo prvi na-
¢rtno raziskal. Odkril je gore na Luni, zvezde v
Rimski cesti, Stiri Jupitrove Lune, pa Se Saturnov
obro¢, ki ga s svojim daljnogledom ni mogel raz-
lociti od planeta, Venerine mene in Sonceve pege.
Leta 1609 je Johannes Kepler odkril prva dva za-
kona o gibanju planeta po elipsi. Galilei je dosegel
veliko tudi v fiziki, tako da nekateri v njem ne vi-
dijo samo ,,0Ceta opazovalne astronomije“, ampak
tudi ,oceta fizike“. Med drugim je odkril zakon
0 padanju in z njim zajel gibanje izstrelkov. Po-
vejmo nekaj o tem.
Padanje kamna in kotaljenje kroglice po blagem klan-
cu je enakomerno pospeseno gibanje. Galilei je tako
gibanje pristel k ,lokalnim gibanjem*, to je gibanjem
na Zemlji, da ga je razlikoval od gibanja planetov.
Lokalnim gibanjem je leta 1638 posvetil tretje in Ce-
trto poglavje, to je zadnji poglavji, v knjigi Razprave
in matematicni dokazi o dveh novih znanostih, ki za-
devata mehaniko in lokalna gibanja. Po Evklidovem
in Arhimedovem zgledu je svoje ugotovitve oblikoval

kot izreke. Kot prve tri izreke je v tretjem poglavju
navedel:

Cas, v katerem telo iz mirovanja z enakomernim
pospeSenim gibanjem preide doloceno razdaljo, je
enak Casu, v katerem bi telo preSlo to razdaljo z ena-
komerno hitrostjo, katere vrednost je enaka povpre-
¢ju najvecje hitrosti in hitrosti, tik preden se je po-
speSevanje zacelo.

12
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Razdalje, ki jih preleti telo, padajoce iz mirovanja,
so v razmerju kvadratov casov, v katerih preleti te
razdalje.

Ce se telo iz mirovanja giblje po klancu in pada
navpicno iz enake viSine, sta ¢asa v razmerju dolZine
klanca in navpicnice.

Prvi izrek iz Cetrtega poglavja se je glasil:

Izstrelek, ki se giblje enakomerno v vodoravni
smeri in hkrati enakomerno pospeSeno v navpic¢ni
smeri, opiSe tirnico, ki je polovica parabole.
Dandanes te ugotovitve v nekaj vrsticah izpeljemo iz
Newtonega zakona, potem ko na klancu razstavimo
tezo na komponenti v smeri klanca in pravokotno na
klanec.

V prevodih Galilejeve knjige zaman iSCemo en sam
podatek o pospeSku. V prviizdajiiz leta 1638 pa sta
dva podatka, iz katerih je mogoce izracunati pospe-
Sek prostega padanja. Po prvem podatku pade telo
iz viSine 200 vatlov v manj kot desetih src¢nih utripih
in po drugem iz viSine 100 vatlov v petih sekundah.
Prvi podatek da za pospeSek prostega padanja vec
kot 4,0 m/s? in drugi 5,6 m/s?>. To je precej manj
od pravega pospeska g = 9,807 m/s? v Padovi, kjer
je Galilei izvedel vecino poskusov. Najbrz so zato v
prevodih podatka izpustili.

N Iz enacbe y = %gtz, v kateri so y viSina in
t Cas ter g pospeSek prostega padanja, izra-
¢unamo pospesek g = 2y/t2. Ce ratunamo
z 72 utripi v minuti, to je 60-ih sekundah,
desetim utripom ustreza c¢as 10 - 60 s/72 =
8,3 s. Vatel (braccio) so uporabljali za mer-
jenje dolzine blaga. Zanj danes navedejo
0,7 m, nekdaj pa je meril lahko tudi manj.
Prvi podatek da za pospesek g = 4,0 m/s?.
Ce bi upostevali krajsi vatel, bi bil pospesek
Se manjSi. Ker je navedeno, da je Cas krajsi
od desetih utripov, je pospesek vecji od 4,0
m/s?. Z drugim podatkom dobimo pospe-
Sek 5,6 m/s?.

Galilei se je lahko oprl le na geometrijo in soraz-
merje. Tedaj niso poznali pojma funkcije in niso pi-
sali enacb s simboli za koli¢ine. Obstajale so Ze me-

FIZIKA

V Galilejevem ¢asu 3e ni bilo pojma

/ funkcije. Z risbo, v kateri Se ni koordina-
tnih osi, je Galilei utemeljil trditev, da je

/ pri enakomernem pospeSenem gibanju
/ povprecna hitrost enaka polovici vsote
zacetne in koncne hitrosti.

Tako je Galilei izra¢unal tirnico te-
lesa pri vodoravnem metu (a) in za-

znamoval polovico parabole ab, bc b c

je dolzina, ac viSina, ae vzviSenost,
vodoravna Crta ad pa kaze smer zacetne hitrosti (b). Ta in prej-
Snja slika sta iz angleSkega prevoda Galilejevih Razprav in
matematicnih dokazov o dveh novih znanostih.

hanicne ure, vecinoma na cerkvenih stolpih, z enim
samim kazalcem. Na dan so zaostale ali prehitele
do Cetrt ure. S tako uro ni bilo mogoce meriti se-
kund, Ceprav so enoto Ze poznali. Galilei ni mogel
meriti kratkih ¢asov pri prostem padanju. Pomagal
si je tako, da je ,razredcil teZni pospeSek. Name-
sto prostega padanja je opazoval kotaljenje kroglic
po blago nagnjenem klancu. Po izreku 3 je s tem po-
speSek zmanjSal v razmerju med viSino in dolzZino
klanca. Galilei Se ni imel izdelanega pojma sile in ni
poznal zakona gibanja. Zato po podatkih pri kota-
ljenju kroglic po klancu in nihanju nitnega nihala ni
mogel izracunati pospesSka prostega padanja.

Galilei se je preprical, da je kotaljenje kroglice po
klancu enakomerno pospeSeno gibanje s sorazmer-
nostjo med potjo in kvadratom casa: s/s; = t2/tf.
Case je primerjal z opazovanjem srénega utripa ali
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Risba parabole vodnega cur-
ka pri preprostem poskusu.
Os x smo obrnili v levo, da
parabola ustreza paraboli na
Galilejevi sliki.

| e iy age = n'-m-.m i 3
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Risba iz Galilejeve neobjavljene zapuscine opise
vodoravni met kroglic. Vzeta je iz ¢lanka Draka in

razmikov med poki, ko je kroglica preskakovala vr-
vice, s katerimi je ovil klanec. Vrvice je premikal, do-
kler si poki niso sledili v enakih ¢asovnih razmikih.
Pri tem si je pomagal s petjem, ki mu ni bilo tuje, saj
sta bila oce in brat glasbenika. Z ritmi¢nim petjem je
mogoce drzati takt na desetino sekunde natancno.
Natancneje je primerjal case tako, da je pustil vodo
teci iz posodice skozi slamico na dnu v spodnjo po-
sodo. Slamico je odprl, ko se je gibanje zacelo, in
zaprl, ko se je koncalo. Razmerje ¢asov je bilo enako
razmerju tez vode, ki se je natekla iz posodice v po-
sodo in Ki jih je stehtal z natan¢no tehtnico. Poskus
je ponavljal, da je izboljsal natan¢nost. V novejSem
¢asu so poskus veckrat izvedli z napravami, ki jih je
imel na voljo Galilei, in podprli njegove ugotovitve.

Zaradi teZav pri merjenju casa se Galilei ni izogi-
bal samo podatkom za pospesSek, ampak tudi podat-
kom za cas in hitrost. Polovico parabole pri vodo-
ravnem metu je oznacil z dolZino (amplitudo) x, vi-
Sino y in vzviSenostjo (sublimnostjo) Y. Pri paraboli
s temenom Vv izhodi$Cu je x abscisa in 7y ordinata
tocke na paraboli, Y pa viSina, iz katere bi moralo
telo navpicno pasti, da bi doseglo zacetno hitrost v
vodoravni smeri. Abscisa je x = vyt s konstantno
komponento hitrosti v, v vodoravni smeri, ordinata
pay = lgt2 s spremenljivo navpi¢no komponento
hitrosti v, = gt. Os y usmerimo navpi¢no navzdol.
VzviSenost je Y = fvx/ g. Vsota ordinate in vzviSe-
nostiy +Y =3 (vy + vy)/g doloca kvadrat velikosti
hitrosti telesa v = vZ + v3 v koncni tocki.

Iz enacbe za absc1so 1zracunamo cas t = x/vy,
vstavimo v enaébo za ordinato in dobimo enacbo pa-
rabole y = ng 2/v2. Za nagib y tirnice v koncni
tocki velja tany = v, /vy = gt/vx = gx/v,zc, tako da

MacLachlana Galileo’s discovery of the parabolic tra-
jectory v Scientific American 323 (1975) 102 (3).

jeyY = 2x/ tany. Z nekaj racunanja ugotovimo, da
jey+Y = x/sin2y = /sm y. Galilei ni upora-
bljal razmerij stranic v pravokotnem trikotniku, da-
nasnjih kotnih funkcij, ki so jih tedaj Ze uvajali astro-
nomi. Vseeno je sestavil obseZne tablice za dolzino
x in viSino y v odvisnosti od nagiba y pri konstantni
velikosti kon¢ne hitrosti ter viSine y in vzviSenosti Y
v odvisnosti od nagiba pri konstantni dolZini x. Pri
tem je nagib spreminjal v korakih po 1°. Lahko si
mislimo, koliko truda ga je to stalo, ker ni uporabljal
enacb s simboli za koli¢ine, ampak le sorazmerje in
lastnosti parabole, ki jih je dobro poznal. Zaradi tega
toliko viSe cenimo Galilejeve dosezke. Pisanje enacbh
s simboli in znanje o funkcijah danes moc¢no olajSata
delo.

Galilei bi mogel natancneje ugotoviti pospesek pro-
stega padanja. OpiSimo, kako bi to lahko naredil. 1z
Sobe na cevi brizga curek vode. Najprej izmerimo
prostornino vode V, ki se natece v posodo vt = 60
s. Hitrost vode v $obi je vy = V/(tS), ¢e je S = TR?
presek Sobe s premerom 2R. Cev postavimo tako, da
curek iz nje izteka v vodoravni smeri. Izmerimo vo-
doravno razdaljo x od Sobe do tocke, v kateri curek
zadene vodoravno podlago v viSini y pod Sobo. To
vstavimo v enacbo za tirnico in izracunamo pospe-
Sek:

_ Zyv2
Jg= .

Poskus naredimo na vrtu. Zalivanju namenjeno cev
pritrdimo na lestev s Sobo v viSini v = 1,12 m. Cu-

14
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rek naravnamo tako, da zadene tla v enaki vodoravni
razdalji x = 1,12 m. V minuti se je z njim v po-
sodo nateklo 2,5 1 vode. Premer curka je bil malo
manjsSi od 5 mm. UpoStevamo 4,8 mm, kar je lahko
nenatancno za enoto na zadnjem mestu. Za hitrost
curka da to v = VJ(HT?’Z) =2,5-10"3 m3/[60 s -
m-(2,4-103m)°] = 2,3 m/s. Za x = y sledi
iz zapisane enacbe pospeSek prostega padanja g =
2v2/x =2-(2,3m/s)?/(1,12m) = 9,4 m/s?. S pre-
merom curka 4,7 mm bi dobili pospesek 10,3 m/s?,
s premerom 4,9 mm pa 8,7 m/s?. Dobljeni pospe-
Sek je manjsi od pravega 9,8 m/s?. Izid je nenatan-
Cen predvsem zaradi tega, ker premera curka pri po-
skusu nismo mogli izmeriti natancneje. Vseeno pa
je izid precej natancnejSi od Galielejeve ocene.

Podobno bi lahko ravnal Galilei. Ze Leonardo da
Vinci je opazoval vodne curke v obliki parabole. Ga-
lilei pa ne bi mogel izmeriti ¢asa v sekundah. Za po-
spesek bi navedel 9,3 vatla/utrip?. Sekunde so zaceli
meriti proti koncu 17. stoletja po zaslugi angleskih
urarjev potem, ko je Christiaan Huygens leta 1657
patentiral uro na nihalo.

R. G. Mentzer je v Clanku Measuring the accelera-
tion due to gravity. An experiment Galileo could have
run, The Physics Teacher 22 (1984) 580-581 opisal
poskus, ki bi ga tudi lahko izvedel Galilei. Kroglico
so spustili po klancu, na 2 m dolgi vodoravni poti iz-
merili hitrost njenega tezisca in jo nato pustili, da je
padla. ViSino kroglice so v razli¢nih razdaljah ugo-
tavljali tako, da so pri razli¢nih razdaljah postavili
navpi¢no merilno palico s papirjem in kopirnim pa-
pirjem. Na mestu, na katerem je kroglica zadela pa-
lico, je nastala sled. Merjenje s curkom je prepro-
stejSe.

Za kotaljenje kroglic dobimo iz zakona o vrtenju,
ki ga Galilei tudi Se ni poznal:

M=Jx, mgrsinp=(imr?+mr?«,
5 .
a=q«or=:gsinp

Pri tem je M navor teZe glede na trenutno mirujoco
os v tocki, v kateri se kroglica dotika tal in okoli ka-
tere se v trenutku vrti, 8 pa je nagib klanca. TeZa pri-
jemlje v srediS¢u kroglice. J je vztrajnostni moment
kroglice s polmerom # okoli te osi, « kotni pospeSek
pri vrtenju okoli te osi in a = «r pospeSek teziSca
kroglice.

FIZIKA

Nihajni ¢as nitnega nihala z dolzino [ pri majhnih
amlitudah je to = (21)+/I/g. Galilei je vedel za so-
razmernost nihajnega ¢asa s /I, a ni poznal enacbe,
ker ni poznal zakona gibanja.

Stillman Drake in James MacLachlan sta v Drzavni
centralni knjiznici v Firencah raziskovala neobjavlje-
ne Galilejeve zapiske. Pri tem sta naletala na po-
drobna opisa dveh zanimivih poskusov. Pri prvem je
Galilei spuScal bronaste kroglice po nagnjeni deski z
Zlebom, ki je bil na koncu ukrivljen, da je kroglica
odletela v vodoravni smeri. Meril je vodoravno raz-
daljo x, v kateri so kroglice udarile na tla po padcu
za visino y; = 77,7 cm. Kroglica je bila namazana s
¢rnilom, tako da je bilo mogoce ugotoviti, kje je za-
dela tla. Pri tem je vecal dolZino klanca in ugotavljal,
kako se je vecala dolZina x. Za dolzino klanca si je
po vrsti izbiral podatke z okroglim Stevilom puntov.
1 punto ustreza 0,938 mm (slika 4).

Drake in MacLachlan sta ponovila poskus in dobila
Galilejeve izide z nagibom klanca S = 30°. Namesto
pospeska teziSca kotalece se kroglice a = %g sinf =
3,5 m/s? sta najboljse ujemanje dobila s pospeskom
a = 3,2 m/s?. Morda je bil Zleb tako $irok, da se je
kroglica vanj malo ugreznila in je bil polmer trenu-
tno mirujoce tocke manjsi od polmera kroglice . Z
enatbami t = v/2s/a in s = 3v¢/a je sledilo

X =~2v8y1/g = JAasyi/g.

Po tej enacbi izraCunani podatki so se od Stirih Gali-
lejevih izmerkov razlikovali za najvec 2,8 %.

Na mestu, kjer je bil Zleb ukrivljen, je kroglica po-
skocila. Morda je to Galileja napeljalo na drug po-
skus, pri katerem je pustil Zleb raven, tako da je
kroglica odletela z zacetno hitrostjo vy poSevno navzdol.

Poskusa sta pomembna. Nedvoumno sta poka-
zala, da je Galilei izvajal podrobne poskuse in pri
njih meril razdalje na milimeter natan¢no. Ni obrav-
naval samo vodoravnega meta, ampak tudi poSevni
met. Zgodovinarji so veckrat menili, da je Galilei
svoje ,izmerke“ pravzaprav dobil z racunom, ¢eS da
nekaterih sploh ne bi mogel tako natanc¢no izmeriti.
V opisanih poskusih Galilei ni mogel ni¢esar izracu-
nati, zato je zagotovo zares izmeril. Pri tem ni mo-
gel vedeti, koliko je pri gibanju po klancu pospeSek
a manjsSi od pospeSka g pri padanju. Pri kotaljenju
kroglice po klancu je odpovedal izrek 3. Morda je bil
to razlog, da Galilei o opisanih poskusih ni porocal v
Dveh novih znanostih.
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Kateri| se
hitreje kotali?

ODGOVOR NALOGE

vy Jd
MOJCA CEPIC

-» Pri iskanju odgovora na nalogo, je bilo treba na-
rediti nekaj meritev. Lahko pa ste seveda dogaja-
nje le opazovali in samo primerjali, tako, bolj na

oko.

Mi smo se igrali z manjSim kozarcem za vlaganje, v
katerem so bile predhodno kapre. Postopoma smo
ga polnili z leCo. Pravzaprav ni pomembno, katero
vrsto semen vzamemo, le rezultati se bodo morda
nekoliko razlikovali. Za enoto polnjenja smo izbrali
manjsi kozarcek za Zgane pijace, ki ne sluzi prav po-
gosto svojemu osnovnemu namenu. Kozarec smo
kotalili po jedilni mizi, ¢as pa smo merili z mobi-
telom, saj imajo moZnost Stoparice danes Ze naje-
nostavnejsi modeli. Mizo smo podloZili z revijami
Monitor, katerih stari letniki so prav v teh dneh na
poti v zbiralnik papirja. Stare revije so Se posebej
primerne, ker so priblizno enako debele in je z njimi
mogoce precej natancno nagniti mizo na naklon, ki
ga Zelimo. Postavitev poskusa in pripomocke si la-
hko ogledate na slikah 1 in 2. Revije pod mizo so
bile pripravljene za meritev pri najve¢jem naklonu.
Kotalili smo manjsi stekleni kozarec, vecji stekleni
kozarec je samo ,,zaloga“ lece, merili smo pa z majh-
nim kozarckom na desni. Kozarec, ki smo ga kotalili,
smo do vrha napolnili s sedmimi kozarcki leCe. Stoli
na koncu mize skrbijo le zato, da kozarec ni padal
na tla.

Naloge smo se lotili po znanstveno. Izbrali smo ne-
odvisno spremenljivko pri poskusu, torej fizikalno
koli¢ino, katere vpliv na izid poskusa smo Zeleli raz-
iskati. To je seveda bila koli¢ina lece v kozarcu, ki
smo jo merili v Stevilu ,kozarckov“. Izbrali smo tudi
spremenljivko, na katero je vsebina kozarca vplivala

SLIKA 1.
Postavitev poskusa. Kup revij je bil visok 10,5 cm pri naj-
visSjem podlaganju.

SLIKA 2.
Kozarec za kotaljenje (levo), zaloga lece (sredina) in merica
(desno).

in jo je bilo najenostavneje meriti - ¢as kotaljenja
po mizi. Seveda je vsebina kozarca vplivala tudi na
druge spremenljivke, npr. na povprecno hitrost, ven-
dar teh nismo neposredno merili. Zavedali smo se
tudi kontrolnih spremenljivk, torej okoliS¢in, ki jih
je bilo potrebno nadzorovati. Za vse poskuse je bila
enako dolga pot kotaljenja in vsaki¢ smo kozarec le
spustili, da je bila njena zacCetna hitrost enaka nic.
Naklon mize smo spremenili le za vsako serijo po-
skusov. Naklon je torej imel vlogo kontrolnega para-
metra.
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Spodnja tabela kaze kar nekaj podatkov. Izme-
rili smo cas, ki ga je kozarec potrebovala za kota-
ljenje preko mize, izracunali pa smo tudi povprecno
hitrost kozarca. Ker je na kotaljenje kozarca moc¢no
vplival naklon mize, smo poskuse ponovili pri nekaj
razlicnih naklonih mize.

Pot, po kateri se je kotalil kozarec, je bila dolga
[ = 148 cm. Naklonski kot, izraZzen v stopinjah, smo
izracunali kot arcsin(h/l).

h=55cm; =21 h=7cm;@=27° h=10,5cm; @ = 4°

- tas povpr. cas povpr. cas povpr.

. | kotaljenja | hitrost | kotaljenja | hitrost | kotaljenja | hitrost

mene [s] [em/s] [s] [em/s] [s] [em/s]
0 3,9 379 3,2 46,7 2,7 54,4
1 9,0 16,5 4,5 33,0 B3 44,6
2 o 0 oo 0 55 271
3 oo 0 oo 0 10,5 141
4 oo 0 oo 0 77 19,8
5 oo 0 76 19,4 4,7 31,6
6 55 26,8 4,4 34,0 3] 479
7 Bi5 42,3 31 46,3 2,5 58,3

Na slikah 3 in 4 si lahko ogledamo tudi grafi¢ni pred-
stavitvi casov, ki jih je potreboval kozarec pri razlic-
nih meritvah, ter povprecnih hitrosti kozarcev, izra-
Cunanih iz casov.

Iz rezultatov lahko takoj razberemo nekaj zanimivih
spoznanj:

Prazen in polni kozarec sta najhitrejsi, Se ve¢, sta
pribliZzno enako hitri; govorimo o povprecni hitrosti.

Ko plastenko polnimo, povprecna hitrost nekaj ca-
sa upada, nato za¢ne ponovno narascati.

Ce je naklon mize premajhen, se kozarec, napol-
njena z leco, sploh ne zakotali.

Najprej razmislimo, kako smo zapolnili tabele s
podatki, nato pa Se, zakaj je obnaSanje pravzaprav
takSno. Obicajno nismo navajeni, da bi okrogle za-

FIZIKA
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Odvisnost Casa kotaljenja kozarca od Stevila meric lecCe v kozarcu.
Razli¢ne barve podajajo razli¢ne visine podlaganja.
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Odvisnost povprecne hitrosti kotaljenja kozarca od Stevila meric le-
Ce v kozarcu. Razli¢ne barve podajajo razli¢ne visine podlaganja.

deve kar mirovale na nagnjenih povrSinah.

IzraCun povprecne hitrosti je enostaven. Povpre-
¢na hitrost je definirana kot razmerje

7= - razdalja !

Cas za razdaljo t-

Gibanja kozarca ne moremo uvrstiti v eno od kate-
gorij preprostih nacinov gibanja, npr. enakomerno
ali enakomerno pospeSeno. Natancne analize kazZejo,
da je kotaljenje polnega in praznega kozarca enako-
merno pospeseno, vidimo tudi, da se poln in prazen
kozarec kotalita priblizno z enako povprecno hitro-
stjo. Za vse kozarce, v katerih se leca presipava, pa
preprosti opisi gibanj ne veljajo. Vcasih se gibljejo
pospeseno, Se veckrat pa se po zacetnem pospeseva-
nju gibljejo enakomerno. Vidimo tudi, da presipava-
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nje lece upocasni gibanje kozarca, saj so ¢asi kotalje-
nja na pol polnih kozarcev najdaljsi ali pa se kozarec
sploh ne kotali.

Zakaj tako? Dokler je kozarec prazen, ga lahko
obravnavamo kot kotaljenje praznega valja z dvema
tankima valjema ob robovih. Ko je popolnoma poln
in se leCa v njem ne presipa, ga lahko obravnavamo
kot valj z vstavkom polnega valja z manjSo gostoto
od stekla. Natan¢nejSi racun bi pokazal, da lahko
pricakujemo za poln kozarec nekoliko vecji pospe-
Sek kot za praznega. Da je to res, odrazajo tudi me-
ritve, saj so casi kotaljenja polnega kozarca nekoliko
krajsi od ¢asov kotaljenja praznega kozarca.

Bolj zapletena je zadeva z deloma napolnjenim
kozarcem. Vidimo dva pojava, ali zrna lecCe ob steni
kozarca kar drsijo, kar je znacilno za manjSe koli¢ine
lece v kozarcu, ali pa del zrn drsi, gornja plast zrn pa
se presiplje. V obeh primerih prihaja med zrni lece
do trenja, zato se del mehanske energije, ki je bila na
zacCetku poskusa v obliki potencialne energije, pre-
tvarja namesto v kineti¢no energijo kotaljenja tudi v
notranjo. Ce bi lahko temperature zrn natan¢no me-
rili, bi se le-tem temperatura nekoliko zvisala. Zal so
take naprave precej zahtevne.

Energija se iz ene oblike mehanske energije (po-
tencialne, kineti¢ne ali proznostne) lahko spreminja
v drugo le, kadar ni trenja in je telo brez notranje
strukture. Kadar pa so telesa sestavljena iz mnogih
komponent, kot nas§ kozarec z le¢o, navaden bicikel
ali mi sami, lahko notranje gibanje komponent vpliva
na zunanje sile, ki telesa pospesujejo ali zavirajo, pri
tem pa del lastne energije pretvarja tudi v notranjo
ali iz nje v mehansko, ¢e k notranji energiji Stejemo
tudi kemijsko. Podobno dogajanje izkoristimo pri
voznji po klancu navzdol, ko kolo zaviramo s tre-
njem zavor ob obroce ali diske. Obratno pa lahko
pretvorimo svojo notranjo energijo (npr. zajtrka) v
svojo potencialno energijo pri hoji po stopnicah nav-
Zgor.

Se besedo 0 mirovanju na nagnjeni povrsini. Ce
je lepenje med koScki leCe vecje, kot so sile teZe, ki
poskusSajo leco premakniti drugo ob drugo ali ob ste-
klu, prevelike, se leca v kozarcu ne premakne. Koza-
rec se nekoliko zakotali, a le toliko, da teziSce lece
ni ve¢ neposredno pod srediS¢em kozarca, ampak se
nekoliko premakne nazaj nad gornji del kozarca (kot
kaze slika 5). Tako se navora, ki ju povzroca teZa ko-
zarca in teza leCe, med seboj uravnovesita in kozarec
ne zdrsne.

Na ravnini je lec¢a razporejena pod teziS¢em kozarca, na klan-
cu pa sile lepenja med zrni lece ter zrni lece in stenami kozar-
ca preprecijo premikanje zrn in prerazporejanje v niZje lege. S
T je na sliki izenaceno tezisCe, s sivo puscico pa teza kozarca
ter s ¢rno teza lece. Slika je shematska.

19 2 4
28 3 5
1|5 7|3
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MOJCA CEPIC

V prejsnji nalogi smo se ukvarjali z resnimi mer-
jenji, v tej nalogi pa bomo izvedli opazovanje. Uci-
telji fizike pravimo temu ,,dolgotrajno opazovanje*
in s tem mislimo, da bomo doloceno dogajanje opa-
zovali dalj ¢asa, vsaj nekaj dni, vcasih tudi tednov,

mesecev ali celo let.

Ko govorimo o dolgotrajnih opazovanjih, navadno

opazujemo, pogosto pa tudi merimo, lastnost ali vec
njih pri dolo¢enem pojavu v naravi. Tokrat bi se radi
osredotocili na barvo jesenskega listja. Ker pri tem
opazovanju ne moremo ravno poskusati, bomo po-
skusili razloge za rezultate opazovanja pojasniti v
odgovoru naloge. Z opazovanjem pa bi radi poiskali
tudi morebitne namige, kaj na barvo drevesnega li-
stja oziroma njen razvoj pravzaprav vpliva.

Za izvedbo naloge potrebujete digitalni fotoapa-
rat. Seveda bi zadoscal tudi klasi¢ni aparat, a danes
ga nima skoraj nihce ve¢. V bliZini svojega doma si
izberite eno, dve ali ve¢ posameznih dreves in jih
vsako zase slikajte vsak teden enkrat, najbolje na
isti dan v tednu ob priblizno isti uri dneva. Za pri-
merjavo, torej za Studij vplivov na barve, lahko izbe-
rete drevo blizu cestne svetilke in enako drevo od-
daljeno od svetlobe. Lahko preprosto izberete ne-
kaj razli¢nih vrst dreves, ki rastejo v enakih okoli-
S¢inah. Lahko primerjate drevesi enake vrste, ki ra-
steta na razlicnih nadmorskih visinah, ¢e vkljucite v
opazovanje katerega od prijateljev iz drugih krajev.
Skratka, moZnih primerjav ne manjka. Primerjave so
tiste, ki v znanosti pripeljejo do mnogih novih spo-

FIZIKA

znanj. Posljite nam svoje serije fotografij z opisom
vrste drevesa, okoliS¢in, v katerih je drevo rastlo, in
datumi slik. OpiSite nam (na naslov presek@dmfa.si)
tudi svoja opazanja, morda v povezavi z vremenom
ali temperaturami.

MITJA ROSINA

Lok in fraca. Na jesenskih izletih si boste go-
tovo kdaj napravili lok s puSc¢icami ali fraco. Poleg
Sportnega uzitka boste lahko tekmovali s prijatelji,
naucili pa se boste tudi nekaj fizike.

Na tetivo loka obesite tolikSno utez, da se bo lok
napel toliko kot pri streljanju. S tem ocenite maksi-
malno silo, povprecna sila pri napenjanju F je pribli-
Zno polovica tega. Opravljeno delo je torej A = F - d,
kjer je d premik srediSca tetive. To delo prejme pu-
SCica, njena potencialna energija v najvisji tocki je
mgh. Stehtajte maso puscice m in ocenite viSino
strela h. Pri meritvi viSine naj vam pomaga prijatelj,
ki opazuje pod kaksnim kotom vidi vrhnjo lego pu-
S¢ice. Izmerite, na kateri viSini se ustrezna toc¢ka na
palici navidezno prekriva s puscico, in uporabite so-
razmerje pri podobnih trikotnikih (slika 1). Lahko pa
streljate ob drevesu, si zapomnite, do katere veje je
priletela puscica in naknadno izmerite visino te veje
po opisani metodi ali kako drugace.

Preverite, ali se je vse delo izkoristilo za dvig pu-
Scice. Kaj mislite, kdo je ,poneveril” preostalo delo?

Priporocamo streljanje navzgor, ker je tako naj-
laze dolociti energijo puScice, pa tudi najbolj varno
je.

Podobne meritve in Studijo lahko napravite tudi s
fraco.

Odgovor na vpraSanje iz prejSnje Stevilke Preseka bo
objavljen v naslednji Stevilki, da boste imeli Se nekaj
Casa za poskuse in razmislek.

pos
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Dolocanje viSine s podobnimi trikotniki.
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Otrok, ki strelja s fraco navzgor.
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ANDREJ GUSTIN
Lani, v mednarodnem letu astronomije, smo pri
DMFA uspesno zaceli tekmovanje iz znanja astro-

nomije za osnovne in srednje Sole. Ucence in

dijake, ki Zelijo pokazati svoje astronomsko zna-
nje, decembra ponovno caka ta izziv. Zanje smo
pripravili nekaj vprasanj, kakrsna bodo na tekmo-

vanju.

Mentorji, ucenci in dijaki lahko obiScete tudi sple-
tno stran www.astronomija2009.si, kjer je na pod-
strani Tekmovanje iz astronomije objavljenih Se vec
astronomskih nalog z reSitvami, na Forumu pa lahko
zastavljate vprasanja v zvezi s tekmovanjem, nalo-
gami, na¢inom reSevanja nalog, literaturo.

Uradni kontakt s tajnico tekmovanja iz znanja astro-
nomije je astronom.tek@gmail.com.

Na koliko ozvezdij je razdeljeno nebo?

V katerem ozvezdju je zvezda Sirij?
a) Orion

b) Veliki pes

¢) Mali pes

d) Veliki medved

Severnica je najsvetlejSa zvezda:
a) v ozvezdju Veliki medved

b) na nebu

¢) v ozvezdju Mali medved

d) v ozvezdju Kasiopeja

ASTR

ONOMIJA

Ozvezdje Orion leZi na nebesnem ekvatorju. Ali
je v naSih krajih to ozvezdje lahko kdaj v zenitu?

Katere zvezde tvorijo tako imenovani Poletni tri-
kotnik?

Kako se imenuje tocka na nebesni krogli, ki leZi
nasproti zenita?

Janezek nebo opazuje na zemljepisni Sirini 46 sto-
pinj. Koliko stopinj je tam zenit oddaljen od sever-
nega nebesnega pola? Kam bi moral Janezek odpoto-
vati, da bi zenit sovpadal z juznim nebesnim polom?

Kdaj v naSih krajih Sonce zahaja to¢no na zahodu?
a) vedno

b) ob poletnem solsticiju

¢) ob jesenskem enakonocju

d) ob zimskem solsticiju

Ali je lahko na severnem polu viSina Sonca nad
obzorjem 45 stopinj? Pojasni.

Katera izjava drzi?
a) Sonce je vedno na nebesnem ekvatorju.
b) Sonce nikoli ni na nebesnem ekvatorju.
¢) Sonce je vedno na ekliptiki.
d) Sonce je vedno na nebesnem ekvatorju in eklip-
tiki.

Skiciraj razporeditev Sonca, Zemlje in Jupitra, ko
je Jupiter v opoziciji.

Kateri planet ima najvecjo tirno hitrost?
a) Merkur
b) Jupiter
¢) Zemlja
d) Mars

Kaj pomeni, da je planet v periheliju?
a) Da je najbliZje Zemlji.
b) Da je najdlje od Sonca.
¢) Da je najbliZje Soncu.
d) Da je med Soncem in Zemljo.

Luna na Zemlji ustvarja plimo in oseko. Zaradi
tega se Luna
a) pribliZuje Zemlji in okoli nje krozi vse pocasneje;
b) pribliZuje Zemlji in okoli nje kroZi vse hitreje;

%

PRESEK 38 (2010/2011)1

23



¢) oddaljuje od Zemlje in okoli nje kroZi vse hitreje;
d) oddaljuje od Zemlje in kroZi vse pocasneje.

Kateri planet se na svoji poti okoli Sonca Zemlji
najbolj pribliza?

Kaj ne sodi zraven?
a) Vesta
b) Slovenija
c) Halley
d) Jurijvega

Kaj ne sodi zraven?
a) Perzeidi
b) Atenci
¢) Leonidi
d) Liridi

Kaj je na sliki? (Foto:
N. A. Sharp, REU program/NOAO/AURA/NSF)
a) kroglasta kopica
b) planetarna meglica
c) galaksija
d) ostanek supernove

Katero telo je najbolj oddaljeno?
a) Andromedina galaksija
b) Pluton
¢) Orionova meglica
d) kroglasta kopica M 13

NajboljsSa ocena starosti vesolja je:
a) 5,7 milijarde let
b) 20,7 milijarde let
¢) 10,7 milijarde let
d) 13,7 milijarde let

o
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ALEKSANDAR JURISIC IN JASMINA VESELINOVIC

Pred petdesetimi leti je imel malokdo doma tele-
fon, danes pa le redkokateri ucenec med poukom
s svojim mobilcem ne pogleda na svetovni splet
(npr. Facebook). Tako se nam vsaj navidezno zdi,
da smo obkrozeni s Stevilnimi prijatelji. Pa ven-
dar so ljudje Ze davno spoznali, da so ¢loveski
moZzgani sposobni res dobro razumeti najvec¢ 150
posameznikov in odnosov med njimi (npr. Robin
Dunbar iz univerze v Liverpoolu). Tudi v podjetjih
in vojski se Stevilo 150 izkaze za Kriticno, kadar
obravnavamo najmanjso neodvisno enoto. Ko se
npr. z dolo¢eno znanstveno disciplino ukvarja vec
kot 200 raziskovalcev, se pogosto le-ta razcepi na
dve ali ve¢ podpodrocij. V vaseh, ki Stejejo vec
kot 500 prebivalcev, se Ze pojavlja anonimnost,
da o vec¢jih mestih niti ne govorimo. V danasnjem
c¢asu medmrezja in potrosniske druzbe bo zato vse
pogosteje prihajalo do komuniciranja med ljudmi
(celo med napravami), ki se ne poznajo. Kako si to-
rej lahko zaupata dva, ki sta se zacela pogovarjati

preko mreze?

RACUNA

LNISTVO

V tretjem delu [3] smo predstavili koncept kriptosi-
stemov z javnimi kljuci, ki so ga leta 1976 odkrili
W. Diffie, M. Hellman in R. Merkle (zadnji je bil ta-
krat Se Student), in tudi idejo digitalnega podpisa. V
tem sestavku bomo predstavili konkreten kriptograf-
ski protokol, ki omenjeno idejo uvaja v prakso. Po
razmisleku o lastnostih lastnorocnega in digitalnega
podpisa bomo opisali Elgamalovo shemo za digitalni
podpis, ki je poleg RSA sheme [5] v praksi najbolj
razSirjena.

Bistveno se nacin zapisovanja informacij ni dra-
sticno spremenil. Medtem ko smo prej shranjevali in
prenasali informacije na papirju, jih sedaj hranimo
na diskih in v drugih elektronskih/magnetnih me-
dijih ter jih prenaSamo preko omrezij. Bistveno pa
se je spremenila moZnost kopiranja, prenasanja in
spreminjanja informacij. Danes zlahka naredimo na
tisoce kopij dolocene digitalne informacije in jih v
trenutku prenesemo na razlicne konce sveta, pri tem
pa se nobena kopija prav ni¢ ne razlikuje od origi-
nala. Z informacijo na papirju je bilo vse to precej
teZje, Ce Ze ne nemogoce. Moramo pa danes poskr-
beti, da bo varnost informacij neodvisna od fizicnega
medija, ki jih je zapisal ali prenesel. Temeljiti mora
izklju¢no na digitalni vsebini, t. j. na Stevilkah. Zato
zna biti danasnja tema zanimiva tudi za nas, Prese-
kovce.

G

Eno izmed osrednjih orodij za zascito informacij je
podpis. Le-ta prepreCuje poneverjanje in je dokaz
o izvoru, identifikaciji, pricanju. Podpis naj bi bil
unikat vsakega posameznika, saj se z njim predsta-
vljamo, nekaj potrjujemo, nekoga pooblas¢amo.

N

Z razvojem digitalne informacije moramo ponovno
obdelati bistvo podpisa. S pravo idejo lahko vpli-
vamo na tok zgodovine, saj ni receno, da ne bi mogli
dodati Se kakSne nove lastnosti, na katero doslej Se
nihc¢e ni pomislil, le-ta pa bi lahko vsem nam spre-
menila Zivljenja oziroma vsaj navade.
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Na podiplomskem Studiju mi je moral mentor na za-
cetku vsakega semestra podpisati obrazec, na kate-
rem so bili vpisani predmeti, ki sem si jih izbral za
tisti semester. Ko sem Ze dobil podpis, sem na se-
znamu sosednjega oddelka za racunalniStvo opazil
Se dva zanimiva predmeta. Vpisal sem ju, saj je bil
na obrazcu prostor ravno Se zanju. Pa vendar sem
pomislil tudi na to, da tak nac¢in morda ni ustrezen
in sem mentorja obvestil o spremembi. Izkazalo se
je, da bi moral mentorja v resnici Se enkrat prositi
za odobritev, ne pa samo obvestiti. Prav ni¢ ni bil za-
dovoljen, da sploh lahko pride do taksnih zapletov.
Kaksno leto kasneje sem izvedel, da mentorji dobijo
kopije omenjenih obrazcev neposredno iz pisarne,
kamor smo jih oddajali. Pogled v bliznjo prihodnjost
nam razkrije Se nekaj pomanjkljivosti lastnoro¢nega
podpisovanja:

J: "Danes sem dobil podpis v Soli,"
Janezek sestri.

S: "KakSno neumnost si pa zopet naredil?"

J: "Te nicC ne briga, raje mi svetuj, kako naj
prelisic¢im mamo."

S: "Nad uciteljev podpis skopiraj obvestilo o
Sportnem dnevu."

J: "0dli¢na ideja, na ta nacin se bom zlahka
resil zagate, pa se smucat grem, namesto da
bi Sel v Solo."

pove

Janezek to naredi in mama pod digitalno obvestilo
o smucarskem dnevu pripne svoj ,digitalni“ podpis.
Preden pa ga Janezek na kljucku odnese v Solo, zo-
pet zamenja obvestilo o Sportnem dnevu s prejSnjim
besedilom. V resnici je Skoda za starSe Se vecja, saj
ima sedaj Janezek mamin ,digitalni“ podpis in ga bo
odslej lahko izrabljal po mili volji. V ¢asu elektron-
skih medijev je zato izredno nevarno podpis skeni-
rati (posneti) oziroma sprejemati skenirane podpise,
ki so v resnici le posnetki. Postopek digitalnega pod-
pisa mora biti dobro premisljen, saj moramo prepre-
Citi spreminjanje vsebine podpisanega sporocila in
ponarejanje oziroma kopiranje podpisa. Zgoraj opi-
sani digitalni podpis ni ve¢ unikat, ki enolicno doloca

podpisnika. Z lahkoto ga kopiramo oziroma dodamo
na poljubni dokument. Potrebujemo protokole, ki
imajo podobne lastnosti kot trenutni ,papirni proto-
koli“. DanasSnja druzba ima enkratno priloznost, da
vpelje nove in Se ucinkovitejSe nacine, ki nam bodo
zagotovili boljSo varnost informacij.

N

Digitalni podpis mora imeti vse tiste dobre lastnosti,
ki veljajo za lastnorocni podpis, poleg tega pa mora
veljati, da vsebine digitalno podpisanega dokumenta
ni mogoce spreminjati in podpisa ni mogoce kopirati
in ne ponarejati. Obe obliki podpisovanja pa imata
Se nekaj pomembnih lastnosti:

Lastnoroc¢ni podpis je fizicno del podpisanega do-
kumenta.

Lastnoroc¢ni podpis preverjamo s primerjanjem, di-
gitalnega pa z algoritmom, ki ga izvaja racunalnik.
Rezultat tega preverjanja je odvisen od kljuca ter do-
kumenta, ki smo ga podpisali.

Digitalnega podpisa ne moremo razlikovati od nje-
gove kopije, zato si zelimo podpis, ki bo vedno dru-
gacen (Cetudi podpiSemo isto stvar).

mc_""rr

Povedali smo Ze, da je digitalni podpis odvisen od
dokumenta, ki ga podpisujemo. Ker pa so doku-
menti poljubno veliki, obicajno iz dokumenta skon-
struiramo izvlecek fiksne dolzine (lahko bi mu rekli
tudi prstni odtis) in nato podpiSemo le-tega. Tokrat
se ne bomo spuscali v podrobnosti teh postopkov,
ki jim recemo zgoscevalne funkcije, pa¢ pa omenimo
le, da je mogoce priti do izvlecka z blo¢nimi sime-
tricnimi Siframi, ki smo jih spoznali v prvem delu [1]
(glej 2. in 3. nalogo).

26
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Shema za digitalni podpis je sestavljena iz treh de-
lov:

iz algoritma za generiranje kljuca,

algoritma za generiranje digitalnega podpisa in
algoritma za preverjanje digitalnega podpisa.

B EEE

Za lazje razumevanje definirajmo nekaj osnovnih pojmov:

Pravilo sgny 4, ki sporocilo podpise (angl. sign),
imenujemo funkcija za podpis osebe A. Zasebni kljuc
Z(A) varuje oseba A in ga uporablja le za podpiso-
vanje dokumentov.

Pravilu verj,), ki za dokument in njegov podpis
preveri oz. verificira (angl. verify), t. j. priredi vre-
dnost ,veljaven“ oziroma ,neveljaven“, reCemo funk-
cija za preverjanje podpisov osebe A. Javni kljuc
J(A) pripada osebi A, a je vseeno javno znan. ,Tre-
tja“ oseba uporablja ver;4) za preverjanje podpisov,
ki jih je opravila oseba A.

Postopek posSiljanja digitalno podpisanega sporo-
¢ila med Anito in Bojanom je naslednji:

Najprej si Bojan izbere svoj zasebni klju¢ Z(B) ter
sporocCi Aniti ustrezni javni kljuc¢ J(B).

Za podpis sporocila x, Bojan uporabi algoritem za
generiranje digitalnega podpisa s svojim zasebnim
kljucem Z(B) in izracuna podpis sgnyg)(x). Nato
ga skupaj s sporocilom poSlje Aniti.

Ce Anita pozna Bojanov javni klju¢ J(B), lahko
uporabi algoritem za preverjanje digitalnega podpisa
ver;p) ter tako preveri pristnost podpisa.

Vrstni red Sifriranja in digitalnega podpisovanja je
pomemben.

RACUNALNISTVO

Ce hote Anita poslati Bojanu podpisano, zasifri-
rano sporocilo, potem danemu c¢istopisu x najprej
izraCuna svoj podpis y = sgny 4 (x), nato zaSifrira
x in y z Bojanovo javno Sifrirno funkcijo ejp) in
dobi z = ejpy (x,y). Tajnopis z posSlje Bojanu. Ta ga
odsifrira s svojo zasebno odsifrirno funkcijo dzg) in
dobi par (x,y). Potem uporabi Anitino javno funk-
cijo verja), da preveri, ali je verj4)(x,y) = velja-
ven.

Ce pa bi Anita najprej zasifrirala sporocilo x in
potem podpisala rezultat, bi izratunala z = ejp)(x)
in y = sgny 4 (z) ter par (z,y) poslala Bojanu. Bo-
jan bi z odSifriranjem tajnopisa z dobil x = dz)(y),
nato bi preveril podpis ¥ na x z uporabo funkcije
Verja)- Ce prestreZe takSen par (z,y) Oskar, na-
stane problem, saj lahko zamenja Anitin podpis s
svojim ' = sgny ) (z), Ceprav ne pozna Cistopisa
x. Ko poSlje par (z,y’) Bojanu, bi ta lahko mislil, da
mu je sporocilo x poslal Oskar.

Zato priporocamo najprej podpisovanje in nato Sifri-
ranje sporocil (glej 4. nalogo).
Ce veljata naslednji dve lastnosti:

Anita je edina, ki lahko podpiSe sporocilo, torej
edina, ki zna pri danem x izracunati y, tako da je
verza)(x,y) = veljaven,

Bojan se je sposoben prepricati, ali gre za Anitin
podpis ali pa gre za ponaredek,

potem recemo, da je algoritem digitalnega podpisa
varen. V naslednjem razdelku bomo predstavili kon-
kretne opise funkcij sgn in ver, ki ju imamo za varne.

OpiSimo Elgamalovo shemo za digitalni podpis

(1985), ki temelji na teZavnosti problema diskretnega
logaritma (oznaka DLP) v grupi Zj in Diffie-Hellma-
novega dogovora o kljucu, ki smo ju opisali v dru-
gem delu [2]. Spomnimo se, da smo za prastevilo
p z Z, oznacili obseg z elementi 0,1,...,p -1 in
operacijama +,, *p, kjer oznaka p pri + in * po-
meni, da obicajno vsoto oziroma produkt nadome-
stimo z ustreznim ostankom pri deljenju s p. V Z,
vedno obstaja tak element «, ki generira multipli-
kativnho grupo Z; = (1,...,p — 1, %p), t. j. mnoZica
of, ..., P2 pokrije vse elemente v Z} DLP v Z}
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je, da za dani generator « in 8 = o4, Kjer je a neko
naravno Stevilo, iS¢emo ucinkovit nacin (algoritem)
za izracun Stevila a.

Priprava Naj bo p tako praStevilo, da je v obsegu 7,
tezko resiti DLP in « generator grupe Z;;.

Generiranje kljucev Za (skriti) zasebni klju¢ o €
0,...,p — 1 izraCunaj javni klju¢ f = x* (mod p).

Podpisovanje Za sporocilo x € 0,...,p — 2 izberi na-
klju¢no skrito naravno Stevilo k < p — 2, tako da je
D(k,p — 1) = 1, nato pa z zasebnim klju¢em a izracu-
naj sgn, (x, k) = (y,9), kjer je

y = «* (mod p)
in

S=(x—-ay)k! (modp-1).

Preverjanje podpisa (y, §) sporocila x z javno trojico
(p, &, B):

verg(x,y, ) = veljaven < BYy% = o* (mod p).

Elgamalov algoritem

Taher Elgemal (iz
Egipta).

Pierre de Fermat je znan tudi po na-
slednjemu izreku [4]: Za prastevilo p
inae€Zr* veljaa~ =1(mod p).

Za pravilnost preverjanja glej 5. nalogo. Zgornji pod-
pis je nedeterministicen (odvisen od naklju¢nega Ste-
vila k), torej sploh ni natanko dolo¢en. Ce torej isti
dokument podpiSemo vsaj dvakrat, bo z veliko ver-
jetnostjo podpis vsaki¢ drugacen. Poudarimo tudi,
da podpisnik izra¢una podpis z uporabo tako tajne
vrednosti a, ki je del kljuca, kot tajnega nakljuc-
nega Stevila k, ki se sme uporabiti samo za podpis
enega sporocila x (preverjanje pa je opravljeno samo
z uporabo javnih informacij). Ce namre¢ naklju¢no
Stevilo k ne ostane skrito, ali pa se isto Stevilo k upo-
rabi v podpisih dveh razli¢nih sporodcil (v tem pri-
meru ga je mozno zlahka izracunati), lahko napada-
lec iz druge enacbe algoritma za podpisovanje izra-

Cuna tajno vrednost a in ponaredi podpis (glej 6. in
7. nalogo). Elgamalovo shemo za podpis imamo za
varno. Do danes namre¢ Se nikomur ni uspelo ucin-
kovito izracunati par (y,d) brez racunanja diskre-
tnega logaritma. Lahko pa se zgodi, da bomo nekoc¢
ugotovili, da se pri iskanju para (y, é) problemu dis-
kretnega logaritma sploh ne moremo izogniti.

Kako bi lahko ponaredili podpis, ne da bi vedeli za
vrednost skritega Stevila a?

Za dano sporocilo x poisci tak par (y,d), da bo
veljalo BYy? = «* (mod p):

Ce izberemo y, potrebujemo 6 = log, &*B~Y
(mod p),

e izberemo &, je potrebno resiti enacbo fYy? =
X (mod p) poy,

hkrati racunamo y in 6
(zaenkrat ni Se nih¢e odkril hitrega postopka za re-
Sevanje zgornje enacbe).

Za podpis (y, d) poisci ustrezno sporocilo x, t. j.
izratunaj: x =log, B¥y® (mod p).

Omenimo Se, da so Elgamalov digitalni podpis teme-
ljito preucili tudi v ZDA, Kkjer na drzavnem nivoju
neradi placujejo patente (RSA je bil namrec takrat Se
patentiran). Na njegovi osnovi so sestavili Digital Si-
gnature Algorithm (DSA), ki ga je National Institute
of Standards and Technology (NIST) sprejel za ameri-
Ski standard: Digital Signature Standard (DSS). Danes
je vkljucen v vecino varnostnih standardov.

RSA-podpis, ki je opisan v [5], je za razliko od El-
gamalovega deterministicen. Kako bi ga lahko spre-
menili v nedeterministicnega? Varnostno analiziraj
svoj predlog.

Kaksne lastnosti naj ima zgosScevalna funkcija,
da ne bo ogroZena varnost podpisa?

S prijateljem drug drugemu predlagajta nacin, s
katerim bi iz dokumenta poljubne dolzine z blo¢no
Sifro skonstruirala izvlec¢ek fiksne dolzine, nato pa
poskusita predloge analizirati.

V razdelku o digitalnem podpisu smo omenili Si-
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frirno funkcijo ej(p), ki jo uporabi Anita, in Bojanovo
odSifrirno funkcijo dzp). Elgamal je predlagal taki
funkciji na osnovi DLP. Ce je sporo¢ilo m iz grupe G,
ki je generirana z «, potem Anita izbere naklju¢no
naravno Stevilo k, ki je manjSe od Stevila elementov
v grupi G, ter z njim in Bojanovim javnim kljuc¢em
B = «! izratuna par ok, mpB¥ ter ga poslje Bojanu.
Opisi odSifrirno funkcijo.

Prepricaj se, da je opisano preverjanje Elgama-
lovega podpisa pravilno. (Namig: pomagaj si s Fer-
matovim izrekom, da bo jasno, zakaj racunamo 6 po
modulu p - 1.)

Podpisovalec ni bil pazljiv in je ponesreci izgubil
nakljuc¢no Stevilo k, ki ga je uporabil pri Elgamalo-
vem podpisu. Uporabi njegovo napako za izracun
zasebnega kljuca a.

Generator nakljuc¢nih Stevil je tako pocasen, da
se je podpisovalec odloc¢il uporabiti Stevilo k dva-
krat. Ali lahko uporabi$ njegovo napako za izracun
zasebnega kljuca a?

Predlagaj novo razlicico Elgamalovega podpisa,
kjer ne bomo vel potrebovali raCunanja inverza
(k~1), ki ga ponavadi izratunamo z raz$irjenim Ev-
klidovim algoritmom.

Hkratno rac¢unanje vrednosti x,y in 6: naj bosta i
in j taksni Stevili,davelja0O <i,j<p-2inD(j,p -
1) = 1. Prepricaj se, da potem Stevila

(mod p —1)

(mod p), §=-yj!

y=op
in

x=-yij7! (modp-1)
zadoScajo enachi za preverjanje Elgamalovega pod-
pisa: B¥y?% = o (mod p).

Ali lahko pri veljavnem podpisu (y,d) za x
najdemo Se kakSen podpis za kakSno drugo sporo-
¢ilo x'?

Odgovor je ,DA“. Naj bodo h, i in j takSna Stevila,
daveljaO<h,i,j<p-2inD(hy —jo,p—1) =1.
Potem se prepricaj, da je par (A, u) veljaven podpis
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za x’, kjer je

A = yhaip/ (modp), u = SA(hy — j&)!
(modp —1)
in

x" = Ahx +1i8)(hy — jo)™' (mod p - 1).

V drugem razdelku je v tretji to¢ki ,CE“, zaradi kate-
rega Se nismo povsem resili problema identifikacije
Bojana. Ta se je le prenesla na prepoznavanje Boja-
novega javnega klju¢a. Ce se morata Anita in Bojan
prej sestati, da bi si izmenjala javna kljuca, potem
bi se lahko ob tej priloZnosti dogovorila za skupen
klju¢ za kak$no simetri¢no Sifro. Vec o tem, kako
lahko s certifikati in z infrastrukturo javnih kljucev
reSimo ta problem, pa v zadnjem (5.) delu.
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RAZVEDRILDO

Astronomska literatura

Ob lanskem mednarodnem letu astronomije 2009 smo na enem mestu zbrali vse publikacije s podrodja astronomije,
ki sona voljo pri DMFA-zaloZnistvo.

EE E%E) 'ﬁﬁ” A Pavla Ranzinger: NASE NEBO 2010 P]-;:Ia Ra:;:;gﬁer, Bojan Dintinjana in
KARTA PRESEKOVA ZVEZDNA XTIEN :
KARTA 2000,0 NASE NEBO 2010
- forat 54 * 58 cm Astronomske efemeride
e plastificirana, zloZena 56 strani formata 16 % 23 cm
w0 334 EUR mehka vezava
9,36 EUR

Poleg omenjenih dveh ponujamo %e veliko drugih astronomskih del. Podrobnejse predstavitve so na spodnjem
naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi naroéite s popustom:

http:/fwww.dmfa-zaloznistvo. sifastro/
Individualni naroéniki revije Presek, élani DMFA, dijaki in Studentje imate ob naroéilu pri DMFA-zaloZnistvo 20 %
popusta na zgornje cene - izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460,
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v
ANDREJ GUSTIN

Galileo v
slovenscini

- Pri Zalozbi ZRC SAZU je tik pred poletjem izSel
prevod znamenitega Dialoga o dveh glavnih sistemih
sveta, ki ga je leta 1632 izdal Galileo Galilei, poleg

tega pa Se delo Matjaza Vesela Kopernikanski Mani-
fest Galilea Galileija, ki je pravzaprav spremna be-
seda k Galilejevemu ,Dialogu“. Znameniti Toskanec,
ki je v zacetku 17. stoletja odigral eno od osrednjih
vlog znanstvene renesanse, spomnite se preteklega
mednarodnega leta astronomije, ki je bilo razglaSe-
no v cast Stiristoletnici prvih Galilejevih teleskop-
skih opazovanj, je z ,Dialogom“ poskusSal dokaza-
ti in javnosti predstaviti pravilnost Kopernikovega
heliocentricnega sistema. Galilej je to dokazovanje
spretno zavil v pogovor med tremi mozakarji, Salvi-
atijem, Galilejevim ,alter egom®, ki podaja dokaze v
prid Kopernikovi teoriji, Simplicijem, ki v sebi zdru-
7Zuje vse Galilejeve nasprotnike, in bistrim benesSkim
gospodom Sagredom, ki naj bi bil nekakSen razso-
dnik med njima, a skoraj vedno sprevidi pravilnost
kopernikanske teorije in zmotnost aristotelizma.
Galilej je bil izjemen retorik in pisec, ki je z ocitnim

KOPERNIKANSKI
MANIFEST

GALILEA GALILEIIA

DIALOG

O DVEH GLAYKIH SISTEMIH SVETA

MATIAL VESEL

GALILED GALILDN

namenom razsirjanja lastnih idej pisal v toskansci-
ni, jeziku, ki ga je bolj kot latin§¢ino razumela SirSa
publika. V politicnem smislu pa si je Galilej z ,Dia-
logom*“ zabil avtogol, saj je sluzil kot kronski dokaz
pri obtozbi cerkvenih oblasti, da razSirja neresnice
0 ustroju sveta. Galilejevo zgodbo na kratko pov-
zema Veselova knjiZica, ki postreZze tudi s kratkimi
opombami k razpravam v ,Dialogu®. V tej spremni
knjigi bi si sicer Zeleli podrobnejsih fizikalnih raz-
lag pojavov, o katerih razpravljajo trije mozakarji,
saj bi tako sodobnemu bralcu besedilo postalo Se
bolj zanimivo. X X X

Stare stevilke revije Pr

Ce Zzelite dopolniti svojo zbirko revij Presek, so nekatere
stare Stevilke Ze vedno na voljo. Na spodnjem naslovu

najdete seznam razpoloZljivih Stevilk in narodilnico:
http://www.presek.si/staro.htm

Za individualne naro¢nike revije Presek, ¢lane DMFA,
dijake in Studente je cena stare Stevilke 2,17 EUR, za vse

ostale pa2,71 EUR.
Izkoristite dodatni popust pri vedjem naro¢ilu!

Vse informacije lahko dobite tudi v urednistvu Preseka po
telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460 in elektronski posti
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Knjiznica Sigma

Ze od leta 1959 nam Knjiznica Sigma prinasa poljudna in strokovna besedila za popularizacijo
podrocij matematike, fizike, astronomije in ratunalnistva. Vkljucuje tako zbirke nalog z razli¢nih
tekmovanj, dopolnilne u¢benike, priro¢nike in drugo zanimivo branje domacih avtorjev, kot tudi
nekaj prevodov znanih tujih avtorjev.

JoZe Grasselli: m Milan Mitrovié: e A

ELEMENTARNA PROJEKTIVNA

TEORIJA STEVIL R W M GEOMETRIJA

= = ow 3‘3@ 5%
168 strani 76 158 strani
format 14 x 20 cm —r format 14 x 20 cm
mehka vezava mehka vezava
14,99 EUR 20,99 EUR

Janez Strnad: Roberto Lucchetti:
MALA STRAST DO
ZGODOVINA TRILCKOV
M o Nekaj matematiénih
270 strani zamisli
format 14 x 20 cm ;
mehka vezava 152 strani

format 14 = 20 cm
20,99 EUR mehka vezava

18,69 EUR

Poleg omenjenih lahko v KnjiZnici Sigma najdete Se vec kot 45 drugih del. Podrobnejse predsta-

vitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse knjiZice tudi narocite s popustom:
http:/fwww.knjiznica-sigma.si/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in $tudentje imate ob narodilu pri

DMFA-zaloznistvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!

Dodatne informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.




