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Rekonstruwanje
obrazov

Matematika zdaj tudi kirurgom pomaga pri na r-
tovanju operacij obrazne rekonstrukcije z analizi-
ranjem razli nih operacijskih strategij, ki so imple-
mentirane na virtualnem, 3-dimenzionalnem modelu.
Prej so uporabljali kopije konstruirane s pomo jo
CT-skeniranja (CT je kratica za Computed Tomo-
graphy , op. uredni tva). Ta postopek je drag in omo-
go a samo eno operacijsko strategijo na eni kopiji.
Novi virtualni modeli s pomo jo geometrije, parcial-
nih diferencialnih ena b in numeri ne analize pred-
stavijo premikanje kosti in pripadajo ih mehkih tkiv
z razli nimi izbirami. Na ta na in lahko kirurgi in nji-
hovi pacienti vidijo mo ne rezultate in med njimi iz-
berejo najbolj e.
3-dimenzinalne simulacije obrazne Kkirurgije za mo-
deliranje premikov kosti in vpliva na povezovalna
tkiva vklju ujejo mre e z nekaj stotiso imi tetraedri.
Simulacije, ki so natan ne na milimeter glede na de-
janske rezultate, so uporabne tako kot pou evalno

orodje, kot tudi platforma za testiranje novih tehnik.

Matemati no modeliranje torej izbolj uje videz seda-

njih in bodo ih pacientov, ki jim izgled lahko izbolj-
a obrazna kirurgija.

P : Gornji prispevek je prevod iz rubrike The Mathe-
matical Moments , ki jo objavlja Ameri ko matemati no
dru tvo AMS na spletni strani www.ams.org/mathmoments.
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Fermatova
tevila In

I B dmica

Francoz Pierre de Fermat (1601 1665) je po svoje
kar dobro poskrbel, da so matematiki naslednjih
stoletij imeli kaj poceti. Znameniti veliki Fermatov
izrek, ki trdi, da za vse naravne eksponente [, Ki
so vecji od 2, enacba 0" 00O O OY nima nobene
re itve 0010100 v naravnih tevilih, je zaposloval

nekatere matematike kar polcetrto stoletje.

Enacba ima za O O 1 re itve v naravnih tevilih, na
primer 01020300020130150, ker je 102 0 312013 0
15. Prav tako za 0O OO0 2 obstajajo re itve, na primer
03041501050121130, ker je 32042 [0 521520122 [0 132,
evec, re itevjezaO O 1in OO 2 ne teto.
e anticni matematiki so opazili, da imajo naravna
tevila vec ali manj deliteljev. tevilo 1 ima samo en
delitelj, namrec 1. tevilo 2 ima dva delitelja, 1 in
2. tevilo 12 pa ima delitelje 102130406 in 12. Tista
naravna tevila, ki imajo natancno dva delitelja, so
imenovali prastevila. e Evklid (okrog 350 300 pr.
n. t.) je znal dokazati, da je pra tevil ne teto. Na-
ravna tevila, Ki so vecja od 2 in niso pra tevila, so
sestavljena Stevila. Vsako sestavljeno tevilo pa je
mogoce na en sam nacin izraziti kot produkt samih
pra tevil, ce se pri tem ne oziramo na vrstni red fak-
torjev. tevilo 1 je samo zase, ni pra tevilo in ni
sestavljeno. Ugotavljanje, ali je neko naravno tevilo
pra tevilo ali ne, pa ni nic kaj lahka naloga, zlasti ce
je tevilo veliko.
Fermat je opazoval tevila 0g, Ki jih danes imenu-
jemo po njem Fermatova Stevila, de nirana pa so s
formulo

» Oy 022" 017 Kkjer je 0 001102130000



Tako imamo neskoncno zaporedje Fermatovih tevil
= [ol0,0020050000

Zacetne clene zaporedja zlahka izracunamo:

= (o 0300, 0500, 017003 O 257104 O 65 5371

Fermat je opazil, da so to sama pra tevila, in v pismu
Mersennu (Marin Mersenne, 1588 1648) zatrdil, da
so vsa tevila Og pra tevila. A pri tem se je u tel.
Leonhard Euler (1707 1783) je leta 1732 dognal:

= 5 04294967 297 164106 7004171

Torej je Us sestavljeno tevilo, ne pa pra tevilo, kot je
trdil Fermat. Ce je Fermatovo tevilo pra tevilo, mu
pravimo Fermatovo prastevilo. Zanesljivo so 3150171
2571 65 537 Fermatova pra tevila.

Minilo je skoraj 150 let, da je Fortune Landry
(2799 ?) pri svojih 82-ih letih ugotovil:

= [ 118446 744 073 709 551 617 [I
0274177067 280 421 310 7211

Torej tudi O ni pra tevilo.
Zaporedje Fermatovih tevil zelo hitro nara ca. Ra-
cunalni ki program Derive nam izpi e

= [J7 00 340 282 366 920 938 463 463 374 607 431
768 211 4571

Razcep na prafaktorje pa mu dela te ave. Leta 1905
so dokazali, da 07 ni pra tevilo, ele leta 1971 pa so
ga razstavili na dva prafaktorja:

= [J7 0 59 649 589 127 497 2170
05 704 689 200 685 129 054 7211

To je mogo e preveriti z Derivom. Od takrat je vsako na-
slednje Fermatovo tevilo zgodba zase. Niti ni znano, ali
je Fermatovih pra tevil kon no ali neskon no mnogo.

Hitro pa opazimo, da se vsa Fermatova tevila g,
kar smo jih doslej zapisali, v deseti kem tevilskem
sistemu, za 0 0 1 koncajo s tevko 7, to se pravi, na
mestu enic stoji 7. Ali je to pri Fermatovih tevilih
vedno res? Zapi imo

= 050102277

nato pa kvadrirajmo

u uuz o oo1
* 0p 01020 22 0222 022 O0gpy 0110
Fermatova tevila torej zado cajo rekurzivni zvezi:
= (oo O 00p O 102011

1z nje lahko hitro sklepamo: ce se Op konca s 7, se
0p 01 konca na 6, 00p O 102 pa se tudi konca s 6, ker
je 62 0 36. Zato se 005010201 konca spet s 7. Ker se
O, O 17 konca s 7, se s 7 koncajo tudi 030040050001,
torej vsak O za O O 1. Sedaj si oglejmo e produkte
zaporednih Fermatovih tevil:

= (o040 001050 Og040,030 0000 Og010,030000g1
Dobimo
= [o07 O 150 OpO0q0, O 25501 OgO40,03 O 65 5351

Vsak zapisani produkt je za 2 manj i od Fermatovega
tevila, ki sledi zadnjemu faktorju. Ali torej velja za
vsak naraven 0 pravilo mno enja

® Oppp O 001020300000 027

Poskusimo dokazati pravilo z metodo popolne in-
dukcije. Za 0 O 1 pravilo velja, saj je 0, 0 0g0; 02 O
030502017.

Predpostavimo, da pravilo mno enja velja za 0.
Potem dobimo:

= [0o0102030000p000pns O 00pp 02000p01 O
0 000pp; 010201002 0 Oggp O 21

Torej velja pravilo tudi za 0 O 1:
= [Oo010,03000050p0p1 02 0 Opp2l

Torej tako velja pravilo mno enja Fermatovih tevil
za vsako naravno tevilo [O.

Ker se 0p0; O 15 konca s 5, 0, 00 17 pa s 7, se
Oo0102 konca s 5, ker je 507 O 35. Zato se 03 konca
s 5020 7. Tako lahko korak za korakom spet spo-
znamo, da se vsak 0p za 0 0 1 konca s 7.

Lahko pa doka emo, da vnaprej poznamo celo
zadnji dve tevki Fermatovih tevil Og:
= ce je 0 O 40, potem se O konca s 37,



= ceje 04001, potem se O konca s 97,

= ceje 04002, potem se Og konca s 17,

= ceje 04003, potem se O konca s 57.

Pri tem je 0 naravno tevilo. Zadnji dve mesti sta
torej odvisni od ostanka pri deljenju indeksa [ s 4.

Na nekaj primerih razcepnih Fermatovih tevil
smo opazili, da sta prafaktorja dva in da se eden
konca s 7, preostali pa z 1. Ali je to zmeraj res? Ni,
saj so dokazali, da je g e razcepen na dva prafak-
torja, od katerih je vecji 62-mestno tevilo, g pa je
razcepen e na tri prafaktorje, od katerih je najvecji
99-mestno tevilo.

Naravni tevili O in 0, ki nimata drugega skupnega
delitelja razen 1, sta si tuji. 1z vsega, kar smo doslej
zapisali, lahko zakljucimo, da sta si razlicni Ferma-
tovi tevili O in O tuji. Seveda lahko vzamemo, da
jed O 0O. Zza 0 O 1 lahko zapi emo

= (g 00010000000 020
kar pomeni, da je O oblike
= 0o 0000010210

kjer je 0 naravno tevilo. Ce je razlika med 1 in O
vsaj 2, potem je

= 05 0 000.0,0000p0000gp, 0210

kar pomeni, da je tudi tokrat 05 oblike

= Jg 0000210

kjer je O naravno tevilo. Za vsako naravno tevilo
] torej obstaja natancno doloceno naravno tevilo
0, da velja

= Jn 0000210

Pri deljenju tevila g s tevilom Og dobimo vedno
ostanek 2. Ce pa tevilo Oy delimo z 2, pa ocitno
dobimo naravni kolicnik 0 in vselej ostanek 1:

= g 020011

Najvecji skupni delitelj O00500p0 tevil Og in Opg pa
je po Evklidovem algoritmu zadnji pozitivni ostanek,

Vv na em primeru je to 1. Torej je 00051050 O 1 in
zato sta si 0 in Op tuji  tevili.

~ Odkritje

--dveh novih
Mersennovih
pra tevil

Mersennova pra tevila so pra tevila, ki jih lahko
zapi emo kot 27 O 1, pri cemer je tudi O pra tevilo.
Do danes je znanih le 46 Mersennovih pra tevil, e
vec let pa poteka intenzivno iskanje novih, seveda s
pomocjo racunalnikov. Tako je bilo 23. avgusta letos
odkrito novo Mersennovo pra tevilo, 243112%609 7 1
(12097801189 tevk) in ker je bilo to obenem tudi prvo
znano pra tevilo z vsaj 10 milijoni tevk, bo orga-
nizacija Electronic Frontier Foundation podelila na-
grado 1000000100 dolarjev. Le dva tedna kasneje,
6. septembra, je bilo odkrito e eno novo Mersenn-
ovo pra tevilo, 237156667 ] 1 (1111851272 tevk). Kar
osem najvecjih znanih Mersennovih pra tevil pred-
stavlja istocasno tudi najvecja znana pra tevila. Od-
kritelja prvega pra tevila z vsaj 10000001000 tevk
caka nagrada 1500000000 dolarjev in odkritelja pra-

tevila z vsaj 10000I000I1000 tevk caka nagrada
2500000000 dolarjev. Pri iskanju lahko sodeluje vsak,
ki ima racunalnik povezan z internetom. Kaj vec o
iskanju in zadnjih dveh odkritjih boste lahko brali v
eni od naslednjih tevilk Preseka.

Slika 1. Promocijska raz-
glednica za MARS 2008

Koper, 24. - 30. avgust 2008




MARS!

Predstavljaj si, da bi zadnji teden poletnih
po itnic pre ivel tako, da bi hodil na matema-
ti na predavanja. Da bi te ko prislu ene po-

itnice zapravil za ra unanje in dokazovanje
stvari, ki jih itak nikjer v lajfu ne bo rabu .
Travmati no, kajne? No, e tako misli , se

hudo moti . Kaj takega e zdale ni grozno.

Letos je e tretje leto zapored v Kopru potekalo Ma-
tematicno raziskovalno srecanje ali na kratko MARS.
Njegov namen je bil, da bi srednje olcem, ki ima-
jo radi matematiko, omogocili, da nadgradijo svoje
znanje, raziskujejo, dobijo vpogled v delo matema-
tikov (ki, verjeli ali ne, niso samo profesorji na gim-
nazijah), spoznajo nove prijatelje in seveda u ivajo.

Kapitan poleta na MARS je bil tudi letos mag. Bo-
tjan Kuzman, ki se je odlicno spoprijel z organiza-
cijo in pripravo strokovnega programa ter izbiro po-
sadke. Pri izvedbi mu je pomagala posadka tuden-
tov v sestavi Katja Bercic, Mojca Miklavec, Dejan i-
raj, David Gajser, Nino Ba ic, Peter Lendero, Ga per
Zadnik in Tine Mezgec. tudentje so bili na i men-
torji pri pripravi projektov, ves teden pa so tudi skr-
beli, da nam nikoli ni bilo dolgcas.

Predavali so nam tudi tirje priznani matematiki,
in sicer dr. tefko Miklavic (Kode za odkrivanje in
odpravljanje napak), dr. Klavdija Kutnar (Fulereni
kjer kemija sreca matematiko), dr. Primo  parl (Pre-
tevanje s pomocjo grup). Kot zadnji predavatelj je
nastopil prof. dr. Peter emrl (Racionalna in iracio-
nalna tevila: Katerih je vec?), ki se je zaradi nas v
Koper pripeljal e tretje leto zapored, njegovo
predavanje pa je pri lo poslu at celo nekaj biv ih
MARSovcev, ki se leto njega MARSa sicer niso uradno
udele ili.

= 21705
%:(4 >z 4)
/G

Slika 2. V MARSo-
vskih delavnicah
smo malo ra una-
li na tablo...

Na polet na MARS se je zacel v nedeljo 24. av-
gusta 2008, ko smo vsi srecno (vecinoma z vlakom)
prispeli v Koper. Vsega skupaj se nas je zbralo se-
dem MARSovk in enajst MARSovcev iz vse Slovenije.
Najprej so nas namestili v dija kem domu, vecerji
pa je sledil spoznavni vecer, imenovan Vzlet. To ni
bilo klasicno spoznavanje v stilu jaz sem ta in ta ,
ampak bolj nekak en kviz, v katerem smo zvedeli
nekaj o na ih nenavadnih eljah, ciljih, navadah (da
na primer kak en MARSovec ne mara brati, da je
drugi napisal rock opero, tretji rad gleda sinhrono
plavanje, cetrti ne poslu a hrupa (techno, rap,...)).
Uradno je sledilo spanje, neuradno pa: no...dru-

enje.

Naslednja dva dni smo vec ali manj pre iveli v
predavalnici in racunalnici, kjer smo spoznavali last-
nosti grup in simetrije, racunali s permutacijami in
izometrijami, malo programirali in izdelali nekaj za-
nimivih matematicnih modelov s pomocjo programa
GeoGebra. Vmesni prosti cas pa smo zapolnili z re-

evanjem logicnih nalog na pla i (beri kopanjem),
sestavljanjem Zome konstrukcij, obiskom Centra
eksperimentov, spanjem (treba je bilo nadoknaditi
noci), igranjem iger (go, ah, tarok, Risk, Katanci).

Na MARSu smo priredili celo olimpijski vecer. Kar
nekaj MARSovcev se je e udele ilo matematicne, -
zikalne, racunalni ke ali celo lingvisticne olimpijade.
Ob fotogra jah so nam spro ceno predstavili svoja
do ivetja, dodatno spodbudo za raziskovanje pa smo
dobili tudi ob predstavitvi Aleksandrove raziskovalne
naloge o matematiki starih civilizacij.

Sreda je bila dan za sprostitev, saj smo odleteli
v lzolo na veliko MARSovsko avanturo. V bistvu je
bil to nekak en orientacijski pohod, kjer si na kon-
trolnih tockah re eval sudoku, mno il permutacije,
de niral pojem grupa, sestavljal hi ko. Prvo mesto
je za las osvojila ekipa Moment, zato smo ji ostali



naklonili en Hala-bala poklon. Moja ekipa Bodi tocka!
je s stilom osvojila tretje mesto.

Zadnja dva dneva smo se razdelili na skupine po
tri in delali na projektih. Na izbiro smo imeli vec tem

poliedre, bilijard, uganko 15, hiperkocke, M biuso-
ve transformacije, meni osebno pa je bil najbolj v ec
zlati rez, katerega omenja tudi Dan Brown v Da Vin-
cijevi ifri. Projekti so nam vzeli kar cel cetrtek (no,
eni so livmes e v kino)in petek, saj smo jih morali
spisati v (za moje pojme) geekovskem jeziku Con-
TeXt. Koncne izdelke si lahko pogledate na spletni
strani

www.mars2008.si

Slika 3. ... eve
pa smo delali z ra-
unalniki.

Slika 4. Za spro-
stitev smo sesta-
vili nekaj velikih
Zome modelov.

Datoteka Urgjanje Pogled Zgodovina Zs %
@ D@ O (G v (G-
® . .
Slika 5. V okviru
g - MARSovskih pro-
0) 2 ,1)v G - .
ol jektov je nastal
oo Cew on ;
7l 7 tale aplet o hiper-
2 ’ = kockah.
(0,0,0,0) (0,0,0,1)

Slika 6. Odkrili smo,
da je na MARSu tudi
morje.

Slika 7. Tale zvez-
dica ima cikli no
simetrijo reda 5.

V soboto smo le e pripravljali predstavitev, ime-
novano Pristanek, ki smo jo ob vrnitvi na Zemljo pri-
pravili za star e. Tako kot vecina na ih aktivnosti
je predstavitev potekala na Fakulteti za matematiko,
naravoslovje in informacijske tehnologije v Kopru.
Po opravljenem zdravni kem pregledu (vecina MAR-
Sovceyv je pre ivela) smo v veliki predavalnici koncno
pozdravili domace Zemljane. Da bi bolje razumeli
na e delo, smo jim po uvodnih fanfarah predstavili
na e projekte.

Ob koncu predstavitve sta nekaj besed dodala e
kapitan poleta Bo tjan in pa predsednik DMFA Slo-
venije prof. dr. Milan Hladnik. Sledila je e kratka
pogostitev in dolgo poslavljanje. Po celem tednu do-
godiv cin smo se te ko locili od novih prijateljev,
vendar nas je tola ila misel, da se vidimo naslednje
leto. Tako se je uradno zakljucil e tretji MARS, ven-
dar se na e raziskovanje po vesolju nadaljuje.

Upam, da ste dobili malo bolj o predstavo o tem,
da obstajajo tudi nacini, ko je matematika lahko
zabavna. Verjamem, da vecina e vedno misli, da
smo ubrisani, ker se prostovoljno udele ujemo cesa
takega, a ce ne drugega, je to odlicna prilo nost za
sklepanje prijateljstev. Pa se vidimo prihodnje leto
na MARSu, a ne?
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Presekova
matura

V Preseku bomo objavljali zanimivej e naloge
z re itvami z maturitetnih izpitov, ki so jih re e-
vali slovenski dijaki, pa tudi maturantje v drugih
dr avah Evrope. Vse naloge bomo objavili v ori-
ginalni verziji in videli boste, da jezik ni tako ve-
lika ovira. Poleg tega je matematika sama po sebi
lahko jezik komunikacije, le njene simbole je treba
poznati, tako kot pri glasbi.
Za zacetek si poglejmo nalogo iz vi jega nivoja slo-

venskega maturitetnega izpita, ki so jo re evali na i
dijaki junija 2008.

Dana je tristrana piramida O0OO0O.

1.V trikotniku 000 s podatki 0 O 0000 O 457,
0 O 0000 O 60" in polmerom trikotniku ocrtane
kro nice 0 O 2 cm je tocka O sredi ce temu trikot-
niku ta@g kro nice. lzracunajte skalarni pro-
dukt oooo

2. Izrazite vektorja EE in Elﬂ kot linearno_kombi-
nacijo vektorjev [0 0 ID,E%[H @]EQ i@ﬁ}lﬁ % 0.
Doka ite, da velja enakost 0 0 O 0

3. V primeru, ko je piramida OO0 enakoroba, doka-

ite, da sta nasprotna robova 000 in OO med seboj
pravokotna.

Nalogo lahko re imo na vec razlicnih nacinov.

1. Nari imo skico 00 000 z danimi podatki. Zahteva-
ni skalarni produkt je enak

] EE\DE[H DDEHDDHHDcosD 0 D02cos!

Do kota [J pridemo na vec razlicnih nacinov.

(a) Kot O je sredi cni kot trikotniku ocrtanega
kroga in je enak dvakratnemu obodnemu kotu
0 O 757 Zato je

= EE\DHH 0 4cos 150" O D2D§]

(b) Lahko si pomagamo s sinusnim izrekom. Naj-
prej izracunamo stranico 0 O 20sin0 O 4sin 75
Ker je 0000 je enakokrak, je sin% 0 %, zato
je sin % 0 sin75". Koti v trikotniku so manj i od
180", zato sta le dve mo nosti, in sicer % 0 757
ali % 0 105". Edina smiselna re itev je O O 150".

(c) Pravzaprav za skalarni produkt potrebujemo le
cos [, ki pa ga lahko dobimo tudi iz kosinusnega
izreka. 1z 02 0 202 0 202 cos [ dobimo

202002

>0z 0102sin® 757

= cos [
Naloga ne zahteva natancne vrednosti skalarnega
produkta, zato sin75" lahko dobimo s pomocjo
epnega racunala, za natancno vrednost pa si
lahko pomagamo s funkcijami dvojnih kotov:

= 102sin?75" O cos02 075"

2. Dani vektorji tvorijo bazo vektorskega prostora in
Vv njej izrazimo iskane vsote:

« HdoMH ooooBoooBHobd:

3.V tretji tocki imamo enakorobo piramido, kar
pomeni, da so vsi robovi enaki, koti med njimi pa
so 60". Naloga nas vodi k vektars u pristopu.
Vektorja sta pravokotna, ce je 0 0 o:

« HdoMH 008 0 oooom o 0Boo oo o
0 002 cos60” 0 02 cos60” 00 01



Poenostavi
tevila

Re itev:

= O B— D,l B O
60 SD 2D2
0 60 3000 2020000 60 3100 20200
L L Ll
0 D,GB,:BD £7D2
0 60 30200 20202

60 30 202 _
302 2

a

DDG O D§ 2020030 ZDED
O o 0
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Tokrat ocitno velja enakost [0 00 100 in brez racuna
imamo takoj:
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tevila A, B, C in D iz prej nje tevilke Preseka smo

poenostavili z racionalizacijo. To pomeni, da z racio-
nalizacijo imenovalca tevilski izraz, ki ima v imeno-
valcu korene, pretvorimo na enakovredno obliko, Ki
v imenovalcu nima ve korenov. Pogosto re emo, da
smo imenovalec poracionalili.

V soboto 19. aprila 2008 so se mladi slovenski ma-
tematiki pomerili na 52. matematicnem tekmovanju
srednje olcev Slovenije, ki se je odvijalo na Srednji

oli Josipa Jurcica v lvancni Gorici. Po izbirnem tek-
movanju se je nadr avno raven uvrstilo 160 dijakov.

V Ivancni Gorici smo se zaceli zbirati ob 8.30, sle-
dila je slovesna otvoritev, ki s(m)o jo oblikovali go-
stitelji, olski mo ki pevski zbor, plesalca lanska
srednje olska dr avna prvaka David Kastelec in Nika
Markelj ter govorniki: ravnatelj Milan Jevnikar, u-
pan obcine Ivancna Gorica Jernej Lampret in Darjo
Felda, predstavnik DMFA.

Tekmovalci so nato ob 9.30 dobro razpolo eni za-
celi z delom , z re evanjem nalog, ki je trajalo do
13. ure. Tekmovanje je potekalo brez vsakr nih za-
pletov. Med tem je bilo v predavalnici predavanje za
ucitelje spremljevalce, nato pa ob 12.00 kosilo. Tek-
movalci so pri li na kosilo po tekmovanju. Za sklep
prijetnega dru enja in da bi la je docakali neuradne
rezultate, je bil od 14. do 17. ure organiziran izlet
v okolico. Ogledali smo si Sticno, 850 let star cis-
tercijanski samostan s slavnim kri nim hodnikom,
samostansko cerkvijo z Bergantovim Kri evim po-
tom ter Slovenski verski muzej. Po ogledu Sticne
smo se odpeljali na Muljavo, na Jurcicevo domacijo,



