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ReSevanje
sudokujev

© Pri sudokujih je vpleteno veliko matematike. Ta
uganka ponavadi vsebuje Stevila, vendar reSevanje pote-
ka enako, tudi ¢e uporabimo drugacne simbole. Bolj zani-
miva je logika, skrita za procesom reSevanja, ki nam lah-
ko omogoci dodatno zadovoljstvo pri reSevanju (z veliko
manj radiranja). Poleg tega so te uganke primeri Latinskih
kvadratov, ki so pomembni v abstraktni algebri ter pri ek-
sperimentalnih nacrtih v statistiki.

Osnovna prestevalna problema pri sudokuju sta: Kate-
ro je najmanjSe mozno Stevilo zacetnih Stevil v sudokuju?
Koliko je vseh razli¢nih sudokujev? Obstajajo sudokuji s
17 zacetnimi Stevili, ki imajo eno samo reSitev, ne pozna-
mo pa sudokuja, ki bi imel 16 zacetnih Stevil in eno samo
reSitev. Glede drugega vprasanja pa obstaja ve¢ kot 5 mi-
lijard razli¢nih sudokujev. Pri tem sudokuje, ki jih lahko
dobimo iz drugih recimo z zamenjavo Stevil ali zgornjih
dveh vrstic, Stejemo le enkrat. Ta rezultat temelji na teo-
riji grup in pojmu simetrije, ki sta po drugi strani izjemno
pomembna v velikem delu moderne fizike in kemije. ®

PojasniLo: Sudokuje, objavljene v tej in prejsnjih Stevilkah
Preseka, je sestavil Vladimir Batagelj.
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MATEMATIKA

© V Presekovem clanku Fermatova Stevila in kon-
strukcije pravilnih veckotnikov smo spoznali pomem-
bno vlogo Fermatovih Stevil

" F,=22"+1, kjerjen=0,1,2,3,...

Seveda imamo neskoncno zaporedje Fermatovih Ste-
vil

= Fo,F1,F2,F3,...

Nekaj zacetnih ¢lenov zaporedja zlahka izracunamo:
" Fg=3,F1 =5,F»=17,F3 =257,F4 = 65537.

Sedaj pa bomo spoznali Se nenavaden primer, v ka-
terem se ta Stevila pojavljajo.

Binarni ali dvojiski Stevilski sistem je eden od Ste-
vilskih sistemov, kot sta na primer desetiski in Sest-
desetiSki. Za osnovo Stevilskega sistema lahko izbe-
remo katerokoli naravno Stevilo a > 1. Potem lahko
vsako naravno Stevilo s v tem sistemu na en sam
nacin zapiSemo kot

B s =sa+Sspa™ 4+ -+ s7a+ S0,

pri cemer so sy € {0,1,...,a — 1} Stevke Stevila s v
tem sistemu. KrajSe pa zapiSemo tako:

3inarni
Pascalov
trikotnik in
-ermatova
Stevila

" s= SnSn_l . .SISO (a) -

Za desetiski Stevilski sistem je a = 10, za Sestde-
setiSki pa a = 60.

Stevila v dvojiskem sistemu (a = 2) zapiSemo s
samimi ni¢lami in enkami. Tako imamo:

= 5:111000011(2):28+27+26+2+1=
=256+128+64+2+ 1 =451.

Stevili 0 in 1 sta tudi ostanka pri deljenju celih §tevil
z 2. V obsegu teh ostankov pa ratunamo zelo pre-
prosto: 0+0=0,0+1=1,1+1=0. Ce zapisemo
Pascalov (Blaise Pascal, 1623-1662, francoski mate-
matik) Stevilski trikotnik v tem obsegu, dobimo Ste-
vilski trikotnik, sestavljen iz samih nicel in enk. Reci-
mo mu binarni Pascalov trikotnik. Tako kot v pravem
Pascalovem trikotniku tudi v binarnem seStejemo
dve zaporedni Stevili v isti vrstici, da dobimo Stevilo
v naslednji vrstici, med seStevancema. Na robu tri-
kotnika, levo in desno, pa so vedno enke. Binarni Pa-
scalov trikotnik ima veliko lepih zanimivosti. Kaj do-
bimo, ¢e vzamemo, da predstavlja n-ta vrstica binar-
ni zapis nekega Stevila? Zaradi simetrije je vseeno,
ali binarne Stevke beremo z leve v desno ali obratno.
Oznacimo to Stevilo z V.

Elementi v n-ti vrstici binarnega Pascalovega tri-

kotnika naj bodo po vrsti by n, bun-1,-.-,bn1, bno.



Pri tem je by € {0,1} za 0 < k < n. Torej je

u Vn = bn,nbn,n—l O bn,lbn,o 2) =
= bn,nzn + bn,n712n71 + -+ bn’12 + bn’() .

Ena od lastnosti binomskih koeficientov pa pravi, da
velja kongruenca

= (}) =bnx (mod?2).

To pomeni, da je by x = 0, Ce je (’,:) sodo Stevilo, in
1, ko je (’,:) liho Stevilo.
Tako je

B V5 =24244241=32+16+2+1=51.

Takoj opazimo, da so nekatera od Stevil V,; Ferma-

tova Stevila, nekatera pa produkt Fermatovih Stevil:

= V3=3.5, V5=3-17, Vg=5-17,
V;=3-5-17, Vg=3-257.

Vidimo, da je V; = FoFF>. Indeks 7 pa lahko zapi-
Semo po urejeni trojki indeksov (0, 1, 2) v obliki vso-
te potenc Stevila 2 z ustreznimi eksponenti: 7 = 29+
+21 + 22, Zan = 14 dobimo v binarnem Pascalovem
trikotniku Stevila

* 1,01,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1.

Ustreza jim Stevilo V4 = 21845 = 517 - 257 =
= F1F>F5 s trojko indeksov (1,2,3). Tudi v tem pri-
meru velja, da je indeks 14 = 21 + 22 + 23 ysota u-
streznih potenc Stevila 2.

Glede deljivosti binomskih koeficientov s praste-
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vilom p je zanimivo povedati, da so

= (1)) ()

vsi po vrsti deljivi s p. Stevili (f’)) = (ﬁ) = 1 seveda
nista deljivi za nobeno prastevilo p, saj je p > 2.

Velja torej naslednja trditev:
Za vsako prastevilo p je binomski koeficient
(’Z) pri pogoju 1 < k < p — 1 deljiv s p.
Vsi binomski koeficienti <Z> sopril<k=<p-1
naravna Stevila in zapiSemo jih lahko v obliki

. (v>:p<p—1)-...-(p—k+1>_

k k!

Iz tega dobimo enakost
= pp-1) ... (p—k+1)=k(}).

Njena leva stran je deljiva s p, zato mora biti tu-
di desna. Ker pa je Stevilo p tuje proti Stevilu k! =
=1-2-...-kpripogojul <k <p -1, jes p deljiv
faktor (Z) Na splosno velja

" (x+)P =xF + (’f)x’”‘ly + (”2’>x1"2y2 ot
+(p’i'1)xyp*1 + P,

Posledica deljivosti binomskih koeficientov (’Z) za
k=1,2,...,p—1sppajeta, daima potenca (x+y)?
v obsegu ostankov {0,1,...,p — 1} po prastevilskem
modulu p preprosto obliko

= (x+ )P =xP + P,

kar nekateri popularno imenujejo bruceve sanje,
freshman’s dream. Za bruca, zacetnika univerzitet-
nega Studija, bi bilo namre¢ najlaze, ¢e bi bilo vse
aditivno.

Za p = 2 dobimo v obsegu ostankov {0, 1} bruceve
sanje v obliki

" (x+y)2=x2+y?
nato pa korak za korakom Se

= (x+)t = (X +y2)2 =xt+ Y
] (x+y)8:(x4+y4)2:x8+y8’
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tako da velja, na splosno, za vsako nenegativno celo
Stevilo n

= (x4 )% =x+ oy
To pa pomeni
. (2]:’)50 (mod2) za k=1,2,...,2" —1.

Torej stojita enki v 2"-ti vrstici binarnega Pascalove-
ga trikotnika samo na 2"-tem in zaCetnem mestu,
drugje pa so same nicle. S tem lahko zapiSemo za
vsako celo nenegativno Stevilo n enakost

B Von=22"41=F,,

torej n-to Fermatovo Stevilo. Ugotovili smo, da so
med Stevili V;, vsa Fermatova Stevila.
Predvidevamo torej, da velja na splosSno

* V,=FFj, Cje n=2k+2/ in 0<k<j.

To je preprosta posledica enakosti

= (x+ )2 = (x + )2 (x + ) =

= (P + ) (¥ + ¥ =
= y2k20 xzfyzk + xzkyzf + y21+2k,

ki velja v obsegu {0, 1}. Tako racunanje nam kar do-
bro sluzi za ugotavljanje sodosti in lihosti binom-
skih koeficientov. To pomeni, da stojijo v (2% + 27)-
ti vrstici binarnega Pascalovega trikotnika v tem ob-
segu enke na Stirih mestih, gledano z desne proti
levi: na zac¢etnem, na 2*-tem, 2/-tem in (2% + 2J)-tem,
na preostalih mestih pa so nicle. Pozicijo z leve proti
desni v vrstici Steje eksponent pri . To pomeni, da
lahko izrazimo Stevilo, ki ustreza binarnemu zapisu,
takole:

m Vo= Vorypy = 2242 422422 11 =
= (224 1)(2¥ +1) = Ry F;.

Ker pa vsako naravno Stevilo n lahko enoli¢no za-
piSemo v obliki

o =2"0 4 2M 4 .4 2N

kjer so ng,ni,...,n, celi eksponenti, urejeni po ve-

likosti 0 < ng < n; <... < ng, velja splosno

u VTL:F‘VL(]FTLI"'FTL

V posebnem primeru velja za n > 1 enakost
" Vonyy = FoF,, = 3F,.

Ker zan > 1 velja enakost 1 + 2 + 22 + - - - + 2"l =
=2" —1,imamo zan > 1 tudi

" Von_1=FoF1...Fp_1.

Po drugi strani pa je v (2™ — 1)-ti vrstici binarnega
Pascalovega trikotnika 2" samih enk, tako da je tudi

" Vonog =1+2+22+4... 42271 =22 _1=F, -2,
Torej velja za n = 1 znana enakost

" FoF...Fh1=F,-2 o0z. FF,...Fhy_1+2=F,.
Iz nje zlahka zaklju¢imo, da sta si razli¢ni Fermatovi
Stevili Fyy, in F,, tuji. Preverimo pravilnost formule za
produkt Se na primeru

8 FoF1FpF3F4 +2=3-5-17-257-65537 +2 =
=4294967297 = Fs.

Ker se FoF; = 15 konc¢a s 5, F» = 17 pa s 7, se
FoF,F> konca s 5, ker je 5 - 7 = 35. Zato se F3 konca
s 5+ 2 = 7. Tako lahko korak za korakom spet
spoznamo, da se vsak F,, za n > 1 (v desetiSkem
Stevilskem sistemu) konca s 7.

Lahko tudi dokaZemo, da vnaprej poznamo celo
zadnji dve Stevki Fermatovih Stevil F;:

F, sekontas37,cejen=4kink=1,2,3,..,;

F, sekontas97,¢ejen=4k+1ink=1,2,3,..;
F,sekontas17,¢ejen=4k+2ink=0,1,2,..;
F, sekontas57,¢ejen=4k+3ink=0,1,2,....

Zadnji dve mesti sta torej odvisni od ostanka pri de-
ljenju indeksa n s Stevilom 4.

Koliko je enk v n-ti vrstici binarnega Pascalovega
trikotnika? Koliko je skratka lihih binomskih koe-
ficientov (2‘) pri danem n? Oznacimo Stevilo takih
binomskih koeficientov z E(n). O¢itno je E(0) = 1,
E(1) = 2, E(2) = 2, E(3) = 4. Kako se zaporedje



nadaljuje?

V resnici enke v vsaki vrstici binarnega Pascalo-
vega trikotnika zlahka preStejemo z upoStevanjem
brucevih sanj. Najprej z lahkoto ugotovimo, da je

= EQ2M) =2, EQRk+2/)=4=2.2=2?

za vsako nenegativno celo Stevilo » in vsa cela Stevila
k,j pri pogoju 0 < k < j. Naslednji korak je po-
splositev. Ce je

B =210 4 21 4 .. 4 2N

kjer so ng,ny,...,ns nenegativni celi eksponenti, ure-
jeni po velikosti 0 < ng < n; < ... < ng, potem velja

m E(n) =EQRM042M 4. . 42Ms) =2. 2. .2 =25,

)
Stevilo s je po drugi strani ravno Stevilska vsota v(n)
binarno zapisanega Stevila n = by b,_1 ... b1bg(2):

" s=v(n)=by+by_1+---+by+by.
Torej imamo odgovor na zastavljeno vpraSanje:
= E(n)=2"" n>0.
Ocitno je v(0) = 0, v(1) = 1, v(2) = 1, v(3) = 2
in res v teh primerih dobimo E(0) = 2° = 1, E(1) =
=21 =2,E(2)=2"=2,E(3) =22 =4,

V posebnem primeru je

m FR"—1)=E(Q +2+2%2+ ... 42 1) =2n,

Po svoje je zanimiva Ze zgradba zaporedja s c¢leni
E(n), ki se pric¢ne tako:

" 1,2,2,4,2,4,4,8,...
Po katerem pravilu se zaporedje nadaljuje? Oglejmo

si delna zaporedja E(k), k = 0,1,...,2" — 1, kjer je
n=0,1,2,...

[T T T T
S|
Il
s w o= O

8
,8,2,4,4,8,4,8,8,16

Takoj opazimo, da je za n > 1 druga polovica zapo-
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redja ravno dvakratnik prve polovice. Delna zapo-
redja so dolzine 2", kjer je n = 0,1,2,... Zakaj?
Delno zaporedje E(k), k = 0,1,...,2""1 — 1, ima za
n > 1 natan¢no 2"*! ¢lenov. Indekse k lahko razde-
limo na dva enako moc¢na dela, A = {0,1,...,2" -1}
inB={2",2"+1,...,2"*1 —1}. Vsak ¢lan mnoZice B
je ocitno za 2" vecji od istoleZnega Clana v mnozici
A, v kateri ima vsak ¢lan kve¢jemu n binarnih Stevk.
Pri tem vzamemo, da nima Stevilo 0 nobene binar-
ne Stevke. Torej ima vsak ¢lan mnoZice B natanko
eno binarno Stevko vec kot istoleZni ¢lan v mnoZzici A
in zato je Stevilska vsota binarno zapisanega Stevila
mnoZice B tocno za 1 vecja od Stevilske vsote binar-
no zapisanega istoleznega Stevila iz mnoZice A. To
pomeni

= E(k+2m) =2vHR+l =2.2v( = 2F(k),
kjer jek =0,1,...,2" - 1.

To pa res pomeni, da je druga polovica zaporedja
ravno dvakratnik prve polovice.

Binarni Pascalov trikotnik ima sploh zanimivo
vzorcasto obliko, ¢e nanj pogledamo zelo od dalec.
Kjer so enke, postavimo temno piko, kjer so nicle,
pa belo. Slika 2 kaze izrazito samopodobnost Ze za
0 < n < 31. Trikotnemu vzorcu s te slike pravi-
jo trikotnik Sierpinskega (Wactaw Sierpinski, 1882-
1969. poliski matematik). ©
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Odplatevanje

© V clankih Z varcevanjem do novega racunalnika

[2] in Obrestno obrestni racun [3] smo se seznanili
z osnovnimi prijemi iz poslovne matematike. Pred-
stavljen je bil navadni obrestni racun, ki ga banke
uporabljajo za obracun hranilnih vlog in druge kla-

sicne kratkorocne posle.

Zanj je znacilno, da se ves Cas obrestuje le zacetna
osnovna glavnica G. Obresti 0 so za vsako obresto-
valno obdobje enake in glavnica narasca kot aritme-
ticno zaporedje

" ¢,G+0,G+20,G+30,...,G+no,...

Seznanili pa smo se tudi z obrestno obrestnim racu-
nom, ki je v naSi praksi izrazito prevladal nad navad-
nim. Tako Ze vemo, da pri obrestno obrestnem racu-
nu obresti ra¢unamo ne le od osnovne zacetne glav-
nice G, ampak tudi od obresti, ki so nastale v prej-
Snjem casovnem obdobju. Pokazali smo, da glavnica
pri obrestnem obrestovanju naraSc¢a kot geometrij-
sko zaporedje

" G,Gr,Gre,...,G¥r",...,
kjer je

p
= yr=1+ 100
obrestovalni faktor in je p % letna obrestna mera. V
obeh ¢lankih pa smo se ukvarjali le z varCevanjem.
Kako pa je v primeru, ko si denar izposodimo oziro-
ma ko najamemo kredit?
Zastavimo si naslednjo nalogo.

Radi bi kupili stanovanje. Odlocili smo se, da
placamo 20% kupnine z 12.500€ gotovine, za
ostali del pa najamemo kredit, ki ga bomo
odplacevali deset let z enakimi letnimi obroki
ob koncu leta. KakSen bo na$ letni obrok, ce

je letna obrestna mera 4 % in banka obracunava
obresti po obrestno obrestnem racunu?

Za zacetek predstavimo nekaj osnovnih pojmov,
povezanih s kreditnimi posli. Pri tem se seveda ne
bomo mucili z dolgimi ekonomskimi definicijami, saj
ste za vecino teh pojmov zagotovo Ze slisali, nekaj
pa smo jih tudi predstavili v ¢lankih [2] in [3]. Zneske,
s katerimi dolZnik (kreditojemalec) vraca posojilo, v
praksi obic¢ajno imenujemo anuitete (v naSem prime-
ru so to letni obroki). Vsaka anuiteta je sestavljena
iz obresti in razdolZnine. Vemo Ze, da so obresti
nadomestilo za uporabo denarja, ki ga je banka za
dolocCen cas prepustila kreditojemalcu. Obracunajo
se za obdobje med dvema zaporednima anuitetama
(v naSem primeru je to obdobje eno leto) in od osno-
ve, ki jo predstavlja ostanek dolga po prejSnjem vra-
¢ilu. Ko od anuitete odStejemo obresti, dobimo raz-
dolZnino. Za ta znesek se dejansko zmanjSa dolg, ko
je placana anuiteta.

Oznac¢imo z D najeti kredit, ki ga moramo skupaj
s pripadajoc¢imi obrestmi vrniti v n enakih obrokih
po a denarnih enot:

D ¥a Ka Ka ¥a Ka Ka

Spomnimo se, da pri podobnih problemih iz po-
slovne matematike vedno vse vloge in vse dvige pre-
racunamo na isti termin. Zaradi enostavnega racu-
nanja navadno izberemo konec n-tega leta. Tako do-
bimo enakost, iz katere lahko izracunamo neznano
koli¢ino, ki je v naSem primeru letni obrok a. Pa za-
¢nimo razmisljati. Najeti kredit je po n letih skupaj
z obrestmi vreden D¥"™. Ta znesek mora biti enak
vsoti vseh obrokov skupaj z obrestmi. Hitro lahko
opazimo, da se prvi obrok obrestuje n — 1 let in je
na koncu odplacevanja kredita vreden ar™~!. Drugi
obrok se obrestuje n—2 let in je na koncu n-tega leta
vreden ar™ 2. Podobno velja za naslednje obroke
vse do zadnjega, ki se seveda ne obrestuje. NaSe
razmisljanje nas pripelje do naslednje enakosti

s Drt=ar*l+ar*?+ ... +ar+a=
a2 4. 4+ ])
oziroma
Dv™
g =

(-l pyn-24 ... 4r+1)°



Ker je vsota prvih n ¢lenov geometrijske vrste s kvo-
cientom v in prvim ¢lenom 1 enaka (*" —-1)/(» - 1),
torej

-1
r—1

I R e T S

lahko zgornjo formulo zapiSemo lepSe

_Dr*(r - 1)
o(rm-1)

Zdaj imamo dovolj informacij, da se lahko lotimo
zastavljene naloge. Najprej moramo seveda izracu-
nati, koliko denarja si bomo izposodili. Ker znaSa
20% kupnine stanovanja 12.500 €, je cena stanovan-
ja % -12.500 = 62.500 €. Torej bo na$ najeti kredit
D znasal 62.500 — 12.500 = 50.000€. Ker bomo
kredit odplacevali deset let, je n = 10. UpoStevamo
Se,dajer =1+ 14% = 1,04. Ce sedaj vstavimo po-
datke v zgornjo formulo, dobimo a = 6.164,55. Na$
letni obrok bo torej znasal 6.164,55 €. Za vajo lahko
sami izracunate, kaksen bi bil nas letni obrok, ¢e bi
kredit odplacevali petnajst let.

Doslej smo v zvezi z letno obrestno mero govorili
le o letih kot ¢asovnih enotah obrestovanja. V praksi
pa imamo opravka tudi s krajSimi ¢asovnimi obdobyji.
Tako imamo lahko polletni, ¢etrtletni, mesecni ali ce-
lo dnevni pripis obresti. Pri obrestno obrestnem ra-
¢unu imamo v takih primerih dve mozZnosti za izra-
¢un obrestne mere in obrestovalnega faktorja. Po pr-
vem postopku dobimo relativno, po drugem pa kon-
formno obrestno mero.

1. Relativno obrestno mero p, za dano obrestovalno
obdobje dobimo tako, da letno obrestno mero p de-
limo s Stevilom obrestovalnih obdobij v enem letu.
Na primer, ¢e imamo mesecni pripis obresti, potem
bo relativna obrestna mera

_r
12°

Relativni obrestovalni faktor bo v tem primeru v, =
1+ p/1200.

" pr

2. Konformno obrestno mero py dobimo iz zahteve,
da moramo iz zacetne glavnice G z novo obrestno
mero pri pogostejSemu pripisu obresti dobiti enako
koncno glavnico, kot pri letnemu pripisu obresti in
dani letni obrestni meri. V primeru, ko imamo me-
seCni pripis obresti, mora torej veljati

MATEMATIKA

12
p Pk 12
" Gr=G(1+ ) =G(1+ ") =
or G( +100> G( +100> Gre) ™,
kjer vy oznacuje konformni obrestovalni faktor. 1z
zgornje enakosti lahko hitro izpeljemo, da je

"= 3r="%1+75 in
. pk:100-(1’k—1)=100-(112/1+%—1>.

Ponovno se spomnimo nasega zacetnega primera in
se vprasajmo, koliksen bi bil na$ obrok, ¢e bi kredit
odplacevali deset let ob koncu meseca in bi banka
obracunavala obresti mesecno (vsi ostali pogoji osta-
nejo nespremenjeni). Odgovor na to vpraSanje je
seveda odvisen od tega, ali banka uporabi relativno
obrestno mero ali pa obracunava obresti konformno.
Oglejmo si oba primera.

1. Ce uporabimo relativno obrestno mero, potem je
relativni obrestovalni faktor r,, = 1+ 124%. UpoStevati
moramo Se, da imamo sedaj 10 - 12 = 120 obrokov
(vsako leto placamo dvanajst obrokov) oziroma n =
120. Uporabimo zgornjo formulo

_ Dr}%(r, - 1)
()20 1)

2. Izracunajmo Se naso mesecno anuiteto, ¢e banka
uporabi konformno obrestno mero. V tem primeru je
konformni obrestovalni faktor vy = 2/r = 31 + 14%.
Torej je

Dr,gzo(rk -1)

a=—————=>504/42.

((rp)120 1)
Takoj lahko opazimo, da je mesec¢ni obrok manjsi v
primeru konformne obrestne mere. Razlika je sicer
majhna, ¢e pa bi bila obrestna mera p vecja, bi bila
tudi razlika bolj opazna.

= 506,13.
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Sence in
zaporedja

© Na vodoravno ravnino navpicno postavljamo pa-
lice tako, da jih zapi¢imo na mesto, Kjer se konca
senca prejSnje palice. Zanimajo nas dolZine palic,
Ce so sence enako dolge ali pa so sence cleni arit-

meti¢nega ali geometrijskega zaporedja.

V zimskem c¢asu, ko so dnevi krajsi, imamo v prosto-
rih dalj ¢asa priZgane luci in lahko opazujemo sence,
v novoletnem casu pa lahko opazujemo sence tudi v
soju sve¢. Opazovali bomo sence navpi¢no postav-
ljenih palic, ki jih osvetljujemo z lucjo, za katero
bomo rekli, da je tockasto svetilo, kar pomeni, da
je svetilo majhno in so sence palic ostre. V naSem
primeru bo za to uporabna kar baterijska svetilka,
ki smo ji odstranili sprednjo leco in kovinski stoZec,
tako da je v ohiSju ostala le Se Zarnica (in seveda ba-
terijski vlozek).

Palice postavljamo navpi¢no na mizo tako, da se
spodnji konec palice ujema s koncem sence prejSnje
palice. Enkrat bomo izbirali dolZine palic tako, da
bodo sence enako dolge, drugi¢ pa nas bodo zani-
male sence enako dolgih palic.

m Enako dolge sence

Iz izkuSenj vemo, da so sence navpicno postavljenih
palic tem daljSe, ¢im dalj stran so od svetila. Ali
lahko palice mecCejo enako dolge sence? Odgovor
je pritrdilen, ugotoviti moramo le, kako dolge pali-
ce potrebujemo. Najprej naredimo poskus in sproti
krajSajmo palice tako dolgo, da bodo dolZine senc
pribliZzno enako dolge. Tak poskus smo fotografirali.

Da bo racunanje laZje, naredimo skico in se do-
govorimo za osnovne oznake. Navpic¢no razdaljo od
zarnice (tocka S) do mize (na njej je tocka S’), na ka-
teri so postavljene palice, ozna¢imo s h = d(S,S’).
Razdalja od tocke S’ do vznoZzja prve palice pa naj
bo a. DolzZine palic oznacujemo z v, vz, ..., dolZine
senc pas si, s2,. ..

Slika 1. Na sliki je v zgornjem levem kotu baterijska sve-
tilka. Razlicno dolge palice so izbrane tako, da mecejo
priblizno enako dolge sence.

Ker Zelimo, da so vse sence enako dolge, velja
B S =85=8=S.
ZapisSimo podobne pravokotne trikotnike

= ASS’AZ ~ AB1A1A> ASS’A_D, ~ AByArAj
ASS'Ay ~ AB3A3A,.

Iz sorazmerij stranic pri naStetih podobnih trikot-
nikih izra¢unamo zaporedne viSine palic:

h v . hs
. - 2L in od tod v = ,
a+s s a+s
h v . hs
= =2 in od tod Vo = ,
a+?2s S a+?2s
h v . hs
. =3 in od tod V3 = ,
a+ 3s ) a+3s

ali sploSno

_ hs
a+ns’

= U,

Ugotovimo, da je viSina palic odvisna od viSine h, na
kateri je svetilo (v naSem primeru Zarnica) in od raz-
dalje prve palice od navpicnice §S’. Cim dalj stran
smo od navpicCnice, tem krajSa je palica. Prav ve-
liko palic pa v naSem primeru v vrsto ne moremo po-
staviti, saj so sence z oddaljenostjo od svetila vedno
manj izrazite.
Zanimiv je primer, ko je s = a. Takrat velja

_ ha  h
T a+na l+n’

" U,

zaporedje dolzin palic je



S'a A s A s A S A

Slika 2. Zarnica je na visini h, prva palica je v razdalji a od
navpicnice (S,S’), dolzine palic oznac¢ujemo s ¢rkami vy,

vy, ..., dolzine senc pa s s1,52,53...
S
v
5’ a S.'I SZ 53

Slika 4. Na sliki je v zgornjem levem kotu baterijska svetil-
ka. Enako dolge palice so postavljene tako, da se vznozje
naslednje palice ujema s koncem sence prejSnje palice. Z
merjenjem ugotovimo, da so dolzine senc cleni geometrij-
skega zaporedja.

h h h

2’37477

Opazimo lahko, da tvorijo imenovalci zaporedje na-
ravnih Stevil.

MATEMATIKA

m Dolzine senc so cleni aritmetiénega zaporedja

Zdaj ko vemo, kako dolge morajo biti palice, da so
sence enako dolge, nas zanima, kako dolge morajo
biti palice, da bodo dolZine senc ¢leni narascajoCega
aritmeti¢nega zaporedja. To pomeni, da za dolZine
senc velja

" S, S2 =951 +d, S$3 =951 +2d, S4 =81 +3d,
Tako kot v prejSnjem primeru naj bo tudi tokrat prva
palica v razdalji a od navpicnice SS’.

ZapisSimo Se delne vsote aritmeti¢nega zaporedja

" S =51, So=51+52, S3=8+5»+53, ...

Iz razmerij istoleznih stranic podobnih trikotnikov
po vrsti dobimo

h v . hs hs
= = 2L inodtod v = L - L ,
a+s s a+s1 a+$
h v } hs hs
= - -2 jp Vo = 2 2

a+si+s 5 a+si+s a+5S

Znamo napisati tudi sploSno formulo

_ hsy hisi+ (n-1)d)
S a+Sy a+5@si+(m-1d)’

I’Un

Ce je s; prvi ¢len aritmeti¢nega zaporedja, potem v
Stevcu prepoznamo s h pomnoZen n-ti ¢len, saj je
Sn = 51 + (n — 1)d, v imenovalcu pa je k razdalji a
priSteta vsota n Clenov aritmeti¢nega zaporedja. Pri
tem je n Stevilo palic, ki smo jih postavili v vrsto.

m DolZine senc so cleni geometrijskega
zaporedja

Ce dolzine senc pri izbranih palicah lahko tvorijo
aritmeticno zaporedje, nas zanima Se, kdaj so dol-
Zine senc Cleni geometrijskega zaporedja. Najprej
naredimo poskus z enako dolgimi palicami in izme-
rimo dolZine senc.

Da bomo verjeli, da to res drzi, nariSimo skico in
trditev preverimo z racunom.

Svetilo je zopet na viSini h, prva palica je v raz-
dalji a od navpicnice SS’, dolZine palic so vy, vy ...
dolZine senc pa s; = s, $» = sk, s3 = sk?, ...

Iz ze prej omenjenih podobnih trikotnikov po vrsti
izracunajmo dolZine palic in upoStevajmo, da so dol-
Zine senc ¢leni geometrijskega zaporedja:
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. h _u inodtod v = hS,
a+s a+s
W v sk
a+s+ks ks in od tod V2= i sd+ k)
h V3 hsk?
] = —,; U3

sk2’ Ta+s(l+k+ k)

Ce so palice enako dolge, je v; = v» = v in za kvo-
cient k dobimo
hs hsk

. v - 3 k_a+s
! 2 a+ts a+s(l+k)’ a

a+s+ sk + sk?

Izrazimo s z dolzino palice v in izracunajmo kvo-
cient geometrijskega zaporedja k.

B h
Ch-v’

Za enako dolge palice smo torej nasli tak k, da so
dolzine senc ¢leni geometrijskega zaporedja. Ugoto-
vimo tudi, da je kvocient geometrijskega zaporedja
odvisen le od viSine h, na katerem je svetilo in dolzi-
ne palic v in da morajo biti dolzine palic v krajSe
od viSine h, na kateri je svetilo, saj bi bil sicer kvo-
cient geometrijskega zaporedja negativen in bi bile
dolZine nekaterih senc negativne. Opazimo, da je
kvocient k vecji od ena, kar je prav, saj se z oddalje-
nostjo od svetila sence daljSajo. @

=k

© Stevilo 17 je od nekdaj vzbujalo veliko zanimanja
tako pri matematikih kakor pri nematematikih. Je
namrec razmerje med obsegom in premerom kroga,

krog pa velja za najpopolnejSo krivuljo.

Ze v starem veku je Arhimed izracunal, da je 1T pri-
blizno enak % = 3%. Veliko boljsi pribliZek je ulo-
mek f% Vendar Stevila 71 ni mogoce predstaviti
Z nobenim ulomkom, ker ni racionalno temvec ira-
cionalno Stevilo. To dejstvo je dokazal leta 1761
Svicarski matematik Lambert. (Tudi razmerje med

diagonalo in stranico kvadrata, ki je enako /2, je ira-

cionalno Stevilo. To so odkrili Ze stari Grki v starem
Velgu.)
Ce razvijemo 11 v decimalni ulomek, dobimo

= 77 = 3,141 592 653 589 793 238 46...

Za decimalno piko sledi neskoncno decimalk, ki se
ne ponavljajo periodi¢no, ker 7t ni racionalen. Zato
v njegovem desetiSkem zapisu ne moremo razbrati
nobene zakonitosti med Stevkami. Isto seveda velja,
Ce razvijemo 7 v dvojiSkem ali kakem drugem Ste-
vilskem sistemu. Ljudje z bujno domisljijo so zato
prisli na misel, da je morda v zaporedju Stevk Stevila
7T na neki skriti nac¢in zapisana usoda sveta, oziroma,
da ti¢i v njem kako pomembno sporocilo. Do tega
sporocila bi prisli, ¢e bi odkrili klju¢, v katerem je
Sifrirano, in seveda izra¢unali dovolj decimalk Stevila
1r. Vcasih je bilo to racunanje sila zamudno delo.
Danes so ga olajSali zmogljivi racunalniki in z njimi
so izracunali 7T na milijone mest natancno.

Kakor rec¢eno, v zaporedju Stevk Stevila 1 ni kak-
Sne razvidne zakonitosti niti v desetiSkem niti v ka-
kem drugem sistemu. Pred kratkim pa je R. J. Duffin
z univerze Carneggie Mellon, Pittsburgh, opisal, bolj
za Salo kakor za res, neki razvoj za realna Stevila,
v katerem se 11 izraZa na videz presenetljivo pre-
prosto. Oglejmo si ta razvoj!

Naj bo x dano pozitivno Stevilo. Pomnozimo ga
zaporedoma z vsemi naravnimi Stevili 1,2, 3,... De-
nimo, da smo x pomnozili z n. Od produkta nx
odstejemo njegov celi del, ostanek, ki leZi med 0 in
1, oznac¢imo z (nx). (Celi del danega realnega Stevila
je najvecje celo Stevilo, ki ne presega tega Stevila.)
Ce je nx celo §tevilo, je seveda celi del enak nx in
je v tem primeru ostanek (nx) = 0. V sploSnem
pa velja 0 < (nx) < 1. PomnoZzimo zdaj (nx) s 7
in si oglejmo celi del produkta 7(nx). Ta celi del
oznac¢imo z a,. Ker je 7(nx) < 7, je a, eno izmed
Stevil 0,1,2,3,4,5,6. Na opisani nacin dobimo za
vsak n neko Stevilo a,, ki ga imenujemo n-ta Stevka
Stevila x.

ZapiSimo lepo po vrsti vse Stevke

B ayaxaszag ...

Temu zaporedju bomo rekli Duffinov razvoj Stevila x.
Za zgled pois¢imo Duffinov razvoj od x = % Pri
n = 1 imamo (nx) = (x) = % Najvecje celo Stevilo,

ki ne presega produkta 7(x) = % = 2%, je 2 in je



zato a1 = 2. Pri n = 2 imamo (2x) = 3 in 7(2x) =
% = 43, torej a, = 4. Nadalje je 3x =1, (3x) =0,
7(3x) = 0, tako da je az = 0. Podobno izracunamo
ays = 2,as = 4,a¢ = 0 itd. Duffinov razvoj za x = %

se glasi
= 240 240 240...

Trojka Stevk 240 se periodi¢cno ponavlja.

Oglejmo si zdaj razvoj za 1m. V tem primeru je
(r) = m -3 = 0,14159...in 7(1r) = 0,99114...,
torej a; = 0. Nadalje imamo (27r) = 0,28318... in
7(21t) = 1,98229..., tako da je a; = 1. Podobno
izracunamo (311) = 0,42477...,7(3m) = 2,97344.. .,
se pravi az = 2. Ce tako nadaljujemo, dobimo po
vrsti a4 = 3, as = 4, ag = 5, ay = 6, potem pa spet
od zacetka: ag = 0, ag = 1 itd. Za ™ smo nasli tale
Duffinov razvoj

= 0123456 0123456 0123456 012...

Sedmerica zaporednih Stevk 0123456 se periodicno
ponavlja. Dobljeni razvoj je res zelo pregleden. Pa
tece to tako lepo v nedogled? Zal moramo povedati,
da je imel tu vrag svoje prste vmes in je red po-
kvaril. Sestnajstkrat se ponovi omenjena sedmerica
Stevk, na stotrinajstem mestu se red podre, namesto
0 se tam pojavi Stevka 6. Na koncu postavimo bralcu
nekaj vprasanj:

1. KaksSen je Duffinov razvoj za x = 3%?

2. Kje tic¢i razlog, da se v razvoju Stevila 1 sedme-
rica Stevk 0123456 ponovi Sestnajstkrat? (Arhime-

%1?5\/ prlbhzek 31 7 28T je nekohko prevehk ulomek
113
& pozitiven. Ocenimo ¢. )

3. Denimo da poznamo celi del Stevila x in njegov
Duffinov razvoj. Ali je s temi podatki x dolocen?
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Prispevek O Stevilu Tt je bil originalno objavljen v 22. letniku Preseka.
Avtorju se zahvaljujemo za dovoljenje za ponatis.
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Druzinska

RESITEV NALOGE

© Naj bo 19xy Simonova rojstna letnica, zapisana v
desetiSkem Stevilskem sestavu. Potem nam Simonov
odgovor na dedovo vprasanje da enacbho

= (1900 +10x+y)+(1+9+x +y) =1990,

ki jo lahko poenostavimo v 11x + 2y = 80. Ker velja
1 < y < 9in je poleg tega x sod, je x = 6 in tedaj
v = 7. Simon je torej praznoval 23. rojstni dan.

Oznacimo zdaj z 19ab Jakovo rojstno letnico, za-
pisimo enacbho

= (1900+10a+b)+1-9-a-b=1990,

ki sledi iz njegovega odgovora, in jo poenostavimo.
Dobimo 10a + b + 9ab = 90, od koder vidimo, da je
vsota a + b deljiva z 9 in je pri tem ab < 10. Zato ve-
ljaa+b =9, substitucija b = 9—a pa nam da razcep-
no kvadratno enacbo (a —1)(a — 9) = 0 z reSitvama
a; = 1in ap = 9. Pogojem naloge ustrezale a = 1,
torej je ded rojen leta 1918. Na podoben nacin lahko
ugotovimo, da ded ne more biti rojen v prejSnjem
stoletju.

Za odgovor na dodatno vpraSanje se najprej lo-
timo Jakove rojstne letnice. Tudi v tem primeru jo
zaznamujmo z 19ab in sestavimo ustrezno enacbo
(1900 + 10a + b) + 9ab = N, Kkjer je N leto objave
ponatisa naloge, torej 1991 < N < 2008. Jaka ima
prav gotovo vec kot 27 let, zato je 9ab > 27, od ko-
der sledi ab > 4. Ker je a > 1 in tedaj 10a + b > 10,
velja 9ab < 2008 — 1900 — 10 = 98, torej je ab < 10.
Iz ocene

= 91 —9ab <10a + b <108 — 9ab

z uporabo dejstva, da sta a in b Stevki, po kratkem
racunu dobimo vse mozne reSitve a = 1,b = 9; a =
2,b = 4; a = 5,b = 1. Jaka bi bil lahko rojen leta
1919, 1924 ali 1951. V prvem primeru bi bilo leto

—
U
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objave ponatisa 2000, v drugem in tretjem pa 1996.
Podobno lahko vidimo, da Jaka ni bil rojen v 19. sto-
letju.

Enacba za Simonovo rojstno letnico je 1900+ 10x +
v +10+x +y = N, torej

= 11x +2y =90 za N = 2000,
= 11lx+2y =86 zaN =1996.
V prvem primeru je edina reSitev x = 8, y =1 (ta
da Simonovo rojstno letnico 1981), v drugem pa ni

nobene. Edina reSitev naloge je torej leto 2000, ko je
bil Jaka star 81 let, Simon pa 19. &

© V eni od prejsSnjih Stevilk je Presek opisal Zivi
pesek kot meSanico peska in vode. Ostanimo pri
pesku, a to pot se zanimajmo za suhega. Suhi pe-
sek je zrnata snov, ki se nenavadno vede. Ceprav
ga sestavljajo delci trdnine, lahko tece podobno
kot tekocine. Na zemeljski obli je veliko peska
zbranega v sipinah. To so po vec kilometrov dolgi
in do vec sto metrov visoki nanosi peska, ki jih
je naredil veter, pogosto v puscavah. Vecino sipin
sestavljajo zrnca kremena, le sipine na Havajih so
iz zrnc apnenca iz Skolj¢nih lupin. Znacilni premer
zrnc meri od desetine do nekaj desetin milimetra.
Sipine spreminjajo obliko, se premikajo in vplivajo
na okolico, zato jih vneto raziskujejo.

Nekatere od sipin oddajajo znacilen zvok, ki traja
od dela sekunde do ve¢ minut. Vcasih ga je slisati na
razdaljo vec kilometrov. Ob izviru zna biti zvok do-
kaj glasen, glasnost lahko doseze 100 decibelov, pri
cemer 120 decibelov Ze povzroca bolec¢ino v usSesih.

O pojavu je med prvimi porocal svetovni popotnik
Marco Polo pred vec kot sedemsto leti: ,,Zli duhovi na
trenutke zrak napolnijo z zvoki vseh vrst glasbenih
inStrumentov in tudi bobnov in Zvenketa orozja.“
Razlicne posluSalce je zvok spominjal na zvonove,
trobente, orgle, ladijske rogove, oddaljen topovski
ogenj, grom, nizko letecCe letalo, brencanje telegraf-
skih Zic, inStrument avstralskih praprebivalcev. Vca-
sih s precej domisljije reCemo, da sipine ,pojejo*“.
Zelo verjetno o zvoku sipin ne boste slisali v Soli,



Se posebej zato, ker vpraSanje Se ni do kraja reseno.
Vseeno je o njem mogoce povedati ve¢ zanimivega.

Veliko sipin ne oddaja zvoka. Doslej po vsej ze-
meljski obli poznajo vsaj enaintrideset obmocij s po-
joc¢imi sipinami. Nastejmo nekatera od njih: v Afriki
v Alziriji, Maroku, Libiji, Namibiji, JuZnoafriski re-
publiki; v Aziji na Kitajskem, v Katarju, Omanu; v
Severni Ameriki v Nevadi, Michiganu, Kaliforniji; v
Srednji Ameriki v Mehiki; v Juzni Ameriki v Cilu in
Se na Havajih. Naj takoj omenimo, da je ve¢ obmocij,
na katerih sliSimo Zvizgajo¢ zvok, ko po pesku ob
obali morja, jezer ali rek ali na sipinah hodimo. Tudi
ta zvok razlicno opiSejo, vcasih recemo, da pesek
Skriplje. Obe vrsti zvoka imata podoben izvir, a tu
se bomo omejili v glavnem na pojoce sipine. Samo
na koncu bomo beZno omenili drugo vrsto zvoka.

Pojoce sipine so zaceli podrobneje raziskovati ko-
nec 19. stoletja. Do danes se je nabralo veliko gra-
diva in nekaj razlag, ki si v¢asih med seboj naspro-
tujejo. Zacnimo s tistimi, o katerih se raziskovalci
strinjajo. Na poloZnejsSi privetrni strani sipine veter
nalaga pesek. Navadno je pesek nastal dale¢ od si-
pine tako, da so se zrnca na poti do sipine dobro
obrusila. Za pojoce sipine so znacilna dokaj okrogla
zrnca, ki so vsa priblizno enako velika. Veter zrnca
postopno potiska proti vrhu sipine. Na odvetrni stra-
ni sipine se prozZijo plazovi, ko postane dovolj strma
in nagib preseZe pribliZzno 34°. Sipina ima plasto-
vito zgradbo, na vrhu so najbolj rahle plasti. Ome-
nili smo, da so zrnca pribliZzno enako velika in je ve-
likost znacilna za sipino. V pesku ne sme biti manj-
Sih prasnih delcev. Vecinoma jih iz sipine spere dez,
Ceprav ta navadno ni pogost. Pesek tudi ne sme biti
moker. Zjutraj mora sonce najprej pregnati nocno
vlago, preden sipine zacnejo oddajati zvok. Zvok je
znacilen za sipino in ima razmeroma nizko frekven-
co okoli 100 nihajev na sekundo. Zvok s tolikSno
frekvenco oddajajo na primer transformatorji in
elektromagneti (frekvenca izmeni¢nega toka je 50
nihajev na sekundo).

Zvok sipin nastane drugace kot zvok glasbenih in-
Strumentov. Pri teh zbudimo telo, na primer struno,
opno ali stebricek zraka, da niha s frekvenco, ki je
zanj znacilna. V ta namen telo zmotimo s kladivcem
ali lokom, z udarcem, s pihanjem. Vecina raziskoval-
cev misli, da zvok pri sipini nastane, ko se na strmi
strani sam od sebe sprozi plaz. Plaz z debelino okoli
deset centimetrov polzi navzdol, tako da se zrnca na
vrhu gibljejo najhitreje in hitrost z globino pojema

in zrnca na spodnji meji mirujejo. Predstavljajte si,
da premaknete zgornjo karto v skladovnici igralnih
kart tako, da spodnja karta ostane pri miru. Sosed-
nji tanki plasti zrnc in karti se gibljeta podobno kot
rezili Skarij. To je strizno gibanje. Prevladuje mne-
nje, da zvok nastane v plazu, v katerem se tanke pla-
sti zrnc peska strizno gibljejo druga glede na drugo.
Zvok naj torej ne bi bil povezan neposredno z vetrom
ali s sipino kot celoto ampak predvsem z zrnci peska.
Poskuse delajo z votlim medeninastim valjem, ki po-
skakuje po nagnjeni vrsti enakih valjev v spremenlji-
vem razmiku. S tem dobijo podatke, ki so zanimivi
tudi za snezne plazove, Ceprav se sneZinke za raz-
liko od zrnc peska lahko sprimejo.

V zadnjih letih sta zvok sipin raziskovala Stépha-
ne Douady in njegov nekdanji u¢enec Bruno Andreot-
ti v okviru raziskovalne skupine Snov in kompleksni
sistemi na eni od pariskih univerz. Med raziskovan-
jem sipin sta postala pozorna na zvok in sta mu
posvetila vse ve¢ pozornosti. Ugotovila sta, da plaz,
ki ga umetno sprozimo, povzroci zvok z enako frek-
venco, kot jo ima plaz, ki se sprozi sam od sebe. V
tej zvezi sta naredila veliko poskusov. Pozneje, ko
je bilo treba pojasniti njihov izid, pa sta se njuna
pogleda locila in onadva sta se razSla. Nazadnje sta
objavila lo¢ena cClanka, Andreotti je preSel tudi na
drugo ustanovo. Kamen spotike je bilo vpraSanje,
kaj povzroci, da se zrnca gibljejo ubrano. Douady je
trdil, da nastane zvok zaradi pojavov v striZzni plasti
sami, ko zrnca zgornje tanke plasti poskakujejo cez
zrnca spodnje tanke plasti z enako frekvenco in na-
stane stojece valovanje ter s tem ubrano gibanje zrnc
v sosednjih tankih plasteh. Andreotti pa je nasprot-
no trdil, da trki med zrnci v strizni plasti zbudijo
prozno valovanje, ki potuje po povrsju sipine in po-
vzroci, da postanejo trki ubrani.

Andreottijev ¢lanek je izSel konec leta 2004. V
njem je opisal poskuse, pri katerih je v zraku nad
plazom meril tlak in premikanje plasti na povrsju in
pod njim ter ugotovil, da sta pojava socasna. Douady
je po precejsnjih teZavah v isti reviji leta 2006 objavil
Clanek s Sestimi sodelavci. Tako je imel ve¢ ¢asa za
temeljite poskuse. Meril je frekvenco zvoka sipin v
Maroku in na dveh mestih v Cilu ter uposteval po-
datke za ameriSko sipino. Pri tem je frekvenco meril
na nekaj nihajev na sekundo natan¢no. Merjenja so
podprla zvezo, da je frekvenca obratno sorazmerna
s kvadratnim korenom iz srednjega premera zrnc, ki
S0 jo izpeljali leta 1966:
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Slika 1. Casovni potek odmika dela zraka od ravnovesne
lege - vodoravna crta ustreza 0,1 sekunde - (zgoraj) in
spekter zvoka sipine (spodaj). V spektru je na vodoravno
os nanesena frekvenca v, na navpi¢no pa del jakosti na
ozkem frekvencnem pasu, deljen s Sirino pasu Aj/Av. Za-
stopane so samo frekvence na ozkem frekvenc¢nem pasu
okoli osnovne frekvence.

= v=0,4,9/27.

Koeficient 0,4 so dobili z merjenji, utemeljili pa so
ga tudi z raCunom. Zveze ni tezko razumeti. Na
eni strani je frekvenca enaka strizni hitrosti, to je
razmerju med spremembo hitrosti v plasti in debe-
line plasti v = Avy/Ay. Na drugi strani tezni po-
speSek g poganja gibanje, velikost kroglic, na primer
premer 27, pa ga zavira.

Douady je izvedel Se dve vrsti poskusov. Pri prvi
vrsti je z deskami omejil kanal na strmem delu si-
pine in meril frekvenco zvoka pri plazovih, ki jih je
sprozil umetno. Nato je nadaljeval poskuse s pes-
kom iz sipine v laboratoriju. V plasti peska med
valjema, ki se je skupaj z valjema vrtela, je miru-
joce vodoravno krilce potovalo skozi pesek. Meril je
frekvenco v odvisnosti od debeline plasti in hitrosti
peska glede na krilce.

Vse kaze, da je za zvok pomembno, kaksSno je
povrsje zrnc. Mislili so, da so zrnca prevlecena z zelo
tanko plastjo kremenovega gela. Sestava te plasti ni
gotova, ne dvomijo pa, da plast obstaja. Po doloce-
nem Stevilu Douadyjevih poskusov je namrec¢ pesek
prenehal oddajati zvok.

ODMIK

Aj/Av

1,720
2,580

0 1,550 3,100s™

Slika 2. Casovni potek odmika dela zraka v odvisnosti od
Casa - vodoravna ¢rta ustreza 0,025 sekunde - (zgoraj) in
spekter zvoka pri hoji po pesku (spodaj). V zvoku so za-
stopane frekvence okoli osnovne frekvence in okoli njenih
veckratnikov. Ta zvok traja le kratek cas.

Sipina

fotemm i

0,21mm

0,27mm

Sand Mountain, Nevada, ZDA

:0,34mm

M Tabela.

Vsi raziskovalci sipin se s tako razlago ne strinja-
jo. Ena od skupin zagotavlja, da ni posebnega po-
java, ki bi skrbel za ubrano gibanje zrnc. Plasti v
sipini naj bi kot valovni vodnik prevajale le zvok z
doloceno frekvenco.

Nazadnje omenimo Se pesek, ki oddaja zvok, ko
hodimo po njem. Tudi ta zvok izvira od striZznega gi-
banja med tankimi plastmi zrnc. Vendar to gibanje
poganja sila noge, medtem kot gibanje plasti v sipi-
nah poganja teza. V zvoku sipine je zastopana ena
sama frekvenca, v zvoku pri hoji pa je zastopana
osnovna frekvenca in nekaj njenih harmonicnih vec-
kratnikov. Ta zvok traja precej krajsi ¢as. @



Razmisli in
poskusi

28. Ali lahko skuhas ¢aj na sveci v papirnatem kozarcu?

POskuUS. V papirnat kozarcek nalij Silce (3 cl) vode.
Ce nima§ majhnega kozar¢ka pri roki, ga zgubaj po
priloZeni skici iz kosa pisarniSkega papirja (21 cm x
21 cm ali 18 cm X 18 cm) (Povzeto po M. Kuretu: Ve-
selja dom, II. knjiga, Slovenceva knjiZnica, Ljubljana
1942, str. 387). V vodo vrzi nekaj zrnc ali vrec¢ico
Caja. HvaleZen je hibiskus, ki ne rabi zelo visoke tem-
perature in Zivo obarva vodo. Kozarec drzi tik nad
plamenom svece, da se ne bodo nabirale saje. Ko
voda zavre (ali ko se vsaj segreje na primerno tem-
peraturo), je napitek je pripravljen. Ali je to res, ali
bo kozarec prej zgorel?

RAzZMISLEK. Toplotni tok prevzame voda. Gostoto
toplotnega toka skozi papir j = Q /St ocenimo iz to-
plote, ki je potrebna, da voda zavre (Q = mc, /(1> -
Th), m = 30g, ¢, = 4200J/kgK, T1 = 20°C, T» =
100° C). Izpostavljena ploskev kozarca je kakih S =
5 cm, ¢as do vrenja t pa izmerimo. Ce vodo le se-
grejemo, je pac T» = 60° do 80°. Iz gostote toplot-
nega toka ocenimo temperaturno razliko med toplo
in hladno stranjo papirja: j = AAT/d, pri Cemer je
toplotna prevodnost papirja A = 0,6 W/mK ter de-
belina papirja d = 0,1 mm. Ali je ta temperaturna
razlika majhna, ali je tako huda, da papir zgori?

m Odgovora na vprasanji iz prejsnjih stevilk

26. Stisljivost snega. Ko sneZi, nastavi valjasto poso-
do, da se napolni s snegom. Ce ne snezi dovolj, pa pre-
vidno prestrezi polno posodo sveZega snega. Izmeri
vi§ino snega. Nato z vso silo stisni sneg z okroglo
ploscico in izmeri, za kolikSen faktor si ga stisnil. Po-
novi poskus za razlicne vrste snega (prsic, juzni sneg,
ulezan sneg, sren).

FIZIKA
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ODGOVOR. V Ljubljani kar ni hotelo sneZiti, na smu-
¢anju pa sem pozabil na to nalogo. Potrebno bo iti v
hribe in narediti nekaj meritev!

Po mojih izkuSnjah se rahel sneg stisne tipi¢no za
faktor 10, kar je v skladu s podatki v literaturi. Po-
gledal sem na svetovni splet (GOOGLE — Compres-
sibility of snow — recimo c¢lanek P. I. Perla: Fail-
ure of Snow Slopes). Avtor omenja, da je gostota
snega 30-300 kg/m3, na pobodjih se stisne najvec¢
na 500kg/m3, pri 800kg/m? pa sneg Ze ,poledeni®
(zrna se stisnjejo in ne drsijo vec, ker presledki z
zrakom niso veC povezani). Omenjene raziskave so
pomembne za razumevanje prozenja plazov.

27. Arkticni led. Na Severnem ledenem morju (Ar-
kticnem oceanu) plava ledena plosca, debela v pov-
precju dva metra. Poleti se vec kot pol ledu stali. Ko-
liko bi se spremenila gladina morja, ¢e bi se ves led
stalil? Za lazji razmislek napravi naslednji poskus. V
kozarec vode daj kos ledu in dolij toliko ledeno mrzle
vode, da bo gladina vode segla tocno do roba kozarca.
Verjetno bo zaradi povrsinske napetosti celo za spoz-
nanje visja. Del ledu bo kukal ven. (Koliko?) Pocakayj,
da se led stali. Ali bo gladina vode (a) padla, (b) ostala
ista, ali (c) narastla, tako da bo nekaj vode steklo cez
rob?

ODGOVOR. Po Arhimedovem zakonu je sila vzgona
enaka teZi izpodrinjene tekocine. Torej bo koScek
ledu izpodrinil enako tekocine, kot jo bo zapolnila
voda po taljenju - gladina v kozarcu ostane enaka. Ali
si to preveril s poskusom?! Potemtakem se zaradi ta-
ljenja plavajoCe ledene plosce na Severnem ledenem
morju gladina morja ne bi dvignila. Dvignila pa bi se
seveda zaradi toplotnega raztezanja vode, taljenje le-
denikov in ledenih plosS¢ na celinah in otokih, dogaja-
nja na Antartiki ter Se zaradi drugih vzrokov. @
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Utripajoc
zaslon

ODGOVOR NALOGE

© Najprej primerjajmo, kako sta videti mahajoci ro-
ki pred navadno belo steno ali pred televizijskim za-
slonom starega tipa.

Primerjava obeh slik kazZe precejsnje razlike. Upo-
raba digitalnega fotoaparata za predstavitev tega po-
java ni najbolj primerna. Oko namrec¢ vidi roko bolj
zabrisano kot tak fotoaparat, ki informacijo zapisuje
vrsticno (slika levo). Desna slika prikazuje roko pred
zaslonom televizije s katodno cevjo. Tudi ta slika
ni prava podoba tega, kar vidimo s prostim o¢esom.
Digitalni fotoaparat namre¢ drugace zaznava kon-
traste med svetlim delom zaslona in delom, ki ga
senci roka. Prav tako je odpiralni ¢as zaslonke daljsi,
kot so najkrajsi casi, v katerih oko Se zazna razlike.
Zato so nekateri prsti videti bolj svetli, drugi pa se
prekrivajo in so videti kot senca dveh svetil. Obe sli-
ki vseeno lahko sluzita za orientacijo, kaj opazovati.

Zakaj pravzaprav vidimo taksno sliko? V katodni
cevi je vir elektronov, ki jih pospeSuje napetost in v
curku padajo na zaslon. Zaslon je prevlecen s snov-
mi, ki zazarijo rdece, zeleno ali modro, ko nanj pade
elektronski curek. Ce si zaslon ogledamo s povece-
valnim steklom, medtem ko televizija deluje, vidimo,
da je prepreden z rde¢imi, zelenimi in modrimi ¢rti-
cami. Tuljave, po katerih tece tok, nadzorovano od-
klanjajo elektronski curek tako, da po vrsti obiSce
vse tocke na zaslonu. Dodatna informacija krmili Se
drugo lastnost svetlecih pik, njihovo svetlost. Po-
drobnejsi opis, kako deluje zaslon televizije s ka-

Slika. Roka pred navadno belo steno
je videti zabrisana (levo). Mahajo-
¢a roka pred televizijskim zaslonom
starega tipa je hkrati vidna na vec
mestih. Vmesni polozaji rok manjka-
jo (desno).

todno cevjo, je mogoce najti marsikje, a to ni na-
men naSe poizkuSevalnice. Lastnosti ,stare” televi-
zije smo pri naSem poskusu le uporabili.

Ce smo dobri opazovalci, lahko ob mahanju roke
pred belim zidom opazimo nekaj podrobnosti. V
skrajnih legah roke je videti nekaj ve¢ podrobnosti,
v sredini pa je roka zabrisana oziroma bi lahko rekli,
da je razmazana; da se hkrati nahaja na vec¢ krajih.

Oko zazna informacije, ki jih vanj prenese skozi
zenico vpadla svetloba. Svetloba se od roke odbija,
pada v oc¢i in na o¢esnem ozadju nastane slika. Ker
oko ne reagira hipno, ¢asovne signale namrec loci s
casovno locljivostjo, v mozgane prenese informacijo
iz kratkega casovnega obdobja, ko se je roka naha-
jala na razli¢nih mestih hkrati. Zato je roka videti
razmazana.

Nekateri svetlobni viri pa okolice ne osvetljujejo
neprestano. Ce so ¢asovni intervali, v katerih so svet-
lobni viri ugasnjeni, dalj$i od ¢asovne locljivosti oce-
sa, vidimo take vire kot utripajoce. Ce pa je frekven-
ca ugaSanja in priZiganja - utripanja - vira krajSa od
casovne locljivosti ocesa, pa tega ne zaznamo. Se
vedno pa je okolje v taki svetlobi lahko videti dru-
gacno, Ce so v njem gibajoci se predmeti. Kadar
se predmeti gibljejo hitro in se v ¢asu ,teme"“ pre-
maknejo toliko, da oko to zazna, bo gibanje videti
yrazsekano“ ali nezvezno. In natanko tako je videti
roka pred televizijskim zaslonom. Televizijski za-
slon s katodno cevjo namrec utripa. &
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w Kozarec b RY ROCKET
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_ m Potrebujemo
I,””” = ovalen kozarec s ¢im bolj
, gladkimi stenami,
et = vr¢ navadne vode.
e

© Tudi tokratna poizkuSevalnica bo kratka. Osredo-
tocila se bo na dogodek, ki ste mu prica vsak dan.

i Ce boste poskusali odgovoriti na zastavljeno vpra- i
Sanje, preden boste poskus izvedli, boste tudi ugo- ‘
tovili, ali ste dober opazovalec ali ne. Ce se ne spom- :

1 nite, da bi pojav kdaj opazovali, poglobili pa se boste 111l
v svoje spominske slike pred izvedbo poskusa in bo- el
ste odgovorili pravilno, imate najverjetneje slikovni

~»

POIZKUSEVALNICA V JEDILNICI

Wi (ejdetski) spomin. i }
Ce nimate kozarca z gladkimi stenami, je dovolj : RESITEV SUDOKU S
et dober t.u-dl lecajen koz_arec za vlaganje, ki smo ga R STRANI 2
uporabili pri poskusu mi. i
Kozarec primite v roko in poglejte vanj od zgoraj i d

tako, kot kaze slika. Glejte pod takSnim kotom, da
boste gledali skozi gornjo odprtino ter boste skozi
stekleno steno kozarca videli svoje prste, ki drZijo
kozarec. To je obiCajna drZa kozarca takrat, ko pol-
nega nesemo k ustom. Tudi gledamo obicajno vanj,
ker podzavestno nadziramo gibanje roke, saj si ne
Zelimo vode zliti za vrat. To je torej nekaj, kar po-

¢nemo vsak dan in to veckrat.
Poskusite se spomniti, kako so videti prsti, ko je v
ity kozarcu voda. Opisite jih. I
Potem poskus Se izvedite. Kozarec drzite v suhi :

Ul | W 0 00 | -

N | o bW

NJ
w
ul

roki. Ce imate roke vlazne, jih prej obrisite s papir-
minimm - nato brisaco. V kozarec glejte tako, kot je bilo prej — unmnn
opisano za prazen kozarec. Vanj pocasi nalijte vodo :
in opazujte, kako so videti tisti prsti, ki jih z notranje ,
HHUHIN  strani prekrije voda. OpisSite, kako vidite prste. I
' Poskus ponovite Se z mokrimi prsti. OpiSite, kako =
vidite prste sedaj. ©
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ASTRONOMIJA

Premers|
kraterjev In
visina gora na
Luni —

ASTRONOMSKA VAJA

BORIS KHAM

© V astronomiji se veckrat vprasamo, kako izme-
riti velikosti nebesnih teles ali kako oceniti razsez-

nosti gora, kraterjev in dolin na planetih. Take
. . vk . e <. . . Slikal. Posnetek Lune ob
meritve je najlaze izpeljati na nasi Luni. Ogledali e .

prvem krajcu in merjenje

si bomo nekaj primerov, kako ocenimo velikosti

kraterjev in viSino gora na Luni.

m Premeri kraterjev na Luni

Vaja ima dva dela. Najprej s teleskopom fotografi-
ramo Luno ob prvem krajcu. Kdaj tocno nastopi prvi
krajec, poizvemo na svetovnem spletu ali v efemeri-
dah. S pomocjo karte Lune se odlo¢imo, katerim kra-
terjem bomo ocenili premer. Nato na posnetku naj-
prej dolo¢imo premer Lune v milimetrih (npr. s po-
mocjo programa CorelDraw11), potem izmerimo pre-
mer dolo¢enega kraterja v milimetrih (glej sliko 1).
Ker kraterji niso idealni krogi, meritev veckrat po-
novimo, ob tem pa tudi obnovimo, kaj je to rela-
tivna in kaj absolutna napaka. Premer kraterja do-
bimo iz razmerja med njegovim premerom in pre-
merom Lune v milimetrih na sliki, saj poznamo pre-
mer Lune, ki znaSa 3476 kilometrov. Dobljeno oceno
lahko primerjamo s podatki iz literature.

Ob vaji se porajajo nekatera vprasanja. Za katere
kraterje bomo dobili solidno oceno; za kraterje ob
terminatorju ali za kraterje, oddaljene od njega? Ali
je ta metoda uspeSna, ¢e imamo sliko polne Lune?

Izkaze se, da vaja ni Cisto preprosta. Poskusite!

m Priblizna metoda merjenja viSine gora
na Luni

VisSino gora ob terminatorju najlaze ocenimo ob
prvem in zadnjem krajcu Lune, saj si lahko poma-
gamo z enostavno geometrijo in nekaterimi poeno-
stavitvami sicer bolj zapletene naloge.! Tedaj gore
oziroma pobocja kraterjev ob terminatorju tudi me-
Cejo najdaljSe sence in so kraterji zato dobro vidni.
Denimo, da se gora nahaja v tocki B, njen vrh pa v
T (glej sliko 2). B’B je oddaljenost gore od termi-
natorja, SB pa je polmer Lune. Gora mece senco, ki
na povrsju Lune leZi med tockama B in T'. BT’ je v
resnici lok, a je njegova ukrivljenost majhna, saj je
dolzina sence majhna v primerjavi z obsegom Lune,
zato si jo lahko zamislimo kot stranico pravokot-
nega trikotnika BT’ T.? Trikotnika BTT’ in B’BS sta
podobna trikotnika in njuni stranici TT’ in BB’ sta
med seboj vzporedni in vzporedni s Son¢evimi Zarki.
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Za trikotnika velja razmerje

SB" BT’ . x 1
3B ~ BT oziroma i

kjer je BB’ oziroma d oddaljenost gore od termina-
torja, BT’ oziroma [ dolzina sence, BT oziroma h pa
je iskana viSina gore. TeZave pri meritvi predstavlja
stranica SB’ oziroma x, ki je ni mogoce enostavno
izmeriti. Zato naredimo manjso ,goljufijo“ in pred-
postavimo, da je x = 7, Kjer je v polmer Lune. Ta pri-
blizek si lahko privosc¢imo, Ce je gora povsem blizu
terminatorja in ker je njena viSina majhna v primer-
javi s polmerom Lune. Torej:

r_1t
d h’
Iskana viSina gore je

“h-d.L
s

Na posnetkih Lune ob prvem ali zadnjem krajcu iz-
merimo dolZino sence in oddaljenost gore od termi-
natorja v milimetrih. Za meritve uporabimo program
CorelDrawl11 (glej sliko 1).

Visino gora podamo v metrih, seveda pa moramo
prej narediti preprost sklepni racun, kot pri razsez-
nostih kraterjev, za kar potrebujemo tudi meritev
premera Lune na sliki. Pri tej vaji je potrebna precej-
Snja mera potrpezljivosti, ker je oddaljenost stene
gore od terminatorja in dolzino sence tezko oceniti.
Za to potrebujemo ostro sliko. Zaradi vecCje natan-
¢nosti meritve uporabimo vec razlicnih posnetkov
Lune ob prvem in zadnjem krajcu. Za dolocanje dol-

lOpomba urednistva: Opisana meritev vi$§ine gora na Luni je
zelo poenostavljena metoda, pri kateri ni upoStevana dejanska
geometrija med dolzino sence, lego gore na Luni, Lunino meno
itd. Je pé taka vaja povsem primérné za osnovnosolce in sred-
njesSolce, saj se pri tem spoznajo z merjenjem v astronomiji.
Kdor bi Zelel spoznati natancno metodo merjenja viSine gora
na Luni, si lahko na spletnem naslovu www.educa.fmf.uni-lj.si/
izodel/sola/2003/ura/jelen/datoteke/luna.pdf ogleda seminar-
sko nalogo skupine Studentov pod mentorstvom prof. Andreja
Cadeza.

2€e izratunamo obseg Lune, dobimo vrednost 10915 kilo-
metrov in sredisénemu kotu 1° pripada lok 30 kilometrov.
Premer kraterja Ptolemaj je 148 kilometrov in temu pripada
srediscni kot priblizno 5°.

-
-
Soncevi zarki
<7 slika 2. Geometri-
i - ja pri merjenju vi-
g Sine gora na Luni.
&

Zine sence in oddaljenosti gore od terminatorja lah-
ko seveda uporabimo Se kaksSno drugo metodo, na
primer sliko Lune projiciramo na zaslon in meritve
izvajamo na njej.

m Rezultati raziskovalne naloge

Zailustracijo vaje in vzpodbudo, da se Se kdo bolj
poglobljeno loti naloge, si oglejmo rezultate razisko-
valne naloge Premeri kraterjev in visina gora na Lu-
ni, ki sta jo izdelali dijakinji prvega letnika Gimnazi-
je Jozeta Ple¢nika Ljubljana, TADEJA ROME in ZIva
KOVACEVIC. Naloga je bila na ljubljanskem srecanju
Zaupayj v lastno ustvarjalnost v Solskem letu 2006/07
najbolje ocenjena v svoji skupini - dijakinji sta za na-
grado dobili potovanje v Italijo, na drZzavnem sreca-
nju v Murski Soboti pa srebrno priznanje. 1z naloge
bomo navedli meritve, ki so zanimive.

TABELA 1. Povprecna relativna napaka je 6% (6,3 %).
Natanc¢nost je dobra, ¢e upoStevamo, da sta se dija-
kinji prvic srecali s tako meritvijo, da je na sliki tezko
oceniti premer kraterjev in da kraterji niso ,idealni“
krogi. Povprec¢ni odklon od pravih vrednosti je 8 km
(7,6 km) in povprecna relativna napaka je 7% (6,8 %).
Glede na metodo merjenja in prej omenjeno ,golju-
fijo“ s podobnimi trikotniki je bila meritev dobro iz-
peljana.

TABELA 2. PovprecCna relativna napaka je 5% (5,4 %).
Vsako meritev sta dijakinji naredili petkrat. Napako
je mogoce zmanjSati s Se vecjim Stevilom meritev na
razlicnih posnetkih Lune. Za laZjo oceno meritev sta
dijakinji dobljene vrednosti za viSino gora primerja-
li s podatki iz literature. Povprecno odstopanje je
bilo pribliZzno pol kilometra (467 metrov). Pri tem
je povprecna relativna napaka 17% (16,98 %). S temi
rezultati dijakinji nista bili preve¢ zadovoljni, vendar
sem mnenja, da so kljub temu rezultati solidni.



Ime kraterja

Povpregna meritev

Relativna napaka

Premer kraterja v km

Premer kraterja iz

Razlika v km

Relativna napaka

premera v mm meritve literature v km glede na literaturo
Ptolemaj i 1,2 : 2% : 149 : 148 : 1 : 0.7%
Albategnius ~ : 10,4 2% 137 129 8 6%
Purbach i 8,7 6% 16 120 -4 3%
Regiomontanus 7,2 : 15 % 95 105 -10 : 95%
Walter i 8,5 14 % m2 129 -17 : 13%
Orontius 71 : 6% : 94 : 84 : 10 : 1%
Aristillus 4,0 2% 53 56 -3 5%

Tabela 1. Premeri kraterjev

. Povprecna dolZina : Relativna napaka Oddaljeno.st Visina stene Visina stene iz . Relativna napaka
Ime kraterja . stene kraterja od . h Razlikavm .
sence v mm meritve ) X kraterjav m literature vm glede na literaturo
terminatorja v km
Ptolemaj i 1,63 i 2% i 12,1 2300 2400 -100 4,2%
Albategnius  : 1,9 2% 2 4200 4400 : -200 4,5%
Purbach i 3,46 6% 5 3037 3000 37 1,2%
Regiomontanus 1,82 : 15 % 13,5 2400 1700 700 2%
Orontius 1,72 14% : 75 3462 3100 : 362 2%
Aristillus 7,19 6 % 9,7 2200 3600 —-1400 39 %

Tabela 2. VisSina gora

Vaji sta simpaticni in spretni bralec bo gotovo
naSel kakSno metodo za izboljSanje meritev. Po-
izkusite, ne bo vam zal. @

Alice v dezell
objektnega
programiranja

TRET)I DEL

© Programiranje v Alice nam ni predstavljalo po-
sebnih teZzav, navdusSevali smo se nad ustvarjeni-

mi svetovi in ugotavljali, da programiranje kljub
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vsem podrobnostim ni prezahtevno. Tokrat se bo-
mo bolj posvetili primerjavi Alice z objektno ori-

entiranim programskim jezikom C++.
m Programiranje v okolju Alice

S pomocjo vmesnika povleci-in-spusti ustvarimo
program, v katerem pingvina nauc¢imo premikati se
naprej, nazaj, levo ter desno. ZaizhodiSce - da bomo
vedeli, kje se je pingvin nahajal v zacetku - postavi-
mo znak.

Ustvarili smo navidezni svet, sedaj je potrebno na-
pisati le Se programsko kodo za premikanje naprej
in nazaj ter levo in desno. Pri metodah PremikNaprej
(slika 2), PremikNazaj (slika 3), PremikLevo (slika 4)
in PremikDesno (slika 5) doloc¢imo tudi parameter
SteviloKorakov, katerega vrednost bomo dolocali v
glavnem programu (my.first method).

Na$ kon¢ni program je videti, kot kaze slika 6.

Pingvin se je iz izhodiS¢a premaknil za tri korake

SPEED
(T

Slika 1. Ustvarjeni svet v
okolju Alice.

penguin.PremikNazaj : (123 SteviloKorakov

No variables

## Najprej pingvina obmemo, da bo hodil nazaj.
penguin.PremikNapre] (23 steviokorakov.

Novariabies ~penguin — turn left — 0.5 revolutions ~ more...

7 Uorabies sark arod sl ke da o oba programeta savia Tavajaa Haat ## Nato gre za izbrano stevilo metrov naprej.

“[=IDo together

1/ Uporabimo Ze narejeno metodo za malce bolj realno hojo pingvina (gibanje). /- penguin —  move forward — SteviloKorakov meters

penguin.walk move_time =StevioKorakov

move_tir

Slika 2. Metoda PremikNaprej

penguin.PremikDesno @stcvilul(ornkw

Slika 3. Metoda PremikNazaj

penguin.PremikLevo i3 Stevilokorakov

No variables Novariables
penguin — turn right — 0.25 revolutions —  more... - penguin turn left — 0.25 revolutions — more...
/=] Do together =D together

penguin — move forward — SteviloKorakov meters

move_ti

Slika 5. Metoda PremikDesno

penguin —  move forward — SteviloKorakov meters

move_time

Slika 4. Metoda PremikLevo

world.my first method No parameters

No variables
=3
in.PremikLevo i =4
=1~
in.PremikDesno J =2
=5-

Slika 6. Programska koda v
Alice.

Slika 7. Pingvin po ustvarjeni
in izvedeni programski kodi.

naprej, Stiri korake v levo ter zatem enega nazaj in
dva v desno. Po izvedeni programski kodi se nahaja
na mestu, ki ga prikazuje slika 7.

m Programiranje v C++ (enako kot v Alice)

No, pa napiSimo enak program Se v programskem
jeziku C++. Ustvarimo razred CPingvin in v njem
najprej definirajmo atribute in metode. Od atribu-
tov potrebujemo koordinati (x in ), v kateri bomo
shranjevali trenutno pozicijo, na kateri se pingvin
nahaja, lahko pa definiramo tudi druge atribute,
skladno s programom v Alice. Tako lahko dolo¢imo
pingvinu barvo glave, barvo levega in desnega krila
ipd. Deklariramo tudi potrebne metode, ki smo jih
Ze ustvarili v Alice:

= PremikNaprej(int SteviloKorakov);
= PremikNazaj(int SteviloKorakov);
= PremikLevo(int SteviloKorakov);

= PremikDesno(int SteviloKorakov).

Potrebujemo tudi metodo za obracanje pin-
gvina ter spremenljivko, v kateri bomo shranjevali
smer, v katero bo pingvin gledal. Opisani razred
CPingvin deklariramo na naslednji nacin:

class CPingvin
{
public:
CPingvin();
virtual CPingvin();

// definiramo koordinati, kje se pingvin nahaja
int x,y; // potrebne spremenljivke

// ostali atributi, ki sovpadajo z Alice



char* barva_glave;
char* barva_levega_krila;
char* barva_desnega_krila;

// definiramo potrebne metode

void PremikNaprej(int SteviloKorakov);
void PremikNazaj(int SteviloKorakov);
void PremikLevo(int SteviloKorakov);
void PremikDesno(int SteviloKorakov);

// smer, v katero gleda pingvin po
// koordinatnih oseh
char* smer_gledanja;

// metode za obrat v levo za
// 0/90/180/270 stopinj
void ObratVLevo(int Stopinje);

private:

}

// metoda, s katero premaknemo pingvina
// naprej po koordinatah
int move_forward(int SteviloKorakov);

Zaizhodisce dolo¢imo (namesto znaka v Alice) ko-

ordinati (0,0). Pripravili smo vse potrebno, defini-
rati moramo le Se metode. Programski stavki v C++
bodo skoraj preprostejSi kot v Alice, saj bomo le
povecevali ustrezno koordinato, glede na smer pre-
mika pingvina. Konstruktor in destruktor razreda
ter metode premikanja bodo naslednji:

CPingvin::CPingvin(void)

{

}

x = 0; // na zacetku se nahaja na poziciji (0,0)
y=0;

// smer bo sestavljena iz 2 znakov (y+,y-,x+ ali x-)
smer_gledanja = new char[2];

smer_gledanja[1] = ’'x’;

// v zacetku je obrnjen naprej

smer_gledanja[2] = "+’;

CPingvin:: CPingvin(void)

{
}

delete[] smer_gledanja;

void CPingvin::PremikNaprej(int SteviloKorakov)

}
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ObratVLevo(0); // se ne obrne
if (smer_gledanja[1] == "x’)
{// v tem primeru se spremeni x koordinata
x = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
}
else // sicer se spremeni y koordinata
{
y = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
}

// izpisemo smer, v katero gleda
printf("Smer gledanja: %c%c\n",smer_gledanja[1],
smer_gledanja[2]);

void CPingvin::PremikNazaj(int SteviloKorakov)

{

}

ObratVLevo(180);
if (smer_gledanja[1] == "x’)
{// v tem primeru se spremeni x koordinata
x = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
}
else // sicer se spremeni y koordinata
{
y = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
}

// izpisemo smer, v katero gleda
printf("Smer gledanja: %c%c\n",smer_gledanja[1],
smer_gledanja[2]);

void CPingvin::PremikLevo(int SteviloKorakov)

{

ObratVLevo(270);

if (smer_gledanja[1] == "x’)

{// v tem primeru se spremeni x koordinata
x = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);

}

else // sicer se spremeni y koordinata

{
y = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
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// izpisemo smer, v katero gleda
printf("Smer gledanja: %c%c\n",smer_gledanja[1],
smer_gledanja[2]);

}

void CPingvin::PremikDesno(int SteviloKorakov)
{
ObratVLevo(90);
if (smer_gledanja[1] == "x’)
{// v tem primeru se spremeni x koordinata
X = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
}
else // sicer se spremeni y koordinata
{
y = move_forward(SteviloKorakov);
printf("Nova pozicija pingvina: (%d,%d)\n", x,y);
}

// izpisemo smer, v katero gleda
printf("Smer gledanja: %c%c\n",smer_gledanja[1],
smer_gledanja[2]);

Obracanje v programu C++ ni tako preprosto kot
v Alice, zato moramo definirati tudi metodo, ki bo to
storila.

void CPingvin::ObratVLevo(int Stopinje)
{
if (Stopinje == 0)
smer_gledanja = smer_gledanja;
// nic se ne spremeni

if (Stopinje == 90) // za 90 stopinj v levo
{
if (smer_gledanja[1] =="Y’)
smer_gledanja[1] = ’x’;
// sedaj gleda naprej in nazaj
else smer_gledanja[1] ="y’;

// le ce gre za x smer, se spremeni
// iz + v - in obratno
if (smer_gledanja[1] =="y’)
{
if (smer_gledanja[2] =="+)
smer_gledanja[2] ="-’;

}

else smer_gledanja[2] = '+’;
}
}

if (Stopinje == 180) // ce se obrne za 180 stopinj
{
if (smer_gledanja[2] =="+")
smer_gledanja[2] = -’;
else smer_gledanja[2] = "+’;

}
if (Stopinje == 270) // za 270 stopinj
{
if (smer_gledanja[1] =="y’)
smer_gledanja[1] = 'x’;
// sedaj gleda naprej in nazaj
else smer_gledanja[1] ="y’;
// le ce gre za y smer, se spremeni
// iz + v - in obratno
if (smer_gledanja[1] =="x’)
{
if (smer_gledanja[2] =="+")
smer_gledanja[2] =’-’;
else smer_gledanja[2] = '+’;
}
}

Definirajmo Se metodo, s katero se bomo premikali

naprej po stolpcih in vrsticah.

int CPingvin::move_forward(int SteviloKorakov)
// hoja naprej

{

// definiramo spremenljivko za premikanje
int premik = 0;

if (smer_gledanja[1] =="x")
// gleda v smeri x (gor ali dol)

premik = x; // premikali se bomo v smeri x
else premik =y; // premik v smeriy

if (smer_gledanja[2] =="+")
premik = premik + SteviloKorakov;
// povecamo koordinato

else
premik = premik - SteviloKorakov;
// zmanjsamo koordinato



return(premik);

}

Manjka le Se glavni program, ki je ekvivalenten
my.first method v Alice. Vsebovati mora le klice me-
tod iz razreda CPinvgin.

int main(int argc, char* argv(])

{
CPingvin pingvin;

pingvin.PremikNaprej(3);
pingvin.PremikLevo(4);
pingvin.PremikNazaj(1);
pingvin.PremikDesno(2);
pingvin.PremikNaprej(5);

return O;

Ustvarili smo program, ki pa ob zagonu (slika 8)
ni videti tako privlacen kot v Alice. Dobimo le izpise
novih koordinat, na katerih se nahaja pingvin po iz-
vedenih klicih ustvarjenih metod.

P P A ARG+ 744455444

kner gledanja: x+

ova pozicija pinguina: <3,4>

kner gledanja: y+

ova pozicija pinguina: <3,3>

kner gledanja: y-

ova pozicija pinguina: <1,3>

kner gledanja: x—

ova pozicija pingvina: <-4,3>
» gledanja: x-—

m Primerjava Alice in programskega jezika C++

Program v C++ je za nami. Opazili smo, da je pi-
sanje programske kode v C++ precej zahtevnejSe kot
v Alice, kjer le izberemo Zelen programski stavek in
ga povlecemo v urejevalnik. V C++ pa je ogromno
pravil, ki jih moramo upoStevati, vendar je program-
ski jezik privlacen, saj z njim lahko marsikaj ustva-
rimo. Ze res, da ob izvedbi programa ni tako lepo,
kot je v Alice, kjer se objekti premikajo v navideznem
svetu, vseeno pa nam je uspelo v C++ premakniti
pingvina iz izhodiSca.

Skupaj smo spoznali osnove objektno orientira-
nega programiranja, morda tudi koga navdusSili nad
programiranjem - vsaj z Alice, ¢e se vam C++ Se ni
prikupil. Vsekakor pa vam Zelim veliko zanimivega
ob programiranju in ustvarjanju navideznih svetov v
Alice. ©
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RiS
Ravnilo in
Sestilo —
Risem In
Studiram

SESTI DEL

Serija pricujocih ¢lankov o programu RiS je na-
stala na podlagi idej in razvoja obseZnega portala
E-um za interaktivno ucenje matematike http://
www.e-um.si. Pred vami je Sesto nadaljevanje. Za
uspesSno prebiranje ¢lanka svetujemo vpogled na
spletno stran http://uc.fmf.uni-lj.si/pri/ in spro-
tno preizkusanje s programom RiS. Uvodne misli
o uporabi programa RiS so bile objavljene v prej-
$nih Stevilkah Preseka in so dostopne na zgornji
spletni strani.

© Z RiSem smo se naucili Zze veliko. V tem zad-
njem leto$njem nadaljevanju se bomo z RiSem pri-
blizali Se zanimivim temam iz funkcij. Dotaknili

se bomo tudi tem, ki so trd oreh celo za gimna- >
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zijske cetrtoSolce, RiS pa nam obljublja, da bodo
ideje zanimive in dovolj razumljive tudi radoved-

nim osnovnosolcem.

Ce smo kaj Ze pozabili, se vrnimo k prejSnjim nalo-
gam in se jih ponovno spomnimo.

NALOGA 16. Nanaslovu http://uc.fmf.uni-lj.si/pri/ se
premaknimo k ,aktualni nalogi“. Pred nami je ¢rta
- premica, ki se premika gor-dol in spreminja svoj
naklon, ko premikamo modro in rdeco piko.

RESITEV. Pri vseh treh nalogah smo s pomocjo ikone
«° narisali ¢rti za koordinatni sistem. Z ikono za ko-
ordinatni sistem ¥ pomagamo tocke pravilno posta-
viti, zaradi preglednosti slike pa smo potem RiSev
koordinatni sistem spet ,skrili“. Narisano daljico s
klikom na ikono #* v njeni osebni izkaznici spre-
menimo v puscico.

S pomocjo ikone ¢ nariSemo ¢rtkani daljici, kot
na sliki. KrajiS¢a daljic lahko, kot smo to Ze vecCkrat
storili s posegom v osebno izkaznico, fiksiramo in
skrijemo. Nanju nariSimo ,debelo“ rdeco in modro
tocko, ki ju poimenujemo K in N. Tako narisani
tocki se lahko gibljeta le po daljici. Desno od daljic
s pomocjo ikone 2 nariSemo" izraza, ki jima damo
imeni k in n in ki imata (za zacetek) vrednosti x (K)
in x(N). Tako se izraza k in n s spreminjanjem tock
K in N spreminjata od —2 in 2. V naSem primeru smo
izpis izraza Se polepsSali tako, da se izpisuje samo
ena decimalka. To doseZemo tako, da namesto x(K)
napiSemo round(x(K) - 10)/10 in namesto x (N) na-
piSemo round(x(N) - 10)/10. Spomnimo se, da smo
ukaz round Ze spoznali. Skrbnega bralca vabimo,
da premisli, zakaj izraz round(x(K) - 10) /10 pomeni
zaokrozevanje na eno decimalko, in da sam ugotovi,
kako bi dosegli zaokroZevanje npr. na dve decimalki.
Spomnimo se tudi, da v osebni izkaznici izraza k z
ikono fa dosezemo, da se nam izpiSe tudi k, in sicer
k = 1,5. Sedaj s pomocjo ikone ™ nariSemo pre-
mico tako, da v osebni izkaznici naSe funkcije f; na
dnu pod ,izraz za y* vpiSemo k - x + n. V osebni
izkaznici funkcije f) lahko spremenimo Se marsikaj,
a Ce smo za spremenljivko pustili (vpisali) x, mesto
pod ,izraz za x“ pa pustili prazno, smo Ze narisali
funkcijo. Poskusimo sedaj spreminjati lego tock K
in N; vidimo, da se naSa funkcija Ze obnaSa tako,
kot smo Zeleli.

NALOGA 17. Naloga je podobna prejsnji, le da imamo
Se prosto gibljivo ¢rno tocko in prikaz razdalje te
toCke do premice.

RESITEV. Za tiste, ki smo na premice Ze nekoliko
bolj navajeni, to ne bo teZko. Razdaljo od tocke do
premice dobimo tako, da se premici priblizamo pod
pravim kotom. Premica, ki je pravokotna na premi-
co s smernim koeficientom k, ima smerni koeficient
—1/k. Ce smo ¢rno toc¢ko oznadili s T, bo premica, ki
gre skozi T in je pravokotna na naSo premico, imela
enacbo y = y(T) - %(X — x(T)). Ta premica seka
naso premico y = kx + n v tocki, ki jo oznac¢imo z
S. Izratunamo preseciSce in ugotovimo, da je

x(T) + k(y(T) —n)
k2 +1 )

Podobno kot v nalogi 16 lahko x-koordinato tocke S
zapisemo s pomocjo ikone £ z novim izrazom, ki ga
oznacimo npr. z X. Za y-koordinato tocke S lahko
sedaj napiSemo kar fi(X), kjer je f; naSa premica,
kot v prejsnji nalogi. Sedaj lahko le Se nariSemo
tocko S, ki ima fiksni koordinati (X, f1(X)). NariSe-
mo Se ¢rtkano daljico od T do S in v osebni izkaznici
daljice izberemo ¥, da se nam izpise dolZina daljice.
Od prej Ze znamo s Carobno palico "~ skriti vse od-
vecne objekte.

n X(S) =

NALOGA 18. Naloga prikazuje preseciSce dveh pre-
mic, ki ju spreminjamo s premikanjem po dveh tock.
Obenem naloga prikazuje toc¢ki na oseh, ki ju do-
bimo, ¢e se od preseciS¢a spustimo pravokotno na
0si.

RESITEV. Naloga je dejansko laZja, kot se zdi. Na-
riSemo S§tiri tocke, ki so prosto gibljive. S pomocjo
ikone za risanje premic skozi dani dve tocki nari-
Semo obe ¢rtkani premici. Na preseciS¢u obeh pre-
mic nariSemo ,,debelo rdec¢o“ tocko, ki jo poimenu-
jemo A. NariSemo Se tocko s konstantnimi koor-
dinatami (x(A),0) ter tocko s konstantnimi koordi-
natami (0, y(A)) in naloga je koncana.

Izzivi. Na naslovu http://uc.fmf.uni-lj.si/pri/
bralca cakajo trije novi izzivi, ki ga popeljejo do
zanimivih funkcij in nekaterih zanimivih nazor-
nih pomenov. Na spletni strani bos ¢ez teden dni
nasel tudi nekatere nasvete za njihovo reSitev. &
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Novosti v Knjiznici Sigma

Ze od leta 1959 nam KnjiZnica Sigma prinasa poljudna in strokovna besedila za popularizacijo
podrocij matematike, fizike, astronomije in ra¢unalnistva. Vklju¢uje tako zbirke nalog z razli¢nih
tekmovanj, dopolnilne u¢benike, priro¢nike in drugo zanimivo branje domacih avtorjev, kot tudi

.

nekaj prevodov znanih tujih avtorjev. Najnovejsi dve knjiZici sta izsli konec leta 2007.

Maﬁai Zeljko: :‘:gq;uz: ‘ti\sl.ocs 1Z MATEMATIKE Marcel Danesi: mﬂﬁm LAZNIVCA IN HANOJSKI STOLPI
s §REDI§J;5V?GI.:‘(K"I‘::’:”£¥3£{ 5. del Deset najve<jih matematicnih ugank vseh asov

RESENE NALOGE . S PARADOKS

IZ MATEMATIKE S LAZNIVCA IN

SREDN]ESOLSKIH HANOJSKI STOLPI

TERMOVAN] Deset najvedjih

5. del: Izbirna in matematiénih ugank

drzavna tekmovanja vseh ¢asov

1997-2006

260 strani
172 strani format 14 x 20 cm
format 14 x 20 cm mehka vezava
mehka vezava 17,99 EUR
14,99 EUR
Janez Strnad: Jeffrey S. Rosenthal:
- o O POUCEVANJU KO STRELA UDARI
FIZIKE Skrivnostni svet
300 strani verjetnosti
forr}rlllz 14 x 20 cm 264 strani
me vezava format 14 x 20 cm
12,49 EUR mehka vezava
12,49 EUR

Poleg omenjenih lahko v KnjiZnici Sigma najdete Se vec kot 40 drugih del. PodrobnejSe predsta-
vitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse knjiZice tudinarocite s popustom:
http://www.knjiznica-sigma.si/

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloZni$tvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v uredni$tvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.



