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MATEMATIENI TRENUTKI

~

MATICNI TRENUTKI

Odkrivanje
ponarejenih
fotografij

© V resnici sploh nista bila ujeta skupaj - njuni sliki sta
bili poloZeni skupaj z racunalnikom. To izdaja padanje
senc na obrazih zvezd: sonce prihaja iz dveh razli¢nih
smeri na isti plazi! Bolj dovrSeno digitalno ponarejanje
odkrivamo s pomocjo matematike. Analiza, linearna al-
gebra in statistika so prav posebej uporabni pri doloca-
nju, kdaj je bil del ene slike skopiran v drugo, ali kdaj je
bil en del slike nadomescen.

Ponarejanje slike pusti na datoteki statisticne sledi.
Na primer, Ce je oseba odstranjena s slike in nadome-
SCena z delom ozadja, potem bosta dva razlicna dela
datoteke identi¢na. Problem pri razkrivanju takih spre-
memb je, da sta tako lokacija kot velikost nadomestitve
vnaprej neznani. Primer uspesnega algoritma poisce po-
navljanja tako, da najprej uredi majhna obmocja glede
na podobnost njihovega digitalnega barvanja, potem pa
pregleduje vecja obmocja, ki vsebujejo podobna manjsa
obmocja. Oblikovalec algoritma, ki je vodilni digitalni fo-
renzic¢ni strokovnjak, priznava, da sicer v sploSnem po-
narejevalci slik ostajajo korak pred detektivi, vendar je
napredek v forenziki tak, da je sedaj mnogo tezje nare-
diti dober ponaredek. Dodaja tudi, da za prijetje ponare-
jevalcev ,Konec koncev potrebuje$ matematiko®.

Za vec informacij: Can Digital Photos be Trusted?, Ste-
ve Casimiro, Popular Science, October 2005. @
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Presek objavlja poljudne in strokovne ¢lanke iz matemati-
ke, fizike, astronomije in racunalnistva. Poleg ¢lankov objavlja
prikaze novih knjig s teh podrocij in porocila z osnovnosolskih
in srednjeSolskih tekmovanj v matematiki in fiziki. Prispevki
naj bodo zanimivi in razumljivi SirSemu krogu bralcev, ucen-
cem vi§jih razredov osnovnih $ol in srednjeSolcem.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (0z. avtorjev) in se-
dez institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo
oStevilcene, morajo imeti dovolj iz¢rpen opis, da jih lahko veci-
noma razumemo loc¢eno od besedila. Slike v elektronski obliki
morajo biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps, ...), velikosti vsaj
8 cm pri locljivosti 300 dpi. V primeru slabse kakovosti se slika
primerno pomanjsa ali ne objavi. Avtorji ¢lankov, ki Zelijo ob-
javiti slike iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti do-
voljenje (copyright). ZaZelena velikost ¢rk je vsaj 12 pt, razmak
med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke posljite odgovorni urednici na naslov urednistva
DMFA-zalozniStvo, UredniStvo revije Presek, p. p. 2964, 1001
Ljubljana ali na naslov elektronske poste presek@dmfa.si.

Vsak clanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu
recenzentu, ki oceni primernost ¢lanka za objavo. Ce je prispe-
vek sprejet v objavo in Ce je besedilo napisano z racunalnikom,
potem uredniS§tvo prosi avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj
bodo praviloma napisane v eni od standardnih razlicic urejeval-
nikov TeX oziroma LaTeX, kar bo olajsalo uredniski postopek.

Avtor se z oddajo ¢lanka strinja tudi z njegovo kasnejso
objavo v elektronski obliki na internetu.



Kazalo

B MATEMATICNI TRENUTKI
Odkrivanje ponarejenih fotografij .......c.cceeuenuen. 2
m MATEMATIKA

Z varCevanjem do novega racunalnika -

Navadni obrestni racun (Ajda Fosner)................. 4-5
Kako pisati matematicne izraze (Matija Lokar) ..6
Bistrovidec - Stevilka Tonetove osebne

izkaznice (IVan Vidav) ........cceeeeeeeveeceeeeieneinenn. 7
Bistrovidec - Bik se pase, trava rase - resitev

naloge iz prejsnje Stevilke (Marija Vencelj)......... 7
mFiIzZIKA

Zivi pesek (Janez Strnad) .......oeeeeeeeeeeeeeeeeeereereenens 10-12
Razmisli in poskusi (Mitja Rosing) ..............ce.c..... 12-13

Kuhinjska poizkusSevalnica -
Kateri se bo prvi stalil, odgovor naloge

(Majca Cepic in Gorazd Planingic) ........oeeeeeeen. 14-15
Iz poizkuSevalnice v dnevni sobi - Kaksno
obliko ima svetlobna lisa? (Mojca Cepic) ... 18

m ASTRONOMIJA

Kaj moramo vedeti o ¢rnih luknjah?

(ANAreja GOMBOC) .....eeeeeeeeeeeeeceeeceeeieeeceeeceeeseesaenns 20-23
Raziskujmo ozvezdja z daljnogledom 10x 50
(ANAYeja GOMBDOC) .....ucueeeeeeeeeeeeeeeeeeesssesesessseseseeannens 31

SLika na NasLovnict: Na fotografiji na naslovnici je iranska pokra-
jina, kot jo je na poti iz Teherana v Isfahan posnel vodja slovenske
ekipe na leto$nji mednarodni fizikalni olimpijadi Ciril Dominko.
O zivem pesku v iranskih puscavah si lahko preberete v prispevku
Janeza Strnada.

m RACUNALNISTVO

Kaj imajo skupnega polinomi in napake?

(0512212103 02 15 Lol (o) E 24-27
RiS, Ravnilo in $estilo - Risem in $tudiram -
Drugi del (Damjan Kobal) ..............cccceeeeeeeennnn.n. 28-29

m RAZVEDRILO

Nagradna krizanka (Marko BokaliC) .................... 16-17
ReSitev nagradne kriZzanke Presek 35/1 ............. 23

R3]0 (6 [0 5 O 13, 27
ReSitev nagradne naloge iz prejsnje Stevilke

(Andrej Taranenko) ........cceeeeeeeeeereesesessersesseeseeseesnns 30

m TEKMOVANJA

48. mednarodna matemati¢na olimpijada

(Gregor Dolinar in Irena Majcen) ........cccueceeeeeeeeens 8

43. tekmovanje za Zlata Vegova priznanja

(KIavdija MINSEK) ........ccceeveeeerierierierieniersesseeserseeseenes 9

38. mednarodna fizikalna olimpijada

(CIril DOMINKO) «.uvveeecereeiieiireeecireescesiene s esae s eenneeeas 19

43. tekmovanje iz matematike za Vegovo

priznanje, podro¢no tekmovanje ........cccoceeeeeeeenne priloga
43. tekmovanje iz matematike za Vegovo

priznanje, drZzavno tekmovanja ........cccceeeeeeeerennens priloga

K NASLOVNICI 1Z PREJSNJE STEVILKE PRESEKA: Profesor Stephen
Hawking zaradi zdravstvenih teZav Zal ni mogel priti v Slove-
nijo. V tolazbo lahko preberete kaksno od njegovih knjig iz
nase ponudbe na ovoju te Stevilke, v Preseku pa nekaj malega
o ¢rnih luknjah, ki Hawkinga, verjamemo da tudi vas, Se ve-
dno vznemirjajo.

Na naslovnici prve letosnje Stevilke Preseka je Hawking za
kratek Cas letel v brezteznosti. Slika je last Zero Gravity Corp.




MATEMATIKA

vlozil v tvojo banko!*

/ varCevanjem
do novega
racunalnika-

NAVADNI OBRESTNI RACUN

© Andrej si je Zelel, Se preden postane Student, kupiti prenosni ra-
cunalnik. Zato se je odlocil, da bo vsak mesec privarceval toliko de-
narja, da bo ¢ez eno leto imel z obrestmi vred privarcevanih 1000 €.
Zadnji dan pouka v tretjem letniku gimnazije je po prejemu sprice-
vala odvihral domov, vzel list papirja in vneto zacel racunati. Ko
sta njegova starsa prisla domov, je veselo priskakljal do mame, ki je
bila zaposlena na lokalni banki, in ji zavpil: ,Mami, od danes naprej

bom vsak mesec privarceval 82 € in denar na koncu vsakega meseca

Zdaj pa vpraSanje za vas, dragi bralci: Ali je An-
drej naredil pravi izracun, ¢e banka vloge obrestuje
po navadnem obrestnem racunu in 4 % letni obrestni
meri?

Se preden se lotimo racunanja, si oglejmo nekaj
osnovnih pojmov s podrocja poslovne matematike.
Pri tem se ne bomo mucili z dolgimi uradnimi eko-
nomskimi definicijami, saj ste zagotovo za vecino
teh pojmov Ze sliSali in jih poznate. Tako iz osnovne
Sole veste, da so obresti nadomestilo za uporabo de-
narja, ki ga je varcevalec za dolocen cas prepustil
banki. Pri tem so obresti odvisne od vloZenega znes-
ka ali glavnice, ¢asa obrestovanja in letne obrestne
mere, ki pove, koliko denarnih enot nadomestila do-
bimo za vsakih 100 denarnih enot glavnice, vloZene
za eno leto. V naSem primeru je letna obrestna mera
4%: Ce bi torej Andrej v zacetku leta vloZil v banko
100<, bi na koncu leta dobil 100 + (4 - 100)/100 =
104 € (obresti bi znaSale 4 €).

PRESEK 35 (2007/2008) 2




V naSem primeru banka obrestuje vloge po navad-
nem obrestnem racunu, kar pomeni, da obresti vsa-
kokrat racuna od prvotne glavnice. Navadni obrestni
racun je najpreprostejsi nacin za racunanje obresti.
Znacilen je za obracun hranilnih vlog in za druge
klasi¢ne kratkorocCne posle, uporabljajo ga pri teko-
¢ih racunih ter pri obracunu obresti iz obveznosti, ki
nastajajo med kupci in prodajalci pri tekocem poslo-
vanju.

Ker je pri navadnem obrestnem racunu izhodisce
za obracun obresti ves ¢as osnovna, nespremenjena
glavnica, vsako obdobje med dvema zaporednima
pripisoma obresti prinese varcevalcu enak znesek
obresti, ki jih bomo oznacevali s ¢rko 0. Zacetna
glavnica G se po prvem pripisu obresti poveca na
G + o, po drugem pripisu obresti na G + 20, po tre-
tjem na G + 30, ..., po n-tem na G + no. OCitno je
torej, da pri navadnem obrestnem racunu glavnica
naraSca kot aritmeti¢no zaporedje:
= ¢,G+0,G+ 20,G+30,...,G+mno,...

To zaporedje je seveda naraScajoCe, saj so obresti
vedno pozitivne. Uporaba navadnega obrestnega ra-
Cuna torej pomeni linearno rast glavnice.

Naj bo sedaj G zacetna glavnica in p % (to je p/100)
letna obrestna mera. Potem znaSajo letne obresti
"0=G" -

Koliksne pa so obresti za en mesec? Zaradi Ze ugo-
tovljene premosorazmernosti so obresti za en mesec
dvanajstkrat manjSe:

_ . _P
"= 0=G"15p-

Obresti za m mesecev torej znasajo o = G - {555 -

Sedaj imamo dovolj informacij, da se lahko lotimo
raCunanja. Zaradi laZjega zapisa ozna¢imo Andreje-
ve vloge s ¢rko a in obrestno mero s p. Andrej bo
torej vsak konec meseca v banko vlozil znesek a.
Zanima nas, kolikSna je skupna vrednost teh zneskov
po preteku enega leta.

PrikaZimo dogajanje grafi¢no s ¢asovno premico:

¥o¥aka ¥a¥a¥a
1 2 3 112 ax

Hitro lahko opazimo, da se prva vloga obrestuje 11

MATEMATIKA

mesecev; torej je na koncu leta vredna a + o = a +
a-(11-p)/1200. Druga vloga se obrestuje 10 mese-
cev in je na koncu leta vredna a + a - (10 - p)/1200.
Podobno velja za vse ostale vloge. Zadnja med njimi
se seveda sploh ne obrestuje. Ce ozna¢imo z X iska-
no vrednost, potem velja

11-p

10-
T§66) +(a+a- p)

" X=(a+a- 1200

1-p
+(a+a- 1200)+ +(a+a-1200)+a.

Clene na desni strani enakosti se§tejemo in dobimo

(11+1049+---+1)-p

"= X=12-a+a- 1500

Ker3e11+10+9+ +1=12-11/2 =66, je X =
a-(12+°% 120 0) Ce upoStevamo Se, dajea = 82inp =
4, dobimo X = 1002,04. Ce bo torej Andreju nacrt
uspel in bo vsak mesec v banko vloZil 82 €, potem si
bo po enem letu lahko kupil prenosni racunalnik.
Koliko denarja pa bi Andrej privarceval, e bi via-
gal denar na zacetku vsakega meseca? Ce si podobno
kot zgoraj nariSemo ¢asovno premico, opazimo, da
se prva vloga obrestuje 12 mesecev, druga vloga 11
mesecev, zadnja vloga pa se obrestuje en mesec.

¥o¥ao¥a ¥a ¥o¥a

1 2 3 11 12 “ax
Torej je
= X=(a+a -2 +@+a- L) +(a+a- B

2p Lp
teost(@ta- 15 +(@+a- 50)

oziroma

(12+11+10+--

+1)-p
1200 )

" X=12-a+a-

Andrej bi v tem primeru privarceval 1005, 32 €.
m Literatura

[1] J. A. Cibej, Matematika za poslovneze (1. del),
Ekonomska fakulteta, Ljubljana 2003.

[2] L. Zornada, Zbirka nalog iz poslovne matematike
in statistike, Fakulteta za management, Koper
2003. @
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Kako pisati
matematicne
|Zraze

© Zadnji¢ mi je pod roko prislo naslednje razmi-
Sljanje meni neznanega avtorja. Bil je namrec zelo

razocaran nad dejstvom, kako zapiSemo eno

»osnovnih matematic¢nih resnic”. Poglejmo!

Vsi vemo, da velja

= 1+1=2.

Ampak, se matematiku res spodobi to zapisati na
tako obicajen, enostaven nacin? Nikakor ne! Poglej-
mo, kaj lahko storimo. Vemo, da je

= 1 =In(e).

Po drugi strani drzi tudi

= 1 =sin’(p) + cos?(p).

Vsakdo ve, da velja

o 1 n
“2=3(5)"

n=0
Torej lahko na$ izraz 1 + 1 = 2 zapiSemo malo bolj
elegantno kot

= In(e) + sin®(p) + cos?(p)

S0

Ocitno je, da je ta zapis veliko bolj znanstven in se-
veda veliko bolj razumljiv. Po drugi strani velja tudi

in

. 1,\z
= e:11m<1+2).

Z—00
Torej lahko na$ prejSnji izraz
= In(e) +sin(p) + cos?(p) = > (%)"

n=0
preuredimo v veliko bolj ¢isto in pregledno obliko

. 1n<lim(1 + %)Z> +sin’(p) + cos®(p)

- B i cosh(q) - /1 - tanh®(q)
n=0

21’1

In kot bi rekli v televizijski prodaji ...pocakajte, to
Se ni vse ...Vsakdo ve, da

= 0l=1.

Z upoStevanjem dejstva, da je inverzna matrika
transponirane matrike enaka transponirani matriki
(s predpostavko, da je prostor enodimenzionalen),
dobimo naslednjo poenostavitev (z uporabo vektor-
ske notacije)

- (xT) 7 - (x) =0
Ce zadevi zdruzimo, dobimo lep, pregleden izraz
() ) e
V izrazu, ki smo ga dobili prej
< In(lim (1+2)°) + sin’(p) + cos(p)
_ i cosh(q) - W

n=0

upostevamo zgornjo poenostavitev in voila:

* n(im (((x7) "= (X)) 2))
® cosh(q) - y/1 — tanh?(q)
21’L

+sin®(p) + cos®(p) = >
n=0
izraz, ki je nesporno veliko bolj znanstven kot nas
zacetni
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Stevilka
Tonetove
osebne
izkaznice

© Prijatelj Tone je opazil, da ima Stevilka njegove
osebne izkaznice zanimive lastnosti: sestoji iz de-
vetih cifer in v njej nastopajo vse cifre od 1 do 9.
Stevilo, ki ga je $tevilka predstavljala, je deljivo z 9.
Ce odreZemo enice, je dobljeno $tevilo deljivo z 8.
Ce odreZemo enice in desetice, dobimo $tevilo, ki je
deljivo s 7. Ce odrezemo na koncu tri cifre je pre-
ostalo Stevilo deljivo s 6 itd., do konca. KakSna je
Stevilka Tonetove osebne izkaznice? @

Bik se pase,
trava rase

RESITEV NALOGE

MARIJA VENCEL)

© Nalogo smo za vas izbrskali iz ¢etrt stoletja stare
Stevilke Preseka ob 300-letnici izida Newtonove Splo-
Sne aritmetike, kjer je bila naloga prvic zastavljena.

Pravilni odgovor je 36 bikov.

Morda so se kakSnemu od reSevalcev zazdeli po-
datki naloge protislovni in je pomislil na tiskarskega
Skrata, saj Newtonu takSne napake res ne gre pripi-
sovati. Kaj pa, ¢e ste na kaj pozabili oziroma kaj

584742187562 084
74923865

38465

385361
4923865

spregledali? Na primer drugo polovico naslova nalo-
ge: ... trava rase.

Pa reSimo nalogo skupaj! Travo bomo merili kar
v jutrih, natancneje, koli¢ini trave na enem jutru ob
zacetku pase.

Naj posamezni bik v enem tednu popase za a jutra
trave, tedenski prirastek trave na enem jutru naj bo
b jutrov. Iz obeh podatkov v nalogi sestavimo sistem
enach:

= 12-4a =12(1 +4b)
= 21-9a =10(1+9b),

od koder sledi a = 5/54 jutrain b = 1/12 jutra.

Izracunajmo Se Stevilo bikov n, po katerem spra-
Suje naloga. 1z dobljenih vrednosti za a in b sesta-
vimo enacbo

= 18- 2 -n=24(1+18-3),

ki ima reSitev n = 36. @

PRESEK 35 (2007/2008) 2
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MATEMATIKA

48.mednarodna
matematicna
olimpijada

© Vsako leto priprave na olimpijado prinesejo nove
izzive. Potem ko smo na MMO 2006, ki je bila lani v
Sloveniji, z izkuSeno ekipo petih dijakov cetrtega let-
nika in enega dijaka tretjega letnika dosegli res velik
uspeh, smo septembra 2006 priprave na MMO 2007
zaceli s skoraj popolnoma novo zasedbo. Izmed 19
povabljenih dijakov na tedenske priprave v septem-
bru smo imeli le enega z izkuSnjami s prejsnjih olim-
pijad. Na DMFA Slovenije smo bili kljub temu odlo-
Ceni, da lanski uspeh ni bil zgolj muha enodnevnica,
zato smo intenzivnost lanskih priprav prenesli Se v
tekoce Solsko leto.

O izboru ekipe so odlocali trije izbirni testi, do-
mace naloge ter rezultat na drZzavnem tekmovanju.
Testi so se zvrstili v decembru, februarju in marcu,
domace naloge pa so dijaki praviloma dobivali enkrat
mesecno. Uvrstitev v ekipo je bila tako znana kmalu
po drZzavnem tekmovanju, in sicer so Slovenijo na
MMO v Vietnamu zastopali MIHA CANCULA, ANJA KO-
MATAR, TOM PRIMOZIC in JURE VOGRINC z Gimnazije
BeZigrad, Ljubljana, MARTIN HERGOUTH iz gimnazi-
je SC Rudolfa Maistra, Kamnik ter URBAN JEZERNIK
s I. gimnazije v Celju. Ekipo smo spremljali dr. Gre-
gor Dolinar z Univerze v Ljubljani, Irena Majcen z In-
Stituta za matematiko, fiziko in mehaniko in Matjaz
Bercic, lanskoletni prejemnik srebrne medalje.

Tik pred olimpijado smo se dobili Se na Stiridnev-
nih predavanjih, ki so jih olimpijci poslusali skupaj
z ekipo srednjeevropske matemati¢ne olimpijade -
MEMO (novo tekmovanje, na katerem vsako leto v
septembru sodelujejo ekipe devetih drzav). Nato je

sledila dolga pot v Vietnam, na$ najdaljsi let je tra-
jal kar 13 ur. Ze na letali$¢u nas je sprejela prijazna
vodicka, ki je tekmovalce spremljala ves ¢as olimpi-
jade, in nas razveselila z novico, da bomo vsi bi-
vali v hotelih s klimatsko napravo. Tako smo vedno
imeli zatociSce, kamor smo se lahko umaknili pred
neznosno vroc¢ino in vlago.

Drugi in tretji dan po prihodu, to je 25. in 26.
julija, so se tekmovalci spopadli s Sestimi izjemno
tezkimi nalogami. Izkazalo se je, da je bila tretja na-
loga ena izmed najtezjih v zgodovini matemati¢nih
olimpijad, pa tudi Sesta ni bila dosti laZja. K sre¢i so
bile prva, druga in Cetrta naloga bolj dostopne. Tudi
tokrat smo se izkazali pri geometriji, pri Cetrti nalogi
je bil skupen izkupicek nasih tekmovalcev 41 tock,
kar pomeni, da so izgubili samo to¢ko. Ceprav se je
morda ob zacetku Solskega leta zdelo, da se bomo
tezko priblizali lanskemu uspehu, ga je letosnja eki-
pa v nekem smislu presegla, saj je dosegla najvecje
Stevilo medalj doslej. Vsi fantje so prejeli bronasto
medaljo, Anja pa je domov odSla s pohvalo. Rezultat
jerazveseljiv tudi zato, ker je Anja dijakinja drugega,
Miha in Jure pa dijaka tretjega letnika, tako imajo vsi
trije moznost, da Slovenijo zastopajo tudi naslednje
leto.

Ponovno smo se z MMO vrnili zadovoljni; na eni
strani zaradi uspeha, na drugi pa zaradi dejstva, da
smo obiskali zanimivo in druga¢no drZavo. Najbolj
nas je cudila elektricna napeljava, saj so kabli vse-
vprek, in katastrofalen promet, navdusSila pa nas je
zelena pokrajina in ¢udoviti otoki v zalivu Halong. ©



43.tekmovanje

za /Zlata

MATEMATIKA

Vegova priznanja

© NajboljSi osmosolci in devetoSolci s podro¢nih
tekmovanj so se v soboto 21. aprila 2007 pomerili
v sedmih regijah na drzavnem tekmovanju za Zlato
Vegovo priznanje. Tekmovalo je 306 osmoSolcev in
305 devetosSolcev.

Zlato Vegovo priznanje prejmejo osmosolci, ki so
osvojili najmanj 24 tock od 50 moznih tock, in deve-
tosSolci, ki so osvojili najmanj 33 to¢k od 50 moznih
tock. Vse nagrajene devetoSolce smo povabili na te-
densko poletno Solo matematike v Bohinj.

Najboljsi tekmovalci so prejeli nagrade:

1. NAGRADA

m 8. razred

MATE] PELKO, OS Simona Jenka, Kranj

9. razred

BLAZ BRATUS, OS Bojana Ilicha, Maribor
ERIK GRABLJEVEC, OS Sti¢na
SASA HARKAL OS Puconci

2. NAGRADA

m 8. razred

= MATJAZ LEONARDIS, OS Franceta Bevka, Ljubljana

= VENO MRAMOR, QS Ivana Cankarja, Vrhnika
= MIHA ZGUBIC, OS Prezihovega Voranca, Maribor

m 9. razred

= MATEJA HRAST, OS Franceta Bevka, Tolmin
= DAVID KOCJAN, OS Frana Metelka, Skocjan
= OTON KOROSEC, Waldorfska OS Ljubljana
= KLEMEN ZAJC, OS Cerkno

3. NAGRADA

m 8. razred

= VENDI GROBELSEK, OS Smarje pri Jelsah

* ALEN BUHANEC, OS Riharda Jakopica, Ljubljana
= VID GRUDEN, OS Milojke Strukelj, Nova Gorica
= MATEJA LESKOVAR, OS Ljudski vrt, Ptuj

* VERONIKA VODEB, OS Smarje pri Jelsah

m 9. razred

» DARJA BoZ1¢, OS Danila Lokarja, Ajdovséina
= LUkA KOBAL, OS Danila Lokarja, Ajdovs¢ina
= JAKOB PETERLIN, Waldorfska OS Ljubljana

= KRISTIAN ZIDARIC, OS BreZice @
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© Veckrat sliSimo, da je fizika v
Soli premalo povezana z vsak-
danjim Zivljenjem. Zaradi tega
naj bi si sestavljalci uc¢nih nacr-
tov, pisci ucbenikov in ucitelji

posebej prizadevali, da bi v Soli

pokazali, kako uporabna je fizi-

ka v vsakdanjem Zivljenju.

Oboje je lahko razumeti. Na eni strani so enacbe in
zakoni fizike sploSni in se zato morda komu zdijo
pusti. Na drugi strani pa je enacbe in zakone fizike
mogoce uporabiti za posebne primere, med katerimi
so nekateri pomembni in zanimivi v vsakdanjem zi-
vljenju. EnacCbe za poSevni met se komu utegnejo
zdeti puste. Z njimi pa lahko opiSemo gibanje iz-
strelka, gibanje Zoge pri strelu z nogo, metu iz outa
ali metu na koS, gibanje krogle pri metu krogle ali
o i gibanje ploskega kamna, ki kot Zabica poskakuje po
/] P i gladini vode, opiSemo lahko skok v daljino in vi§ino
oo/ RPN ter Se kaj. Pri tem naletimo na teZavo, da za posame-
zne primere vcasih ne zadostujejo preproste sploSne
enacbe in je treba upoStevati zracni upor ali kako
drugo posebnost. Za vse to pa v Soli ni ¢asa. Zato je
pravo mesto za zanimive posebne primere Presek.
Tak zanimiv primer je Zivi pesek, ki ima vcasih po-
dobne lastnosti kot trdnina, drugi¢ pa kot tekocina
- kot jogurt v ¢lanku Mojce Cepi¢ Ali tece, ali je tr-
dno v drugi Stevilki Preseka lanskega letnika. Kdo Se
ni slisal zgodb o tem, kako so se ljudje po nesreci
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Slika 1. Lutka v tresoci se posodici z umetnim zivim peskom se pogrezne samo ne-
koliko bolj kot do polovice. Fotografije si sledijo z leve na desno, desna je posneta
po daljSem casu. Iz ¢lanka Armaee Khaldoun, Gerarda Wegdama, Erike Eisner in
Daniela Bonna Quicksand!, Europhysics News 37 (2006) 19 (4).

pogreznili v Zivi pesek? Nekaj takih prizorov smo
videli tudi v kinu, na primer v filmu Lawrence Arab-
ski ali Pes iz Baskervilla. V nekem drugem filmu so
na divjem Zahodu reSili nesre¢neza, ki je zaSel v zivi
pesek tako, da so ga s konjem potegnili iz peska. V
Europhysics News so raziskovalci, ki se na univerzi v
Amsterdamu ukvarjajo s fiziko mehke snovi, objavili
Clanek o Zivem pesku. Kaze, da tudi glasilo Evrop-
skega fizikalnega druStva EPS rado objavlja Clanke,
ki fiziko povezujejo z zanimivimi pojavi, ¢eprav na
Zivi pesek ne naletimo vsak dan.

Zivi pesek ni dobro opredeljen pojem. V navede-
nem primeru gre za snov, ki nastane, ko se v pesku z
zrnci s premerom okoli 0,06 milimetra pojavi dovolj
mocan izvir vode. Voda tec¢e navzgor in, ¢e je je do-
volj, porusi vezi med zrnci peska, tako da dobi snov
lastnosti tekoCine. Zaradi tega pojava so se po po-
tresu na Japonskem, ko so se pretrgale vodovodne
cevi, nagnile na pesku zgrajene stavbe. Znani pre-
del z Zivim peskom v prvobitnem okolju najdemo v
Iranu blizu slanega jezera med Teheranom in Quo-
mom. V vzorcu iz Irana je po prostornini poleg 2/5
peska in vode, 1/20 do 1/10 gline ter sol (za primer-
javo, v kupu pomaranc¢ plodovi zavzemajo 2/3 pro-
stornine). Snov ima prvotno lastnosti trdnine zaradi
gline, ki med zrnci peska tvori koloidni gel, podoben
gostemu jogurtu. To zrncem peska preprecuje, da bi
se sesedla na dno. Vec kot 9/10 teZe ¢loveka, ki bi
se postavil na Zivi pesek, bi nosila zrnca peska.

Omenjeni raziskovalci so naredili vrsto poskusov
Z umetno snovjo, ki je imela enake lastnosti kot iran-
ski zivi pesek. Sestavili so jo iz peska, bentonitne
gline, ki se ji v vodi poveca prostornina, in slane
vode. Zeleli so odgovoriti na vprasanja:

= Ali je zares bolje biti pri miru, Ce zaidemo v Zivi
pesek?

= Ali se zares ne moremo resSiti iz Zivega peska?

= Ali se ¢lovek ali ve¢ji sesalec zares lahko pogrezne
v Zivi pesek?

Poskusi so pokazali, da je snov dobila lastnosti te-
kocine, ko so jo z zunanjo silo spravili v gibanje -
podobno kot jogurt pri meSanju. Pri tem se je upor
pri gibanju zmanjsal do milijonkrat. Zrnca peska se
tedaj sesedejo na dno, voda pa se zbere na vrhu. Prej
se telo pogreza s hitrostjo nekaj milimetrov na uro,
potem pa s hitrostjo meter na sekundo. Zato bi bilo
za tistega, ki bi se znaSel v Zivem pesku, bolje, ce
miruje.

Pomemben je tudi deleZ soli. Ce je soli veliko,
glina ob spremembi postane neobstojna. V njej na-
elektreni delci, ki so se prej zaradi elektrostati¢nih
sil odbijali, postanejo nevtralni in med njimi zacnejo
delovati privlacne sile. Zato se zdruZijo v kosmice
in padejo na dno. Na dnu nastane zelo gosta plast s
4/5 peska. Iz te plasti bi se lahko regili le, ¢e bi va-
njo uvedli dovolj vode. To pa je v pesku z drobnimi
zrnci tezko izvesti. Da bi iz take plasti izvlekli nogo
s tlorisnim presekom 100 cm?, bi potrebovali silo 10
tiso¢ newtonov, kolikor je priblizno teZza osebnega
avtomobila. Cloveka bi najbrz pretrgali, ¢e bi ga s
toliksSno silo hoteli izvleéi iz takega Zivega peska.

Clovek ali ve¢ji sesalec pa se v Zivi pesek ne mo-
reta popolnoma pogrezniti. O tem so se naravnost
prepricali s preprostim poskusom. V tresoco se poso-
dico s snovjo z lastnostmi iranskega Zivega peska so
polozili lutko s priblizno gostoto ¢loveka ali vecjega
sesalca 1000 kg/m3. Lutka se je pocasi pogreznila,
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a le toliko, da je tudi po daljSem cCasu glava ostala
nad gladino. Razmere niso preproste. Povprecna go-
stota zivega peska je sicer 2000 kg/m3, a vzgona ne
moremo izracunati z Arhimedovim zakonom s to go-
stoto. Pokaze se, da del teze peScenih zrnc nosijo
druga zrnca in ta del ne prispeva k vzgonu. Lutka
se potopi bolj kot do polovice, kot bi se potopila v
teko¢ini z gostoto 2000 kg/m3, a se ne potopi vsa,
kakor bi se v ¢isti vodi.

Zgodbe, da so se v iranski pesek pogrezile kamele,
se zato ne zdijo verjetne. Zivi pesek se pogosto po-
javi na ustjih rek in ob obali jezera ali morja, npr. pri
Mont St. Michelu v Franciji. Ce kdo zaide v Zivi pe-
sek, se lahko utopi v bliznji vodi, npr. na morju v
prihajajoci plimi.

Na misel pride Se drug pojav, ki ste ga nekateri od
vas najbrz opazili. Pri hoji po pesku (mivki) ob mor-
ski obali se najmanj udira in je najlaze hoditi po sre-
dnjem pasu, ki ni ne preblizu vode ne prevec¢ odda-
ljen od nje. Na pasovih tik ob vodi in dalje od vode se
bolj udira in je teZe hoditi. Pojava ni teZko pojasniti.
Na srednjem pasu je delez vode ravno pravi. Med
sosednjima zrncema nastane dovolj vodnih povezav
v obliki vratu na meji vode in zraka. (O raziskova-
nju takih vratov pri spreminjajnu ,teZnega“ pospe-
Ska je Presek porocal v prejsnji Stevilki.) PovrSin-
ska napetost si prizadeva zmanjSati povrsino vratu.
Med sosednjima zrncema deluje privlacna sila, za-
radi katere je pesek tako trden, da se noga le malo
udre. Bolj dale¢ od morja je vode malo in nastane le
malo vratov, povezava med zrnci je Sibka in noga se
mocno ugrezne. Blize morja je vode dovolj, a zraka
malo, zato je vratov malo in je ucinek enak.! Temu
pasu priblizno ustreza Zivi pesek pred spremembo,
ko po svojih lastnostih spominja na trdnino. Pas
blize vodi priblizno ustreza zZivemu pesku po spre-
membi, ko po svojih lastnostih spominja na teko-
¢ino. ©

'David Mermin je v decemberski Stevilki v Physics Today v
Svetovnem letu fizike 2005 nazorno razlago pripisal Albertu
Einsteinu, a ni mogel navesti vira.

Razmisli in
poSkusi

24. Murphyjev zakon pravi, da pade kos kruha naj-
raje na zgornjo stran (ki je namazana z maslom). Ali
to sledi tudi iz Newtonovega zakona?

Napravi poskus s knjigo, ki leZi na mizi, in jo po-
Casi porini preko roba mize. Tudi knjiga se bo skoraj
vedno obrnila in padla na zgornjo stran. Opazuj vr-
tenje in padanje knjige.

RAazMISLEK. Ko se knjiga prevesi, zacne nanjo de-
lovati navor in knjiga pridobi kotno hitrost w. Ko
zdrsne, preneha navor in knjiga za¢ne prosto padati,
kotna hitrost pa se ne spreminja ve¢. Cas padanja je
tpad = v/2h/g, Kjer je h viSina mize. V tem Casu se
knjiga zasuce za kot @ = wipaq. Preveri, ali je ta kot
res priblizno 180°.

Kotno hitrost oceniS z opazovanjem, da se knjiga,
predno se odlepi od mize, zasuce za kot kakih @; =
60°. Naj bo ¥ stranica knjige pravokotna na rob mize.
Cas kotnega pospesevanja oceni s ¢asom zacetnega
padanja, dokler se knjiga ne odlepi. Pri tem je knjiga
prepotovala razdaljo priblizno ¥, torej je Cas zace-
tnega padanja t; ~ /2€/g. 1z tega sledi w = @1/t; ~
60°/t; ter

=@ Vh/l=60°Vh/L.



Poskus. Razlicne knjige pocasi porini preko roba
mize in zabeleZi, kolikokrat se obrnejo in kolikokrat
ne. Izmeri stranico knjige in viSino mize ter preveri,
ali da gornja razlaga res zasuk okrog 180°. Racunsko
in s poskusom oceni meje, kdaj se prekratka knjiga
zasuce za veC kot 270° (in se postavi spet na pravo
stran) in kdaj se predolga knjiga zasucCe za manj kot
za 90° (in ostane na pravi strani).

ODGOVORI NA VPRASAN]JA 1Z
PREJSNJE STEVILKE

21. Kako dalec¢ lahko sega kupcek kart preko roba
mize? DolZina karte naj bo £, njihovo stevilo n, skraj-
ni rob vrhnje karte pa sega najvec za L ez mizo. Ali
je v limitin — o doseg L koncen ali neskoncen?

ODGOVOR. TeZiSce zgornjih v kart sme leZati kvec-
jemu na robu v-+prve karte, tako da se karte ne bodo
prevrnile. Izpeljali smo

sr=fa+lelaleiys

kjer je y = 0,57722. Navedeni priblizek smo zapisali
zato, da se jasno vidi, da z veCanjem Stevila kart (n —
c0) matemati¢no narasca doseg kart proti neskon¢no
(zelo pocasi - logaritmicno). Fizicno pa seveda ne,
ker bi bralec porabil prevec¢ casa in bi se karte Ze
davno prej upognile.

Zamn = 10 dobi§ L = 1,46¥ (priblizek bi dal L ~
1,44 ). Poskusal sem s kartami taroka. Dosegel sem
seveda malo manj, L = 1,37 £. Koliko se posreci tebi?

Za L = 2 bi potreboval vsaj 30 kart. Za poskus s
30-imi ali celo 54-imi kartami pa je potrebno precej
potrpljenja.

22. Ce vrvico navijes na vodoraven drog, lahko urav-
novesis veliko uteZ z zelo majhno uteZjo na drugi stra-
ni. Razmerje uteZi narasca eksponentno s Stevilom
navojev. Zakaj? Poskusi z razlichimi Stevili navo-
jev. Presenecen bos, kako majhna protisila je vcasih
potrebna.

ODGOVOR. Izpeljali smo, da vsak dodaten navoj pri-
nese enak faktor in zato razmerje sil pojema ekspo-
nentno:

FIZIKA +

ZGLED. Napravil sem poskus. Pri pol navoja (¢ = 1)
je bilo razmerje utezi 3, da ravno Se niso zdrsnile,
pri 3/2 navoja (p = 37r) pa priblizno 27. 1z tega
sledi koeficient lepenja 0,3.

23. Ce britvico z dolZino a in Sirino b previdno polozis
na vodo v skodelici, plava. Zakaj? Lahko jo celo neko-
liko obremenis. Poskusi, koliksno maksimalno breme
lahko nosi? Ali iz tega lahko oceni$ povrsSinsko nape-
tost vode?

/ZGLED. Predpostavili smo, da povrsSinska napetost
ob britvici uravnovesi tlak vode, ki bi od strani rada
zalila britvico, in za maksimalno globino h izpeljali
zvezo 0 < pgh?/4. Seveda je ta ocena zelo optimi-
sti¢na, ker Ze pri majhni neprevidnosti voda britvico
zalije in ker kot vodne povrSine ob britvici ni zares
0°. Meni se je posrecila maksimalna globina 4 mm, iz
cesar sledi omej = 0,04 N/m, v tabelah pa je izmer-
jena vrednost za povrSinsko napetost vode o = 0,07
N/m (malo sem bil ocitno neroden, britvica pa tudi
ni bila povsem cista). Koliko se posreci tebi? &

RAZVEDRILO
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Kateri se bo
prvi stalil?

ODGOVOR NALOGE

© Prav poSteno ste ze zagazili v Solo, Casa za poiz-
kuSanje je vse manj, a Ce so rezultati zanimivi, je
verjetno smiselno zZrtvovati nekaj minut. Sir v mi-
krovalovni pecici je vse tiste, ki kdaj pecejo pizze in
podobne mojstrovine v elektri¢ni pecici, presenetil.
Kuharji veste, da se majhni ko§cki sira stalijo naj-
prej, vecji koscki pa Sele po nekoliko daljSem casu.

V mikrovalovni pecici je drugace. Najprej se sta-
lijo vecji kosi sira, Sele kasneje manjsi, zelo majhni
koscki sira pa se sploh ne stalijo (Ce so se stalili, so
se zato, ker so bili v bliZini drugih moc¢no segretih
predmetov v pecici, ne pa zaradi mikrovalov). Na
sliki 1 so koScki sira, ki ste jih videli v prejsnji Ste-
vilki Preseka, po obdelavi v pecici. Kot je videti, se je
najvecji kos stalil popolnoma, najmanjsi pa sploh ne.
Tudi Ce bi cas delovanja mikrovalovke podaljSevali,
se najmanjSi koScki ne bi stalili.

Kaj je v mikrovalovni pecici drugace kot v obicajni
pecici z elektricnim grelnikom? Razlage poskusov v
preizkuSevalnicah smo v prejsSnjih Stevilkah vedno
razlagali le z ,mahanjem rok*, kot radi pravijo fiziki
razlagam brez racunov, in z graficnimi ponazoritva-
mi. Tokrat poskusimo besedam dodati Se nekaj e-
nacb, vi pa nam sporocite, kako vam je bila ,resna“
fizika vSec. Fiziki namrec besedne razlage opremimo
Se z matemati¢nim zapisom, ki povedo isto sporo-
¢ilo na krajsi nac¢in. Matemati¢ni zapis ima Se eno
zelo pomembno vlogo v pogovorih med znanstve-
niki. Omogoca namrec¢ napovedi vrednosti merjenih
lastnosti pri eksperimentih. Tako enacbe pogosto
razloZijo opaZanja eksperimentalcev, vcasih pa tudi
napovedo, kaj (in koliko necesa) bodo eksperimen-
talci izmerili. Komur razmisSljanje v obliki matema-
ticnih zapisov ni dovolj blizu, naj prebere le razlago,

Slika 1. Koscki sira po segrevanju v ,mikro-

valovki“. Velik kos¢ek se je ze ,scvrl®, srednji

so se zmehcali, najmanjsi so ostali trdni.

ki mu je pridruZena. Kaj se dogaja v mikrovalovki,
bo prav gotovo razumel.

Najprej pojasnimo, kaj se zgodi, ko sirove kocke
postavimo v navadno elektricno pecico, ki smo jo
prej segreli. Temperatura okolice je v pecici z grel-
cem mnogo viSja od zacetne temperature kock. To-
plotni tok tece iz okolice v kocke prek povrsine. Koc-
ke se segrevajo tudi s sevanjem pecice. Toplotni tok
se prenasa do notranjih delov sira v glavnem le s pre-
vajanjem. ManjSi kosi se prej segrejejo do sredice
in zato se prej stalijo. Najprej se stalijo ogliS¢a in
robovi kock, ki so bolj izpostavljeni in zato vanje
toplota prej prodre. Ce bomo ¢akali dovolj dolgo,
se bodo stalile tudi najvecje kocke sira.

Kaj pa se dogaja v mikrovalovni pecici? Za razliko
od navadne elektri¢ne pecice mikrovalovi ne segreva-
jo zraka v pecici, pa¢ pa presevajo hrano in pri tem
vrtijo molekule vode v njej. Pravimo, da snov v pecici
mikrovalove vpije. Del Zivila, kjer se vpija najvecji
deleZ mikrovalov, se najbolj segreva. Mikrovalovi so
elektromagnetno valovanje z valovno dolZino nekaj
centimetrov in se v Zivilih vpijajo nekaj centimetrov
v globino. Zato v reklamnih broSurah pogosto piSe,
da se Zivila grejejo po celotni prostornini, kar za ve-
like kose trdnih zivil gotovo ne velja. Dokler obrav-
navamo kocke sira, velike le nekoliko ve¢ kot cen-
timeter, pa to priblizno drzi. Sir vpija moc¢ mikro-
valovnega sevanja sorazmerno s svojo prostornino !:

- Pprejeta'lfl'v:kl -ad.

Koeficient k; pove, kolikSen del moc¢i mikrovalov



Slika 2a. Kocke sira pred segrevanjem v
elektricni pecici.

vpije enota prostornine. Kocka sira pa energijo tudi
izgublja. Ker je toplejSa od okolice, oddaja (seva)
namrec vec¢jo moc, kot jo iz okolice prejme, skupna
oddana moc¢ pa je sorazmerna s povrsino sira in ra-
zliko med temperaturo sira in okolice:

® Poddana = kl -S- (Tsir - Tmikro)-

Vsebino enacbe lahko povemo tudi z besedami:
kosScek se bo hitreje hladil, ¢e bo njegova povrsSina
veCja in ¢e bo vec¢ja razlika med temperaturo kocke
in temperaturo okolice. V enachi je k» koeficient, ki
pove, kolikSna je oddana moc¢ na enoto povrsine sira,
Ce je temperatura Ty, za eno stopinjo viSja od tem-
perature okolice Tpikro. Okolico v naSem primeru
predstavlja notranjost mikrovalovne pecice.

Zaradi razlike med prejeto in oddano mocjo se sir
segreva. Ker je hlajenje sorazmerno z razliko med
temperaturo sira in temperaturo okolice, se slej ko
prej zgodi, da se s segrevanjem sira in viSanjem nje-
gove temperature vpita in oddana moc izenacita. Te-
daj se sir ne greje vec, vsa vpita toplota je oddana v
okolico.

lvpijanje mikrovalov se razlikuje od vpijanja elektromagne-
tnega \}aldvanja, ki ga oddaja segréta elektri¢na petica. Ta odda-
ja predvsem elektromagnetno valovanje z valovnimi dolzinami
nekaj um (to je t.i. infra rdece sevanje). Ker sir ni prozoren za
tak$no infra rdece sevanje, prodre to najve¢ nekaj um globoko
in na podrocju vpijanja se sir greje. Notranjost sira se greje po-
sredno od toplejsih delov.

Slika 2b. Kocke sira po se-
grevanju v pecici, 30 sekund
na 200°C. Robovi so se zZe
zaceli taliti.

Slika 2c. Po segrevanju v pecici, 110 se-
kund na 200 °C.

Pri kateri temperaturi se to zgodi, pokaze racun:
= k- a’ = ko - a’- (Tsir — Tmikro)
® Ter = Tmikro + &L -
sir = Imikro + %, - 4.

Ker je za vecCje stranice a temperatura sira, kjer se
prejetain oddana moc izenacita in se sir ne greje vec,
vi§ja, pri vecjih kockah sira temperatura pogosteje
presega temperaturo taliS¢a. Pri manjsih kockah sira
najviSja temperatura kocke ne preseze temperature,
kjer se sir zmehca, in kocka obdrzi svojo obliko.

Poskus, ki smo ga predlagali v prejsnji Stevilki,
lepo pokaze, da se kocke sira s stranico nekaj mili-
metrov v mikrovalovni pecici sploh ne stalijo, med-
tem ko se to pri vecjih kockah zgodi. Problem pozna-
jo tisti, ki v mikrovalovni pecici kuhajo riZ. Ko riz na-
brekne in popije vodo v kateri se kuha, ostanejo zrna
na povrsini trda. Majhna so, razmerje med prostor-
nino in povrsino imajo majhno in se zato segrejejo
le do temperature, ki Se ne omogoca kuhanja. &
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svetlobna lisa?

© V eni od lanskih Stevilk smo ugotavljali, ka-
kSno senco mece telo nepravilnih oblik. Ugoto-
vili smo, da je oblika sence odvisna od oddalje-
nosti zaslona, na katerem senco opazujemo in
od oblike svetila. V danasnji poizkuSevalnici si
poglejmo namesto sence raje svetlobo. Ali si si
Ze kdaj ogledoval svetlobne lise na gozdnih tleh,
ko sonce prodira skozi listje dreves? Ceprav so
odprtine med listi najrazli¢nejSih oblik, so sve-
tlobne lise najveckrat elipticne. Oglejmo si pojav

podrobneje s preprostim poskusom.

m Potrebujemo

= dva kosa trSega papirja,

= Skarje,

= okno, na katerega sije sonce, ali pomocnika,
= lepilni trak,

= merilo.

V kos trSega papirja izrezi dve vrsti odprtin. V eni
vrsti izreZi odprtine, ki so enake oblike, npr. kvadra-
tne ali okrogle, vendar naj se razlikujejo po velikosti.
Najmanjsa naj ima premer 2 do 3 mm, najvecja pri-
blizno 1cm. V drugi vrsti naj bodo odprtine s pre-
merom pribliZno 5 mm, oblike pa naj se razlikujejo
(lahko so okrogle, kvadratne, rombaste, lahko tudi
bolj zapletene). Kos papirja z odprtinami nalepi na
okensko Sipo ali prosi pomocnika, da ti papir pridrzi
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Slika 2.

tako, da nanj sije sonce.

Drugi papir uporabi kot zaslon. Podrzi ga nekaj
centimetrov za papirjem z odprtinami in opazuj obli-
ko svetlobnih lis. Nato pocasi oddaljuj zaslon od pa-
pirja z odprtinami in opazuj, kaj se dogaja z lisami.

Kako se spreminja oblika svetlobnih lis razli¢no
velikih odprtin pri oddaljevanju zaslona? Kaksna je
oblika lis pri razli¢no oblikovanih odprtinah? @
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FIZIKA

38. mednarodna
fizikalna olimpijada

. CIRIL DOMINKO [ ‘ H i i £ (2 2l

g

© Fizikalna olimpijada je potekala med 13. in 22. ju-
lijem 2007 v iranskem mestu Isfahan. Slovenijo je
zastopala ekipa v postavi: JURE AUSEC, Gimnazija
Kranj, ROK HRIBAR, SC Velenje - Splosna in strokov-
na gimnazija, TIMOTEJ LAZAR, II. gimnazija Maribor
ter MATJAZ PAYRITS in JAKA GOGALA, oba z Gimnazi-
je Bezigrad, Ljubljana. V ekipo so se uvrstili kot naj-
uspesnejSi na drzavnem in izbirnem tekmovanju
za olimpijsko ekipo. Vse stopnje tekmovanja, poleg

omenjenih Se regijsko, je tudi letos organiziralo Dru- Slika. Slovenska olimpijska ekipa na
Stvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije. zakljucku olimpijade. Z leve proti de-

Strokovni vodji ekipe in ¢lana mednarodne komi- sni: Jure Bajc (vodja), Matjaz Payrits,
sije sva bila dr. Jure Bajc s Pedagoske fakultete v Rok Hribar, Timotej Lazar (pohvala),
Ljubljani in mag. Ciril Dominko, DMFA Slovenije. Ude- Primoz Krizaj (slovenski konzul v
leZbo na olimpijadi sta finantno omogocili DMFA Slo- Iranu), Jure Ausec (pohvala), Jaka Go-
venije ter Ministrstvo za Solstvo in Sport. gala (pohvala), Ciril Dominko (vodja).

Na olimpijadi je letos sodelovalo malo manj drzav
in tekmovalcev kot lani: 327 tekmovalceviz 69 drzav,
Stiri drzave pa so bile opazovalke brez tekmovalcev.
Nagrajenih in pohvaljenih je bilo 214 tekmovalcev.
V naSi ekipi so Jure Ausec, Timotej Lazar in Jaka
Gogala osvojili pohvale.

Ceprav na mednarodni fizikalni olimpijadi ni eki-
pnih dosezkov, objavljeni pa so samo rezultati tis-
tih tekmovalcev, ki so prejeli medaljo ali pohvalo,
spremljevalci ekip navadno ovrednotimo Stevilo in
vrsto medalj ter pohval in to primerjamo po drzavah.
V taki primerjavi nas letos$nji dosezki uvr§cajo na
delitev 40. mesta.

Naslednja 39. mednarodna fizikalna olimpijada
bo od 20. do 29. julija 2008 v Hanoju, v Vietnamu. &
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Kaj moramo
vedeti o
crnih luknjah?

ANDREJA GOMBOC

© Nekaj nasvetov, ki so koristni ob srecanju s ¢r-
nimi luknjami.
m Kako ,velike“ so in kaj je horizont dogodkov?

Horizont dogodkov je nekakSna navidezna ,povrsi-
na“ ¢rne luknje; znotraj njega je gravitacijska sila ta-
ko mo¢na, da ji ne more ubeZati niti svetloba. Ze tik
nad njim pa svetloba ali telo, ki se giblje s svetlobno
hitrostjo, lahko pobegne. Velikost ¢rne luknje doloca
njena masa; ve€ja kot je masa, mocnejSo gravitacij-
sko silo povzroca in dalj seZze obmocje v katerem je
vse, vklju¢no s svetlobo, ujeto vanjo. Ce se ¢rna lu-
knja ne vrti in nima elektricnega naboja, je to ob-
mocje krogelno simetri¢no, njegovemu polmeru pra-
vimo Schwarzschildov polmer 7scp, = 2GM/c? (kjer
sta G gravitacijska konstanta in ¢ svetlobna hitrost)
in je premo sorazmeren z maso ¢rne luknje M. V
astronomskem merilu so zelo majhne. Ce bi nase
Sonce, ki ima polmer 700.000 km, stisnili v ¢rno lu-
knjo, bi ta imela polmer le 3 km.

m Jih je kdo sploh Ze videl?
Nihce jih Se ni videl na nacin, na kakrSnega vidimo

druge predmete; in sicer tako, da se svetloba od njih
odbije v naSe o¢i oziroma instrument. Crnih lukenj
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na takSen nacin ne moremo videti, saj ne oddajajo
svetlobe. ,Vidimo“ pa jih na podlagi moc¢nega gravi-
tacijskega polja, ki ga imajo okrog sebe. To vpliva
na gibanje snovi in svetlobe v njihovi okolici. Na ta
nacin so ¢rne luknje opazili v rentgenskih dvojnih
zvezdah in v srediS¢ih mnogih galaksij, vkljucno s
srediScem naSe Galaksije.

m Kje jih najdemo in koliko jih je?

Astronomska opazovanja kaZejo, da obstaja ogrom-
no Stevilo ¢rnih lukenj, ki jih lahko najdemo v ra-
zlicnih astronomskih okoljih in so zelo razlicne po
velikosti.

= Majhne, z maso nekaj 10 mas Sonca in radijem od
nekaj 10 do 100 km, so zaznali v rentgentskih dvoj-
nih sistemih zvezd, kjer na podlagi gibanja vidne
zvezde sklepajo na obstoj nevidne spremljevalke -
¢rne luknje. Na njenem mestu zaznajo tudi izvor
rentgentske svetlobe, ki jo oddaja mocCno segreta
snov, medtem ko jo ¢rna luknja vlece z vidne zvezde
vase.

= Velike ali kar velikanske ¢rne luknje so nasli v sre-
diSc¢ih vecine galaksij. Te imajo mase od milijon do
nekaj milijard mas Sonca, najvecje pa so po velikosti
primerljive z nasSim Osonc¢jem. Odkrili so jih na pod-
lagi gibanja zvezd in medzvezdnega plina v njihovi
blizini. ,PoZreSne“ med njimi izdaja tudi sevanje
snovi, ki po spirali pada vanje in tvori akrecijski disk.
Ta se lahko segreje do milijon stopinj in sveti mocne-
je kot vse zvezde v nekaj 100 galaksijah skupaj.

= V zadnjih letih odkrivajo dokaze o obstoju t.i.
ysrednjih® ¢rnih lukenj. Te imajo maso od okrog 100
do 10.000 mas Sonca. Videti je, da so povezane z
mladimi kopicami zvezd.

m Kako nastanejo ¢rne luknje?

Majhne ¢rne luknje po danasnjem razumevanju na-
stanejo iz masivnih zvezd ob koncu njihove Zivljen-
jske poti. Te zvezde hitro pokurijo svoje jedrsko
gorivo in kljub izgubi snovi v teku svojega razvoja
(npr. zvezdni veter, eksplozija supernove) ohranijo
tolikSno maso, da njihova lastna gravitacija premaga
vse druge sile in se ostanek zvezde sesede v ¢rno
Iuknjo. Kako so nastale srednje in velikanske ¢rne
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luknje, zaenkrat ni jasno. Nekateri menijo, da so ve-
likanske ¢rne luknje v srediS¢ih galaksij nastale z
zdruZevanjem vecjega Stevila majhnih ¢rnih lukenj v
eno vecjo, ki je potem v ekstremnih pogojih v sredi-
SCu galaksije z goltanjem snovi iz okolice hitro rasla.
Drugi so mnenja, da so bile te ¢rne luknje velike Ze
ob svojem nastanku - ta naj bi se zgodil povezano z
nastankom galaksije, vendar se Se ne ve to¢no, kako.
Kako nastanejo srednje ¢rne luknje, pa je zaenkrat
Se vecja uganka.

m Kako vesoljski popotnik prepozna ¢rno
luknjo, ce se sreca z njo?

Prvi namig, da je v bliZini ¢rne luknje, je, ¢e ¢cuti gra-
vitacijsko silo, ne vidi pa objekta. Drugi, bolj dolo-
¢nejsi namig lahko dobi iz opazovanja oddaljenih
astronomskih objektov, kot so npr. zvezde in gala-
ksije. Ko se namre¢ pribliZuje ¢rni luknji, se bo za-
radi mocne gravitacijske sile pot svetlobe z zvezd in
galaksij v ozadju ukrivila in videti bodo popacene.
Ko pride ¢rni luknji dovolj blizu, bo ugledal njeno
senco in okrog nje zgoscen obro¢ svetlobe, ki ga se-
stavljajo zdaj Ze mocno popacene slike oddaljenih
objektov. Najbolj neprijetno bo srecanje popotnika
z majhnimi ¢rnimi luknjami. Ker je plimska sila so-
razmerna z M /r3 (r je oddaljenost od njenega sre-
disca), velikost ¢rne luknje pa naraSca sorazmerno
z M, sledi, da je plimska sila v bliZini horizonta so-
razmerna z 1/M?. Crne luknje z majhno maso bodo
tako popotnika raztegnile v dolg Spaget, Se preden
bo preckal horizont. V velike ¢rne Iuknje pa bo vsto-
pil ni¢ hudega cute¢, vendar ga slej ko prej na poti
proti njenemu srediscu ¢aka enaka usoda.

m Kaj to pomeni, da z nje ne moremo pobegniti?

Splosna teorija relativnosti napoveduje, da znotraj
¢rne luknje radialna koordinata 7, ki opisuje oddal-
jenost od sredisSca, in koordinata ¢asa t zamenjata
vlogi. Posledica je, da vse, kar pade v ¢rno luknjo,
neizbeZno padanaprej v tocko singularnosti oziroma
proti ¥ = 0. To je podobno, kot lahko koordinata
Casa zunaj ¢rnih lukenj (v ostalem vesolju) le narasca
in se lahko ,premikamo“ le v prihodnost. Znotraj ¢r-
ne luknje pa se lahko premikamo le proti manjSemu
v, t.j. le v smeri proti srediScu. Temu se ni mo-
goce izogniti niti z najmocnejSimi raketami, tako kot
rakete ne spremenijo dejstva, da za poletjem (in po-
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akrecijski
disk

zvezda

/

Slika 1. Crne luknje je mogoce posredno ,videti“, Ee te sr-
kajo okoliSko snov v tako imenovanem procesu akrecije.
Pri tem se plin, ki pada v ¢rno luknjo, mocno segreje in
seva. Pojavijo pa se tudi curki snovi, ki izhajajo iz notran-
jih predelov akrecijskega diska. (llustracija: ESA, NASA,
Felix Mirabel)

Citnicami) pride jesen (in novo Solsko leto). Horizont
¢rne luknje je kot tocka brez povratka in brez usmil-
jenja, ko ga enkrat preckamo, ne moremo vec nazaj
in Se huje: tudi ustaviti se ne moremo, ampak nas
neizbezno nese v singularnost.

m Ali lahko kaksna ¢rna luknja prileti
v nase Osoncje?

Naceloma lahko, vendar je verjetnost zelo majhna.
m Kaj je v €rni luknji?

Nihce ne ve zares, ker ne moremo videti vanjo. Od
zunaj o njej izvemo le njeno maso, vrtilno koli¢ino
in elektri¢ni naboj. Nikakor pa ne moremo izvedeti,
iz kaksne snovi je nastala in kaj se je s to snovjo
zgodilo potem. Po vsej verjetnosti se je skrcila v
tocko z neskonc¢no gostoto ali singularnost.

m So ¢rne luknje res érne?

V sploSni teoriji relativnosti, ki je klasi¢na teorija,
so res ¢rne. Vendar ta teorija ne opisuje kvantnih

Slika 2. Z 8,2 metrskim teleskopom VLT YEPUN na Evrop-
skem juznem observatoriju (ESO) so astronomi leta 2002
naredili najostrejsi infrardeci posnetek sredisc¢a Galaksije.
Z meritvami hitrosti gibanja tamkajsnjih zvezd so posred-
no izracunali maso ¢rne luknje (njena lega je oznacena s
puscicami), ki naj bi bila priblizno 3 milijone mas Sonca.
(Foto: VLT YEPUN/ESO)

pojavov neposredno v blizini horizonta ¢rne luknje.
Znanstveniki se Ze vrsto let trudijo zdruziti dve ve-
liki teoriji 20. stoletja: sploSno teorijo relativnosti
in kvantno mehaniko. Kvantno-mehanski izra¢uni v
ukrivljenem prostor-casu so zelo zahtevni, njihove
rezultate pa je izredno tezko preveriti z eksperimen-
ti. Teoreti¢ni argumenti pa kaZejo, da imajo ¢rne lu-
knje temperaturo, ki je viSja od absolutne nicle, in
bi torej morale oddajati t.i. sevanje Crnega telesa.
Stephen Hawking je naSel kvantno-mehanski izhod
iz tega problema. Poenostavljeno si smemo predsta-
vljati, da tako kot drugod v vesolju tudi v blizini ho-
rizonta ves €as nastajajo pari virtualnih delcev, ki si
za kratek cas izposodijo energijo iz prostora. Obi-
Cajno se ti delci kmalu spet anihilirajo in to energijo
tudi vrnejo. Lahko pa se zgodi, da eden od para pade
v ¢rno luknjo, drugi pa pobegne. Videti bo, kot da je
ta delec oddala ¢rna luknja. Na ta nacin naj bi ¢rne
luknje oddajale Hawkingovo sevanje oziroma ,izhla-
pevale®. Pobegli delec namre¢ s sabo odnese tudi
energijo, ki je dejansko $la na racun zmanjSanja ma-
se ¢rne luknje. Kot kaZejo izracuni naj bi bilo izhla-
pevanje ¢rnih lukenj zelo pocasen proces, ki pa je



m Ali drzi, da c¢rne luknje pozrejo vse, kar se
znajde v njihovi blizini?

Drzi, da niso izbir¢ne in bodo poZzrle vse, kar bo po-
tovalo po tirnicah, ki vodijo v ¢rno luknjo. A dokler
ostanete dovolj dale¢ od njih, niso ni¢ bolj nevarne
kot npr. zvezde, saj se daleC stran gravitacijsko polje
¢rne luknje prakti¢no ne razlikuje od polja kakSnega
drugega telesa z enako maso.

m Ali je mogoce skozi €rno luknjo odpotovati na
drugi konec vesolja ali celo v druga vesolja?

Obstajajo takSna razmisSljanja, vendar zaenkrat ¢rne
luknje niso videti zelo obetajoce prevozno sredstvo.
Obstaja veC nejasnosti, med njimi, ali bi popotnik
lahko izbral cilj potovanja in ali bi ga sploh preZivel.

m Je v laboratoriju mogoce narediti ¢rno luknjo?

Crno luknjo nac¢eloma lahko naredite, ¢e vam uspe
stisniti dolo¢eno maso v dovolj majhen del prostora,
t.j. pod njen Schwarzschildov polmer. IzkaZe se, da
je to v ,normalnem* laboratoriju nemogoce. Ce bi na
primer Zeleli narediti ¢rno luknjo iz enega kilograma
kruha, bi ga morali stisniti na velikost 3 - 1072’ m
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oziroma na gostoto 108° kg/m3! Mini ¢rne luknje da-
nes poskusSajo narediti v pospeSevalnikih osnovnih
delcev v CERN-u. Pravijo, da je strah odvec¢, saj bodo,
tudi ¢e jim uspe, zaradi svoje izjemne majhnosti ob-
stajale zelo kratek cas, preden bodo izhlapele preko
Hawkingovega sevanja.

m Ce obstajajo érne luknje, ali obstajajo tudi bele?

Bele luknje so casovni obrat ¢rnih; namesto, da po-
Zirajo snov in svetlobo, ju bruhajo navzven s svetlo-
bno hitrostjo. Torej bi morale imeti odbojno gravita-
cijsko silo oziroma biti iz snovi z negativno maso.
Zaenkrat ni nobenih dokazov o njihovem obstoju.

m Kako postanemo strokovnjaki za ¢rne luknje?

Tako, da dobro prestudiramo splos$no teorijo rela-
tivnosti in astrofiziko. Najbolj razvpiti ucbenik za
tiste, ki zelijo postati strokovnjaki za relativnost in
¢rne luknje, je knjiga avtorjev C. W. Misner, K. S.
Thorne in J. A. Wheeler z naslovom Gravitation. Ver-
jetno bolj razumljiva, lepo berljiva in zanimiva pa je
knjiga, ki jo je napisal K. S. Thorne, Black Holes and
Time Warps: Einstein’s Outrageous Legacy. ©

RESITEV
NAGRADNE

KRIZANKE

RAZVEDRILDO

PRESEK 35/1

© Za nagradno krizanko
iz prejSnje Stevilke Pre-
seka smo prejeli 19 pra-
vilnih reSitev. Nagradno
geslo se je glasilo Dvaj-
setletnica. IzZrebani re-
Sevalci, LJUDMILA CEX iz
Ljubljane, KLEMEN CERV
iz AjdovScine in BARBA-
RA TIEGL iz Ljubljane so
razpisane nagrade preje-
li po posti. ®
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KaJ imajO ......................
skupnega
polinomi In
napake?

BRANKO KAUCIC

© Pred kratkim sem v predalu med starejSimi pa-
pirji nasel izpisek racunalniSkega programa, s ka-
terim sem se mucil v osnovni Soli. Zob c¢asa je v
priblizno tridesetih letih nacel pisavo na papirju
in nekatere ¢rke so bile zbledele, nekaterih ni bilo
vec. Ker jezik, v katerem je bil napisan program,
Se pribliZzno poznam, sem prepoznal tudi zbledele
¢rke in znake. Vseeno sem se zamislil nad tem,
kako racunalnik prepozna, da pri prenosu podat-
kov manjka koscek podatkov ali pa se je kak ko-
Scek spremenil (npr. 1 je postal i).

Malce pretiravam, pa vendarle, verjetno vam ne bi
bilo vseeno, Ce bi simpatiji poslali e-sporocilo, da se
dobita ob 20h, ona bi vas pa ¢akala Ze ob 10h, ker bi

se podatki pri prenosu sporocila pokvarili.
Brez panike, v elektronskem svetu so tovrstne za-
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deve dobro urejene in ogledali si bomo nekaj pre-
prostejSih tehnik, ki jih v te namene uporabljamo pri
posiljanju (in zapisu) podatkov. V e-svetu je ugota-
viljanje napak zmozZnost prepoznati napako ali spre-
membo podatkov med prenosom od posSiljatelja do
prejemnika. Popravljanje napak po njihovi ugotovi-
tvi omogoca povrnitev podatkov v prvotno stanje. V
sploSnem lahko opazimo dva nacina, ki omogocata
popravljanje napak:

= Ponovitev prenosa: posSiljatelj skupaj s podatki po-
Slje kodo (podatke) za ugotavljanje napak, ki jo
prejemnik uporabi, da ugotovi prisotnost napake.
Ce je napaka prisotna, posiljatelju javi, naj po-
novno poSlje podatke.

= Popravljanje dobljenih podatkov: posiljatelj prvo-
tne podatke opremi z dodatnimi podatki, ki v pri-
meru napake omogocajo popravo, ne da bi jih po-
Siljatelj moral Se enkrat poslati. Dodatni podatki
so obicajno izracunani tako, da bi potrebovali ne-
pricakovano veliko napak v podatkih, da ne bi mo-
gli povrniti prvotnih podatkov.

UGOTAVLJANJE NAPAK

Oglejmo si nekaj preprostih nac¢inov ugotavljanja na-
pak, obstaja jih seveda precej ve¢. Vsi predstavljeni
nacini delujejo tako, da posljejo ve¢ podatkov, kot
jih ima prvotni podatek. Nekateri ob prvotnih po-
datkih poSljejo dodatno kodo, drugi kodo zapiSejo
med same podatke.

m Ponavljalne sheme

Obstaja mnogo razli¢ic ponavljalnih shem. Delujejo
tako, da podatke razdelimo na vnaprej doloceno Ste-
vilo bitov, imenovanih blok, in vsaki¢, ko posljemo
blok podatkov, le-tega ponovimo. Ponovimo ga vna-
prej doloceno §tevilo krat. Ce Zelimo npr. poslati
podatek ,,10101101% ga razdelimo na dva bloka po
Stiri bite. Ker vsak blok ponovimo npr. trikrat, posi-
ljatelju poSljemo

= 101010101010110111011101.

Recimo, da je prejemnik prejel ,1010 1110 1010
Opazimo lahko, da se en blok podatkov razlikuje od
ostalih dveh, zaradi ¢esar vemo, da je nastopila na-
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paka. Sistem Zal odpove, ko se napaka zgodi vedno
na istem mestu. Ce bi ob zgornjih podatkih prejem-
nik za prvi blok podatkov npr. prejel ,1011 1011
1011“ bi mislil, da so prispeli pravilni podatki. Kot
vidimo, je takSen sistem zelo preprost; ni med naj-
boljsimi, uporablja pa se za prenos Stevil po radij-
skih valovih in je bil pred nekaj desetletji Se posebej
pogosto uporabljen v vohunske namene.

m Polaritetna shema

Manj uporabljen nacin je poSiljanje bitno inverznih
podatkov skupaj s prvotnimi podatki. Ce Zelimo po-
slati npr. ,10101101“, posljemo tudi ,,01010010%.
Prejemnik nato zamenja vrednosti bitov pri enem od
podatkov in ju primerja med seboj.

Shema je relativno slaba pri ugotavljanju napak.
Lahko bi tudi rekli, da predstavlja zelo poenostavlje-
no razlic¢ico t. i. turbo kod, razvitih za prenos podat-
kov iz satelitov v vesolju.

m Paritetna shema

Podatke ponovno razdelimo na bloke z znanim Ste-
vilom bitov in preStejemo Stevilo enic v bloku. Bloku
zatem pripiSemo en dodaten bit, t. i. paritetni bit.
Njegova vrednost je odvisna od Stevila enic, v pri-
meru lihe paritetne sheme paritetnemu bitu pripi-
Semo 0, kadar imamo liho Stevilo enic, oziroma 1,
kadar imamo sodo Stevilo enic. V primeru sode pari-
tetne sheme velja obratna logika. Paritetni bit lahko
zelo preprosto (in hitro) izratunamo s pomocjo lo-
gitnega operatorja XOR (Vv), kot lahko vidimo na spo-
dnjem primeru za ,1001% za obe paritetni shemi.

"= 5.p.s.1001:1vOvOVvV1

1 Vv 1
1 =0
= [ p.s. 1001 1v

:~(1vO0vOovl) (

v
vy
= Ov1
-(1 = 0=

1) =-0

1

Ce Zelimo npr. poslati podatek , 101011, ga razde-
limo na dva bloka po tri bite. Vsakemu bloku bomo
na zacetku (lahko bi tudi na koncu, kar je stvar do-
govora) dodali paritetni bit po sodi paritetni shemi.
PoSljemo torej

= 01010011.

Prejemnik za vsak blok ponovno izratuna paritetni

LNISTVO
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bit po isti shemi in ga primerja s paritetnim bitom,
ki je bil dodan bloku. Recimo, da je prejemnik pre-
jel ,0101 0111% Ko za drugi blok podatkov izra-
Cuna paritetni bit 1 in ga primerja z 0, ki je bil dodan
bloku, ugotovi prisotnost napake.

Takoj lahko Zal opazimo tudi pomanjkljivost te
sheme: ugotovimo lahko le prisotnost lihega Stevila
napak v podatkih. V sodem primeru bomo, podobno
kot v prejs$nji shemi, prepricani, da so podatki pra-
vilni. V posebnih primerih lahko to shemo upora-
bimo tudi za popravljanje napak na enem bitu, kar
je osnova za t. i. Hammingovo shemo, ki bo opisana
kasneje.

m Preverjanje vsote

Shema, podobno kot paritetna, doda doloceno Ste-
vilo bitov k bloku podatkov. Bloki so obi¢ajno vecji,
dodatni podatki predstavljajo vsoto Stevil v bloku,
ki jo negiramo in priStejemo vrednost 1 (t. i. dvo-
jiski komplement). Zelimo npr. poslati dvanajst bi-
tni podatek ,,101011101011%. Za potrebe te sheme
si ta podatek predstavljamo kot tri Stiribitna Stevila
»,1010% ,1110% in ,1011“ (torej 10, 14 in 11 v dese-
tiSkem zapisu), ki jih seStejemo. Ker uporabljamo
samo Stiri bite, dobimo ,,0011“. To vrednost negira-
mo, dobimo 1100 in po priStevanju 1 dobimo ,, 1101,
kar pripiSemo prvotnim podatkom. Prejemniku tako
posljemo

= 1101101011101011.

Prejemnik nato ob prejemu podatkov po istem po-
stopku izracuna vsoto in jo primerja z vsoto, ki je
pripisana podatkom. Ce se vsoti ne ujemata, je pri-
sotna napaka. Opisani postopek v primerjavi s pa-
ritetno shemo omogoca vec¢jo obcutljivost na priso-
tnost napak.

m Preverjanje s Hammingovo razdaljo

Spomnimo se, da je Hammingova razdalja med
dvema binarnima nizoma enaka Stevilu bitov, v ka-
terih se niza razlikujeta. Ce Zelimo zagotoviti ugota-
vljanje d bitov napake v n bitnih podatkih, moramo
preslikati n bitni podatek v n + d + 1 bitov, tako da
je minimalna Hammingova razdalja med vsako pra-
vilno preslikavo 4 + 1. Na tak nacin, ko prejemnik
prejme n +d + 1 bitov podatkov, ki ne ustrezajo pre-

slikavi (s Hammingovo razdaljo x <= d + 1 katere-
gakoli bita v preslikavi), lahko uspesno ugotovi, da je
prislo do napake.

m Cikli¢no preverjanje redundance

Metoda CRC (angl. cyclic redundancy check) je od
vseh do sedaj opisanih metod najbolj znana in tudi
najveckrat uporabljena. Je precej kompleksnejSa od
prej omenjenih in temelji na mnoZzicah s kon¢nim
Stevilom elementov ter polinomih. Vsak blok podat-
kov v tej tehniki si predstavljamo kot koeficiente po-
linomov, ki jih bomo delili z vnaprej doloCenim poli-
nomom. Koeficiente rezultata zatem priklju¢imo pr-
votnim podatkom.

Oglejmo si metodo nekoliko podrobneje, zacensi
z aritmetiko po modulu 2, uporabljeno pri polino-
mih. Recimo, da imamo naslednji zapis

(3 +x)+(x+1)=x342x+1=x3+1 (mod 2).

Kot lahko vidimo, 2x postane 0 zaradi seStevanja ko-
eficientov po modulu 2:

E2x=x+x=xX(1+1)=x%x0=0 (mod 2).
Podobno velja pri mnoZenju:
= (x?+x)(x+1) =x3+2x%+x =x3+x (mod 2).

Polinome lahko tudi delimo po modulu 2. Delimo
x3 + x2 + x s polinomom x + 1 in dobimo
1

=(X2+1)—W

(3 +x%+x)
(x+1)

oziroma, drugace zapisano, ob upostevanju aritme-
tike po modulu 2

B3 xHx) =2+ D (x+1) -1
=x2+1)(x+1)+1 (mod?2).

Kot smo Ze zapisali, lahko vsako zaporedje bitov
interpretiramo kot koeficiente polinoma podatka.
Kodo CRC, ki jo bomo pripisali podatkom, izracu-
namo tako, da najprej pomnoZimo polinom podatka
z x™ in potem poiSCemo ostanek pri deljenju s po-
linomom stopnje n, t. i. generatorjem. Koeficienti
polinoma, ki predstavlja ostanek, so biti kode CRC.

V zgornjih izracunih je x2 + x + 1 predstavljal po-



datek ,,111% polinom x + 1 je bil generator in osta-
nek je bil polinom 1 (oziroma x°), ki je hkrati pred-
stavljal tudi kodo CRC. Stopnja generatorja je bila 1,
zato smo v izracunu uporabili podatek, ki smo ga
pomnozili z x! in dobili x3 + x2 + x.

Splosneje bi lahko zapisali to kot

B M(x)xx"=Q(x)xG(x)+R(x),

kjer M (x) predstavlja prvotni podatek in G(x) gene-
rator stopnje n. Biti produkta M (x) x x™ so enaki bi-
tom prvotnih podatkov, ki imajo na desni dodanih n
nic¢el. R(x) je polinom ostanka, ki predstavlja kodo
CRC, medtem ko kvocienta Q (x) ne potrebujemo.

Ko prejemnik prejme M (x) in R(x), preveri, ali je
M(x) X x™ = R(x) deljivo z G(x). Ce je, potem lahko
prejemnik z dovolj veliko verjetnostjo domneva, da
v dobljenih podatkih ni napak.

Metode CRC so v racunalni$tvu in telekomunikaci-
jah zelo popularne, ker so preproste za implementa-
cijo s strojno opremo, lahko jih je matemati¢no ana-
lizirati in so Se posebej dobre pri detekciji obicajnih
napak zaradi Suma v prenosnih kanalih.

== Obic¢ajno uporabljeni in standardizirani
polinomi

Izbira generatorja je najpomembnejsi del metode
CRC. Kljub temu da se metoda CRC uporablja tudi v
standardiziranih telekomunikacijskih sistemih, upo-
rabljeni polinomi niso popolnoma standardizirani.
Vecina polinomov ima nekaj slabosti pri ugotavlja-
nju napak in njihova standardizacija bi omogocala
da bi ,,boljsi* polinomi prisli v sploSno uporabo.

Majhen izbor nekaterih bolj znanih polinomov in
njihova podroc¢ja uporabe prikazuje tabela 1.

Navrzimo Se en ocvirek. Kako bi lahko metodo
CRC uporabili za hitro primerjavo enakosti dveh da-
totek? Zapisali smo Ze, da je racunanje CRCja hi-
ter postopek. Zatorej izracunamo CRCja obeh dato-
tek in v kolikor se med seboj razlikujeta, smo lahko
100% da sta datoteki razlicni. V kolikor sta enaka,
Ce poenostavimo, smo lahko 99 % prepricani, da sta
datoteki enaki.

m Literatura

[1] Wikipedia http://www.wikipedia.org @
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paritetni bit

CRC-4-ITU x4 x+1 ITU G.704
CRC-5-ITU X+ +x+1 ITU G.704
CRC-5-USB X+ x%+1 USB
CRC-6-ITU X+x+1 ITU G.704
CRC-7 X+x34+1 MMC, telek. sistemi
CRC-8-CCITT X+ X+ X3+ X%+ 1 1-Wire bus
CRC-8-Dallas/ X+x0+ x4 +1 1-Wire bus

Maxim
CRC-12 X+ x84+ X2+ x+1 telek. sistemi
CRC-16-CCITT X0+ x12+x°+1 Bluetooth, IrDA, PPP,.
CRC-16-IBM X164 X154 X2+ 1 : USB
2024 X0+ B+ X2+ K10+ x 1+ X+
CRC-32-MPEG2 : ; : USB
P X XS XX X XL
CRC-32-IEEE X324 X204+ X2 X224 X104 X124
: . : IEEE 802.3
802.3 EaM X0 XS X X+ X X XL

Tabela 1. Nekaj pogosteje uporabljenih polinomov
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RiS
Ravnilo in
Sestilo -
Risem In
Studiram

DRUGI DEL

© Prej$nji¢ smo se v RiSu naucili narisati dinamié¢ni
trikotnik, ki je prikazoval dinamicno spreminjanje
teziSca ocrtanega in vcértanega kroga. V Preseku in
na spletni strani smo zastavili tri nove izzive. Za vse
tiste, ki nalog niste uspeli reSiti sami ali ste jih reSili
drugace, predstavljamo svoje resitve, ob katerih se

bomo spet naucili nekaj novega.

http://uc.fmf.uni-lj.si/pri/

NALOGA 4. Zeleli smo narisati trikotnik z dinami¢-
nim izpisom ploScine.

RESITEV. Pri tej nalogi sreCamo nov pojem. Kot
smo Ze povedali, pozna RiS mnogotere objekte,
npr. tocke, daljice, kroge in druge. Zelo uporab-
ni objekti so poligoni. Poligon je lahko trikotnik,
Stirikotnik, petkotnik,... Tako kot ima daljica dol-
zino, ima poligon ploScino. Pa poglejmo naso nalo-
go. ToCke A, B in C, ki dolocajo ogliSca trikotnika,
7e znamo narisati. Izberimo ikono za poligon & in
zaporedoma kliknimo tocke, npr. ABCA. Ko smo
drugic kliknili na tocko A, smo programu povedali,
da je nas poligon trikotnik, zato ponovno klikne-
mo zacetno tocko. Ko smo drugi¢ kliknili na prvo
tocko, se trikotnik pobarva v barvi izbrani v prvi
vrstici ikon. ,Rodil“ se je nov objekt. Z desno mi-
Sko kliknimo na (pobarvani) trikotnik in prikaZze se
,osebna izkaznica“ naSega trikotnika. Na vrhu se
izpiSe ime, ki ga lahko spremenimo. Mi smo npr.
na$ trikotnik poimenovali tri. Ce v osebni izkazni-
ci trikotnika izberemo ikono #° , se na trikotniku
izpiSe njegova plosSc¢ina. V primeru daljice bi se iz-
pisala dolzina daljice. Sedaj lahko Ze poizkusimo
dinamicno spreminjati trikotnik in videli bomo, da
se hkrati spreminja tudi izpisana ploscina.

Toda naSa naloga gre Se korak dlje. PloS¢ina je
izpisana posebej v besedilu. To je zelo uporabna
zadeva. Kako to naredimo?

V RiSu je lahko objekt tudi besedilo. Izberemo
ikono T in kliknemo kjerkoli. Ko kliknemo, se nam
prikaze tekstovno okno, v katerega preprosto na-
piSemo besedilo. Ko kliknemo ,v redu“, se nam
napisano besedilo pojavi tam, kjer smo po izboru
tekstovne ikone kliknili. Poskusimo in kar nekaj
napisimo. Kot vsi objekti v RiSu, je tudi besedilo
mogoce premikati, seveda pa ga lahko tudi fiksi-
ramo. Fiksiranje besedila ali fiksiranje ¢esarkoli je
enako. V osebni izkaznici objekta le odkljukamo
y,2konstantno® in objekt bo obstal tam, kjer je, in
ga ne bo mogoce premikati. Kako pa pridemo do
osebne izkaznice besedila? V tekstovnem oknu kli-
knemo ,nadaljnje nastavitve®.

Ostane le Se eno vpraSanje, in sicer kako smo
v besedilu, ki se zdi konstantno, uspeli prikazati



dinamic¢no spreminjajoco plosc¢ino trikotnika. Zelo
preprosto. V naSe tekstovno okno smo zapisali
,Ploscina trikotnika ABC meri %abs(tri)% kvadra-
tnih enot“. Program RiS namre¢ znotraj besedila
vse, kar je med znakoma %%, izra¢unava. Spomni-
mo se, da smo na$ trikotnik poimenovali tri. Za
program RiS torej tri pomeni ploi¢ino trikotnika.
Ukaz abs(tri) le povzroci, da ima ta ploSc¢ina ve-
dno pozitivni znak. V viSji matematiki sprememba
orientacije trikotnika namrec¢ pomeni, da imamo
plosc¢ino za negativno. Brez tega dodatka bi se pri
bolj norem spreminjanju oglis¢ trikotnika lahko
plosc¢ina izpisala tudi z minusom.

Smo koncali? Bi znali sami narediti podobno?

Dober uvod v naslednjo nalogo bo Se premislek,
zakaj v nalogi potrebujemo tudi enoto. Seveda ni
vseeno, v kaksnih enotah merimo. V kaksnih eno-
tah pa RiS izracuna plosc¢ino poligona?

Kliknimo (lahko tudi veckrat zaporedoma) na iko-
no & in videli bomo, v kak§nem koordinatnem sis-
temu in v kaksnih enotah ,Zivi na§ RiS program*.

NALOGA 5. Pri tej nalogi premikanje rdece pike
povzroc¢i nastajanje in spreminjanje kroga.

rESITEV. Ceprav se zdi, kot da se rdeca pika pre-
mika po popolnoma ,¢isti“ podlagi, pa se v resni-
ci premika po koordinatnem sistemu. Koordinatni
sistem omogoca, da program RiS (in pri zahtevnej-
Sih problemih tudi mi) ve, kje se nahajajo objekti.
Kot nekaksna orientacija v prostoru.

Kliknimo (lahko tudi veckrat zaporedoma) na
ikono & in videli bomo, v kak$nem koordinatnem
sistemu in v kaksnih enotah ,Zivi nas RiS program®.
Vsak objekt ,Zivi“ na to¢no dolo¢enem mestu, ki
ga opiSemo s koordinatami. Koordinata (2,3) tako
pomeni, da smo Sli dva koraka (dve enoti) v desno
in tri enote navzgor. Koordinata (1,-7) pomeni en
korak v desno in sedem korakov navzdol. In tako
dalje, kot nam je Ze znano iz razumevanja koordi-
natnega sistema. Premik desno-levo oznacujemo
z x, premik gor-dol pa z .

Ko se v naS$i nalogi igramo in premikamo rdeco
toCko opazimo, da premikanje tocke gor in dol ne
povzroci nikakrSne spremembe. Premikanje levo
in desno pa povzrodi pojavljanje in debeljenje ze-
lenega kroga.

Kliknimo na ikono za koordinatni sistem in na-
riSimo rdeco debelo tocko, npr. na mestu (0,3).

RACUNALNISTVO

Imenujmo to tocko T. Izberimo ikono @, ki nam
omogoci, da nariSemo krog s sredis¢em v (0,0) in
dolo¢enim polmerom. S prvim klikom postavimo
sredisce v (0,0), z drugim klikom pa nariSemo krog,
a se nam takoj pojavi osebna izkaznica kroga, kjer
za polmer vpiSimo x(T). Izberemo si Se barvo kro-
ga in zadeva je skoraj opravljena. Posebej lahko
Se srediSCe kroga (ki je tudi objekt) fiksiramo in
skrijemo.

Je Ze jasno, zakaj bo premikanje tocke T desno
povzrocilo ,napihovanje“ kroga, premikanje gor-
dol pa ne bo povzrocilo nobene spremembe? Da
bi dobili iz svoje naloge konstrukcijo, moramo Se
x(T) zamenjati z abs(x(T)). Razmislimo, zakaj.

NALOGA 6. Pri tej nalogi premikanje rdece pike
povzroca ,cudno” spreminjanje narisane premice.

Ta naloga predstavlja Se korak naprej. V pro-
gramu RiS je namre¢ moZno tudi elegantno risati
funkcije. Spomnimo se, da se linearna funkcija na-
piSe kot y=kx+n, pri Cemer je k smerni koeficient
ali naklon (strmina premice), n pa zacetna vrednost
ali po domace ,,dvig“ premice.

RESITEV. Kot pri prejs$nji nalogi nariSimo tocko T.
Kliknimo ™ . Takoj se nam pokaZze osebna izkazni-
ca funkcije. Razmislimo, kako bomo upostevali, da
smo izbrali, naj bo naSa funkcija narisana od -10
do 10, v prostorcku ,izraz za y“ pa smo napisa-
li x(T)*x+y(T), ostalih polj pa nismo spreminjali.
Program RiS razume ,*“ kot mnoZenje, zato narise
premico, katere strmina je x(7) in katere ,dvig“ je
y(T). Spreminjanje premice s premikanjem tocke T
sedaj ni vec¢ tako skrivnostno.

Povejmo $e, da lahko sliko v RiSu povecujemo
ali pomanjsujemo z uporabo ikon #, ali kar s ,ko-
leS¢kom na miski“.

1zz1v1. Na spletni strani
http://uc.fmf.uni-lj.si/pri/
te cakajo Se trije novi izzivi. ®@



RACUNALNISTVO

RESITEV NAGRADNE NALOGE
I1Z PREJSNJE STEVILKE

© V uredniStvo smo prejeli dve reSitvi nagradne na-
loge, ki je bila objavljena v rubriki racunalnistvo v
prejsnji Stevilki Preseka. Pravilno reSitev nam je po-
slal NINO BASIC. Njegovo reSitev in razlago objav-
ljamo in jo bomo nagradili.

import java.util.*;
import java.io.*;

class SkupniPodniz2 {

private static void findLCS(String s1, String s2) {
inti, j;
int I1 = s1.length(), 12 = s2.length();
int LCS[] = new int[I2+1];
int max = 0, end = 0;

for (i=1; i<=I1; i++) {
for (j=12; j>0; j-) {
if (s1.charAt(i-1) == s2.charAt(j-1)) {
LCS[j] = LCS[j-1]1 + 1;
if (LCS[j] > max) {

max = LCS[j];
end = j;
}

} else LCS[j] = 0;

}
}

System.out.printIn("Dolzina podniza: "+ max);
System.out.printIn("Skupni podniz: "'+
+ s2.substring(end - max, end) + ");
}
public static void main(String[] args)
throws IOException {
BufferedReader stdin = new BufferedReader
(new InputStreamReader(System.in));
System.out.println
("Vnesi prvi niz in pritisni enter.");
String niz1 = stdin.readLine();
System.out.printin
("Vnesi drugi niz in pritisni enter.");
String niz2 = stdin.readLine();
findLCS(niz1, niz2);

KOMENTAR. LCS(a,b) naj bo dolzina najdaljSega
skupnega konca nizov a in b. Skupni konec nizov
MATEMATIKA in FIZIKA je IKA, niza PREPROGA in
PROGRAMIRANJE pa nimata skupnega konca - skrat-
ka presStejemo, v koliko znakih se niza ujemata od
zadaj.

Ce zadnji znak zapisemo lo¢eno: LCS(x + z1,y +
Z2), postane jasno, da je LCS(x +z1,y + z2) = 0, ¢im
je z1! = zo.

Ce pa je z1 == zp, potem je LCS(x + z1,y + z2) =
LCS(x,y).

ReSitev naloge je potem max{LCS(i, j)}, kjer i pre-
teCe vse podnize niza a, ki vsebujejo prvi znak, j pa
preteCe vse podnize niza b, ki prav tako vsebujejo
prvi znak.

PRIMER. a = PREPROGA in b = PROGRAMIRANJE
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V tabeli se na mestu (i, j) nahaja LCS(a;, b;), kjer
predstavlja a; prvih i znakov niza a, b; pa pred-
stavlja prvih j znakov niza b. ReSitev pa je najvecje
Stevilo v tej tabeli, t.j. 4 in pripadajoci niz: PROG.

Program lahko Se malce optimiziramo. Za izracun
potrebujemo samo eno vrstico in ne cele tabele, naj-
vecjo do sedaj odkrito vrednost pa si lahko shranju-
jemo kar sproti. @
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NOVA IZVIRNA SLOVENSKA
ASTRONOMSKA KNJIGA
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V slovenskem prevodu je iz8lo Ze ve¢ knjig profesorja Stephena W. Hawkinga, namenjenih $ir§emu krogu
bralcev. PodrobnejSe predstavitve posameznih del najdete na spodnjem internetnem naslovu in v preteklih

Stevilkah revije Presek.

ILUSTRIRANA KRATKA ZGODOVINA
CASA, Prenovljena in razsirjena izdaja

B ST R-I.R ALN A

PRENOVLJENA IN RAZSIRJENA IZDAJA

CRNE LUKNJE IN
OTROSKA VESOLJA
ter drugi eseji

152 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

10,43 EUR (2.499,45 SIT)

ERNE LUKNJE
IN OTROSKA VESOLJA

ter drugi eseji

’
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80
- \Stephen Hawking

260 strani
veliko ilustracij
barvni tisk
format

19,6 x 25,5 cm
trda vezava

26,08 EUR
(6.249,81 SIT)

VESOLJE »
V OREHOVI LUPINI

VESOLJE
V OREHOVI LUPINI

224 strani

barvni tisk

format 19,5 x 25,5 cm
mehka vezava

20,82 EUR (4.989,30 SIT)

KRATKA ZGODOVINA CASA

Prenovljena in razsirjena ob
deseti obletnici

192 strani

format
14 x 20 cm

mehka
vezava

12,52 EUR
(3.000,29 SIT)

NA RAMENIH
VELIKANOV

256 strani

barvni tisk

format 19,5 x 25,5 cm
trda vezava

29,17 EUR (6.990,30 SIT)
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Vse Hawkingove knjige lahko narocite s popustom na naslovu:

BERILO H KRATKI
ZGODOVINI CASA

152 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

7,30 EUR (1.749,37 SIT)

STEPHEN
HAWKING

KRAJSA ZGODOVINA CASA

e

vena  UE-06

KRAJSA
ZGODOVINA CASA

176 strani

barvni tisk
format 16 x 24 cm
trda vezava

24,80 EUR (5.943,07 SIT)

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob naro¢ilu pri
DMFA-zaloZnistvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.



