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Po tnina pla ana pri po ti 1102 Ljubljana

Presek objavlja poljudne in strokovne lanke iz matemati-
ke, zike, astronomije in ra unalni tva. Poleg lankov objavlja
prikaze novih knjig s teh podro ij in poro ila z osnovno olskih
in srednje olskih tekmovanj v matematiki in ziki. Prispevki
naj bodo zanimivi in razumljivi ir emu krogu bralcev, u en-
cem vi jih razredov osnovnih ol in srednje olcem.

lanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (0z. avtorjev) in se-
de institucije, kjer avtor(ji) dela(jo). Slike in tabele, ki naj bodo
o tevil ene, morajo imeti dovolj iz rpen opis, da jih lahko ve i-
noma razumemo lo eno od besedila. Slike v elektronski obliki
morajo biti visoke kakovosti (jpeg, tiff, eps, ...), velikosti vsaj
8 cm pri lo ljivosti 300 dpi. V primeru slab e kakovosti se slika
primerno pomanj a ali ne objavi. Avtorji lankov, ki elijo ob-
javiti slike iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti do-
voljenje (copyright). Za elena velikost rk je vsaj 12 pt, razmak
med vrsticami pa vsaj 18 pt.

P : Gornji prispevek je prevod iz rubrike The Mathematical Prispevke po ljite odgovorni urednici na naslov uredni tva

.. ; ; . . DMFA zalo ni tvo, Uredni tvo revije Presek, p. p. 2964, 1001
Moments , ki jo objavlja Ameri ko matemati no dru tvo AMS na Ljubljana ali na naslov elektronske po te presek@dmfa.si.

spletni strani www.ams.org/mathmoments. Vsak lanek se praviloma po lje vsaj enemu anonimnemu
recenzentu, ki oceni primernost lanka za objavo. e je prispe-
vek sprejet v objavo in e je besedilo napisano z ra unalnikom,
potem uredni tvo prosi avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj
bodo praviloma napisane v eni od standardnih razli ic urejeval-
nikov TeX oziroma LaTeX, kar bo olaj alo uredni ki postopek.
Avtor se z oddajo lanka strinja tudi z njegovo kasnej o
objavo v elektronski obliki na internetu.
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>< Goldbachova
domneva

Med mno ico matemati nih izjav (ve ino med
njimi matematiki doka ejo in tako postanejo trdi-
tve ali izreki) se v asih pojavijo tudi domneve, za
katere smo skoraj prepri ani, da so resni ne, ven-
dar jih ni e nih e dokazal. V asih mine ve sto let,
preden je katera med njimi dokazana (ali ovr ena).
V prispevku bomo predstavili eno izmed (zaenkrat)
nedokazanih domnev s astitljivo starostjo Gold-

bachovo domnevo.

Christian Goldbach

Christian Goldbach se je rodil 18. marca 1690
v K nigsbergu v Prusiji (sedaj Kaliningrad, Rusija).
V St. Petersburgu je postal profesor matematike in
T—

zgodovine. V 20-ih letih 18. stoletja se je zaposilil
kot u itelj carja Petra Il. v Moskvi. Potoval je po
Evropi in se sestajal z vidnimi matematiki tistega
asa (Leibniz, de Moivre, N. in D. Bernoulli). Gold-
bach je znan po svojem prispevku k razvoju teori-
je tevil, zagotovo pa je najbolj odmevna njegova
domneva, ki jo je zapisal v pismu Eulerju 7. junija
1742 (Goldbachova prva domneva):

Vsako liho naravno tevilo, ve je ali enako 9, lahko predsta-
vimo kot vsoto treh lihih pra tevil.

Euler je v odgovoru Goldbachu postavil novo do-
mnevo:

Vsako sodo tevilo, ve je ali enako est, lahko predstavimo

kot vsoto dveh lihih pra tevil.

P 34 (2006/2007) 6, strani 4-7
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Euler je izrazil svoje prepri anje, da sta domnevi
resni ni, vendar ju ne more dokazati. Ker prva do-
mneva sledi iz druge (znane tudi kot Golbachova
stro ja ali druga domneva), ne pa tudi obratno, je
bila svetovna matemati na javnost od takrat (pa
vse do danes) bolj pozorna na drugo trditev.

Christian Goldbach se je za vedno poslovil 20.
novembra 1764 in se v asu svojega ivljenja sko-
raj zagotovo ni zavedal, da je v pismu Eulerju za-
stavil matemati no nalogo, ki bo burila duhove ev
tretjem tiso letju.

Raziskovanje v zvezi z Goldbachovo
domnevo

Najprej bomo navedli nekaj primerov, povezanih
z Goldbachovo domnevo:

= Leta 1923 sta Hardy in Littlewood dokazala
prvo domnevo za dovolj velika naravna tevila.
Pokazala sta, da obstaja tako naravno tevilo n,,
da je vsako liho naravno tevilo n > n  vsota treh
lihih pra tevil.

= Leta 1937 je ruski matematik Vinogradov spet
dokazal prvo domnevo za dovolj velika naravna
tevila. Po njegovih izra unih ima tevilo n, kar
6.846.169 tevk!

= Leta 1966 je Chen Jing-Run dokazal, da lahko
vsako dovolj veliko naravno tevilo zapi emo kot
vsoto pra tevila in tevila, ki je produkt dveh pra-
tevil.

= Leta 1977 je Pogorzelski trdil, da je dokazal
Goldbachovo domnevo, vendar njegov dokaz ni bil
splo no priznan.

Vrnimo se h Goldbachovi drugi domnevi. Pred-
stavitev prvih nekaj sodih naravnih tevil, ve jih ali
enakih 6, kot vsote dveh lihih pra tevil, naredimo

na pamet (tabela 1).

Pri ve jih tevilih si pomagamo z epnimi ra u-

nali, nato e z ra unalniki, ki pa so v zvezi z re-
evanjem Goldbachovega problema omejeni le na
ra unsko preverjanje domneve.

Tabela 2 in diagram na sliki 1 sta povzeta po [3].
Tabela je nastala na osnovi zelo preproste ra unal-
ni ke procedure (ra unalni ki programi, s katerimi
preverjajo Goldbachovo domnevo za tevila do reda
velikosti 10%7, delujejo na osnovi druga nih postop-
kov, ki omogo ajo hitrej e preverjanje). Vzemimo
sodo tevilo nin po vrsti pra tevilap (za nemo s 3)
do n/2. Razliko n p testiramo, e je pra tevilo. e
je razlika pra tevilo, smo na li Goldbachovo parti-
cijo danega tevila n. Prvi par, ki ga najdemo, ime-
nujemo minimalna Goldbachova particija. Ozna i-
mo z g(n) manj e od obeh pra tevil v minimalni
Goldbachovi particiji. V tabeli 2 so v prvem stolpcu
prikazana nekatera soda naravna tevila n, manj a
od 10° drugi in tretji stolpec prikazujeta minimal-
no Goldbachovo particijo danega tevila n, skrajni
desni stolpec pa kvocient g(n)/n. 1z tabele razbe-
remo, da je zaporedje tevil g(n) sicer nara ajo e,
vendar vrednosti g(n) nara ajo veliko po asneje
od zaporedja sodih naravnih tevil n.

6=3+3 8=3+5 10=3+7 : 12=5+7
14=3+11 16=3+13 18=5+13 20=3+ 17
22=3+19 24=5+19 26=3+23 28=5+23
30=7+23:32=3+29 34=3+31 36=5+31
38=7+31 40=3+37 42=5+37 44=3+41
46=3+43 48=5+43 50=3+47 52=5+47
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n g(n) n-g(n) g(n)/n

6 3 3 0.500000000
12 5 7 0.416666667
30 7 23 0.233333333
98 19 79 0.193877551
220 23 197 0.104545455
308 31 277 0.100649351
556 47 509 0.084532374
992 73 919 0.073588710
2642 103 2539 0.038985617
5372 139 5233 0.025874907

18.5.2007 15:20:12 ‘ ‘



‘ ‘ Presek6_K.indd 6

7426 173 7253 0.023296526
43532 211 43321 0.004847009
54244 233 54011 0.004295406
63274 293 62981 0.004630654
113672 313 113359 0.002753536
128168 331 127837 0.002582548
194428 359 194069 0.001846442
194470 383 194087 0.001969455
413572 389 413183 0.000940586
503222 523 502699 0.001039303
1077422 601 1076821 0.000557813
3526958 727 3526231 0.000206127
3807404 751 3806653 0.000197247
10759922 829 10759093 0.000077045
24106882 929 24105953 0.000038537
27789878 997 27788881 0.000035876
37998938 1039 37997899 0.000027343
60119912 1093 60118819 0.000018180
113632822 1163 113631659 :0.000010235
187852862 1321 187851541  0.000007032
335070838 : 1427 335069411 : 0.000004259
419911924 1583 419910341 - 0.000003770
721013438 1789 721011649 :0.000002481

Zelo nazoren je tudi grafi ni prikaz minimalnih
Goldbachovih particij oziroma njihovih manj ih
sumandov. Na osi x so zaradi preprostej ega pri-
kaza vrednosti log(n), na osi y pa vrednosti g(n).
Pravzaprav nam graf pripoveduje isto zgodbo kot
zadnji stolpec v tabeli 2.

Na Goldbachovo domnevo lahko pogledamo tudi

Rin_begigcnd).cat

Slika 1. Diagram prikazuje odvisnost manj ega pra tevila
g(n) v minimalni Goldbachovi particiji od log(n), pri emer
je n sodo naravno tevilo.

tevilo Goldbachovih

tevilo n particij tevilan

10 2

50 4

100 6

500 13

1000 28

5000 76

10000 127

iz drugega zornega kota. Za dano sodo tevilo n
poi imo tevilo vseh razli nih Goldbachovih par-
ticij, npr.:

12 =5+ 7 (1 particija)
24 =5+19=7+ 17 =11+ 13
(3 razli ne particije)
48=5+43=7+41=11+37=17+31=19+ 29
(5 razli nih particij)
Tabela 3 (povzeto po [1]) prikazuje tevilo razli-
nih Goldbachovih particij za nekatera soda tevila.
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Iz tabele razberemo, da tevilo razli nih particij
tevila n nara a z rasto im tevilom n (obstajajo
sicer redke izjeme). e bomo kdaj na li sodo narav-
no tevilo n, ki ne bo imelo nobene ustrezne par-
ticije, bo Goldbachova domneva ovr ena. Do sedaj
znani podatki ka ejo ravno v nasprotno smer.

Oglejmo si e kratek zgodovinski pregled (pov-
zeto po [2] in [4]), ki prikazuje, do katerega tevila
n je bila Goldbachova domneva preverjena ter kdo
in kdaj jo je preveril.

tevilo n avtor
104 Desboves, 1885
10° Pipping, 1938
108 Stein in Stein, 1965
210% Granville in drugi, 1989
410" Sinisalo, 1993
10% Deshouillers, 1998
410 Richstein, 1999
210 Oliveira e Silva, 24. marec 2003
6 10¢ Oliveira e Silva, 3. oktober 2003
210Y Oliveira e Silva, 5. februar 2005
3 10Y Oliveira e Silva, 26. december 2005

Namesto zaklju ka

Kljub velikim naporom, ki so bili do danes vlo eni
v dokazovanje Goldbachove domneve, se matematiki
iz celega sveta oklepajo rekla Nikoli ne reci nikoli.
Ob tem imamo v mislih e eno domnevo, znano pod
imenom Fermatova domneva ali Fermatov zadnji iz-
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rek. Okoli leta 1637 je Fermat namre predpostavil,
da za n>2 ena ba x" + y" = z" nima re itev v mno-

ici celih tevil, razen trivialnih re itev, pri katerih
je vsaj ena izmed neznank x, y, z enaka ni . Ta do-
mneva je bila skrivnostna matemati na uganka kar
celih 350 let, dokler trditve ni dokazal nadarjeni Bri-
tanec Andrew Wiles, ki je sedaj zaposlen na Univerzi
Vv Princetonu.

Zalo ni ka hi a Faber & Faber je za vzpodbudo
pri dokazovanju Goldbachove domneve ponudila
nagrado v vi ini 1.000.000 dolarjev za splo no pri-
znan dokaz med 20. marcem 2000 in 20. marcem
2002. Po oceni strokovnjakov naj bi bilo na svetu
okoli 20 ljudi, ki bi bili sposobni razre iti to staro
matemati no uganko. Za enega najve jih favoritov je
veljal Alan Baker, profesor na Univerzi v Cambridgu,
sicer dobitnik Fieldsove medalje. Fieldsove medalje

najpresti nej e nagrade na podro ju matematike
podeljujejo vsaka tiri leta najuspe nej im matema-
tikom, starim do 40 let. Alan Baker je ob razpisani
nagradi menil, da lovek nikoli ne more predvideti,
kaj se bo zgodilo, vendar je mnenja, da je obdobje
dveh let relativno kratek as in da so trenutno znane
matemati ne metode preve preproste in neprimer-
ne, da bi lahko naredili pomemben korak naprej pri
dokazovanju Goldbachove domneve.

Kljub mikavni nagradi je ostala Goldbachova do-
mneva e vedno nere en problem. Oliveira e Silva,
profesor na Oddelku za elektroniko in telekomuni-
kacije Univerze v Aveiru, Portugalska, na rtuje pre-
verjanje domneve za tevila, manj a od 10%. Predvi-
deva, da bo postopek preverjanja trajal ve let, zato
preko svetovnega spleta prosi za pomo .

Morda pa se bo v prihodnosti vendarle pojavil
skriti matemati ni genij in dokazal Goldbachovo
domnevo. Najbolj i matematiki se nikoli ne predajo,
mar ne?

Literatura

[1] http://www.andrews.edu/~calkins/math/
biograph/biogoldb.html

[2] http://mathworld.wolfram.com/
GoldbachConjecture.html

[3] http://www.petrspec-technologies.com/
Herkommer/goldbach.html

[4] http://www.ieeta.pt/~tos/goldbach.html

[5]http://www.maths.ex.ac.uk/~mwatkins/isoc/
faber.html
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Faktorialni

tevilski

sestav In parnost

permutacij v

leksikografski urejenosti

Permutacije

Razvrstitev elementov koncne mno ice imenujemo
permutacija. Tako ima npr. mno ica Omatematikal
zikalastronomijall est permutacij, in sicer:

(matematika, zika, astronomija),
( zika, astronomija, matematika),
(matematika, astronomija, zika),
(astronomija, matematika, zika),
( zika, matematika, astronomija),
(astronomija, zika, matematika).

Koliko razlicnih permutacij mno ice z O elementi
lahko sestavimo? Na prvo mesto lahko postavimo
kateregakoli od [0 elementov, na drugo mesto kate-
regakoli od preostalih 001 elementov ..., na zadnje
mesto postavimo edini preostali element. Mno ica z
O elementi ima torej 0 00001000000 1 permu-
tacij. To tevilo, produkt vseh naravnih tevil od 1
do O, imenujemo O faktorialno, zapi emo pa kot O s
klicajem (O!).

n:1:2 3 4 5 6 7 8 9 10
n - 1:2 6 24 120 : 720 - 5040 : 40320 = 362880 : 3628800

Vec o permutacijah lahko izvemo v clanku M. Juvana
O razvrstitvah in permutacijah , Presek 31 (2003
04), str. 22 27.

P 34 (2006/2007) 6, strani 8-10

Faktorialni tevilski sestav

V deseti kem tevilskem sestavu uporabljamo kot
mestne vrednosti potence tevila 10. Zapis

® U0pUppa [00 0000100

predstavlja tevilo

= Og010° O0pgp 010°71 000000, 010 O o,

pri cemer so tevke 0OplOppn1000000p iz mno ice
00110000090, V faktorialnem Stevilskem sestavu pa za
mestne vrednosti vzamemo tevila O!. Zapis

® [0g0pgp1 000020000

predstavlja tevilo

= g0 00 000010000000, 021004 O 11,
pri cemer je 0p O 00010000000, Naslednja tabela prika-
zuje zapise prvih desetih naravnih tevil v faktorial-

nem tevilskem sestavu (indeks 000 je izpu cen).

tevilo 1:2 3 4 5 6 7 8 9 10

faktorialni zapis -+ 1 - 10 - 11 - 20 - 21 - 100 - 101 ‘- 110 © 111 '@ 120

Faktorialni zapis dobimo z zaporednim deljenjem

18.5.2007 15:20:14 ‘ ‘



tevilaz 2, 3, 4, ... Ostanki, ki jih pri tem dobivamo,
so tevke 01, 0z, O3, ... Za zgled poi cimo faktorialni
zapis tevila 10000:

10000 : 2 = 5000, ostane 0;
5000 : 3 = 1666, ostane 2;
1666 : 4 = 416, ostane 2;
416 : 5 =83, ostane 1;

83 : 6 =13, ostane 5;

13: 7 =1, ostane 6;
1:8=0, ostane 1.

Torej je 10000 0O 1651220qp. Preskus: 1 07!06 O
6!0505'0104!0203!'0202'0001!'01050400
6072005012001 02402060202010000.

Faktorialni sestav ni zares uporaben za zapisova-
nje tevil, saj v njem kot tevke prej ali slej nasto-
pijo vsa naravna tevila. Ima pa nekatere zanimive
lastnosti, ki so vcasih koristne.

Inverzije in parnost

Naj bo O permutacija neke koncne mno ice narav-
nih tevil. Par tevil 00100 je inverzija permutacije 0,
ce je 0 O O, v permutaciji 0 pa je O pred 0. Permu-
tacija O O 0402060501030 ima npr. 9 inverzij, in sicer
04020, 04010, 04030, 02010, 0el 50, 06l 10, 06l 30, 05010,
05030.

Pogosto je pomembna parnost tevila inverzij v
permutaciji. Permutacije s sodim tevilom inverzij
imenujemo kako le? sode permutacije, tiste z li-
him tevilom inverzij pa lihe permutacije. Permuta-
cija0 O 0402061501130 je torej liha.

Leksikografska urejenost

Vse permutacije mno ice 01021000000 je morda
najnaravneje na teti v leksikografskem vrstnem redu,
torej podobno, kot so razvr cene besede v slovarju:
najprej pridejo na vrsto permutacije, ki se zacno z 1,
nato tiste, ki se zacno z 2, itd. Permutacije, ki se na
prvem mestu ujemajo, razvrstimo po velikosti dru-
gega elementa, tiste, ki se ujemajo na prvih dveh me-
stih, pa po velikosti tretjega elementa. Splo no pra-
vilo se glasi: Ce se permutaciji ujemata na prvih 001
mestih, na O-tem pa ne, pride prej na vrsto tista z
manj im elementom na O-tem mestu. Na tejmo zdaj
vseh 24 permutacij mno ice 010213040 v leksikograf-
skem vrstnem redu in jih oznacimo Ol 01000001023
(tabela 1).
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pO pl p2 p3 p4 p5
1,2,34 (1243) (1,324 (1342 (1423 (1,432
p5 p7 ps pg plO pll
(2,1,34) (2,1,43) (2314 (2341 (2413 (2431
p12 p13 p14 p15 p16 p17
(3,1,24) (3142 (3214 (3241 (3412 (3421
plS p19 p20 p21 p22 p23
(4,1,2,3) (4,132 (4213 (4231 (4312 (4321

Tabela 1. Permutacije mno ice {1, 2, 3, 4}
v leksikografski urejenosti

Zaporedna tevilka in parnost

Vpra anje, ki nas zanima, je naslednje: Kako bi
iz zaporedne Stevilke permutacije v leksikografskem
vrstnem redu neposredno razbrali njeno parnost? V
tabelo 2 zapi imo parnosti permutacij mno ice

permutacija: P, P, p, o P, Ps
parnost: S L L S S L
permutacija: = p, p, Py Py P10 Py
parnost: L S S L L S

permutacija: P, Pis P Pis Pis P,;
parnost: S L L S S L

permutacija: P,g
parnost: L

p19 p20 p21 p22 p23

S S L L S
Tabela 2. Parnosti permutacij mno ice
{1, 2, 3, 4}

0101203040 (S soda permutacija, L liha permuta-
cija). 1 cemo torej postopek, s katerim bi ugotovili,
da je npr. permutacija 019 soda, ne da bi jo sploh
zapisali.

Pogled na tabelo 2 nam poka e, da se prva vrstica
(S,L,L,S,S,L) ponovi v drugi vrstici v zrcalni obliki
(L,S,S,L,L,S), v tretji vrstici v nespremenjeni obliki, v
cetrti vrstici pa spet v zrcalni obliki. Kako bi to ra-
zlo ili?

Ce permutacijam v tabeli 1 odstranimo prvi ele-
ment, dobimo v posameznih vrsticah permutacije
mno ic 0203040, 0103040, 0102040 oz. 01012030, vse
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v leksikografskem vrstnem redu. Zaporedje parnosti

dobljenih kraj ih permutacij je v vseh tirih prime-

rih enako, namrec S,L,L,S,S,L. Ce odstranjeni element

(oznacimo ga z 0) postavimo spet nazaj na prvo me-

sto, nastane 001 novih inverzij, saj je 0 vecji od tevil

102000000 0 1. Parnost ostane torej enaka, ce je [ liho
tevilo 0z. se spremeni, ce je 0 sodo tevilo.

Naj bo Og zaporedje parnosti permutacij mno ice
01020000000, zapisanih v leksikografskem vrstnem re-
du. Zdaj vidimo, da O dobimo iz Ogg; takole: za-
poredje Opgy ponovimo O-krat, pri tem pa pri vsaki
drugi ponovitvi vse parnosti zamenjamo z naspro-
tnimi. Oglejmo si to za 0 0O 1121314 (tabela 3, zame-
njane parnosti so natisnjene krepko).

n Z,
0
1 S
0 1
2 S L
0 1 2
3 S,L,L,S, S, L
0 1 2 3

4 SLLS,SLLSSLLS S, L, LS, S, L L,S,S,L,L,S
Tabela 3. Zaporedje parnosti permutacij

mno ice {1, 2,..., n}

Za parnost permutacije mno ice 010203040 je po-
membno, v kateri esterki zaporedja 04 se nahaja, v

Neka] nalog
Za po Itnice

A IMA TA TEKMo?

katerem paru te esterke in na katerem mestu v tem
paru. Zacnimo teti z 0. Potem se npr. parnost per-
mutacije U9 nahaja v esterki t. 3, v paru t. 0, na
mestu t. 1. Veljanamrec 19 0 30600020101 oz.
19 0 301p. V tabeli 3 sledimo parnosti permutacije
019 s kvadratnim okvirckom. Zacetna permutacija
Vv prvi vrstici je soda, v vsaki naslednji vrstici pa se
parnost spremeni, ce je kvadratek v podzaporedju z
liho tevilko, oz. ostane, ce je kvadratek v podzapo-
redju s sodo tevilko. Te tevilke pa so ravno tevke
tevila 19 v faktorialnem zapisu. Na koncu je par-
nost soda, ce se je spremenila sodo mnogokrat, oz.
liha, ce se je spremenila liho mnogokrat. Tako smo
pri li do re itve zastavljenega problema:

TrDITEV 1.Permutacija Op je soda natanko tedaj, ko
ima faktorialni zapis Stevila 0 sodo mnogo lihih Stevk.

Permutacija z zaporedno tevilko 19 [0 301yy; je so-
da, tista z zaporedno tevilko 10000 0O 1651220
pa liha.

Spomnimo se e, kako poi cemo faktorialni zapis,
pa lahko zakljucimo:

TrDITEV 2. Permutacija O je soda natanko tedaj, ko
pri zaporednem deljenju Stevila 0 z 213141100 dobimo
sodo mnogo lihih ostankov.

Zanimivo je, da je parnost permutacije p, mno ice
{1, 2,..., n} (kjer je seveda n! > k) odvisna le od tevila
k,ni paod tevilan. To je posledica dejstva, da je za-
poredje parnosti Z_ , za etni odsek zaporedja Z .

Izgleda e ne tako. Vpra anje pa je, kaj pa sploh
pocne? Vecina bi verjetno takoj pomislila, da je to
kak na matematicna cudakinja , ki dan in noc sedi
za pisalno mizo in re uje matematicne naloge. Mate-
matika je pac veda, ki vecini ljudi ni prevec pri srcu.
Predpostavljamo, da za vas to ne velja. Po vsej ver-
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jetnosti spadate med tisto trohico ljudi, ki jim mate-
matika ne dela te av, in zaradi tega nimate tak nih
asociacij. Po mo nosti vam je matematika fajn in
vam je re evanje tak nih in drugacnih nalog v veliko
veselje in vam celo predstavlja nekak en izziv.

In prav zaradi tak nih kot ste vi, smo se tudi letos
odlocili in sestavili kup zanimivih problemov. Neka-
teri so zelo enostavni, pri drugih pa se lahko zgodi,
da bodo zahtevali malo vec casa za premislek. Prva
polovica nalog je namenjena vsem bralcem, medtem
ko je za drugo polovico nalog vcasih potrebno sre-
dnje olsko znanje. Pri nalogah 14 18 predpostav-
ljamo, da oba igralca igrata optimalno, torej najbolj e
mo no. Ker je Bine kavalir, igro zmeraj pricne Anica.

No, in kaj pocnete sedaj? Nic pametnega? Potem
pa hitro svincnik v roke in se lotite re evanja. Saj bo-
ste videli, da ni te ko. In prosim, ne sedet za mizo
tako dolgo kot gospa na zacetku tega prispevka. Pri-
vo cite si kak en premor, dobite se s prijatelji, poj-
dite s fantom ali s punco na sprehod. Skratka, imejte
kar se da lepe in nepozabne pocitnice.

P.S.: Ste opazili, da je uvodni stavek anagram?

Izmed 200 obiskovalcev pla e jih 160 govori slo-
vensko, 180 angle ko in 140 italijansko. Najmanj ko-
liko obiskovalcev pla e govori vse tri jezike?

Drevesa v sadovnjaku so razvr cena v (kvadratni
obliki) v O vrstic in O stolpcev. Lastnik sadovnjaka
je povecal tevilo vrstic in tevilo stolpcev za ena in
pri tem dodal 29 novih dreves. Koliko dreves je v
sadovnjaku po povecanju?

Lojzka, tefka in Maricka so tekmovale na dr av-
nem tekmovanju iz matematike in se uvrstile na tri
zaporedna mesta. Produkt njihovih mest je 504. Ko-
liko je vsota njihovih mest?

Poslovne imanalo enih za 50000 O delnic v dveh
delni kih skladih. Nato prenese tretjino nalo be pr-
vega sklada iz prvega v drugi sklad, zatem pa e
prenese nalo bo v vrednosti 70000 spet iz prvega
v drugi sklad. Na koncu sta nalo bi v obeh skladih
iste vrednosti. Koliko denarja je imel poslovne na
zacetku nalo enega v prvem skladu?

Andrej, Bojan, Ciril in Dominik so med sabo tek-
movali v znanju matematike. Andrej je rekel: Ni-
sem bil niti prvi, niti zadnji, Bojan: Nisem bil za-
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dnji, Ciril: Bil sem zadnji. Dominik pa je izjavil:

Bil sem prvi. Nobena dva nista zasedla istega me-
sta in natanko trije so povedali resnico. Kdo je kon-
cal prvi in kdo zadnji? Odgovor utemelji.

Maricka je tudentka Fakultete za naravoslovje in
matematiko, rojena v 20. stoletju. Katerega leta se
je rodila, ce je leta 02 0 19 imela O O 23 let?

Babica je s prodajo jagod zaslu ila O . Razdelila
jih je trem vnukom. Ce je dala najstarej emu polo-
vico in e 1[J, srednjemu polovico preostale polovice
in e 10, ostanek pa je razdelila na pol in dala naj-
mlaj emu eno polovico in e 30, potem je porabila
ves denar. Koliko denarja je zaslu ila?

Vsak dan se kmet Marko odpravi na tr nico pro-
dajat krompir. V ponedeljek ga je vzel s seboj 80 kg.
V torek zjutraj je stehtal, koliko kilogramov mu je

e preostalo od prej njega dne. Ker se mu je zdelo,
da je ostalo premalo, se je odlocil da bo to kolicino
podvojil. Do konca dneva je prodal enako kolicino
kot dan prej. Naslednji dan pa se je Marko odlocil,
da bo kolicino krompirja, ki je ostala od torka, po-
trojil. Tudi v sredo je prodal enako kolicino kot v
ponedeljek in torek. Koliko krompirja je prodal vsak
dan, ce je v sredo prodal ves krompir, ki ga je imel s
seboj?

Koti v trikotniku so v razmerju 3 : 4 : 5. Kako
dolga je najdalj a stranica, ce najkraj a meri 1 me-
ter?

V nekem razredu ima 9 ucencev dobre ocene pri
ziki, 13 pri kemiji in 14 ucencev ima dobre ocene
pri biologiji. tirje ucenci imajo dobre ocene hkrati
pri ziki in kemiji, trije hkrati pri ziki in biologiji
ter est ucencev ima dobre ocene hkrati pri kemiji in
pri biologiji. V razredu je tudi zelo priden ucenec, Ki
ima dobre ocene pri vseh treh predmetih, ter tirje
ucenci, ki imajo slabe ocene pri vseh treh predmetih.
Koliko ucencev ima slabe ocene pri ziki?

Na okroglem obrocu imamo [ kljucev enake obli-
ke, O O 3. Ce vsak kljuc pobarvamo s svojo barvo,
potem lahko kljuce locimo med seboj. Najmanj ko-
liko barv potrebujemo, da bomo kljuc locili med se-
boj? Pri temm moramo upo tevati, da se obroc s kljuci
lahko vrti ali obrne.
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Na vsakem polju ahovnice velikosti 9009 se na-
haja po ena cebelica. Cez cas se vse cebelice poma-
knejo po diagonali na eno izmed sosednih polj. Pri
tem se lahko zgodi, da eno polje zasede vec cebe-
lic. Lahko pa tudi katero izmed polj ostane prazno.
Poi ci najmanj e mo no tevilo praznih polj.

ahovska pravila nekoliko spremenimo tako, da
v vsaki potezi igralec naredi dva legalna premika svo-
jih gur. Poka i, da obstaja strategija za igralca z
belimi gurami, ki mu zagotavlja vsaj neodlocen re-
zultat.

Anica in Bine menjaje postavljata bele in crne
konje na nezasedena polja ahovnice, ki e niso na-
padena z nasprotnikovim konjem, torej konjem na-
sprotne barve. Pora enec je tisti, ki ne more vec po-
staviti novega konja na ahovnico. Ali obstaja stra-
tegija za Anico ali Bineta, ki zagotavlja zmago?

Anica in Bine menjaje postavljata bele in crne
tekace na nezasedena polja ahovnice, ki e niso na-
padena z nasprotnikovim tekacem, torej tekacem na-
sprotne barve. Pri tem lahko oba postavljata tekace
na polja obeh barv. Pora enec je tisti, ki ne more
vec postaviti novega tekaca na ahovnico. Ali obstaja
strategija za Anico ali Bineta, ki zagotavlja zmago?

Anica in Bine menjaje ri eta diagonale pravil-
nega 2006-kotnika. Pri tem morata upo tevati pra-
vilo, da lahko pove eta dve ogli ci, ce nova diagonala
ne seka katere izmed e narisanih diagonal znotraj
2006-kotnika. Pora enec je tisti, ki ne more narisati
nove diagonale. Ali obstaja strategija za Anico ali
Bineta, ki zagotavlja zmago?

Igra se pricne s tevilom O O 2. Anica in Bine
menjaje pri tevata nek pravi delitelj' tevila O k tre-
nutnemu tevilu O. Cilj igre je doseci tevilo, ki bo
vecje od 2007. Ali obstaja strategija za Anico ali Bi-
neta, ki zagotavlja zmago?

Anica in Bine menjaje vstavljata znake [0, O in O
na katerakoli prosta mesta med tevila

1 2 3 I[IIIT 99 100.

Ipravi delitelj tevila O je delitelj tevila razlicen od O

Poka i, da lahko Anica vedno dose e, da je rezultat:
(@) liho tevilo, (b) sodo tevilo.

V vrsti stoji 2007 katel. katla na O-tem me-
stu vsebuje 0O kroglic. Na vsakem koraku lahko iz-
beremo poljubno tevilo katel in iz vseh izbranih

katel odstranimo enako tevilo kroglic, kot smo iz-
brali katel. Najmanj koliko korakov je potrebnih, da
izpraznimo vse katle?

Ali lahko tlakujemo pravokotnik sestavljen iz
66 062 kvadratkov s pravokotniki sestavljenimi iz
12 01 kvadratkov?

Racunalni ka trgovina ima razprodajo: disketa
stane 10, zgo cenka 30 in DVD stane 40. Kako
naj kupimo 30 medijev, tako da bomo porabili tocno
50 0 in kupili vsaj en medij iz vsake skupine?

Peter si je pri prijatelju izposodil 00000, (kjer
so 01000 in O tevke) in kasneje pozabil, koliko si je
izposodil. Prijatelj, ki je zagrizen matematik, mu je
dolg posredoval s sistemom enacb:

cboooooobooboiao
0200300002009
gpg8oooo3no4
ooo40 012000 0 O25.

Da bi dobil denar za pokritje dolga, se je prijavil za
delo v tujini, kjer je v enem tednu zaslu il natanko
trimestno vsoto denarja. Kolik en bo tedenski zaslu-
ek so mu povedali s pomocjo naslednje naloge:

Trimestno tevilo ima vsoto tevk enako 12. Ce za-
menjamo enice in desetice, bo nastalo tevilo manj e
za 36, in ce zamenjamo enice in stotice bo novo te-
vilo vecje za 99.

Peter bo v tujini delal 5 tednov. Ali bo v tem casu
zaslu il dovolj, da bo lahko pokril dolg?

Naj bo 0000 funkcija, za katero za vse 0 iz 0
velja 5000002002000 0 30 O5. Izracunaj 0040.

Poenostavi izraz

do oblike
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|
kjer so 01000 in O cela tevila.

25. Poi ci vse realne re itve sistema enacb

= 020000201
= 03003 0se

26. Poka i, da je tevilo 13123456 ] 1 deljivo s 17.

27. Oce petih sinov poseduje posestvo, ki meri 3km?,
Oce, ki ni ravno ve c racunanja, eli razdeliti pose-
stvo med svoje sinove. Vsakemu naroci, da si naj
izmeri del posestva v velikosti 1km?. Doka i, da se
vsaj dvema sinovoma njuna dela prekrivata za vsaj
105 km?.

28. Poi ci tak en 0 O 0O, za katerega velja
= 31507 oo

@ 29. Naj bo 0000 O 00 O 10000 O 100 1zrazi 00200 s
pomocjo 0000

30. Poi civsacela tevila, pri katerih funkcija 0000 O
02000 O 30 zavzame celo tevilske vrednosti.

31. Poi ci vse pare naravnih tevil 000, za katere
velja enakost 4° 05 0 97.

32. Najbo O : 0O 0O, ki zado ca enakosti 00000000
200000 3004 zavsak O O O. Poi ci 002007C.

33. Poi civsa pra tevila 0, za katera so tevila 002,
008,0014 in 0056 tudi pra tevila.

34. Za 0O O O naj bo 000 najvecje celo tevilo, ki je
manj e ali enako [, in naj bo 000 O O O 000. Naj bo
O pra tevilo in 0 celo tevilo 0 00 O 0. Doka i, da
obstajata celi tevili O in O, za kateri velja 0 O [0 O

go0in
O o 0 O
| 0o -
| ] N O p— O E
O 0 0
Re itve nalog bomo v juliju objavili na Presekovi
natanko tedaj, ko 0 ne deli 0 O 1. doma i strani http:// www.presek.si
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Kvantna
kriptografija

Kvantna kriptografija

Osnovna ideja kvantne varne komunikacije oz. na-
tancneje, kvantne izmenjave kljuca je, da si Anja in
Bo tjan, e preden zacneta s po iljanjem ifriranih
sporocil, po t.i. kvantnem kanalu izmenjata skrivni
kljuc. Kvantni kanal je povezava med Anjo in Bo-

tjanom, po kateri si izmenjujeta kvantne delce. Ka-
sneje si bomo podrobneje ogledali primer, pri ka-
terem je kvantni kanal kar navadno telekomunika-
cijsko opticno vlakno, po katerem Anja po lje Bo-
tjanu fotone, torej posebej oblikovane pulze svetlo-
be. Koncni produkt tega prvega kvantnega dela ko-
munikacije je ta, da imata oba enako skrivno geslo,
pri cemer lahko absolutno zagotovita, da je le-to res
znano samo njima, cetudi je po iljanju fotonov ne-
kdo prislu koval . Nadaljnji postopek, po tem ko
imata skupni kljuc, je popolnoma klasicen. Za ifri-
ranje uporabita enega izmed algoritmov z zasebnim
kljucem, najbolj e kar Vernamov postopek, ki je edi-
ni dokazano varen. Kot bomo videli, nam varnost
prvega dela, torej kvantne izmenjave kljuca, zagota-
vlja kvantna zika. Varnost izmenjave kljuca torej
ne temelji na nepreverjenem matematicnem dejstvu,
npr. na te avnosti faktorizacije kot pri RSA, temvec
na zikalnih zakonih. RSA za cito lahko tudi zlo-
mimo, ce le imamo dovolj hiter racunalnik. Vdor v
kvantno izmenjavo kljuca pa je v nasprotju s zi-
kalnimi zakoni. Kvantna varna komunikacija torej
odpravi glavno pomanjkljivost Vernamovega ifrira-
nja, to je problem varne izmenjave kljuca. Oglejmo
si podrobneje, kako je zagotovljena varnost kvantne
izmenjave kljuca.

P 34 (2006/2007) 6, stran 14-15, 18-19

+=vodoravna ali navpi na polarizacija
<=0 T=1

X = polarizacija pod kotom 45 ali 135

N=0 =1
Slika 1. Slovarcek polarizacij

Princip je enak kot pri kvantnih bankovcih. Te-
melj je spoznanje, da kvantnih sistemov ni mogoce
pomeriti, ne da bi jih pri tem zmotili. Temu je ekvi-
valentna izjava, da jih ni mogoce klonirati. Klonira-
nje kvantnega sistema bi pomenilo, da bi stanje sis-
tema popolnoma verodostojno skopirali. Ce bi bilo
kloniranje mogoce, bi lahko meritve opravljali, ne da
bi sistem zmotili. Sistem bi enostavno klonirali, po-
tem pa opravili meritev na podvojeni kopiji. Stanje
te kopije bi se ob meritvi sicer spremenilo, vendar
pa bi stanje prvega sistema ostalo nedotaknjeno. To
pa je v nasprotju z zakoni kvantne zike. Pri kvan-
tni varni komunikaciji za izmenjavo kljuca ponavadi
uporabimo fotone, ki jih po iljamo po opticnem vla-
knu. Fotoni so lahko v dveh osnovnih ortogonalnih
stanjih, Ki ju doloca smer linearne polarizacije. Dve
razlicni polarizaciji fotona nam pri kvantni komuni-
kaciji predstavljata dve razlicni vrednosti bita, torej
0 in 1. Dogovoriti se je seveda potrebno, katera smer
polarizacije bo pomenila katero vrednost (vodoravna
polarizacija nam npr. pomeni vrednost O, navpicnha
pa 1). Izka e se, da za uspe no kvantno izmenjavo
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kljuca ni dovolj, da po iljamo le vodoravno ali hav-
picno polarizirane fotone. Anja mora po iljati tudi
fotone, ki so polarizirani pod kotom 45" ali 135",
Z drugimi besedami, potrebujemo dve bazi, v kate-
rih bomo po iljali fotone. Anja bo izbirala med nav-
picno bazo, to bomo oznacili na kratko s [J in bo po-
menila fotone z navpicno ali vodoravno polarizacijo,
in diagonalno bazo, na kratko [0, ki bo pomenila fo-
tone polarizirane v diagonalni smeri pod kotom 45"
ali 135" (glej sliko 1). lzbira, katero bazo bo Anja
uporabila za posamezni foton, mora biti nakljucna.
Na drugi strani opticnega vlakna mora Bo tjan te fo-
tone detektirati, ter, ce hoce ugotoviti ali dani fo-
ton predstavlja stanje O ali 1, tudi ugotoviti, v kateri
smeri so ti fotoni polarizirani. Polarizacijo fotona
ugotovimo na enostaven nacin. Ce je Anja poslala
foton v O bazi, potem Bo tjan ta foton enostavno
po lje skozi polarizator, ki prepu ca le svetlobo po-
larizirano v navpicni smeri. Ce je polarizator foton
prepustil, potem je bila polarizacije fotona navpicna,
torej 1, sicer pa 0. Podobna zgodba je tudi v primeru,
da Anja uporabi OO bazo, Bo tjan pa ima polarizator
obrnjen v diagonalni smeri. Zanimivo vpra anje pa
je, kaj se zgodi, ce smer Bo tjanovega polarizatorja
ni skladna z Anjino izbiro baze, Anja npr. po lje fo-
ton v OO0 bazi, Bo tjanov polarizator pa je obrnjen v
navpicni smeri. Kvantni racun poka e, da bo v tem
primeru Bo tjan v polovici primerov izmeril 0, v po-
lovici pa 1! Kaj bo izmeril za konkretni foton, ne
moremo napovedati, vse, kar vemo, so verjetnosti.
Ta nedolocenost je kljucna za varnost kvantne izme-
njave kljuca. Eden izmed bolj znanih kvantnih pro-
tokolov za izmenjavo kljuca se imenuje BB84, po od-
kriteljih Brassardu in Bennettu ter letu objave 1984.

3

Anja 2. Naklju nabaza:

3. Poslani fotoni:
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1. Naklju no zaporedije bitov: 0 0 1

011
SNINAT

Protokol BB84

Postopek izmenjave kljuca poteka v vec korakih.
Anja po ilja polarizirane fotone Bo tjanu, ta pa meri
njihovo polarizacijo.

1. Anja ima zaporedje nakljucnih bitov, ki jih eli
poslati Bo tjanu.

2. Anja za vsak bit nakljucno izbere 0 ali 00 bazo.
Izbira, katero bazo uporabi za posamezni fo-
ton, je nakljucna in znana samo njej. Tudi Bo-

tjan ne ve, ali je dani foton poslan v O ali O
bazi.

3. Glede na vrednost bita in izbrano bazo Anja po-
lje ustrezno polariziran foton (slika 2).

4. Ker Bo tjan ne ve, v kateri bazi je poslan posa-
mezni foton, lahko le ugiba. Tako za vsak foton
nakljucno izbere bazo, v kateri bo opravil me-
ritev.

5. Bo tjan izmeri foton v izbrani bazi.

6. 1z rezultatov meritev dobi Bo tjan niz bitov (sli-
ka 3). Ker je v polovici primerov izbral bazo, ki
ni kompatibilna z Anjino, ta niz ni enak Anji-
nemu.

Slika 2. Anja generira nakljucni niz
bitov. Vsak foton po lje v nakljucno
izbrani bazi.

Bo tjan
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