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MATICNI TRENUTKI

Sestavljanje
kosSCkov

© Sestavljanje razbitih kosckov je tezko samo po
sebi, lahko pa si predstavljamo, da opravilo postane
Se teZje, ko pretece tisoCe let in se zamenja nekaj ci-
vilizacij. Arheologi, ki se soocajo s stotinami tisoCev
kosckov dolocenega najdisca, so se obrnili na mate-
matiko, da jim pomaga pri ponovnem sestavljanju
delcev. KoScke najprej digitalno skenirajo. Potem
programska oprema uporablja geometrijo, kombi-
natoriko in statistiko, da rekonstruira starodavne
rocne izdelke, celo ¢e manjkajo mnogi delcki.

Matematika se uporablja tudi v drugih novih
pristopih k arheologijiin paleontologiji: vnatancnem
kartografiranju zakopanih ladijskih razbitin in
pri ponovni ustvaritvi gibanja dinozavrov. V
takih in drugih podobnih primerih nam uspeh,
morda paradoksalno, omogoci boljSe razumevanje
preteklosti. Naj gre za izboljSanje osnovnih tehnik,
kot je to na primer trianguliranje, ali za zapletene
objekte, kot so na primer parcialne diferencialne
enacbe, matematic¢ni raziskovalci orjejo ledino pri
razkrivanju starodavnih skrivnosti. @

PojasniLo: Gornji prispevek je prevod iz rubrike “The Mathematical
Moments”, ki jo objavlja Amerisko matematicno drustvo AMS na

spletni strani www.ams.org/mathmoments.
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Kakoz matematiko
do najboljSega
zasluzka?

JANEZ POVH

m Veselje in tezave soseda Blaza

© Sosedu BlaZu je res padla sekira v med. Natan¢ne-
je, sreca ga je obiskala nepricakovano in mu prinesla
25.000 evrov. Za c¢loveka, ki je prvi¢ poskusil z igro
na sreco, je ta loterijski dobitek res izjemna sreca.

A vsaka palica ima dva konca. Ce je en konec do-
ber, je drugi navadno manj prijeten. Tako je tudi pri
Blazu. Druga plat zgodbe so hude skrbi, kaj narediti
s srecnim dobitkom. Ker je pravi Gorenjec, hoce Blaz
s tem denarjem ¢im bolje ravnati, da ga bo ¢ez kako
leto Se vec. Toda kako veliki dobitek oplemenititi?

Novica o Blazevi sreci se je seveda hitro razSirila, z
njo pa vsaj tako hitro tudi krog njegovih prijateljev.
V njegovi blizini se je zacel kazati tudi znanec Polde,
ki je vedno z ne¢im trgoval in je pogosto potreboval
sveZ denar za reSevanje stisk z zalogami. V tem casu
se je ukvarjal z lesom in si je spet ustvaril preve-
liko zalogo. Blazu je zato zacel prigovarjati, naj mu
posodi del denarja za eno leto, on pa mu za vsakih
1.000 evrov posojila ¢ez eno leto namesto obresti da
en kubik suhih bukovih drv (ki je tako na oko vreden
100 evrov). Blaz se bolj navduSuje za borzo. Izra-
Cunal je, da bi mu investicija v manj rizicne sklade
prinesla v naslednjem letu na vsakih 1.000 evrov Se
90 evrov dobicka.

PoloZaj je v resnici malce bolj zapleten. Ta zna-
nec Polde je z Blazevo Zeno v sorodu, tovrstne vezi
pa je treba negovati (no, tudi suha drva bo potrebo-
val, saj je nafta zelo draga), zato bi Poldetu posodil
nekaj denarja (vsaj 3.000 evrov), vendar gotovo ne
veC kot 10.000 evrov. Po drugi strani pa nalozba v
vrednostne papirje jamc¢i omenjen donos le, ¢e je na-
loZeni znesek vecji od 10.000 evrov. Blaz ima precej
veC zaupanja v sklad kot v Poldeta, zato si Zeli, da je
znesek, ki ga bo vlozil v sklad, vsaj za 1.000 evrov
vecji od dvakratnika zneska, posojenega Poldetu. Za
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namecek namerava Blaz izvesti Se nekaj popravil na
hisi, ki bodo stala do 3.000 evrov in jih tudi Zeli pla-
Cati z loterijskim dobitkom. Njegova Zena bi bila ob
vsem tem prav zadovoljna, ¢e bo Se kaj ostalo doma
kar tako, za priboljsek.

Blaz si sedaj vneto prizadeva ugotoviti, kako naj
razporedi nepricakovano dobljeni denar, da bi imel
po enem letu najvecji dobicek, hkrati pa bi upoSteval
omenjene omejitve.

Ce bi Blaz ne stremel po najve¢jem dobicku, bi
bil problem preprost. Poldetu bi posodil npr. 5.000
evrov, v sklad bi dal 15.000 evrov, preostalih 5 tiso-
¢akov pa bi porabil za popravilo hise in zase. Cez
eno leto bi s tem zasluzil 5 kubikov suhih drv in Se
15 - 90 = 1.350 evrov pri skladu, kar bi bilo skupaj
vredno 1.850 evrov. TareSitev je dobra (upoSteva vse
zahteve), Zena bi bila gotovo zadovoljna, vendar ver-
jetno ni optimalna (ne prinese najvec¢jega mozZnega
dobicka).

Blaz ve, da denar ne lezi na cesti in da je treba
varcevati takrat, ko imas denar, in ne takrat, ko ti ga
zmanjka. Torej hoCe najvecji mozni dobicek.

Poglejmo, kako bi opisani problem zapisali bolj
matemati¢no. ISCemo torej taks$ni vsoti, ki naj ju Blaz
posodi Poldetu oziroma naloZi v sklad, da bo zado-
SCeno vsem omejitvam, dobicek po enem letu pa bo
najvecji. Zaradi preglednosti naj bodo vsote merjene
v tisoCakih. Oznac¢imo z x in yy iskani vsoti (x je
seveda vsota za Poldeta, merjena v tiso¢ evrov, y
pa vsota za sklad). Zahtevo, da Poldetu posodi med
3.000 in 10.000 evrov, zapiSemo kot 3 < x < 10.
Vsota, vloZena v sklad, mora biti vsaj 10.000, kar po-
meni y > 10. Ker mora biti y vsaj za 1.000 vecji od
dvakratnika x, to pomeni y > 2x + 1. Skupaj vlo-
Zeni denar ne sme preseci 22.000 evrov, ¢e hotemo,
da Se kaj ostane za priboljsek in za placilo popravil
na hisi. To seveda pomeni x + y < 22.

Ker x tisocakov, ki jih BlaZ posodi Poldetu, po-
meni pa enem letu x kubikov drv, vsak kubik pa je
vreden 100 evrov, kar je 0,1 tisocaka, je skupni do-
bicek, ki ga bo BlaZ prejel v enem letu, enak 0, 1x +
0,09y. Zgornji problem lahko torej zapiSemo tako:
poisci tak par Stevil (x, y), da bo imela funkcija

0,1x + 0,09y

najvecjo vrednost med vsemi pari, ki zadoSc¢ajo po-
gojem

xX+y=<22
X =3
x <10
v =10
2x +1 < y.

V zgornjem problemu je funkcija dobicka linearna
(neznanki nastopata le kot x in y in ne kot npr. x?
ali e* ipd.), prav tako so vse neenacbe linearne. Tak
problem, pri katerem iS¢emo ekstremno vrednost li-
nearne funkcije (to funkcijo v sploSnem imenujemo
namenska funkcija), ki zadoS¢a doloc¢enim linearnih
neenacbam, imenujemo problem linearne optimiza-
cije ali tudi linearni program. Z reSevanjem tovr-
stnih problemov se ukvarja posebna disciplina upo-
rabne matematike, imenovana operacijsko raziskova-
nje, katere zacetek sega v obdobje druge svetovne
vojne. V dobrih Sestdesetih letih razvoja so bile raz-
vite Stevilne metode, s katerimi lahko reSimo line-
arne programe vecje razseznosti.

Studentje, ponekod pa tudi Ze dijaki, se u¢ijo na-
vadno graficno in simpleksno metodo. Prva je pri-
merna predvsem za reSevanje linearnih programov,
kjer nastopata le dve spremenljivki, kot v naSem pri-
meru. Bralec lahko najde opis prve metode v nada-
ljevanju tega prispevka, za opis simpleksne metode
pa priporoc¢amo literaturo [1, 2, 4].

Simpleksna metoda, ki jo je leta 1947 v osnovni
izvedbi predstavil Georg Dantzig, omogoca reSeva-
nje linearnih programov z ve¢ spremenljivkami. V
desetletjih uporabe in nadaljnjega razvoja se je po-
kazalo, da je ta metoda v praksi izjemno ucinkovita,
in do predstavitve metod notranjih tock (prvo tovr-
stno metodo je leta 1984 predstavil indijski matema-
tik Karmakar) ni imela nobene resne alternative (vec
o metodah notranjih tock za linearno programiranje
lahko bralec najde v [3]).

Za izvajanje simpleksne metode in metod notra-
njih tock je smiselna uporaba racunalnika. Na in-
ternetni strani' lahko bralec najde najaktualnejse ra-
CunalniSke programe za reSevanje linearnih progra-
mov. Vecina teh programov uporablja kombinacijo
simpleksne metode in ene od izvedb metod notra-
njih tock. Analiza ucinkovitosti teh programov, ki je



predstavljena na domaci strani Hansa Mittelmanna?,
pokaZze, da vectina racunalniskih programov lahko v
nekaj minutah reSi linearni program, kjer je nekaj
100.000 spremenljivk in nekaj 100.000 neenacb. Iz
te domace strani lahko tudi sklepamo, da je med
najucinkovitej$imi programski paket CPLEX3. Vecina
proizvajalcev nudi tudi brezplatno poskusno razli-
¢ico, kjer pa je velikost problema navadno omejena
na okrog 1.000 spremenljivk in 1.000 neenacb.

Najhitrejsi nacin za reSevanje manjSih linearnih
programov je uporaba kakSnega interaktivnega sple-
tnega programa, kot sta npr. programa na interne-
tnih straneh http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/Guide/
CaseStudies/simplex/index.html (november 2006)
in http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/
RealWorld/simplex.html (november 2006). Bralec lah-
ko z malce truda uporabi tudi dodatek ReSevalec v
programu Excel.

Linearni program, ki smo ga priredili Blazevemu
problemu, ima le dve neznanki, zato ga je mogoce
reSiti z graficno metodo. Pri tej metodi najprej pred-
stavimo v ravnini vse tocke (x, y), ki zadoS§c¢ajo vsem
neenacbam. Nato premislimo, kako izgledajo v rav-
nini tiste tocke, kjer ima namenska funkcija kon-
stantno vrednost, in s pomocjo tega premisleka poi-
SCemo tisto tocko, kjer je doseZen optimum namen-
ske funkcije.

Oglejmo si najprej, kako izgleda v ravnini mnoZica
tock (x, y), katerih koordinati x in y zado§cCata nee-
nacbi x + y < 22. To so tiste tocke, ki leZijo pod pre-
mico x + y = 22 (slika 1). Podobno so tocke, katerih

v

Slika 1. ReSitve neenacbe x + y < 22

koordinata x zadosSc¢a drugima dvema neenacbama,
tiste, ki so med premicama x = 3 in x = 10 (slika 2).

y #x=3x=10
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Slika 2. ReSitve neenacbhe 3 < x <10

Tocke, ki predstavljajo reSitve Cetrte neenacbe, so na
sliki 3. Oglejmo si sedaj zadnjo neenacbo. ZapiSemo
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Slika 3. ReSitve neenacbe y > 10

jo lahko kot —2x + y = 1. Tocke, ki predstavljajo
njeno resitev, so na eni strani premice —2x + y = 1.
Ker par x = 0, y = 5 zadoSca tej neenacbi, je prava
stran premice tista, ki vsebuje to tocko, torej zgornja
stran (slika 4).

<y

Slika 4. ReSitve neenacbe —2x + y > 1



Grafi¢no predstavitev parov (x, y), ki hkrati reSijo
vse neenacbe, dobimo tako, da vzamemo presek ob-

Y

-t

__Z\ §§< premica 2

/ 5I l II X

premica 1™ premica 3

Slika 5. Dopustna mnozica za nas linearni program

mocij s slik 1-4. To obmocje je veckotnik, predsta-
vljen na sliki 5. Katerakoli tocka (x,y) iz tega vec-
kotnika predstavlja za BlazZa reSitev, ki ustreza vsem
pogojem (neenacham) in je torej dobra reSitev, ni pa
nujno najboljSa oziroma optimalna. Mnozico dobrih
reSitev, ki jo predstavlja omenjeni veckotnik, ime-
nujemo tudi dopustna mnoZica. ReSitev x = 5 in
v = 15 iz prejSnjega razdelka predstavlja tocka F iz
notranjosti dopustne mnoZice.

BlaZev problem bomo resili, ¢e bomo med vsemi
dobrimi reSitvami nasli optimalno, torej tako, pri ka-
teri je namenska funkcija 0, 1x + 0,09y najvecja.

Kot smo Ze ugotovili, ima v tocki F ta funkcija vre-
dnost 1,85. Poglejmo sedaj, ¢e je Se kaksSna tocka
iz ravnine taka, da ima namenska funkcija tam vre-
dnost 1,85. Vse take toCke so ravno reSitve enacbe
0,1x + 0,09y = 1,85, graficno pa jih predstavimo
kot premico 1 na sliki 5. PreseciSce te premice z do-
pustnim obmoc¢jem je daljica AB, tocke s te daljice
pa pripadajo vsem tistim dopustnim parom (x,y),
pri katerih je dobicek enak 1,85.

Ker iS¢emo najvecji moZni dobicek, se sedaj vpra-
Sajmo Se, za katere tocke (x,y) velja, da je dobi-
¢ek 0,1x + 0,09y enak npr. 2,7? To so tocke, ki na
sliki 5 leZijo na premici 2. Vendar pa nobena od teh
tock ne zadoSca naSim neenacbam, saj premica ne
seka veckotnika dopustnih reSitev. Ne glede na to pa
smo ugotovili pomembno lastnost: namenska funk-
cija ima na premicah, vzporednih s premico 1, ves
¢as enako vrednost. Ce je vzporednica desno od pre-
mice 1, je ta vrednost vecja od 1,85, sicer pa manjsa.
Iskanje dopustne resitve (x, y), pri kateri je dobicek
najvecji, je torej enakovredno iskanju vzporednice,
ki je od premice 1 najbolj oddaljena v desno, a Se

vedno seka na$ veckotnik. Tako vzporednico lahko
dobimo, ¢e premico 1 pocasi vzporedno premikamo
v desno tako dale¢, da pridemo do zadnje tocke vec-
kotnika, t.j. do tocke, ko z najmanjSim nadaljnjim
vzporednim pomikom v desno premica ne seka vec
naSega veckotnika.

Ugotovimo, da je taka skrajna vzporednica ravno
premica 3, zadnja tocka pa tocka C(7,15), ki je pre-
seCiS¢e premic x + y = 22 in —2x + v = 1. Koor-
dinati te tocke x = 7 in y = 15 sta tako najboljsa
reSitev linearnega programa, saj zadoScata vsem ne-
enaCbam in ima namenska funkcija pri njiju najvecjo
vrednost: 0,1 -7+ 0,09 - 15 = 2,05.

Postopek reSevanja iz prejSnjega razdelka torej
pove, naj Blaz posodi Poldetu 7.000 evrov, v sklad
pa naj naloZi 15.000 evrov. Za popravilo hiSe in za
priboljSek mu ostane 3.000 evrov. Tako zasnovana
naloZba mu Cez eno leto prinese sedem kubikov drv,
kar je vredno 700 evrov, in 1.350 evrov, skupno torej
2.050 evrov. ReSitev je uporabna, saj ustreza vsem
zahtevam, daje najvecji dobicek in je v praksi izve-
dljiva.

Seveda se pred izvedbo take naloZbe lahko zaplete.
Lahko se zgodi, da Polde namesto bukovih ponudi
smrekova drva, ki so vredna manj. Prav tako se lahko
zgodi, da Zena ni zadovoljna s tem, da tako malo
ostane doma, in ho¢e drugacno razporeditev denarja.
Prva sprememba vpliva na namensko funkcijo, druga
pa na neenacbe v linearnem programu. Oboje ima
lahko za posledico druga¢no optimalno resitev. Ana-
liza vpliva teh sprememb na optimalno reSitev se
imenuje analiza obcutljivosti in zahteva natanc¢nejsi
vpogled v podrocje linearne optimizacije.

Seveda pa se lahko problem tudi razsiri. Denimo,
da Blaz razmiSlja o vezavi dela sredstev na banki
(donos je sicer majhen, varnost pa velika). V seda-
njih razmerah je ta donos priblizno 30 evrov letno
za vsakih nalozenih 1.000 evrov. Ce bi Blaz hotel
dati na banko vsaj 3.000 evrov, bi dobil optimalno
razporeditev svojega denarja kot reSitev naslednjega
linearnega programa: pois¢i maksimum funkcije

1 http://1ionhrtpub.com/orms/surveys/LP/
LP-survey.html, november 2006

2 http://plato.asu.edu/bench.html, november 2006

3  http://www.ilog.com/products/cplex/, november 2006
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= 0,1x + 0,09y + 0,03z

pri pogojih, da koli¢ine x, ¥ in z zadoSc¢ajo neenac-
bam

" xXx+y+z=<22
= x=3

x <10

v =10

= 2x+y=1
= z>3.

Ta linearni program ima tri spremenljivke, zato
bi graficno reSevanje zahtevalo risanje in vzporedno
premikanje ravnin v tridimenzionalnem prostoru.
Ker je list papirja dvodimenzionalen, nasi mozgani
pa tezko iz dvodimenzionalne slike delajo dobre tri-
dimenzionalne sklepe, je tovrstno reSevanje tezavno
in lahko hitro vodi do napacnih reSitev. Tako si po-
magamo z drugimi metodami, omenjenimi v razdel-
ku 3. Z uporabo enega od interaktivnih spletnih pro-
gramov dobimo naslednjo reSitev: x = 6, y = 14
in z = 3. Najvecji dobicek je torej 1.950 evrov in
je manjsi kot v prejSnjem primeru, kar gre na racun
vecje varnosti, ki izhaja iz vezave sredstev na banki.

m Zakljucek

Linearno programiranje je doseglo med vsemi ma-
temati¢nimi orodji v nematemati¢nih vedah verjetno
najve¢jo popularnost. Ceprav Zivljenje navadno ni
linearno, pa ga vsi radi poenostavljamo do te mere,
da postane linearno, to pa potem omogoca uporabo
linearnega programiranja.

Iz prispevka sicer ni razvidno, kaj je Blaz na koncu
storil, upamo pa, da je bralec prepoznal v opisanem
pristopu nacin, kako lahko resimo mnogo optimiza-
cijskih problemov. Graficna metoda je gotovo zelo
preprosta metoda za reSevanje, a zaradi omejeno-
sti na linearne programe z dvema spremenljivkama
navadno ni uporabna. V prispevku omenjene me-
tode notranjih tock in simpleksna metoda so trenu-
tno pravi nacin za reSevanje vecjih linearnih progra-
mov. Ker pa ima vec¢ina bralcev dostop do interneta,
je najenostavnejSi nacin za reSevanje linearnih pro-
gramov kar uporaba spletnih reSevalcev. Nekaj pre-
dlogov je podanih v razdelku 3, seveda pa lahko bra-
lec sam vnese v enega od spletnih iskalnikov kljucne
besede simplex method, linear programming itd. Vi-

del bo, da je ponudba zelo velika in da so Ze prvi
zadetki zelo uporabni.
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6. tekmovanje
dijakinj in
dijakov srednjih
poklicnih Sol

V znanju
matematike

DUSANKA VRENCUR

© Na Solskem tekmovanju je letos tekmovalo 1757
tekmovalcev. Drustvo matematikov, fizikov in astro-
nomov Slovenije, Tehniski Solski center v Kranju in
Zavod RS za Solstvo so bili 22. 4. 2006 organizator-
ji 6. drzavnega tekmovanja v znanju matematike za
54 najboljsih dijakinj in dijakov srednjih poklicnih
Sol iz 32ih slovenskih poklicnih Sol. Med njimi je bilo
podeljenih 17 zlatih priznanj. Na svecani podelitvi je
organizator prvim trem najbolje uvrscenim iz vsa-
kega letnika podelil priznanja in prakticne nagrade.
Prejeli so jih:
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ToMAZ TREFALT, SC Krsko - Srednja $ola Sevnica

GREGOR ZIDARIC, SC Ptuj - Poklicna in tehniSka
strojna Sola

JOZEF FLORJANCIC, Kmetijska Sola Grm Novo mesto

MATE] SuL1GOJ, TSC Nova Gorica - Poklicna in

tehniska strojna in prometna Sola

baN1 CAuS, TSC Kranj

MATIJA STRUGAR, TSC Nova Gorica - Srednja

lesarska in gradbena Sola Nova Gorica

MIHA ANZIC, SS Domzale - Poklicna in strokovna

Sola

MIHA JERAJ, SC Novo mesto - Srednja gradbena in
lesarska Sola

BOSTJAN MUNDA, Srednja gradbena $ola Maribor

JANKO BRACIC

V 15. stoletju je uspeSen nemski trgovec vpra-
Sal uglednega profesorja, na katero univerzo naj
poslje svojega sina, da bo le-ta dobro poducen o
poslovnih zadevah. NemsSke univerze, mu odvrne
profesor, so dovolj dobre, da se fant nauci sestevati
in odstevati. Toda ce Zeli obvladati tudi mnoZenje
in deljenje, bi moral iti na katero od italijanskih

univerz.

Preden se zaCnete smejati, naj povem, da so v 15.
stoletju v Nemc¢iji Stevila Se vedno zapisovali z rim-
skimi Stevilkami. Poskusite sami zmnoZiti, ali pa le
seSteti, Stevila CCLXIV, MDCCCIX, DCL in MLXXXI, ne
da bi jih prej zapisali v desetiSkem Stevilskem sis-
temu.

Racunanje je tesno povezano s predstavitvijo Ste-
vil, s katerimi racunamo. Kot vidimo, so lahko naj-
osnovnejSe racunske operacije precej zapletene, Ce
je predstavitev Stevil preve¢ zapletena. Veliko udob-
nejsi za racunanje kot zapis z rimskimi Stevilkami
so nekateri mestni Stevilski sistemi.

Poglejmo najprej, kako zapisujemo Stevila v dese-
tiSkem sistemu. Na primer, s 54321 je predstavljeno
Stevilo

5.-10*+4-103+3-102+2-10' +1-10°.

Kot vidimo, je v tem zapisu zelo pomembno, na ka-
terem mestu stoji posamezna Stevka. Namrec, iste
Stevke zapisane v drugacnem vrstnem redu predsta-
vljajo neko drugo Stevilo. Tako, na primer, pred-
stavlja zapis 12345 Stevilo 1 - 10* + 2 - 103 + 3 -
102 + 4 - 10! + 5 - 10°, ki seveda ni enako Stevilu
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5-104+4-103+3-102+2-10' +1-10°.
Na sploSno ima zapis realnega Stevila v desetiSkem
sistemu obliko

...d3dadido.d1d->...,

pri ¢emer so d; Stevke iz mnozice {0, 1, ..., 9}.
Vrednost posameznega mesta v zapisu dolocajo po-
tence Stevila 10. Pri tem velikost potenc od leve proti
desni pada. Pika v zapisu nam pove, Kje se zacnejo
mesta, ki pripadajo potencam z negativnimi ekspo-
nenti. Zgornji zapis tako predstavlja Stevilo

cee4d3 103 +dp - 10% +dy - 10T +do - 100 +
d1-10 +d 5 102+

Seveda Stevilo 10 lahko nadomestimo s poljubnim
naravnim Stevilom b > 1. Tako dobimo Stevilski sis-
tem z osnovo b. Na primer, ko je b = 2, vzamemo za
mnozico Stevk {0, 1} in govorimo o dvojiSkem Ste-
vilskem sistemu; pri b = 3 in mnoZzici Stevk {0, 1, 2}
pa o trojiSkem Stevilskem sistemu itd. Pravzaprav
pri izbiri osnove ni nujno, da se omejimo le na na-
ravna Stevila, prav tako ni nujno, da je mnozica Stevk
za vsako mesto ista. Splosni mestni Stevilski sistem
dolocata dve zaporedji: zaporedje mestnih vrednosti
a, in zaporedje mnozic Stevk za posamezno mesto,
D,,. Poglejmo si nekaj primerov.

Naj bo b > 2 naravno Stevilo. Za vsako celo
Stevilo n postavimo a,, = b"inD,, = {0, 1, ..., b —
1}. Ti zaporedji (a,,) in (D;) dolocata obicajni Ste-
vilski sistem z osnovo b. Sem spadajo torej dvojiski
sistem, trojiski sistem itd. Predstavimo Stevilo sto v
nekaterih od teh sistemov:

11001002) = 400(5) = 144, = 100(10) = 84(12).

V katerem sistemu je Stevilo predstavljeno, smo ozna-
¢ili tako, da smo osnovo sistema zapisali v oklepaju
kot indeks.

Oznacimo z (—3) Stevilski sistem, ki ga
dolocata zaporedji a,, = (-3)" in D, = {-1, 0, 1},
pri cemer je n poljubno celo Stevilo. Primerjajmo
zapis nekaterih Stevil v tem sistemu z zapisom v de-
setiSkem sistemu. Na primer,

200 = (=1 (=1)(=3),

100(10) = 1(—1)(—1)01(,3)7 in
(=1)10.0(-1)(-3) = —=15.1(10).

Tu smo s ¢rto nad Stevko oznacili, da se Stevka pe-
riodi¢no ponavlja. Premislite, katera Stevila so pred-
stavljena z zapisom 100(_3), (—1)(—=1)0101(—-1)-3),
(=1).(-1)(—3) in kako se v tem sistemu predstavi
Stevilo —1000(10).

V Stevilskem sistemu (n?) naj mestne vre-
dnosti doloca zaporedje popolnih kvadratov a,, =
n?, pri cemer so indeksi le naravna $tevila. Torej je

a a, a, a,
36 49 64 @ 81

5

1 4 9 16 @ 25

Za vsako mesto naj bo mnoZica Stevk vedno ista, in
sicer {0, 1, 2, 3}. Trdimo, da lahko v tem Stevilskem
sistemu zapiSemo vsako naravno Stevilo. Res! Zna-
meniti Lagrangeov izrek pravi, da lahko vsako na-
ravno Stevilo zapiSemo kot vsoto Stirih ali manj po-
polnih kvadratov, kar celo pomeni, da v Stevilskem
sistemu (n?) za zapis vsakega naravnega Stevila po-
trebujemo kvecjemu Stiri nenicelne Stevke. Zapise
prvih nekaj naravnih Stevil v tem sistemu bo bralka
oziroma bralec zlahka poiskal sam/a. Za vecja Ste-
vila je potrebno nekoliko vec¢ dela. Tako se moramo
kar nekoliko potruditi, da najdemo zapis 8019y =
1010012 ;,2), medtem ko ni tezav z zapisom 8119y =
100000000 y2y. Omenimo Se, da v tem sistemu ne-
katera Stevila nimajo samo ene predstavitve. Na pri-
mer, velja

12(10) =3- 22 4+ 0 - 12 = 30(,,[2)
12(10) =1-32+0-22 4312 = 103p2).

Zadnji zgled je tako imenovani faktorialni
Stevilski sistem (f). Za vsako naravno Stevilo n je s
simbolom n! oznacen produkt vseh naravnih Stevil
od 1 do vklju¢no z n. To Stevilo imenujemo n fak-
torialno (nekateri pravijo tudi n fakulteta). Tako je
'=121=1-2=2,3=1-2-3 =6itd. Na
splosno, n! = 1-2---(n — 1) - n. V faktorialnem
Stevilskem sistemu so mestne vrednosti dane z za-
poredjem a,, = n!:

al aZ a3 a4 aS ab’ a7 a8 a9

1 2 :6 24 120 720 5040 @ 40320 : 362880



MnoZica Stevk se od mesta do mesta spreminja: D,, =
{0, 1,..., n}. Tako kot v prejSnjem zgledu tudi
tu teCe indeks n le po mnoZici naravnih Stevil. V
tem Stevilskem sistemu lahko predstavimo vsako na-
ravno Stevilo. To pomeni, da lahko vsako naravno
Stevilo zapiSemo v obliki

"dy,-nl+dyp-n—1)'+---+dp-21+dy -1

pricemer je O < dy < k zavseindekse k € {1,...,n}.
Poglejmo, kako dano naravno Stevilo m zapiSemo
v faktorialnem sistemu. Stevke di, d»,... dobimo
tako, da Stevilo m najprej podelimo z 2. Dobimo
koli¢nik, ozna¢imo ga z m; in ostanek d; € {0,1}.
Ce je koli¢nik m; razlicen od ni¢, ga delimo s 3. Pri
tem deljenju dobimo koli¢nik m, in ostanek d» €
{0,1,2}. S postopkom nadaljujemo, e je mo # O :
my delimo s 4, da dobimo koli¢nik m3 in ostanek
ds € Dj3. Vse skupaj ponavljamo tako dolgo, dokler
ni nek koli¢nik, recimo m,,, enak ni¢; ostanek je te-
daj dy, = my, -1 € Dy,. Zdaj lahko zapiSemo

= m=dn-n!+---+d2-2!+d1-1!=dn...d2d1(f).

Za vajo zapiSimo Stevilo sto v faktorialnem Stevil-
skem sistemu. Ker velja

= 100 : 2=50, ostane O
50 : 3 =16, ostane 2
16 : 4=4, ostane 0
4 :5=0, ostane 4,

je 100(10) = 4020(f).

Kot kaZejo navedeni zgledi, se lahko mestni Ste-
vilski sistemi precej razlikujejo med seboj. Vabim
bralko oziroma bralca, da sam/a sestavi svoj Stevil-
ski sistem in ga raziSce. Seveda, vecina Stevilskih
sistemov v praksi ni uporabna, saj je lahko racuna-
nje v njih Se bolj zahtevno kot pri zapisu z rimskimi
Stevilkami. Pomislite, na primer, da bi morali racu-
nati v sistemu iz tretjega zgleda, kjer mestne vre-
dnosti dolocajo kvadrati naravnih Stevil. Tudi v fak-
torialnem Stevilskem sistemu bi imeli teZave z racu-
nanjem, vendar je ta sistem uporaben pri nekaterih
drugih problemih, predvsem v kombinatoriki.

Zgodovina Stevilskih sistemov je dolga in zanimi-
va. Zacne se z Babilonci, ki so uporabljali Stevilski
sistem z osnovo 60. Kot verjetno Ze veste, izhaja

razdelitev ure na 60 minut in minute na 60 sekund
prav iz SestdesetiSkega sistema. Manj znano je, da
v vsakdanjem Zivljenju, recimo pri trgovanju, Babi-
lonci niso uporabljali SestdesetiSkega sistema, am-
pak so stvari kupckali po deset, sto itd., kar pomeni,
da so uporabljali desetiski Stevilski sistem, tako kot
7e nekatere druge civilizacije v Mezopotamiji pred
njimi. Stevilski sistem z osnovo 60 so uporabljali
predvsem babilonski matematiki oziroma astronomi.
Tudi druge stare civilizacije so se ukvarjale s Stevil-
skimi sistemi. Omenimo Maje, ki so pred priblizno
2000 leti imeli zelo razvit dvajsetiski Stevilski sis-
tem. DesetiSki Stevilski sistem kot ga uporabljamo
danes, je nastal okrog leta 600 v Indiji. Potem se
je razsiril na zahod do Perzije, kjer so ga prevzeli
Arabci. V Evropi se je desetiSki sistem pojavil okrog
leta 1200. Da so ga sprejeli na celem kontinentu, je
trajalo kar nekaj stoletij. ©



PRVI

m Kvantni bankovci

© Stephen Wiesner in Charles Bennett sta se spo-
znala v Casu svojega dodiplomskega Studija. Postala
sta dobra prijatelja in ohranila stike tudi po koncani
fakulteti. Nekje v zgodnjih sedemdesetih, med enim
izmed obiskov, je Wiesner navduSeno razlagal Be-
nnettu o svoji novi ideji, kako narediti bankovce, ki
bi jih bilo popolnoma nemogoce ponarediti. Ideja je
bila zares “nora”. TakSen super bankovec bi bil na-
mre¢ kvantni bankovec. Kvantni bankovec bi imel
vgrajene majhne kvantne delce, katerih obnaSanje
opisuje kvantna fizika. Ta pravi, da na kvantnih sis-
temih ni mogoce izvajati meritev, ne da bi jih pri tem
vsaj majceno zmotili. Ce Zelimo izvedeti, v katerem
stanju je kvantni delec, moramo opraviti meritev, na
primer tako, da na njega posvetimo s Sibko svetlobo.
Vendar pa delec po koncu meritve ne bo vec v is-
tem stanju kot pred njo, temvec bo naklju¢no pristal
v enem izmed stanj, ki ustrezajo vsem moZnim izi-
dom meritev. Kvantna fizika napove le verjetnosti,
da delec najdemo v enem izmed teh moZnih stanj, z
drugimi besedami, napove verjetnosti, da pri meritvi
dobimo dolocen rezultat, ne pa natancno, v katerem
stanju ga bomo nasli pri konkretni meritvi. Verje-
tnosti za posamezne izide meritev so natan¢no do-
lo¢ene z zaCetnim stanjem, v katerem je bil delec,
preden smo zaceli z meritvijo. O tej naklju¢nosti
je Erwin Schrodinger, eden izmed pionirjev kvantne
mehanike, izjavil: “Ni mi vSe¢ in mi je Zal, da sem
imel karkoli opraviti z njo.” Iz obicajnega sveta ma-
kroskopskih teles smo namre¢ navajeni, da so stvari
deterministicne. Ce poznamo stanje, v katerem je
sistem, lahko natan¢no napovemo, kaksen bo rezul-
tat meritve. V kvantnem svetu majhnih delcev je dru-
gace. To, da kvantna fizika napove le verjetnosti, ne
pa tocnih izidov meritev, se morda na prvi pogled
zdi, da je le hiba naSega pomanjkljivega opisa na-

Kvantna
kriptografija

DEL - KVANTNI BANKOVCI

MARKO ZNIDARIC

rave, torej kvantne mehanike. Vendar pa temu ni
tako. Naj se nam to zdi Se tako nenavadno, ver-
jetnostim se ne da izogniti. Po kvantni meritvi je
delec torej v drugem stanju kot pred njo. Natanko
to lastnost kvantnih delcev pa je Wiesner izkoristil
za zastito kvantnega bankovca. Ce bi hoteli izde-
lati dvojnik takSnega bankovca, z drugimi besedami
ga ponarediti, bi morali izdelati tudi natan¢ne kopije
kvantnih delcev na tem bankovcu. Torej bi ponareje-
valec moral izmeriti stanja, v katerih se ti delci naha-
jajo. Ker pa bi se ta stanja pri meritvi spremenila, bi
to spremembo lahko zaznali in tako ugotovili, da de-
jansko gre za ponaredek. Ker je ta lastnost kvantnih
delcev, da meritev vpliva na to, v katerem stanju bo
delec po meritvi, klju¢na tako za kvantne bankovce
kot za kvantno kriptografijo, si pobliZe oglejmo pre-
prost primer.

Za kvantne delce bomo vzeli kar fotone, to je naj-
manjSe nedeljive dele svetlobe. Fotoni so lahko v
dveh osnovnih ortogonalnih stanjih, ki ju doloca
smer linearne polarizacije. Polarizacija fotona je da-
na kar s smerjo nihanja elektri¢nega polja. Obicajna
svetloba, npr. Zarnice, je nepolarizirana. To pomeni,
da so posamezni fotoni polarizirani v vseh moZznih
smereh. Ce tako svetlobo posljemo skozi posebno
snov, imenovano polarizator, se le-ta polarizira. Po-
larizator ima namrec to lastnost, da prepusca le sve-
tlobo s to¢no doloCeno smerjo polarizacije, npr. v
navpicni smeri. Svetlobo polarizirano v ortogonalni
smeri, torej vodoravno, tak polarizator zadrzi. Smer
prepuscene svetlobe lahko seveda enostavno spre-
menimo tako, da polarizator zavrtimo za nek kot.
Polarizator je npr. sestavni del vsakih spodobnih
soncnih ocal. V teh je polarizator obrnjen tako, da
zadrzi svetlobo polarizirano v vodoravni smeri. Ker
je svetloba odbita od vodoravnih povrsin, npr. cest, v
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veCji meri polarizirana ravno v vodoravni smeri, nam
to zmanjSa nezZeleno bleS¢anje. Foton je lahko torej
v dveh osnovnih stanjih, v takem z navpi¢no smerjo
polarizacije in v tistem z vodoravno smerjo polariza-
cije. Dogovorimo se, da bomo vodoravno polariziran
foton oznacili simboli¢no z |0), navpi¢no polarizi-
ran pa z |1) (nenavadna pisava ima dolocen pomen
v kvantni teoriji, ki pa za nas ne bo pomemben). Ti
dve stanji tvorita t.i. bazo, s katero lahko sestavimo
foton, ki ima polarizacijo v poljubni smeri. Ce pola-
rizator obrnemo pod kotom 45°, tako da so prepu-
Sceni fotoni polarizirani pod kotom 45°, lahko npr.
te fotone opiSemo kot enakomerno superpozicijo fo-
tonov z navpicno in vodoravno polarizacijo, simbo-
licno torej kot |0) + |1). Kako pa izmerimo polari-
zacijo fotona? Postopek je preprost (glej sliko 1). Ce

Zelimo izmeriti, ali je foton v stanju |0) ali pa je v sta-
nju |1), moramo tak foton poslati skozi polarizator,
ki prepusca fotone z navpi¢no polarizacijo. Ce sedaj
na detektorju fotonov, ki je postavljen za polariza-
torjem, zaznamo foton, lahko upraviceno sklepamo,
da je bil vhodni foton v stanju |1). Podobno, Ce de-
tektor fotona ne zazna, sklepamo, da je bil foton v
stanju |0), saj navpicni polarizator popolnoma za-
drzi le fotone z vodoravno polarizacijo. Ce je foton
na zacetku v stanju |1) (primer na sliki 1a) ali pa ¢e
je v stanju |0) (slika 1b), z interpretacijo meritve ni
teZav. Izmerjeno stanje fotona se ujema z zacetnim
stanjem. Stvari pa so drugacne, Ce je zacetni foton
polariziran pod kotom. Ce je ta v stanju [0) + |1),
potem kvantni ra¢un pokaZe, da bo tak foton pola-

POLARIZATOR
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\
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v fpe -
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oren N A
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Slika 1. Meritev polarizacije fotona. V primeru (c) se iz-
merjeno stanje |1) ali |0) razlikuje od zacetnega stanja
|0) + |1). Meritev je povzrocila spremembo stanja.

b) 10)

)
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e
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rizator v polovici primerov prepustil, v polovici pa
zadrzal (slika 1c). Kateri izmed obeh primerov se bo
zgodil pri konkretni meritvi, ni mogocCe napovedati.
To je naklju¢nost kvantne mehanike! Sedaj tudi vi-
dimo, da je v tem tretjem primeru detektirano sta-
nje fotona (|0) ali |1)) drugacno kot pa stanje fotona
pred meritvijo. Natanko to pa bi izkoriScali kvantni
bankovci. Fotoni v takSnem bankovcu bi bili polari-
zirani v naklju¢nih smereh, ki bi bile znane le banki
(ni¢ seveda nismo povedali o tehnicni izvedljivosti
tega, da bi imeli v bankovcu “vgrajene” fotone). Da
bi izdelal ponaredek, bi moral ponarejevalec izmeriti
polarizacije fotonov. Pri npr. diagonalno polarizira-
nem fotonu (primer iz slike 1c) bi glede na rezultat
meritve v ponaredek vgradil foton z napacno pola-
rizacijo |0) ali |1), ne pa |0) + |1). To napako pa bi
na banki lahko odkrili. Toliko o delovanju kvantnega
bankovca.

No, Bennettu se je Wiesnerjeva ideja zdela zani-
miva, tako da jo je sklenil predstaviti tudi SirSemu
obcinstvu. Napisal je clanek in ga poslal v objavo

STANJE

1)

10)



v strokovno racunalnisko revijo. Urednikom in re-
cenzentom se je celotna zadeva na zalost zdela ne-
koliko manj zanimiva in Clanek so gladko zavrnili.
V bran urednikom je verjetno na mestu omeniti, da
je Clanek napisal fizik v tehni¢nem Zargonu fizike,
ki pa je bil verjetho popolnoma nerazumljiv teda-
njim racunalnicarjem in matematikom. Da pa celo-
tna zadeva ni tiho poniknila nekje v globinah zgodo-
vine, se lahko zahvalimo Bennettu. Ta je s kvantnimi
bankovci obc¢asno “tezil” razlicnim ljudem v upanju,
da se bo komu vse skupaj vendarle zdelo zanimivo.
Tako je preteklo kar nekaj let, dokler se ni Charles
Bennett leta 1979 znaSel na plazi v Porto Ricu. Na
tej isti plaZzi je bil tudi Gilles Brassard, racunalnicar
iz Montreala, ki se je ukvarjal s kriptografijo. Po-
trebno je sicer povedati, da se Bennett in Brassard
nista hkrati znasla na tej plazi popolnoma po naklju-
C¢ju. Oba sta bila namrec¢ udeleZenca kriptografske
konference v San Juanu, vendar pa se osebno nista
poznala. Kot se dogodka spominja Brassard, je ne-
nadoma k njemu priplaval popoln neznanec in mu
zacel razlagati o kvantnih bankovcih. Brassardu se
ideja o uporabi kvantne fizike za zaScito bankovca
ni zdela popolnoma neumna. Osnovni princip sta z
Bennettom hitro razSirila na tedaj porajajoco se krip-
tografijo z javnimi kljuci. Rodilo se je novo podrocje
- kvantna kriptografija, ki jo lahko imamo tudi za za-
Cetnico kvantne informacijske teorije, SirSega podro-
se ukvarja s kvantimi racunalniki, kvantno teleporta-
cijo ipd.

Za sreCanje Brassarda in Bennetta v San Juanu lah-
ko recemo, da sta bila oba ob pravem ¢asu na pravem
mestu. Ob pravem c¢asu tudi zato, ker so le nekaj let
prej, leta 1976, javno objavili prvi postopek za Sifri-
ranje z javnim klju¢em, imenovan Diffie-Hellmanov
algoritem (glej tudi clanek A. JuriSica, Diffie-Hellma-
nov dogovor o kljucu, Presek 34(1) (2006/2007), str.
25-30). Izkazalo se je namrec, da je Sifriranje z jav-
nim klju¢em tisto pravo podrocje, kjer je mogoce z
uporabo kvantne fizike narediti popolnoma nove sis-
teme Sifriranja, ki so boljsi kot pa obstojeci klasi¢ni
sistemi. Pri vseh postopkih Sifriranja bi radi resili
osnovni problem: poslati Zelimo skrivno sporocilo,
pri tem pa obstaja moZnost, da bo to sporocilo med
potovanjem do naslovnika nekdo prebral. Ker Ze-

limo, da ostane vsebina sporocila kljub temu tajna,
moramo pred poSiljanjem sporocilo Sifrirati, preje-
mnik pa Sifrirano sporocilo desifrirati. Preprosti po-
stopki Sifriranja so zelo stari. Ponavadi so si jih omi-
slili gospodje, ki so svoje besede imeli za dovolj po-
membne, da so jih Zeleli zaupati le izbranim osebam,
npr. poglavarji drzav ali vojska. Vse do sedemdese-
tih let pa so bili znani le kriptografski sistemi z za-
sebnim kljucem. Pri teh imata obe stranki, poSiljatelj
sporocila Anja in prejemnik BoStjan, enako skrito ge-
slo, imenovano klju¢, ki ga uporabita pri Sifriranju in
desSifriranju. Ta klju¢ mora biti znan samo njima, saj
je od tega odvisna varnost Sifriranja. Preprost po-
stopek Sifriranja je, da npr. vsako ¢rko abecede pre-
maknemo za v mest oziroma, ¢e ¢rke predstavimo
s Stevilkami, da vsaki ¢rki priStejemo ». V primeru
¥ =1 to pomeni, dagre A - B,B - C, ...,in Z — A. Pri
deSifriranju enostavno vsaki ¢rki odStejemo v. Ven-
dar pa tak enostavni postopek Sifriranja nudi le malo
varnosti. Ker je na$ klju¢, torej skrito Stevilo 7, dolg
le en znak, je zaScito relativno enostavno zlomiti.
Cetudi ne poznamo pravega v, je razli¢nih moZnih
vrednosti za v le toliko, kot je vseh ¢rk v abecedi.
Ce torej za v preizkusimo vse mozne vrednosti, bo
hitro jasno, pri katerem v bomo ob deSifriranju do-
bili smiselno besedilo. Vidimo tudi, da bi k varnosti
pripomoglo, ¢e bi za razlicne dele besedila uporabili
razlicne r-je, torej Ce bi imeli daljSi klju¢. Tako bi
moral potencialni vlomilec preveriti veliko vec razlic-
nih moznih kombinacij 7-jev, preden bi nasel pravo.
Ta princip velja za prav vse Sifrirne sisteme. Le-ti so
tem bolj varni, tem daljsi klju¢ imajo. Se ve¢, Cla-
ude Shannon je pokazal, da je edini dokazano varni
sistem Sifriranja, torej tak, ki ga absolutno ni mo-
goce zlomiti, takSen, pri katerem je dolZina skritega
kljuca kar enaka dolZini besedila, ki ga Zelimo Sifri-
rati. Torej, daljSe kot je besedilo, daljsi klju¢ potre-
bujemo. Povrhu vsega, kljuc¢ lahko uporabimo samo
enkrat. Pri naSem primeru Sifriranja s premikom ¢rk
za v mest to pomeni, da moramo za vsako ¢rko bese-
dila uporabiti svoj ¥. Tak nacin Sifriranja imenujemo
Vernamovo Sifriranje, po Gilbertu Vernamu, ki ga je
odkril okoli leta 1918, ko je delal za ameriSko vojsko.
Kot smo Ze povedali, je Vernamovo Sifriranje edini
dokazano varni nacin Sifriranja. Jasno je, da je Ver-
namovo Sifriranje zelo potratno glede dolZine kljuca.
Zaradi tega se danes ve¢inoma uporabljajo postopki
s krajsimi kljuc¢i znani po kraticah DES, AES, IDEA.
Glavna tezava vseh sistemov z zasebnim kljucem je



ta, kako skriti klju¢ varno dostaviti Anji in BoStjanu.
Ena mozZnost je ta, da se osebno srecata in se v na-
prej dogovorita o vrednosti kljuca. Pogosto pa je to
vsaj neprakti¢no, ¢e ne Ze nemogoce. Za Vernamovo
Sifriranje je dodatna teZava to, da moramo za vsako
sporocilo uporabiti nov klju¢. Zaradi tega so Verna-
mov postopek uporabljali le v izjemnih primerih. Ko
je leta 1967 bolivijska vojska ujela Che Guevaro, so
pri njem nasli listek s kljuc¢em (slika 2), ki ga je upo-

Slika 2. Listek, ki ga je Che Guevara uporabljal
za Sifriranje sporocil Fidelu Castru.

rabljal za Vernamovo Sifriranje sporocil, poslanih po
navadni radijski zvezi Fidelu Castru na Kubo.
Slabosti sistemov z zasebnim klju¢em glede var-
nega prenosa kljuca pa nimajo kriptografski sistemi
Z javnim klju¢em. Pri teh se uporablja razli¢ni klju¢
za Sifriranje in za deSifriranje. Klju¢ za Sifriranje je
javen, dostopen vsem, medtem ko je klju¢ za desi-
friranje zaseben in ga pozna samo naslovnik. TeZav-
nost deSifriranja ob nepoznavanju zasebnega kljuca
temelji na racunski zahtevnosti dolo¢enih matema-
ticnih postopkov. Pri enem izmed bolj priljubljenih
Sifrirnih postopkov z javnim klju¢em, imenovanem
RSA, je to faktorizacija. Pri RSA BoStjan generira
javni in zasebni klju¢ po naslednjem postopku:

= Najprej izbere dve veliki prasStevili p in g. Kot pri-
mer (ne ravno velikih praStevil) vzemimo p = 11
ing=13.

= Tidve prastevili zmnoZzi, n = pq, v naSem primeru
n = 143. Ta zmnoZek se bo uporabljal tako pri
javnem kot pri zasebnem kljucu.

= Nato poiSce majhno Stevilo v, kijes (p—1)(g—1)
tuje, ni pa potrebno, da je praStevilo. V naSem
primeru mora biti tuje s 120 = 23 - 3 - 5, izberimo
npr. v = 13. Dvojica Stevil (n,r) sluzi za javni
kljuc.
= Za zasebnikljuc¢ potrebujemo Stevilo d, ki je resi-
tevenacbe v - d = 1mod (p — 1)(g — 1). V naSem
primeru je to d = 37. Dvojica (n,d) sluzi za za-
sebni kljuc.
Ko Zeli Anja poslati BoStjanu sporocilo x, le to zaSi-
frira z javnim klju¢em (n,7) kot xg, = X" mod n.
Ce Zeli poslati npr. x = 13, potem bo $ifrirana vre-
dnost X, = 133 mod 143 = 52. BoStjan, ki edini
pozna zasebni klju¢, prejeti xgig, deSifrira z dvojico
(n,d) kot Xges. = xfifr_mod n. Ce to naredimo z na-
§imi Stevili, Xges. = 523“ mod 143 = 13, res dobimo
nazaj zacetno sporocilo 13. TeZavnost deSifriranja,
Ce ne poznamo Stevila d, temelji na zahtevnosti fak-
torizacije velikega Stevila n. Za faktorizacijo Ste-
vil namrec¢ ne poznamo nobenega ucinkovitega algo-
ritma, tako da je le to racunsko zelo zahtevno. Kljub
hitrosti danasnjih racunalnikov je faktorizacija ne-
kaj 100 mestnih Stevil nemogoca, saj bi potrebovali
preve¢ ¢asa. Ce primerjamo Sifrirne sisteme z za-
sebnim in tiste z javnim klju¢em, imajo oboji svoje
prednosti in slabosti. Pri dani dolzini kljuca so tisti z
zasebnim klju¢em varnejsi in hitrejsi. Njihova glavna
pomanjkljivost pa je, kako prenesti skriti klju¢. Tako
se danes ponavadi uporablja kombinacija obeh. Pri
vzpostavitvi varne povezave med dvema racunalni-
koma preko spleta, npr. za SSH protokol, v prvem
koraku ta dva racunalnika izmenjata skrivni kljuc.
Za izmenjavo tega uporabita enega izmed protoko-
lov z javnim kljuc¢em, npr. RSA. Potem ko imata
oba enak klju¢, pa le tega uporabita za nadaljnjo
varno komunikacijo z enim izmed Sifrirnih postop-
kov z zasebnim klju¢em, npr. DES. Prvi korak v tak-
$ni komunikaciji je torej vedno Sifriranje z javnim
klju¢em. Pomembno vprasSanje za varnost tako je,
ali res ne obstaja noben hiter algoritem za fakto-
rizacijo. To, ali je faktorizacija res racunsko tako
zahtevna, ali pa le Se nismo uspeli najti dovolj do-
brega algoritma, je odprto vpraSanje. Vsi dosedaj
znani algoritmi za faktorizacijo potrebujejo Stevilo
korakov, ki narasca skoraj eksponentno s Stevilom
Stevk Stevila, ki ga Zelimo faktorizirati. Torej, Ce je
N Stevilo Stevk, potem je cas potreben za faktoriza-
cijo skoraj eksponenten glede na N. Ni pa znano,
ali morda ne obstaja polinomski algoritem. Ce bi
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nekdo odkril tak algoritem, bi bila varnost celotnega i | < H
interneta v trenutku v razsulu. a r t e Z I J e V
Pravzaprav tak algoritem Ze obstaja. Leta 1994

je Peter Shor odkril t.i. kvantni algoritem za fakto- i | =

rizacijo, pri katerem Stevilo korakov naraSca le kot p a V a C

T ~ N3, torej je veliko hitrejsi kot najboljsi klasi¢ni

algoritem. S takSnim Shorovim algoritmom bi lahko g

faktorizirali velika Stevila v trenutku. Vendar pa po- © Kartezijev plavac je znana fizi-
trebujemo za izvajanje Shorovega algoritma kvantni
racunalnik. Njegovo delovanje sicer lahko simuli-
ramo na klasicnem namiznem racunalniku, vendar ne poznamo, lahko z njo izvedemo
je v tem primeru simulacija obupno pocasna. Dobra
novica za varnost interneta je ta, da znanstvenikom
do sedaj Se ni uspelo narediti kolikor toliko spodob- jo, jo lahko pripravimo tako, da se
nega kvantnega racunalnika. Doslej jim je uspelo se-

i kalna igracka. Za tiste, ki igracke

Wity nekaj carovnij. Za tiste, ki jo pozna-

staviti le preprost majhen laboratorijski model, s ka- i ne bo obnasala na obicajen nacin. V
terim so faktorizirali Stevilo 15. Po mmnenju vecine, Casu plastenk, ki ga Zivimo danes, je
upqrabmh kvantnih raFunalnlkov ne bomq 1me11 Se ) izdelava zelo enostavna (povzeli jo
vsaj nekaj deset let, kljub temu pa so v principu re-

sna groznja Sifrirnim postopkom z javnim kljuc¢em. bomo po ¢lanku Gorazda PlaninSica,
Na sreco pa nam kvantna fizika, ki nam na eni strani wi,

Lo e . javljenem v Physi ion!).
s kvantnimi racunalniki rusi varnost RSA, daje nov objavljenem v Physics education’)

postopek Sifriranja, to je t.i. kvantno kriptografijo.

Pravzaprav ne gre za nov postopek Sifriranja, tem- Y Z i A

veC le za popolnoma varno izmenjavo kljuca, ki se

potem uporablja pri Sifriranju z zasebnim kljucem,

npr. pri Vernamovem Sifriranju. VAP LR AAAA A LI LA 1L 10000244 NN
Vet o tem pa v nadaljevanju. @
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m Potrebujemo

= prazna plastenka z zamaSkom na navoj,

= slamica za pitje pija¢ s harmoniko za upo-
gib (ali nekaj njih)

= papirne sponke ustrezne velikosti, da jih je
mogoce potisniti v slamico,

= kozarec,

= voda.

Za izdelavo Kartezijevega plavaca za poznavalce,
torej za tiste, ki so se z njim Ze kdaj ukvarjali in ki
jih Zelimo presenetiti, potrebujemo Se nekaj velikih
zlic kuhinjske soli.

Slamico za pitje pija¢ prepognemo na harmoni-
kastem delu in jo odreZemo tako, da bosta ravna
dela slamice enako dolga. S papirno sponko spne-
mo odprta konca slamice tako, da nastane slamica
v obliki stisnjene ¢rke U. Na sponko, ki odprta dela
slamice spenja, nanizajmo nekaj sponk, ki delujejo
kot utez. Kartezijev plavac dobro deluje le, e komaj
plava. Nepotopljeni delez plavac¢a mora biti majhen,
zato ga moramo predhodno preizkusiti. V vecji ko-
zarec nato¢imo vodo in vanjo vrzemo plavaé. Ce
potone, snamemo sponko ali dve, ¢e gleda slamica
iz vode cm ali celo vec, sponko ali dve dodamo. Ko
smo s plavacem zadovoljni, ga spustimo v plastenko,
zvrhano nalito z vodo, in privijemo zamasek. Plavac
mora $e vedno plavati pod zamaskom. Ce pod pri-
vitim zamaskom potone, ga vzamemo iz plastenke
in mu snamemo eno papirno sponko. S plavacem se
lahko za¢nemo igrati.

Poskusimo naslednje in odgovorimo na vprasanja:

» Kaj se zgodi s plavacem, Ce plastenko stisnemo?

» Kaj se zgodi s plavacem, Ce plastenko spet spusti-
mo?

» Ali lahko potopimo plavaca, ce plastenko stisne-
mo na spodnjem delu?

» Ali je stisk plastenke odvisen od mesta na kate-
rem plastenko stisnemo?

» Ali lahko obdrZzimo plavaca na vnaprej izbrani
globini dalj casa?

» Kaksni so vaSi obc¢utki, medtem ko plavac lebdi v
sredini plastenke?
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Sedajpasepreizkusimo Se s plavatem za poznaval-
ce. Prazno plastenko napolnimo do polovice z vodo
in dodajajmo sol. Plastenko ves Cas stresajmo, da se
sol stopi. Ko se sol neha topiti, pazljivo, ob robu ra-
hlo nagnjene plastenke nalijmo ¢isto neslano vodo
do vrha. Plastenko ¢im manj premikajmo. Vanjo
spustimo plavac iz prejSnjega poskusa in privijmo
zamasSek. Plastenke s plavaCem ne prestavljajmo,
da ne premesamo tekocin, saj ostaja nasicena slana
raztopina v spodnjem delu plastenke.

Poskusimo Se naslednje:

» Ali lahko potopimo plavaca do dna?

» Ali ga lahko obdrzimo v neki globini na sredini
plastenke?

» Ali je to sedaj lazje ali tezje kot pri prejSnjem
poskusu?

» KakSni so sedaj vaSi obcutki med zadrZzevanjem
plavaca na stalni globini? ©

1 G. PlaninSi¢, M. Kos and R. Jerman, Two-liquid
Cartesian diver, Phys. Educ. 39, (2004), 58-64.
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Kaj se zgodi pri

soljenju ledu

ODGOVOR NALOGE

MOJCA CEPIC

© Uredniki so me opozorili, da v navodilu za poskus
iz prejSnje Stevilke Preseka nikjer niso bili omenje-
ni ledeni kristali iz naslova. Bilo je namenoma, izidi

poskusov so vendar uganka, kajne?

Poskus naj bi potekal takole:

» dva kozarca smo napolnili z ledenimi kockami iz
zamrzovalnika ali, Se bolje, z zdrobljenimi ledeni-
mi kockami;

» v enega od kozarcev smo nasuli nekaj velikih zlic
soli in pome§ali;

» opazovali smo zunanjost kozarcev, in cCe je bilo
mogoce, merili temperaturo v mesSanici ledu.

Opazovanje obeh kozarcev pokaze nekaj zanimivo-
sti. Led v kozarcu brez soli se pocasi tali, kozarec je
hladen in na njem kondenzira voda iz ozracja. Izloca
se v obliki vodnih kapljic, kar je znano vsakomur, ki
se poleti rad hladi s kozarcem hladne limonade (slika
- kozarec na levi).

Soljeni led se prav tako tali, a zunanjost kozarca
je drugacna. Na zunanji strani se nabirajo ledeni kri-
stalcki. Lahko jih celo nastrgamo in naredimo majhen
kupcek “snega”. To nakazuje, da mora biti tempera-
tura meSanice ledu in soli niZja od 0°C, torej niZja od
temperature, pri kateri se tali voda. Le tako je mogo-
Ce, da se vodni hlapi iz zraka izlocijo v obliki ledenih
kristalckov. S termometrom lahko ta predvidevanja
potrdimo.

Temperatura talecega se ledu je okoli 0°C, termo-
meter pogosto pokaze stopinjo ali dve viSjo tempe-
raturo, ker se rado zgodi, da se termometer nahaja v
bliZzini stene ali dna kozarca. Ce zmes ledu in vode
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Slika 1. V levem
kozarcu je meSanica
soli, ledu in slane
vode, v desnem pa
mesanica ledu in
vode. Temperatura
v levem kozarcu

je okoli-15°C, v
desnem pa okoli 0°C.
Na levem kozarcu

so se nabrali ledeni
kristalcki, na desnem
pa le kapljice vode
(foto Goran Iskric).

dobro premesamo in led Se prevladuje, bo tempera-
tura gotovo zelo blizu nicle.

Temperatura meSanice ledu, slane vode in Se neraz-
topljene soli je precej niZzja. Obi¢ajno namerimo okoli
-15°C. Ce poskus izvedemo obratno, da zamrznemo
skoncentrirano slano raztopino in izmerimo, kdaj se
zacne taliti, je temperatura okoli -17°C. To tempera-
turo je Fahrenheit izbral kot izhodiS¢no temperaturo
(torej 0 Fahrenheitov), ko je dolocal svojo temperatur-
no lestvico.

Ob tem opazovanju se pojavi mnogo zanimivih
vprasanj. Kako to, da se s soljenjem spremeni tempe-
ratura taliS¢a? Pri odgovoru nam pomaga kemija. Voda
ima glede na svojo strukturo in molekulsko maso zelo
visoko taliSce in vreliSCe. Molekularni plini, kot je npr.
CO,, so pri 0°C $e vedno v plinastem stanju, tali§ce
pa je globoko pod nic¢lo. Mikroskopski procesi v snovi
imajo nekaj skupnih imenovalcev. Molekule se “Zelijo”
nahajati v zanje najugodnejsih legah. To lahko pona-
zorimo s frnikolami, ki jih nasujemo v okrogel koza-
rec. Frnikole se prerazporedijo tako, da je teziSCe vseh
frnikol skupaj kolikor mogoce nizko oziroma da je
potencialna energija frnikol najmanjsa. Ce je frnikola
ena sama, pociva natanko na najnizji tocki kozarca z
okroglim dnom. Zato se molekule poskuSajo razpore-
diti tako, da bodo ¢im tesneje skupaj zaradi privlacnih
sil med njimi. Molekule pa se tudi gibljejo. V trdni sno-
vi obi¢ajno nihajo okoli prej opisanih ugodnih leg, v
tekocini in plinih pa se gibljejo naokoli in vrtijo. Kine-
ti¢na energija, ki jo imajo molekule zaradi teh gibanj,
je povezana s temperaturo. Cim vecja je temperatura,
tem vecja je povprecna kineticna energija molekul in
njih “Zelja” po gibanju.



Zaradi obeh dogajanj je v vsaki snovi prisotna
tekma med “Zeljo” po gibanju in “Zeljo” po najugo-
dnejsi legi, na katero pa najbolj vplivajo medmole-
kularne interakcije. Kadar ena “Zelja” prevlada nad
drugo, se pojavi fazni prehod. Voda se stali pri se-
grevanju (povecevanju gibanja) ali zmrzne pri hla-
jenju (zmanjSevanju gibanja). Na enak nacin lahko
razloZimo, zakaj voda izpari, ¢e jo segrevamo (mo-
lekule se v plinu laZje gibljejo, ker zaradi velikih raz-
dalj med njimi ne ¢utijo ve¢ privla¢nih sil), oziroma
kondenzira, ¢e paro hladimo. V nekaterih snoveh se
to zgodi pri natanko doloceni temperaturi, pri tem-
peraturi faznega prehoda, nekaterim snovem pa se
lastnosti kar zvezno spremenijo iz trdnega v tekoce.
Vosek ali maslo se najprej zmehca in pri visjih tem-
peraturah tecCe, podobno poteka strjevanje voska.

Molekule vode tvorijo vodikove vezi, ki dodatno
povezujejo molekule in preprecujejo prevelike razda-
lje med molekulami in “uniCujejo” uresnicevanje Ze-
lje po gibanju. Zato je potrebna viSja temperatura, da
se led stali in se vodne molekule za¢no gibati. Sele ko
se te vezi pretrgajo, voda izhlapi. Energijo za trganje
vezi dovedemo s segrevanjem. Dodatek soli povezave
med molekulami spremeni tako, da se “Zelja po giba-
nju uresnici” Ze pri nizji temperaturi. Temperatura
taliS¢a se zniza. Zanimivo, na temperaturo vreliSca
sol vpliva v nasprotni smeri, jo namrec zvisa.

Sedaj lahko razumemo, zakaj pozimi solijo ceste.
S soljenjem se taliSce ledu zniZa in pri isti tempe-
raturi, ko bi ¢ista voda bila Se led, je slana voda Se
vedno le slana in nedrseca voda. Soljeni led se na
mestih, kjer je sol, stali, saj molekule soli kemijsko
reagirajo z molekulami vode v ledu in znizajo tali-
SCe. Led se naenkrat znajde pri temperaturi visji od
taliSca in se seveda zacne taliti.

Se nekaj pri tem dogajanju je zanimivo. Zmesa-
li smo sol s sobno temperaturo, led s temperaturo
blizu nicle, nastala pa je meSanica s temperaturo
-15°C, se pravi z nizjo temperaturo od obeh sesta-
vin. Razlaga tega poskusa je predstavljala hud pro-
blem v ¢asu, ko so Se menili, da je toplota podobna
snovi, ki se med telesi izmenjuje in je ni mogoce
uniciti ali ustvariti'. A temu problemu bomo vec
Casa posvetili kdaj drugic. @

1 J. Giémez, C. Filches and M. Fiolhais, Reproducing
Black’s experiments: freezing point depression and su-
percooling of water, Eur. J. Phys. 23 (2002) 83-91.
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Tuji planeti -

zgodovina odkrivanja

© “Ali obstaja mnogo svetov, ali obstaja samo eden?
To je eno najplemenitejsih in navdusujocih vprasanj

pri preucevanju narave.”Albert veliki (13. stoletje)

Ob koncu 20. stoletja je priSlo do pricakovane-
ga odkritja planeta pri drugi zvezdi. Sedaj, na za-
Cetku 3. tisocCletja, prehaja iskanje in raziskovanje
eksoplanetov v zrelo obdobje. Do zacetka leta 2007
so astronomi odkrili 209 planetov pri 184 zvezdah.
Planete so odkrili celo pri pulzarjih. V tem sestavku
bomo pregledali zgodovino raziskovanj planetov pri
zvezdah podobnih Soncu.

Ze Epikur (341 - 270 pr. n. §t.) je trdil: “Obstaja ne-
skoncno svetov, drugacnih in podobnih nasemu.” Kar
je v nasprotju z Aristotelom (384 - 322 pr. n. §t.), ki je
trdil: “Ne more biti ve¢ svetov kot en sam.” Filozofi in
ucenjaki so do konca srednjega veka v glavnem ugiba-
li o obstoju drugih svetov, na primer Giordano Bruno
(1548 - 1600). Prvi, ki se je dejansko lotil iskanja ekso-
planetov, je bil Christian Huygens (1629 - 1695), pri Ce-
mer ni poznal oddaljenosti do zvezd. Njegovo iskanje
je bilo seveda neuspesno.

Iskanja nevidnih spremljevalcev pri drugih zvezdah
so se resno lotili Sele v 19. stoletju. Tako je Bessel leta
1844 astrometricno zaznal nevidnega spremljevalca
pri Siriju in kasneje pri Prokionu. Drugi astronomi mu
niso verjeli. Dve leti kasneje je Bessel umrl. Resnica je
prisla na dan leta 1862, ko je Alan Clark pri Siriju nasel
Sibkega spremljevalca, za katerega se je v 20. stoletju
izkazalo, da je bela pritlikavka.
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Astronomi so se v 20. stoletju z vse boljSimi tele-
skopi in z izboljSanimi fotografskimi tehnikami opti-
misti¢no lotili iskanja eksoplanetov. Tako je leta 1943
ameriSki astronom danskega rodu Kaj Aage Strand
objavil, da njegova opazovanja zvezde 61 Laboda (61
Cyg) kazejo, da ima ena od zvezd spremljevalca z
maso 16-krat vecjo od Jupitra (MJ), Cesar kasneje niso
potrdili. V tistem ¢asu se je moc¢no povecalo zanima-
nje za gibanja bliZnjih rdecih pritlikavk, na primer
70 Kacenosca (70 Oph) in seveda Barnardove zvezde,
ki ima najvecje lastno gibanje in je druga najbliZja
zvezda. Z njo se je vec kot pol stoletja ukvarjal Piet
Van den Kamp, ki je postal neke vrste tragi¢ni junak.
Od leta 1938 naprej je veckrat objavljal odkritja spre-
mljevalcev Barnardove zvezde, ki naj bi imeli razlic¢-
ne mase, od 60 do 1,6 M,. Njegove trditve niso bile
dokazane, nedvomno pa je veliko prispeval k razvoju
astrometrije. Umrl je maja 1995, nekaj mesecev pred
objavo prvega odkritja eksoplaneta.

Z razvojem tehnologij, predvsem racunalniStva v
70-ih in 80-ih letih 20. stoletja, je postal aktualen
drug nacin lova na planete - spektroskopsko natanc-
no merjenje radialnih hitrosti zvezd. V tem casu je
bilo iskanje tujih planetov tesno povezano s spek-
troskopskim iskanjem rjavih pritlikavk. Najbolj so si
prizadevale skupine iz Kanade in ZdruZenih drzav
Amerike, med njimi izstopata Geoffrey Marcy in Paul
Butler z univerze San Francisco. Po svoji strogosti
pri obravnavanju opazovanj je Se posebej znan prvi.
Zaradi njegovih proti analiz, s katerimi je “pobijal”
mozne kandidate za eksoplanete, je dobil nadimek
“Dr. Smrt” (Dr Death).

Leta 1992 sta Alexander Wolszczan in Dale Frail
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Slika 1. Mednarodna skupina astronomov je z 8,2-metrskim
teleskopom VLT na evropskem juznem observatoriju ESO v
blizini zvezde 2M1207A prvic¢ neposredno posnela planet
zunaj Osoncja. Zvezda je od nas oddaljena priblizno 200
svetlobnih let, planet pa je od nje oddaljen 55-krat dlje,
kot je Zemlja od Sonca, in ima priblizno 5-krat ve¢jo maso
od Jupitra. (Foto ESO)

objavila odkritje kar dveh planetov pri milisekun-
dnem pulzarju PSR 1257+12. Sedaj vemo, da so tam
trije planeti. Seveda je bilo to pomembno odkritje,
vendar ni povzrocilo velikega navduSenja. Pulzarji
so nevtronske zvezde in ne “navadne” zvezde, kot je
Sonce. Planeti pri pulzarjih so zelo posebni in ne ne-
kaj, kar si ponavadi predstavljamo kot planet. Veliko
znanja spektroskopije in tudi kancek srece sta imela
leta 1995 §Vicarja Michel Mayor in Didier Queloz, ki
sta koncno spektroskopsko odkrila planet pri zvezdi
51 Pegaza (51 Pegasi). Presenecenje v lai¢ni in stro-
kovni javnosti je bilo ogromno. Do tedaj smo si vedno
predstavljali tuje planete zelo podobne nasim. Toda
51 Peg b, kot je njegovo uradno ime, sodi v skupino
planetov, ki jim sedaj pravimo vroci jupitri. To so pla-
neti, ki 20-krat bliZze od Zemlje kroZijo okoli centralne
zvezde, imajo maso pribliZno 1 Jupitra in periodo od
1,2 do 5 dni. 51 Peg b ima periodo P=4,23 dni, kroZi
na oddaljenosti a=0,052 astronomske enote in ima
najmanj maso M= 0,47 M,.

Po tem odkritju so se kar vsule objave odkritij pla-
netov, ne samo tako blizu centralne zvezde, temvec na
zelo razlicnih oddaljenostih. Presenecenja so se kar vr-
stila, veliko tujih sistemov ima zelo ekscentri¢ne pla-
netne tirnice, nekateri imajo po dva ali tri planete or-
jake. Osoncje je naravnost dolgocasno s svojimi skoraj
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Slika 2. Krivulja poteka sija pri mikrole¢enju OGLE-2005-BLG-
390. Bliznja zvezda, ki je zastrla bolj oddaljeno, je delovala
kot gravitacijska leca in ji za nekaj tednov povecala sij. Ker
pa okoli zvezde-le€e kroZi nevidni planet, je ta pustil odtis v
krivulji (povecano v okvircku). Razlicne vrste tock so meritve
dogodka z razli¢nimi teleskopi po svetu. (llustracija ESO)

okroglimi tiri, izjema je Pluton, pa Se ta ni ve¢ planet.

Poleg spektroskopske metode je eksoplanete mo-
goce odkrivati tudi drugace, na primer s fotometric-
no metodo. Ce planet krozi blizu zvezde, je vedja
verjetnost, da gre navidezno prek ploScice zvezde.
Ker je razmerje med polmerom zvezde in polmerom
planeta pribliZzno 10 proti 1, sij zvezdi pade za pri-
blizno 1 odstotek. Ce skrbno merimo sij zvezde, lah-
ko zaznamo tak padec sija. Iz tega lahko dolo¢imo
polmer planeta. Prvic¢ so tak padec zaznali leta 1999
pri zvezdi s spektroskopsko odkritim planetom HD
209458. Sedaj so odkrili ali dopolnilno opazovali 14
planetnih sistemov s fotometri¢no metodo.

Masa ukrivi prostor okoli sebe, kar opisuje sploSna
teorijarelativnosti. Zaradi tega se oddaljeno vesoljsko
telo obnasSa podobno kot vinski kozarec na peclju, ki
ukrivi oziroma le¢i svetlobo. Ce opazujemo nekaj 10
milijonov zvezd, se lahko zgodi, da pride med nas
in zvezdo v ozadju Sibko telo - Sibka zvezda z malo
maso, rjava, rdeca, bela pritlikavka ali celo nevtron-
ska zvezda ali ¢rna luknja. Takrat to telo deluje kot
gravitacijska leca in ojaca svetlobo zvezde v ozadju.
Iz oblike svetlobne krivulje je mogoce sklepati, ali je
zvezda sama ali ima planet. S to metodo gravitacij-
skega leCenja so do sedaj od leta 2004 odkrili Stiri
planetne sisteme.



Doslej opisane metode so posredne, neposredno
slikanje tujih planetov pa je zahtevna naloga. Astro-
nomom je doslej uspelo le enkrat neposredno videti
planet pri zvezdi 2M1207A.

Zivimo v razburljivem ¢asu odkritij tujih planetnih
sistemov. V bliZznji prihodnosti bomo zvedeli, kako
pogosti so planetni sistemi, kako in kje nastanejo,

Spletna  stran: Enciklopedija ekstrasolarnih
planetov - The Extrasolar Planets Encyclopaedia:
http://exoplanet.eu/

To spletno stran Ze od leta 1996 ureja Jean Schneider
iz pariskega observatorija. Stran je v anglescini.

koliko je planetov podobnih Zemlji ipd.

METODE ODKRIVANJA

PLANETOV ZUNA)J OSONCJA

- EKSOPLANETOV

Spektroskopska metoda

Zelo natanno merjenje radialne hitrosti
zvezd s pomocjo Dopplerjevega pojava. Zvez-
da in planet krozita okoli skupnega teziSca,
tako nasSe Sonce kroZi zaradi Jupitra okoli sku-
pnega tezisca po krogu s polmerom 750000
kilometrov v 12-ih letih. Opazovalec, ki bi z
Dopplerjevim pojavom natan¢no meril hitrost

Sonca, bi ugotovil, da se mu hitrost spreminja s periodo 12 let in

Astrometricna metoda

amplitudo 12 m/s. Sedaj redno merijo hitrosti zvezd v smeri gle-

danja z natancnostjo od 1 m/s do 3 m/s. To pomeni, da so mase

Astrometrija je merjenje poloZa-
ja zvezd. Prisotnost planeta, ki ga
ni mogoce neposredno videti, se
kaze v majhnih spremembah lege
zvezde. Zvezda in planet namrec
krozita okoli skupnega teZiSca,
zato zvezda dela majhno elipso na

planetov, ki jih s to metodo ugotovijo, najmanjSe moZne mase
za dani planet, saj naklonov tirov s tovrstnim opazovanjem ni
mogoce dolociti. Skupaj z astrometri¢no ali fotometri¢cno metodo
pa natancno dolocijo maso planetov ali drugih objektov. Doslej
najmanjsi, na ta nacin odkriti planet, ima maso samo nekaj mas

Zemlje. Na tak nacin iSce eksoplanete kak ducat skupin
astronomov po vsem svetu.

nebu. Velikost elipse, ki jo zvezda
zaradi planeta dela na nebu, je reda veliko-
sti 1/1000 locne sekunde. Pod takim kotom

vidimo kovanec za 1 evro na oddaljenosti
4600 kilometrov. Doslej so z astrometricno metodo
s Hubblovim vesoljskim teleskopom dokazali obstoj
planetov pri dveh zvezdah in jima hkrati dolocili tudi
natan¢no maso. Oba planetna sistema so Ze prej od-
krili s spektroskopsko metodo. Evropska vesoljska
: agencija ESA bo Cez nekaj let izstrelila astrometricni
T—— . satelit GAIA. Obetajo si bogato zZetev odkritij
i planetnih sistemov.

Fotometricna metoda

Ce gre planet med opazovalca in zvezdo, se navidezni
sij zvezde zmanjSa, tako kot se navidezno zmanjSa
sij zelo oddaljeni luci, ¢e pred njo leti veSca. Te me-
tode opazovanja ali celo iskanja eksoplanetov se lah-
ko lotijo tudi amaterski astronomi ali Solski krozek
z nekoliko boljSo opazovalno opremo. Verjetnost, da
gre vro¢ jupiter prek zvezde, je 10 %, torej na 10
sistemov z vroc¢im jupitrom pride tak, ki povzroci
padec sija za 1 %. Verjetnost, da bi planet, ki kro-
7i na oddaljenosti 1 astronomske enote od svojega

sonca, Sel navidezno prek njega, je 1 %. Torej na 100 takih sistemov pride eden, ki bi ga lahko fotome-
tri¢no zaznali. Ce bi, denimo, iz velike oddaljenosti opazovali prehod Zemlje prek Sonca, bi se njegov
sij zmanjsal za 1/10000 celotnega sija. To natan¢nost lahko doseZemo z vesoljskimi observatoriji, kjer
opazovanj ne moti ozracje. Tako natancen je francoski satelit COROT, ki so ga izstrelili konec leta 2006.

Tudi GAIA bo natan¢no merila sij zvezd.



Gravitacijsko mikrolecenje Slikanje planetov

Planeti ne oddajajo lastne svetlobe. Vidimo jih za-
radi odbite svetlobe, razen ko so zelo mladi in Se
vroc€i, ko sevajo infrardeco svetlobo. Torej so zelo
Sibki v primerjavi s centralnimi zvezdami. Razmerje
sijev zvezde in mladega planeta je tipicno 1 proti
1 milijarda. Poleg tega je navidezni kot, za katere-
ga so planeti oddaljeni od svoje zvezde, majhen, v
najboljSem primeru okoli lo¢ne sekunde. Torej nas
pri neposrednem opazovanju ek-
soplanetov moti svetloba zvezde

Kot je znano iz sploSne relativnostne
teorije, masa ukrivi prostor-cas, zato se
zarek v gravitacijskem polju ukrivi. Tako,
denimo, majhna zvezda, deluje kot slaba
leca, ki sliko izvira zvezde razbije na dve
sliki in ju ojaci. Sliki pri leci reda veli-
kosti mase Sonca in oddaljenosti 10.000
svetlobnih let sta kakSno 1/1000 lo¢no
sekundo narazen. Zato ju ne razlocimo,
ojaCanje pa opazimo kot porast sija. Se-

veda je verjetnost, da se bosta zvezda iz- - in majhna oddaljenost planetov
vir in zvezda leca poravnali v smeri naSega gledanja, majh- : - od zvezde. Do sedaj so astronomi
na. Zato astronomi opazujejo v smeri, kjer je veliko zvezd : - posneli §tiri kandidate, vendar so
- proti centralni zadebelitvi Rimske ceste. Astronomi re- - vsi mladi in $e ni jasno, ali ne gre
dno snemajo nekaj 10 milijonov zvezd in opazijo od 400 : ° morda za rjave pritlikavke.

do 600 mikrolecenj na leto. Enostavna leca ima enostavno
svetlobno krivuljo, ¢e pa je leca dvojna zvezda, je krivulja

zelo zapletena. Ce ima zvezda leca planet, se to pozna kot :

odstopanje od enostavne krivulje enojne ...

lece. Gravitacijsko lecenje je moc¢ opazo-

vati s skromnimi sredstvi, vendar je ve-
¢ino teh pojavov zaznanih v smeri jedra
Galaksije v ozvezdju Strelec, ki je v naSih
krajih vedno nizko nad obzorjem.

Kaj je sploh planet?

Pred kratkim se je moc¢no razvila debata
o Plutonu in definiciji planetov. Astrono-
mi so namrec odkrili ve¢ njemu podobnih
in celo vecjih teles, zato so ga prestavili
med transneptunske objekte. To pa je le
del debate o planetih. Pred nekaj dese-
tletji so astronomi poznali rdece pritli-
kavke kot najmanjSe zvezde, najmanjSe
imajo maso 0,08 mase Sonca ali 80 mas

- Jupitra (M)). V njihovih sredicah potekajo

: jedrske reakcije, pri katerih se vodik pre-

. tvarja v helij, sprosca se energija in zato
svetijo. ManjSa telesa pa ne vzdrZujejo :
dovolj visoke temperature in tlaka, %

da bi potekale te reakcije. Samo na
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% zacetku njihovega zivljenja potekajo je- RESITEV SUDOKU
drske reakcije, ki pretvarjajo devterij in
litij. Ko obeh zmanjka, se ta objekt zelo S STRANI 25
pocasi ohlaja in Se dolgo Sibko sveti. Te il

objekte imenujemo rjave pritlikavke. V
resnici niso rjave, so malce modrikaste
zaradi molekul metana in vode v njihovih
atmosferah. Pri masah pod 13 M, pa Se
prej omenjene reakcije ne morejo pote-
¢i, zato imajo planeti najvecjo maso 13
M,. Glede spodnje meje pa ni jasno, kaj je
planet, kar kaZe primer Plutona. Nekateri
predlagajo, da moramo lociti objekte gle-
de na njihov nastanek. @

POPRAVEK 1Z
CLANKA
»DVE O LUNI«

Datum Sc¢ipa in cas vzida Lune

ob S¢ipu za leto 2007

3. januar 16,02 |
2. februar 17.23
4. marec 118.33 © V prejsnji Stevilki Preseka je v
: Zapr111933 ...... tabeh o VZ]dlh Lune Ob §C’1pu (C’la-
.................. J nek “Dve 0 Luni") prlélo do neljube
2maj o 2048 napake. Datumi 3¢ipov v letu 2007
1. junij 1 21.51 so sicer pravilni, ure vzida pa so na-
30. junij 5129 pacne..vZfi napako se .iivto.r iskreno
.......................................................................... opravicuje. Tokrat objavljamo pra-
30. julij - 21.07 ve vrednosti.
: 1 Podatki veljajo za Ljubljano in
so v srednjeevropskem casu, med
25. marcem in 27. oktobrom pa v
poletnem casu. Za druge kraje po
""""""""" Sloveniji se casi od teh razlikujejo
kvedjemu za +7 o0z. -7 minut. Vir:
Nase nebo 2007. ©




RACUNALNISTVO

IGOR PESEK

©® Vsi poznamo racunalnisko igrico Tetris, ki jo
lahko sedaj najdete tudi na nekaterih mobilnih te-
lefonih. Za tiste, ki igre Se ne poznate, naj jo na
kratko opisemo. V tej igri imamo razli¢ne like, ki

padajo z vrha zaslona in jih lahko premikamo vo-

doravno ter obracamo v obe smeri za 90°. Cilj igre

L

A\

/7
/ﬁ% vrste, ki izginejo samo, ko je vrsta zapolnjena. Vsi
Wil . .

\o\\%\\&& liki v igri so sestavljeni iz Stirih kvadratov, ki se

/ﬁf'fi stikajo z vsaj eno stranico drugega kvadrata. Ce

Jb ﬂ poskusimo narisati vse mozne kombinacije Stirih

‘eﬁ kvadratov in pri tem upoStevamo vse simetrije,
L\ Y

je postavljati te like tako, da tvorimo vodoravne

=\
\3"‘1‘5'.\-

ugotovimo, da je taksSnih likov sedem.

Nekatere igre namesto Stirih kvadratov uporablja-
jo pet kvadratov. Poglejmo, kaj zanimivega lahko
odkrijemo.

m Pentomino

Likom, ki so sestavljeni iz Stirih kvadratov, pra-
vimo tetromini. Podobno likom, ki so sestavljeni iz
petih kvadratov, pravimo pentomini. Konstruiramo
jih s postavitvijo petih skladnih kvadratov na raz-
licne polozaje v ravnini, tako da lik ostane povezan
in je vsak kvadrat z vsaj eno stranico povezan z enim %
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Slika 1.

od drugih kvadratov. Javnosti jih je prvic¢ predstavil
Solomon Golomb leta 1953 (vec si lahko preberete v
[3]) in od takrat so bili navdih mnogim druZabnim
igram in matemati¢nim problemom.

Obstaja dvanajst likov - pentominov, ki jih glede
na obliko lahko poimenujemo s ¢rkami latinske abe-
cede, in sicer T, U, V, W, X, Y, Z, F, I, L, P in N. Za-
kaj ravno te ¢rke? Ce pogledamo like in pripadajoce
¢rke, opazimo veliko podobnosti med njimi. Tu tic¢i
glavni razlog za izbor teh ¢rk. Kako vemo, da jih je
res samo dvanajst in ne vec? DrZati se moramo dveh
pravil. Prvi¢, ¢e lahko kateri lik zavrtimo tako, da
izgleda kot kak drug lik, potem ta dva lika nista raz-
licna. In drugic, ¢e lahko lik zrcalimo preko navpicne
ali vodoravne osi in izgleda kot kak drug lik, potem
lika nista razlicna. Z upoStevanjem teh dveh pravil
dobimo dvanajst likov, ki so prikazani na sliki 1. V

8-N 9-L 10-Y n-F 12 -X

Vsi mozni liki - pentomini

primeru, da uposStevamo tudi like, ki jih dobimo z vr-
tenjem ali zrcaljenjem, imamo na voljo 63 razlicnih
likov. Nekateri liki imajo namre¢ samo eno obliko,
npr. lik X, nekateri pa tudi ve¢. Razmisli, kateri lik
ima najvec¢ moZznih oblik in zakaj.

m Igre

Tetris temelji na likih, sestavljenih iz Stirih skla-
dnih kvadratov, imenovanih tetromini, obstajajo pa
tudi igre, ki temeljijo na pentominih. Zelo znana
je druzabna igra, kjer imata oba igralca skupaj na
voljo vseh 12 pentominov. Cilj igre je postavljati
pentomine na igralno plosco velikosti 8 x 8 tako, da
nas soigralec v naslednji potezi na ploS¢o ne more

Slika 2. Zmagovalna prva poteza prvega igralca

vec postaviti niti enega od preostalih pentominov. V
[4] je dokazano, da lahko prvi igralec vedno zmaga,
Ce pravilno postavi prvi pentomino. Na sliki 2 je pri-
kazana prva poteza prvega igralca, ki vodi do zmage.
Razmisli, kako mora prvi igralec igrati v naslednjih
potezah, da bo res zmagal, in ali obstaja Se kaksna
druga zmagovalna prva poteza.

Slika 3. Druzabna igra pokrivanja pravokotnika

Pri Se eni bolj priljubljenih iger (slika 3) s pento-
mini pokrivamo pravokotnik, katerega ploScina meri
60 kvadratov. Zakaj ravno 60 kvadratov? Imamo
dvanajst razlitnih pentominov, vsak je sestavljen iz
petih kvadratov, kar pomeni, da lahko z njimi po-
krijemo lik s plosc¢ino 60 kvadratov. Obstajajo Stirje
razlicni pravokotniki s taksSno ploSc¢ino, in sicer



6x10,5x12,4x15in 3 x 20 kvadratov.

Poglejmo si reSitev za 6 x 10 predstavljeno na sliki
4. Hitro lahko ugotovimo, da to ni edina reSitev ozi-
roma razporeditev likov v pravokotnik. Celo ve¢, za

Slika 4. ReSitev problema postavitve pentominov
v pravokotnik 6 x 10

pravokotnik velikosti 6 X 10 so ugotovili, da je vseh
moznih reSitev kar 2339. Za podoben pravokotnik
velikosti 5 x 12 obstaja nekaj manj reSitev, in sicer
1010. Da bi sami nasli vse reSitve, bi potrebovali kar
nekaj dni, zato si oglejmo, kako bi se tezave lotili z
uporabo racunalnika.

Ce za resevanje problemov uporabljamo racunal-
nik, moramo najprej razmisliti, kako predstaviti re-
Sitev problema oziroma trenutno stanje reSitev. V
nasSem primeru moramo pokriti pravokotnik, ki je
sestavljen iz kvadratov. Ker je vsak kvadrat v pra-
vokotniku na mestu, dolo¢enem z vrstico in stolp-
cem, je najprimernejSa uporaba predstavitve z ma-
triko oziroma, natancneje, z dvodimenzionalnim po-
ljem. Vsak element v matriki predstavlja en kvadrat,
ki bo nosil informacijo o tem, s katerim pentominom
smo ga pokrili. Za zapis pentomina bomo uporabili
kar ¢rko, ki ga predstavlja. Na ta nac¢in bomo lahko
hitro ugotovili na¢in in uporabo likov. Ce ta pristop
uporabimo na primeru reSitve na sliki 4, dobimo re-
Sitev v obliki polja na sliki 5.

Poglejmo, kako bi poiskali vse reSitve tega pro-
blema. Ostevil¢imo polje oziroma njegove elemente
z zaporednimi Stevilkami, kot je prikazano na sliki 6.
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Slika 6. Dvodimenzionalno polje z oStevil¢enimi elementi

Tudi like oznac¢imo z zaporednimi Stevilkami. Vsako
oStevilCenje je dobro, mi bomo uporabili kar tisto
s slike 1. ReSevanje poteka tako, da v vsakem ko-
raku naSega preiskovanja poskusimo pokriti nepo-
kriti element polja z najmanjSo zaporedno Stevilko,
in sicer z neuporabljenim likom, ki ima najmanjSo
zaporedno Stevilko. V prvem koraku torej postavimo
predmet s Stevilko 1 tako, da v polju pokrijemo ele-
ment 1. Ce uporabimo tudi like vrtenja in zrcaljenja,
kot je prikazano na sliki 7, lahko lik 1 (v naSem pri-
meru lik P) postavimo v polje na Sest razlicnih naci-
nov. Ko je lik 1 postavljen v matriko, nadaljujemo
z likom 2 in ga poskusimo postaviti v prvi naslednji
nepokriti element z najmanjSo zaporedno Stevilko.
Pri takem preiskovanju upoStevamo vse oblike likov,
kar pomeni, da imamo v resnici na voljo 63 likov in
ne samo 12.

Ce tako nadaljujemo, pridemo bodisi do resitve



bodisi do nereSljivega polozaja, ker naslednjega pen-
tomina ne moremo vec postaviti v pravokotnik. V
primeru, ko smo nasli reSitev, jo shranimo, v naspro-
tnem primeru, ko je situacija nereSljiva, pa zadnji
lik poskusimo umestiti v vseh moznih oblikah, za
kar uporabimo zrcaljenje in vrtenje. Ce tudi to ne
uspe, odstranimo predzadnji lik iz polja in ga po-
skusimo postaviti v drugi moZni obliki. Nadaljujemo
Z zadnjim likom in ga ponovno poskuSamo umestiti.
Tako sistemati¢no poskusamo z vsemi mozZnimi obli-
kami posameznih likov. Opozoriti velja, da vrstni
red ni vedno enak. Nastopi lahko situacija, ko je lik,
ki je bil v prejSnji postavitvi na n-tem mestu, sedaj
na n + 1 mestu.

S takSnim preiskovanjem smo preizkusili vse like
v vseh mozZnih pozicijah in oblikah ter tako dobili
seznam vseh moznih reSitev danega problema. Ta-
kSnemu pristopu preiskovanja vseh moznih situacij
pravimo tudi iskanje z vracanjem. Seveda ne prei-
skujemo sami, ampak pustimo, da to dela ra¢unal-
nik, ki je bil prvotno namenjen reSevanju ravno ta-
k$nih problemov.

Spoznali smo zanimiv problem pentominov in nji-
hove postavitve v pravokotnik velikosti 6 x 10, ki ima
kar 2339 moZnih reSitev. Seveda to ni edini mozen
pravokotnik s 60 kvadrati. Zelo zanimiv je tudi pra-
vokotnik velikosti 3 x 20, ki ima samo dve reSitvi.
Poskusite ju najti.

NapiSite program, ki za dane pravokotnike veliko-
sti m X n poiSCe vse reSitve pokritja s pentomini.
Vaso reSitev posljite v uredniStvo Preseka do 4. maja
2007. Nakljucno izZrebanega avtorja ¢aka lepa knji-
Zna nagrada.

http://en.wikipedia.org/wiki/Pentomino

V. Batagelj, Pentomino, Presek 2 (1974), str. 40-
42.

S.W. Golomb, Polyominoes: Puzzles, Patterns, Pro-
blems, and Packings, Princeton Univ. Press, 1994.
H.K. Orman, Pentominoes: A First Player Win, Ga-
mes of No Chance, 29 (1996), str. 339-344.

Slika 7. Razlicne mozne postavitve lika P

V drugi Stevilki letoSnjega Preseka smo v
racunalniski rubriki objavili nagradno na-
logo. Potrebno je bilo napisati algoritem,
ki se v obliki spirale sprehodi po kvadratni
matriki. Za podrobnosti glejte omenjeno
Stevilko Preseka. Prejeli smo tri pravilne
resitve. Zreb je bil naklonjen ALESU Biz-
JAKU iz Jesenic na Dolenjskem, ki prejme
knjigo Java 2: Temelji programiranja za-
loZbe Pasadena. Njegova reSitev bo obja-
vljena na Presekovi domaci strani.

V tretji Stevilki letoSnjega Preseka smo v
racunalniski rubriki objavili nagradno na-
logo. Potrebno je bilo napisati algoritma,
ki opiSeta pot dveh prebivalcev planeta
Tris, ce Zelita obiskati drug drugega. Pre-
jeli smo dve reSitvi, vendar je samo ena
prejeta reSitev pravilno resila obe zadani
nalogi. Nagrajenec je NINO BASIC iz Lju-
bljane, ki prejme knjigo Java 2: Temelji
programiranja zaloZbe Pasadena. Tudi
njegova resitev bo objavljena na Preseko-
vi domaci strani.




Stare stevilke revije Presek
so Se vedno na voljo

Ce Zelite dopolniti svojo zbirko revij Presek, so nekatere stare $tevilke
Se vedno na voljo. Na spodnjem naslovu najdete seznam
razpoloZljivih Stevilk in narocilnico:

http://www.presek.si/staro.htm

Za individualne naro¢nike revije Presek, ¢lane

DMFA, dijake in Studente je cena stare Stevilke
2,17 EUR (520,02 SIT), za vse ostale pa 2,71 EUR

(649,42 SIT).

Izkoristite moZnost dodatnih popustov pri
ve¢jem narocilu!

PRESEKOVA ZVEZDNA KARTA G == -

Posodobljena zvezdna karta je zelo
primeren pripomocek za Solske
krozke iz astronomije in ostale PRESEKOVE MAJICE
ljubitelje opazovanja nocnega neba.
Za tople pomladne in poletne dni smo vam

Pavla Ranzinger: pripravili kakovostne bombaZne majice s kratkimi
PRESEKOVA ZVEZDNA KARTA rokavi z logotipom revije Presek.
2000,0 velikost:
M, L ali XL ) ll’
format: (opozarjamo, da IPECGE
¢ L !
54 x 58 cm E\'}E%ED'&}\VA so majice velike!) I I" ae) l'
sfe e KARTA www.presek.si
plastificirana barva:
zloZena modra ali rdeca
cena: 3,34 EUR cena: 5,22 EUR
(800,40 SIT) (1.250,92 SIT)

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate ob narocilu pri
DMEFA-zaloznistvo 20 % popusta na zgornje cene —izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v uredniStvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.




Novosti v Knjiznici Sigma

Ze od leta 1959 nam Knjiznica Sigma prinaga poljudna in strokovna besedila za popularizacijo
podrocij matematike, fizike, astronomije in ra¢unalnistva. Vkljucuje tako zbirke nalog z razli¢nih
tekmovanj, dopolnilne u¢benike, priro¢nike in drugo zanimivo branje domacih avtorjev, kot tudi
nekaj prevodov znanih tujih avtorjev. Najnovejsi dve knjiZici sta iz&li konec leta 2006.

Janez Strnad: o oot Jeffrey S. Rosenthal:

Skrivnosini svet verietnosti

O POUCEVAN]JU KO STRELA UDARI
FIZIKE Skrivnostni svet
T verjetnosti
format 14 x 20 cmm 264 strani
mehka vezava format 14 x 20 cm
12,49 EUR mehka vezava
(2.993,10 SIT) 12,49 EUR

(2.993,10 SIT)

acbert® Ba;‘:“' PAD \:‘g{":;ﬁ:ﬂ‘d@.

Robert B. Banks: s
EEO'fEN-E z::: :';:g‘ojnﬁ' ’w‘nb‘uaez DﬂM-l 'W‘Ed | Borut Zalar: 'l:':rimlfzslzrlll VZTRAJNOSTNI MOMENTI
PADAJOCE TEZISCA IN
DOMINE VZTRAJNOSTNI
in druge prigode MOMENTI
iz uporabne :
matematike L et

format 14 x 20 cm
skupaj 348 strani mehka vezava
format 14 x 20 cm 8,35 EUR
mehka vezava (2.000,99 SIT)

cena kompleta:
20,86 EUR (4.998,89 SIT)

Poleg omenjenih lahko v KnjiZnici Sigma najdete e vec¢ kot 40 drugih del. Podrobnej$e predsta-
vitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse knjige tudi naro¢ite s popustom:
http://www.knjiznica-sigma.si/

Individualni naroé¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in $tudentje imate ob narocilu pri
DMFA-zaloznistvo 20 % popusta na zgornje cene - izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.



