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Premagovanje
prometa

hujsi. Medtem ko se je v zadnjih 30 letih Stevilo pre-
vozenih kilometrov ve¢ kot podvojilo, se je fizi¢ni
cestni prostor povecal le za Sest odstotkov. (Opomba
prevajalca: podatki veljajo za ZDA, a bi do podobnih
ugotovitev prisli tudi drugje.) Vendar gradnja novih
cest ne daje zagotovila za olajSanje. Rezultat iz te-
orije prometa, ki je v nasprotju z intuicijo, pravi, da
lahko nova cesta celo poveca prenatrpanost omrezja.
Podrocja matematike, kot sta na primer teorija vrst in
parcialne diferencialne enache, prispevajo k razume-
vanju prometa, ki je vzvratni prenasalni val—avtomo-
bili se gibljejo naprej, medtem ko se prometni zastoj
giblje nazaj.

Matematicne raziskave prometa so relativno nove,
toda ameriSko drzavno porocilo je zakljucilo, da bo
informacijska revolucija—to je, kombinacija zmoglji-
vejSih racunalnikov, telekomunikacij in boljsih nume-
ricnih metod—vplivala na transport ravno tako, kot
sta na to vplivala izum avtomobila in izum motorja na
reaktivni pogon. Analiziranje prometa (tako kot na-
povedovanje vremena) zahteva Stevilne spremenljivke
(voznikovo hitrost, dolzino potovanja, ¢as dneva in
zacetno tocko) in vpleta teorijo kaosa (majhna spre-
memba na cesti lahko drasticno spremeni potovalne
pogoje). Za razliko od vremena pa se promet lahko
v odgovor na napoved preusmeri na alternativne poti
—danes z vozniki in v prihodnosti nemara s samimi
avtomobili. ©

PojasniLo: Gornji prispevek je prevod iz rubrike »The Mathe-
matical Moments«, ki jo objavlja Amerisko matematicno dru-
Stvo AMS na spletni strani www.ams.org/mathmoments.
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navdrn matematikom ali

[Theh e Tadlah&N | komentarjl
ARy reS krivnostni primer
glikgofe-trmoril psa«

PRVI DEL: PRASTEVILA

© Knjiga Marka Haddona “Skrivnostni primer ali
kdo je umoril psa” je v Evropi poZela velik uspeh
in bila veckrat nagrajena. Gimnazijski maturantje

ste morda Ze posegli po njej, saj je obvezno ctivo

za maturo iz angleSc¢ine. Niste pricakovali, kajne,
da boste naleteli na literaturo, v katero se prije-
tno vpletajo matematicni pojmi, racuni, primeri in
modeli. Vsa ta matematicna Sara se v literarnem
delu pojavlja tako nevsiljivo, da ne odvrne od bra-
nja Se tako zadrtega sovraznika matematike. “Kak-

Sno protislovje”, boste odvrnili. Ne, ni tako, samo

malo bolj poglobljeno se ozrimo na te matematicne
vlozke in tudi matematiki bomo imeli dovolj dela,

 Ce se jih nekoliko podrobneje lotimo.

Nekaj besed za uvod naj bo za vse tiste, ki knjige
ne poznate. Zgodba, napisana v prvi osebi, pripove-
duje o avtisticnem 15-letniku Christopherju, ki ima
rad matematiko, logiko, vzorce in rdeco barvo, ne
mara pa rumene, strah ga je mnozice ljudi in doti-
kov. Christopher ne prepoznava custev, hkrati pa
ima nadpovpreno razvite “savant”! sposobnosti na
podrocju racunanja na pamet in matematike. Se spo-
mnite filma Rain Man? Glavni junak je imel enako ra-
zZvojno motnjo - avtizem in tudi on je bil neverjetno
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racunsko spreten. Iz “realnega sveta” pa omenimo
sedemindvajsetletnega Angleza, rekorderja v reciti-
ranju decimalk Stevila pi. To je Daniel Tammet, ki
je marca 2004 brez napake naStel na pamet prvih
22511 decimalk Stevila pi, kar je trajalo nekaj vec
kot pet ur.

Znacilno je, da osebe z avtisticno motnjo ne mo-
rejo filtrirati kopice podatkov, ki vsak trenutek pri-
hajajo iz okolice v mozZgane, in izlocati nepotrebnih.
Tako milijoni informacij povzrocajo pravi kaos v nji-
hovi glavi. Christopher se zapre pred zunanjim sve-
tom in se umiri tako, da ponavlja potence Stevila 2,
njegov rekord je 24°. Vcasih na pamet resuje kvadra-
tne enacbe z dvo ali tromestnimi koeficienti ali na-
Steva prastevila. NaSteti zna vsa praStevila do 7507.

“Zaporedje in dolocanje prastevil se ne podrejata
vnaprej doloCenim vzorcem. Meni se zdijo podobna
Zivljenju. Videti so zelo logicna, ne mores pa jim
dolociti pravil, tudi ce se ves ¢as ukvarjas z njimi.”
[1, str. 20]

Christopherja prasStevila tako navdusSujejo, da je
celo poglavja oStevilcil z njimi. Bralcu razlozi, da
prastevila dobimo tako, da zapiSemo vsa naravna Ste-
vila veCja od 1. Prvo Stevilo, to je 2, je praStevilo.
Precrtamo vse veckratnike Stevila 2 in prvo neprecr-
tano Stevilo, to je 3, je zopet praStevilo. Pre¢rtamo
vse veckratnike Stevila 3, ... Vsem nam je ta posto-
pek dobro poznan, to je Eratostenovo reseto (Erato-
sten, 280-196 pr. n. S$t.). Postopek je malo zamu-
den. Z njim lahko izracunamo, koliko poglavij je v
knjigi “Skrivnostni primer ali kdo je umoril psa”, Ce
je zadnje poglavje oStevilceno s Stevilko 233. Ce se
vprasSamo, koliko prastevil zna naSteti Christopher,
pa bomo raje pobrskali po spletu in poiskali tabelo
prastevil, ali si pomagali s kakSnim racunalniSkim
programom. Predlagam Derive in tri ukaze, ki po-
magajo resiti zastavljeno uganko:

PRIMEPI(x) nam pove, koliko je prasStevil, ki so
manjsa ali enaka x.

NTH_PRIME(n) pove, katero je n-to prastevilo.
VECTOR(VECTOR(NTH_PRIME(n+m),m,0,90,10),
n,1,10) naredi tabelo prvih 100 prastevil.

savant sindrom = strokovni izraz, beseda savant je
francoska in pomeni ucen ali u¢enjak

Christopher ima sicer prav, ko trdi, da vzorcev v
mnozici prastevil ni, kakSno zakonitost pa le lahko
najdemo. Na primer, znameniti praStevilski izrek:

Razmerje med Stevilom praStevil, manjsih ali
enakih naravnemu Stevilu n, in tem naravnim
Stevilom n, kar lahko imenujemo gostota pra-
Stevil v mnozici naravnih Stevil, je za velike n
priblizno enaka 1/ Inn.

Izrek sta leta 1896 neodvisno dokazala Jacques
Hadamard in C. J. de la Vallee Poussin. Vec o tem
lahko preberete v Preseku, letnik 24, St. 3, [2].

Kljub temu izreku, ki kaze na neko urejenost, mo-
ramo potrditi, da so prastevila v mnozici naravnih
Stevil zelo nepravilno posejana.

Obstajajo poljubno dolgi odseki v zaporedju na-
ravnih Stevil, na katerih ni nobenega prastevila.

Navedimo dokaz te trditve iz knjige profesorja
Grassellija Osnove teorije Stevil [3]. Oglejmo si za-
poredje naravnih Stevil k! + 2, k! + 3, ..., k! + k, kjer
je k naravno Stevilo ve¢jeod 2ink! =1-2-3---k
(preberemo k fakulteta ali k faktorialno). Nobeno iz-
med nastetih Stevil ni prastevilo. Prvi ¢len zaporedja
je deljiv z 2, drugi ¢len s 3 in tako naprej do zadnjega
Clena, ki je deljiv s k. To pomeni, da je razmik med
sosednjima praSteviloma vsaj k—1. Ker je k poljubno
velik, je s tem trditev dokazana.

In Ze nas je iz zgodbe in preproste omembe pra-
Stevil zaneslo v svet matematike. Problemi o praSte-
vilih so resda enostavno zastavljeni, vendar tezki za
reSevanje in mnogi med njimi Se nereSeni. Kaj pa
uporabnost?

“Prastevila so uporabna pri sestavljanju Sifer in v
Ameriki veljajo za vojasko tajnost in ce odkrijes novo
prastevilo, daljse od 100 mest, moras o tem obvestiti
CIA in ti bodo zanj placali 10.000 dolarjev. Ampak
od tega se ne bi dalo Ziveti.” [1, str. 21]

V tem citatu je nekaj netocnosti. Iskalci velikih
prastevil se Ze pribliZujejo praStevilu z 10 milijonov
Stevkami in tudi nagrada za tako veliko praStevilo
bo 10-krat vec¢ja. O tem smo brali v Preseku, letnik
32, St. 6, [4]. V lanski Cetrti Stevilki Preseka smo iz-



vedeli, da je na novo odkrito prastevilo Ze kar blizu
temu rekordu. Vecina na novo odkritih prastevil pri-
pada Mersennovim prastevilom, ime imajo po fran-
coskem redovniku Marinu Mersennu iz 17. stoletja.
To so prastevila oblike M;, = 2" — 1. Niso pa vsa Ste-
vila take oblike praStevila. Ce je n sestavljeno Ste-
vilo, je tudi 2" — 1 sestavljeno Stevilo. To lahko eno-
stavno dokaZemo, zadoSca Ze poznavanje formule
za razstavljanje razlike n-tih potenc, pri Cemer je n
naravno Stevilo. Postopek, s katerim pokazemo, ali
je Mersennovo Stevilo prastevilo ali ne, se imenuje
Lucas-Lehmerjev test. Osnovno idejo zanj je izde-
lal Edouard Lucas leta 1873, izboljSal pa jo je David
Lehmer leta 1930. Konc¢na ideja je naslednja:

Naj bo s funkcija iz mnozice N U {0} v mnozico
Z podana z rekurzivno formulo:

s(0) =4,
sm+1)=(s(n)?-2.
Za vsako liho prastevilo n je My, = 2" — 1 pra-

Stevilo tedaj in le tedaj, ko je s(n — 2) = 0
(mod M,).

Poskusite z opisano metodo ugotoviti, ce je ka-
tero izmed Mersennovih Stevil My, ali M3 praStevilo.
Tudi tokrat vam predlagam Derive. Ukaz, s katerim
izracunate ostanek pri deljenju Stevila a s Stevilom
b, je MOD(a, b).

Velika praStevila se res, tako kot trdi tudi Chri-
stopher, uporabljajo za Sifriranje. Metoda Sifriranja
z javnim kljucem je taka, da lahko prejemnik javno
objavi Stevila, ki predstavljajo kljuc za Sifriranje, Ste-
vila za deSifriranje pa pozna le sam. Ena takih je RSA
metoda, ki so jo razvili leta 1978. Opisana je bila v
Preseku, letnik 22, St. 6, [5]. Javni kljuc je Stevilo,
ki je zmnozek dveh velikih prastevil. Kdor bi hotel
vdreti v sistem, bi moral Stevilo faktorizirati, kar pa
je sila zamudno in pri res velikih prastevilih prak-
tino nemogoce. Ze od Evklida (350-300 pr. n. $t.)
do danes se matematiki ukvarjajo z ugotavljanjem
prastevilskosti. Vedno bolj zmogljivi racunalniki so
v pomo¢, ne gre pa brez matemati¢nega uma. Ko bo
odkrit test, ki bo lahko v primernem ¢asu odgovoril
na vprasanje, ali je dano veliko Stevilo prastevilo ali
ne, bo RSA metoda le Se zgodovina.

Kaj ni matematika ¢udovita veda? Logicna je in

urejena, vedno se izkaze, da je tudi uporabna. Lju-
dje smo nepredvidljivi, za vsako nasSo kretnjo, izra-
zom ali pogledom je kup razlicnih pomenov. Pomen
matemati¢cnih znakov, izrazov, izrekov je en sam.
Svet matematike ponuja Christoperju varnost, v tem
svetu Christopher napreduje, je uspesSen in srecen.
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lracionalne
enacbhe

AJDA FOSNER

m ResSevanje iracionalnih enacb

© Enacbi +/x + 6 = x + 4 pravimo iracionalna enac-
ba, ker v njej spremenljivka x nastopa pod korenom.
Ceprav je pri reSevanju take enacbe postopek naj-
veckrat jasen, se pogosto zgodi, da ne pridemo do
pravih reSitev. Zato je namen tega clanka predsta-
viti ozadje in klju¢ne korake reSevanja iracionalnih
enacb. Avtorica se je za to temo odlocila po pre-
biranju ¢lanka Iracionalne jednadzbe i nejednadzbe
(N. Dmitrovica, Hrvatski matematicki elektronski ca-
sopis 2 (2005), 1-10), ki med drugim opozarja na na-
pake pri postopku iskanja reSitev iracionalnih enacb.

PRIMER 1. Pa si za zacetek poglejmo primer prepro-
ste iracionalne enache

" Ux+6=x+4.

IS¢cemo torej vsa taka realna Stevila x, ki zadoScajo
zgornji enakosti. Kar sta leva in desna stran enaki,
sta enaka tudi njuna kvadrata

(1)

" x+6=x%+8x+16. (2)
Zgornjo enakost preuredimo v x° + 7x + 10 = 0 ozi-
roma (x + 2)(x + 5) = 0. ReSitvi enacbe (2) sta torej
x = —2inx = -5, vendar le prvaresi tudi enacbo (1),
kar lahko preverimo z direktnim vstavljanjem v ena-
kost (1).

Ze zgornji primer kaZze na to, da so posamezni ko-
raki reSevanja iracionalnih enac¢b najveckrat ocitni,
kljub temu pa je reSitev lahko napacna. Razlog za
to je v tem, da iz a = b res sledi a® = b?, vendar
pa iz a® = b? sledi, daje a = b alia = —b. Pri
kvadriranju enac¢b se moramo torej zavedati, da so
reSitve prvotne enacbe vsebovane v mnozici reSitev
kvadrirane enacbe (mnozica reSitev prvotne enache
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ni nujno enaka mnoZici reSitev kvadrirane enacbe).
Prav zaradi te lastnosti moramo pred kvadriranjem
leve in desne strani enacbe dolociti pogoje, s pomo-
¢jo katerih bomo prisli do pravih reSitev. Enako velja
za iracionalne enacbe, v katerih namesto drugega ko-
rena nastopa koren s sodim eksponentom.

In kako doloc¢imo pogoje? Poglejmo si kar na kon-
kretnem primeru iracionalne enacbe

" A2x2+x-1=1-2x.

Takoj lahko opazimo, da morajo reSitve te enacbe
zadoscati pogoju 2x%2 +x -1 = 2x - 1)(x +1) >
0. Torej mora biti x < —1 ali x > 1/2. Vendar to
Se ni vse. Ker je leva stran enakosti (3) nenegativno
Stevilo, mora biti tudi desna stran nenegativna. Torej
se drugi pogoj glasi 1 — 2x > 0 oziroma x < 1/2.

Ko smo tako dolocili pogoje, enakost (3) kvadri-
ramo:

3)

= 2x?+x—-1=4x%-4x+1. (4)
Opazimo lahko, da je pogoj 2x%2 + x — 1 = 0 ne-
potreben, saj za vsako realno Stevilo x, ki zadosca
enakosti (4), velja tudi 2x% + x — 1 > 0. Namre¢,
2x2 +x -1 =4x2-4x+1 = (1 -2x)2 = 0. Ce
enacbo (4) preoblikujemo, dobimo 2x2 — 5x + 2 =
(2x —1)(x —2) = 0. Iz tega sledi, da je x = 1/2 ali
x = 2. Ker pa mora biti x < 1/2 (glej drugi pogoj), je
edina reSitev prvotne enacbe x = 1/2. Na podoben
nacin bi poiskali pogoje in resili iracionalno enacbo,
Ce bi namesto drugega korena v enacbi nastopal ko-
ren s sodim eksponentom.

PRIMER 2. Zdaj pa Ze znamo reSiti malo teZzjo iracio-
nalno enacbo

-\/x2—3x+3+ x2-36=x-1. (5)



Takoj lahko zapiSemo pogoj x — 1 > 0 oziroma
x > 1. Ob uposStevanju te omejitve za x enacbo kva-
driramo:

X% —3x+3+Vx2-36=x>-2x+1.

Zgornjo enakost preuredimo in dobimo +/x2 — 36 =
x — 2. Pred kvadriranjem te enakosti moramo zapi-
sati drugi pogoj x —2 > 0 oziroma x > 2. Prvi (x > 1)
in drugi pogoj (x > 2) nam skupaj povesta, da mora
biti x = 2. Zdaj lahko ponovno kvadriramo:

x2-36=x%-4x+4

oziroma 4x — 40 = 0. ReSitev te enacbe je x = 10
in to je tudi reSitev prvotne enacbe (5), saj zadoSca
pogoju x = 2.

Naslednji primer nam bo pokazal, kako si lahko
pri reSevanju iracionalnih enacb pomagamo z grafi
funkcij.

V nadaljevanju so na slikah z modro barvo na-
risani grafi funkcij leve strani enakosti, z rumeno
barvo pa grafi funkcij desne strani enakosti. Pod
vsako sliko je napisan tudi ukaz v programu Mathe-
matica, ki nariSe ustrezna grafa.
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0.8

Plot[{Sqrt[x+1]-Sqrt[x-1], Sqrt[x]},{x, 1, 2}]

Poiskati zZelimo vsa realna Stevila x, za
katera velja naslednja enakost

Vx+1—-+vx—-1=x. (6)
Narisimo v koordinatni sistem grafa funkcij

filx)=Vx+1-Vx-1 in gi(x)=x.

Iz slike lahko opazimo, da se grafa leve in desne
strani enacbe (6) sekata v eni tocki s pozitivno vre-
dnostjo prve koordinate. To pomeni, da bomo imeli
eno samo resitev zgornje enacbe. Se ve¢, ta resitev
bo pozitivno realno Stevilo.

Pri reSevanju enacbe (6) bomo seveda obe strani
enakosti najprej kvadrirali. Dobimo

x+1-2yy(x+1D)(x-1)+x-1=x

oziroma

24/(x +1)(x-1) = x. (7)

Poglejmo si grafa funkcij

folx)=24(x+1)(x-1) in go(x)=x.

Tudi tukaj lahko opazimo, da se grafa leve in de-
sne strani enacbe (7) sekata v eni sami tocki s pozi-

3.5¢
25¢
1.5¢

0.5}

1.2 1.4 16 1.8 2

Plot[{2Sqrt[(x+1)(x-1)], x}L{x, 1, 2}]



tivno vrednostjo prve koordinate. Torej s kvadrira-
njem nismo dobili nobene dodatne reSitve oziroma
je mnozZica reSitev enacbe (7) enaka mnozici reSitev
enacbe (6).

Na naslednjem koraku kvadriramo enakost (7), do-
bimo 4(x? — 1) = x2 in preuredimo

3x2 =4. (8)
Pa nariSimo v koordinatni sistem Se grafa funkcij

f3(x) =3x% in g3(x) = 4.

Takoj lahko opazimo, da smo dobili dve preseci-
$Ci, kar pomeni, da ima enacba (8) dve razli¢ni resi-
tvi. Seveda, zgornjo enacbo resita Stevili 2+/3/3 in
—2+/3/3. Ker pa ze vemo, da v tem primeru prvo-
tno enacbo resi pozitivno realno Stevilo, lahko takoj
zapi$emo, da je x = 2-/3/3 edina resitev enacbe (6).
To lahko preverimo tudi z direktnim vstavljanjem v
enacbo ali z dolo¢anjem pogojev, kot smo to naredili
v prejSnjem poglavju.

Za konec omenimo Se, da si pri risanju grafov lah-
ko pomagamo z enostavnimi racunalniskimi progra-
mi, kot so Graph, Derive, GnuPlot.

Sami se lahko pozabavate z naslednjimi iracional-
nimi enacbami:

1. /x++Vx—-+VJ/1-x=1,
2. JV2x +3+4x -3 =6,
3. VxVx = (%)%,

4. 2\5Yx+1+4-2¥Ux+1-1=
=20Yx + 1 + 5,

5. 63Yx -3+ 3¥Yx-2=5Y(x-2)(x -3).

N. Dmitrovi¢, Iracionalne jednadzbe i nejedna-
dZbe, Hrvatski matematicki elektronski ¢asopis 2
(2005), str. 1-10.

http://web.math.hr/ mathe/dmitrovic/index.html

F. KriZzani¢, Matematika 3, DZS, Ljubljana, 1989.
P. LegiSa, Matematika: vektorji, potence in koreni,
kvadratna funkcija, DZS, Ljubljana, 1994.

12

10

S

Plot[{3x?, 4},{x, -3, 3}]

Ce se letos poleti niste popolnoma izklopili, ste
v medijih morali opaziti, da je letoSnja Mednarodna
matemati¢na olimpijada potekala v Sloveniji. Glede
na Stevilo udeleZencev je bil to eden najvecjih do-
godkov, kar jih je bilo organiziranih v Sloveniji in
je predstavljal odlicno mednarodno promocijo nase
drzave. Da je bila celotna slika Se lepSa, so poskrbeli
tudi nasi tekmovalci, ki so dosegli odlicne rezultate.

MATJAZ BERCIC (Gimnazija Skofja Loka) je osvojil
srebrno medaljo, DAVID GAJSER (II. gimnazija Mari-
bor), PETER LENDERO (SC Velenje - Splosna in stro-
kovna gimnazija) in SPELA SPENKO (Gimnazija BeZi-
grad, Ljubljana) pa bronaste medalje. Uspeh naSe
ekipe sta s pohvalama dopolnila Se URBAN JEZERNIK
(I. gimnazija v Celju) in PRIMOZ KOZELJ (Gimnazija
Bezigrad, Ljubljana).

Celotni slovenski ekipi cestitamo za doseZene

rezultate, organizatorjem in vsem njihovim

sodelavcem pa za odlicno organizacijo olim-

pijade.
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MARIJA VENCEL)

Pravilne reSitve nagradne naloge iz 6. Stevilke 33.
letnika Preseka so nam poslali: LUKA KRMPOTIC, uce-
nec OS Rogaska Slatina, JURE SENCAR iz Krizevcev
pri Ljutomeru, IVAN LISAC iz Kopra in NINO BASIC iz
Ljubljane.

Zadnja dva sta pot do reSitve tudi opisala. Ivan
Lisac je dodal preprost racunalniski program, s ka-
terim si je pomagal, Nino BaSi¢ pa je nalogo reSil z
logi¢nim premislekom, napisal pa je tudi racunalni-
Ski program, ki nas lahko privede do reSitve.

Vsi Stirje prejmejo za nagrado enoletno narocni-
no na Presek.

Ker so vse kocke narejene iz enakega lesa, imajo
enako gostoto in zato lahko v pogoje 1 do 4 zasta-
vljene naloge vstavimo namesto mas kar njihove pro-
stornine. 3

Naj bo § rob srebrne kocke, Z zlate, § Skrlatne, R
rumene, V vijoli¢ne, B bele, C ¢rne, C cinober, I indi-
go, O oranzne, M modre in F rob kocke fres barve.
Iz pogojev 1 do 4 dobimo sistem enacb

R+ C3=273+C3 (1)

M3 =F3+83+V3 ()

C3+03+M3+V3=C3+Z3+3+S3+B3+R3(3)

Z3 =D +M3+R3 4)

Sistem moramo reSiti s paroma razlicnimi narav-
nimi Stevili od 1 do 12.

Edina reSitev enacbe (1) je

13+123=93+103,
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od koder sklepamo, da je R,C,Z,C € {1,9,10,12}.
Stevila 1, 9, 10, 12 tudi ne morejo biti vrednosti dru-
gih neznank.

Za reSitev enacbe (2) imamo tri moZnosti:

123 =63 + 83 +103
93 =13+63+83
63 =33 +43 +53

Ker M ne sme biti 9 ali 12, pride v poStev le tretja
od navedenih moZnosti. Torej je M = 6in F,S,V €
{3,4,5}.

Ena od ostalih dveh moZnosti je reSitev enacbe (4).
Iz obeh sledi I = 8, saj so Stevila 1, 6 in 10 Ze oddana.
Dodatno velja (R,C) € {(1,12),(10,9)}.

Vstavimo v enacbo (3) izracunane vrednosti in upo-
Stevajmo dobljene pogoje. Z nekaj poskuSanja do-
bimo edino moznost za vrednosti nastopajocih ne-
znank:

C=12,0=7,V=3,C=10,Z=9,S=4,B =2,
R=1.

Dolo¢iti moramo $e F in S, nezasedeni sta $e Ste-
vili 5 in 11. Iz pogoja za F, ki smo ga dobili iz reSitve
enacbe (2), sledi F = 5 inod tod § = 11.

Ce kocke postavimo po velikosti, si barve od naj-
vecje proti najmanjsi sledijo takole:

¢rna, Skrlatna, cinober, zlata, indigo,
oranzna, modra, fres, srebrna,
vijoli¢na, bela, rumena.

Odgovor podaja enakost

13+234+434+8+934+123 =
33 4+53+63+73+103 +113.



KLAVDIJA MLINSEK

Najboljsi osmosolci in devetoSolci s podrocnih tek-
movanj so se v soboto, 22. aprila 2006, pomerili v
sedmih regijah na drZavnem tekmovanju za zlato
Vegovo priznanje. Nanj se po veljavnem pravilniku
uvrsti 1% vseh osmosSolcev s posameznega podrocja
in 1% vseh devetoSolcev s posameznega podrocja ter
Se ucenci, ki jih na podlagi dosezkov na podro¢nem
tekmovanju izbere drzavna tekmovalna komisija.

Na podroctnem tekmovanju je sodelovalo 4826
ucencev, od teh pa se jih je 638 uvrstilo na drzavno
tekmovanje. Podelili smo 307 zlatih priznanj v os-
mem in devetem razredu, prejeli pa so jih ucenci, ki
so v osmem razredu prejeli najmanj 25 tock od 50
moznih in v devetem razredu najmanj 21 tock od 50
moZnih. Nagrade so prejeli naslednji uc¢enci:

NEJC JANSA, OS Zirovnica

TOMAZ STEPISNIK PERDIH, OS Smarje pri Jelsah

Najbolje uvrscene devetoSolce smo v juniju pova-
bili na tedensko poletno Solo matematike v Bohinj.
Najbolje uvrscene tekmovalce v Mednarodnem ma-
temati¢nem kenguruju iz 7., 8. in 9. razreda pa smo
v zacetku junija peljali na celodnevni izlet v okolico
Salzburga.
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MATEJA HRAST, OS Franceta Bevka, Tolmin
KLEMEN KLOBOVES, OS Skofja Loka - Mesto
NINA TROHA, OS Idrija

SaMO KRALJ, OS Loka, Crnomelj
JAN OGRIN, OS Karla Destovnika Kajuha, Ljubljana

LUKA KRMPOTIC, VIZ 1. OS Rogaska Slatina

71GA MARKUS, OS Janka PadeZnika, Maribor
KLEMEN ZAJC, OS Cerkno

POLONA GAMS, OS Log - Dragomer

ERIK GRABLJEVEC, OS Sti¢na

NIK JAZBINSEK, OS Valentina Vodnika, Ljubljana
KAJA SAJKO, VIZ II. OS Rogaska Slatina

JAN SIMONCIC, OS Majde Vrhovnik, Ljubljana
BERNARD TRCEK, OS Horjul

JADRAN KOTNIK, OS Smartno pri Slovenj Gradcu
PETER KOZELJ, OS Majde Vrhovnik, Ljubljana
SPELA POHLEVEN, OS Zelezniki

JAN RAVNIK, OS Vi, Ljubljana

ANJA STUHEC, OS Trzin

KATRA KOMAN, OS Cvetka Golarja, Skofja Loka
TiM VODOVNIK, OS Frana Rosa, Celje



JANEZ STRNAD

Zabica: odboj vrzenega kamna od vodne gladine.

Slovar slovenskega knjiznega jezika

© Kdo Se ni z zanimanjem opazoval odbojev kam-
nov od vodne gladine, ce kamnov Ze sam ni metal?
Kamen je za metanje tem bolj pripraven, ¢im bolj
je ploscat. Stevilni prispevki na spletu kazejo, da
zbujajo Zabice veliko zanimanja. Pri tekmovanjih

je dovoljeno uporabljati le kamne iz narave. Vo-

dijo podatke o svetovnem rekordu, ki ga navaja
tudi Guinessova knjiga rekordov. Ta cas drZi re-
kord American Kurt Steiner s Stiridesetimi odboji.
Posnetek njegovih metov si lahko ogledate na na-

slovu pastoneskipping.com/steiner.htm.

Fizikalno ozadje metanja zabic sta v revijah opi-
sala Lyderic Bocquet z univerze Lyon-1 v Villeurba-
nnu in Christopher Clanet z InStituta za neravnove-
sne pojave v Marseillu s sodelavci. Izdelali so na-
pravo, ki mece aluminijeve ploScice z maso 15g s
hitrostjo do 10m/s pod dolo¢enim kotom. Gibanju
ploscice sledijo s hitro televizijsko snemalno kamero
(slika 1, 2).

Hitrost ploS¢ice mora preseci nekaj metrov na se-
kundo, da se ploScica odbije na gladini vode. Plo-
SCica se mora okoli simetrijske osi tudi dovolj hitro
vrteti, da kot vrtavka ohrani svojo lego v prostoru.
Zato naprava ploSc¢ico Se zavrti. Metalec zavrti ka-
men s sunkom prstov proti koncu meta.

PloScica se giblje po paraboli in trci z gladino vode.
Voda med trkom na ploscico deluje navzgor, da se
ploscica odbije. Potem se ploscica znova giblje po
paraboli, se odbije na gladini in pojav se ponovi. Vo-
doravna komponenta hitrosti ploscice se med trkom
ne zmanjsa izrazito, bolj opazno se pri vsakem trku
zmanjS$a viSina, do katere se dvigne ploscica nad gla-
dino. Nazadnje se ploS¢ica ne dvigne vec¢ iz vode
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Slika 1. Stroboskopska fotografija
ploscice, ki se je na zacetku gibanja
stirikrat odbila od gladine vode.

in potone. Z opazovanji so ugotovili, da Stevilo od-
bojev pribliZzno linearno naraSca z zacetno hitrostjo
(slika 3). Odvisno je tudi od oblike in mase plosc¢ice
ter od kota, pod katerim ploS¢ico vrZzemo. Pri hitro-
sti 10m/s so dosegli 20 odbojev, tako da je bila za 40
odbojev potrebna po oceni zacetna hitrost 20m/s.

Privo$¢imo si nekaj ocen. PloS¢ico vrzimo z nagi-
bom B proti vodoravnici. Voda deluje na ploscico s
precno silo F,, ki jo razstavimo na vodoravno
—F, sin B in na navpicno komponento Fj cos p (slika
4). V smeri ploscice v nasprotni smeri gibanja deluje
voda z vzdolZno silo F,, ki jo razstavimo na vodo-
ravno —F, cos f in navpi¢no komponento —F, sin .
Sestavimo vodoravni komponenti v smeri osi x, ki jo
polozimo v nemoteno gladino vode Fyx = —F, sin  —
F, cos B, in navpicni komponenti v smeri osi z F, =
Fp cos B — F, sin B.

Hitrost ploScice glede na vodo je toliksna, da ve-
lja kvadratni zakon. Sila vode na ploScico je soraz-
merna z gostoto kineti¢ne energije pv?2/2 in z delom
ploscine S, na katerem se ploScica dotika vode. Pri
tem je p gostota vode in v? = vg + v3 kvadrat veli-
kosti hitrosti vode glede na ploscico. Tako izrazimo
komponenti sile vode na plosc¢ico kot

Fx = —3pv2S(cpsinf + cy cos ) = —1pv2Scy,

F; = %Psz(cp cosfB —cysinf) = %vaScZ_

Stevilska koeficienta ¢, in ¢, se ne razlikujeta zna-
tno od 1, vpeljali pa smo Se njuni kombinaciji c, =
cpsinp +cycosBinc; = ¢y cos P — ¢y sin . Kompo-
nenti sile Fy in F, se pojavita v drugem Newtonovem
zakonu za gibanje teziSca ploScice:
may = Fx in ma; = —-mg + F,.

ay in a, sta komponenti pospeska teziS¢a v vodo-
ravni in navpicni smeri, m je masa ploscice in g te-

7ni pospesek. Kvadrat velikosti hitrosti v2 = vZ +v?

Slika 2. Osem slicic, ki si sledijo v
¢asovnih razmikih po 6,5 tisocin se-
kunde, kaze trk plos¢ice z maso 15 g
pri hitrosti 3,5 m/s z gladino vode.
PloScica se je dotikala gladine 32 ti-
socin sekunde, kar ustreza priblizno
Cetrtini ocene za ¢as med dvema od-
bojema. Slika kaze, da ploscica pri
gibanju navzdol odrine vodo, ki se
nato dvigne v pljusk. Sliki sta vzeti
iz ¢lanka v Physics World.

poveZe enacbi in zaplete reSevanje.

Nalogo si lahko olajSamo s priblizkom, v katerem
privzamemo, da je komponenta hitrosti v vodoravni
smeri vy veliko ve¢ja od komponente v navpicni sme-
ri v,. S tem enacbi prenehata biti povezani in lahko
reSimo drugo neodvisno od prve. Za zacetek se ome-
jimo na kvadratno ploscico s stranico b, tako da je
v stiku z vodo del ploS¢ine S = —bz/sinf, z < 0.
Drugo enacbo potem lahko zapiSemo v obliki

az+w(2)z= -g

z w3 = pv2,c.b/(2msin B). Enatba opisuje sinusno
nihanje s kroZno frekvenco wq kot pribliZek za gi-
banje po odsekih parabol. Zacetnemu odmiku z(t =
0) = 0 in zacetni hitrosti dz/dt(t = 0) = v, ustreza
reSitev

z = (g/wj)(cos wot — 1) + (v20/wo) sin wot .
V najnizji legi se ploScica dotika vode in v navpicni

smeri za trenutek obmiruje, ko je dz/dt = 0. Tedaj
je

~-z0 = (g/w3) (1 + \/1 + (wovz0/9)?).

Med zaporednima odbojema potece ¢as ty = 27T/ wy,
v katerem ploscica prepotuje razdaljo | = tovxo. Z
ocenami vyxo = 1m/s,c; =1,b =0,1m, m = 0,1kg
in B = 10° dobimo za wg oceno 54s~!. Iz tega iz-
haja za ¢as med zaporednima odbojema ocena ty =
0,12sin zarazdaljol = 0,12 m.
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Slika 3. Stevilo odbojev ploséice na-

rasca priblizno linearno z zacetno hi-

° 7 trostjo. Poskusi kazejo, da najmanj-

%

10 m/s

Zahteva, da se vsa ploScica ne dotakne gladine,
|zo| < b sin B, pripelje po daljSem racunanju do spo-
dnje meje za komponento hitrosti v vodoravni smeri:

Vo > \/4mg/czpb2/\/1 —mtan® yo/b3cpsinB.

Pri tem je tanyg = v;o/Vxo. Z ocenami m = 0, 1kg,
b=01m,c, =1, p=1000kg/m3in g =y = 10°
dobimo za hitrost nekaj manj kot 1 m/s. Oblika izi-
dov ostane v veljavi tudi pri kroZni ploscici, ¢eprav je
pri njej izraz za del ploScine, na katerem se plosScica
dotika vode, bolj zapleten.

PloScica ob trku z gladino zaradi vodoravne sile F,
izgubi del kineti¢ne energije, ki je naloZena v njeno
gibanje v vodoravni smeri. Do ocene se dokopljemo
z Newtonovim zakonom za vodoravno smer. Ugoto-
vimo, da je vodoravna sila vode Fyx z navpicno silo
F, povezana takole Fy = cxF;/c,. Navpitno kom-
ponento sile v Newtonovem zakonu pa doloca pred-

/ sa potrebna zacetna hitrost presega
/ 3 m/s, kar je ve¢je od obeh prepro-
/ stih ocen. Slika je vzeta iz ¢lanka v
/ Journal of Fluid Mechanics.

vsem teZa ploScice. Kineti¢na energija ploScice se pri
trku zmanjSa za delo vzdolZne sile na poti med za-
porednima trkoma [:

1 1.2
sMUE — smug, = —(cx/cz)mgl.

Veljati mora vy > +/2glcx/cz. Za prvo silo upora-
bimo oceno cy/c; ~ (sin10° + cos10°)/(cos10° —
sin10°) = 1,4in z I = 0,12m dobimo nekoliko ve-
¢jo mejno hitrost 2m/s.

S pojavi take vrste je mogoce raziskati podrob-
nosti pri trku hitrih teles z gladino vode. Ti pojavi
imajo, Zal, predvsem vojaski pomen, na primer pri
raznih bombah in torpedih.

Bralec lahko najde ve¢ podatkov v ¢lankih:

L. Bocquet, The physics of stone skipping, Ameri-
can Journal of Physics 71 (2003), str. 150-155.
Ch. Clanet, F. Hersen, L. Bocquet, Secrets of su-
ccessful stone-skipping, Nature 427 (2004), str.29.
L. Rosellini, F. Hersen, Ch. Clanet, L. Bocquet,
Skipping stones, Journal of Fluid Mechanics 543
(2005), str. 137-146.

L. Boquet, Ch. Clanet, The mystery of the skipping
stone, Physics World 19(2) (2006), str. 29-31.

|z|/sin 3

Slika 4. Precno silo F, in vzdolzno
silo F,, s katerima voda deluje na
ploscico, razstavimo na vodoravni in
navpicni komponenti.



BRANISLAV CABRIC, prevod PETAR PAVESIC

Vsakdanje izkusSnje kaZejo, da se ladjica, ki jo
prosto izpostavimo vetru, giblje v smeri vetra. Ce
Zzelimo, da se ladjica giblje proti vetru, potrebuje
notranji pogon, ki bo preko propelerja in vode de-
loval na ladjico v smeri, nasprotni sili vetra. Ali
je mogoce, da se brez tovrstnega pogona ladjica
giblje proti vetru in pri tem uporablja samo ener-
gijo vetra? Vprasanje je navidez nesmiselno, saj se
zdi, da nasprotuje fizikalnim zakonom. Kljub temu
je gibanje ladjice proti vetru pri doloc¢enih pogojih

mogoce.

Spomnimo se najprej, da jadrnice lahko plujejo
proti vetru, ¢eprav ne naravnost v veter, temvec¢ pod
doloc¢enim kotom. Pri tem izrabljajo za prenos ener-
gije vetra vodo in kobilico. Podobno velja tudi za
jadrnice na snegu.

Leta 1975 je S. Martin [1] opisal ladjico, ki lahko
pluje naravnost proti smeri, iz katere piha veter. B. L.
Blackford [2] pa je leta 1978 razlozZil fizikalne osnove,
na katerih sloni gibanje ladjice. Ladjico so uspesno
zgradili in preskusili njene lastnosti (slika 1).

Gibanje ladjice naravnost proti vetru lahko razlo-
Zimo na podlagi treh osnovnih nacel mehanike: a)
ohranitve energije, b) ohranitve gibalne koli¢ine in
¢) ohranitve mase [3]. Na sliki 2 je prikazan prope-
ler (vetrnica) v zraku pri hitrosti vetra W. Naj bo
plosc¢ina lika, ki ga med vrtenjem pokrije propeler,
enaka A1, preseka, ki ju oklepajo ustrezne tokovnice
dalec pred in za propelerjem, pa A in A.

Tlak, dalec¢ od propelerja, je P, neposredno pred
in za propelerjem pa P, in P;. Hitrost vetra dalec
pred propelerjem je W, za propelerjem je W, na
propelerju samem pa W(l — a), kjer je 0 < a <1
faktor zmanjSanja hitrosti vetra. Na podlagi zakona
0 ohranitvi mase sledi
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s -
veter smer gibanja
ladjice
AZ
Slika 1. Skica ladjice, ki se lahko
giblje naravnost proti vetru. Na isti
osi sta dva propelerja z efektivno plo-
$¢ino A; v zraku in A v vodi.
Aoo
A‘\
A —>
W
—_ o
—>
P w P, /\P,
p

Slika 2. K izpeljavi formule za mo¢,
dobljene iz vetra.

Z uporabo Bernoullijeve enacbe za gibanje zraka
(P + pW?2/2 = konst.) za podroc¢je pred in za prope-
lerjem dobimo

Puw+ 3p1W2 =Py + 2p1IW(1 - a) |2 ()

Po + 51 W2 =Py + 5p11W(1 —a)|?, 3)

kjer je p; gostota zraka. Iz enacb (2) in (3) sledi

enacba za razliko pritiskov:
AP = Py~ Pa = 3p1(W? = W3),

iz nje pa enacba za silo, s katero veter deluje na pro-
peler:

Fu = A1AP = 3p1Aj(W? - W3) . (4)
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Drugo enacho za silo, s katero veter deluje na prope-
ler, dobimo iz zakona o ohranitvi gibalne koli¢ine:
= F, = plAWZ - pleoWOZQ . (5)

Iz enacb (1), (4) in (5) izpeljemo (po daljSem racunu)
izraz za silo:

= Fy, =2p1AiW2a(l —a). (6)
Mo¢, dobljena iz vetra, je
* Py, =F,W(l-a)=2p1A1a(l —a)2Ww3. (7)

Iz pogoja, da je mo¢ maksimalna, tj., 0Py /da = O,
dobimo optimalno vrednost parametra a, aop: = 1/3.
Za izkoristek pa dobimo

Pw_ Pw 16

n= Po a p1A1W3/2 - E'

kjer je Py moc vetra pred propelerjem. V praksi, pri
zelo dobro narejenih propelerjih, lahko doseZemo
okoli 60% do 70% vrednosti 16/27.
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RESITEV NAGRADNE KRIZANKE PRESEK 33/6

Za nagradno krizanko iz prejSnje Stevilke smo pre-
jeli 11 pravilnih reSitev. Nagradno geslo se je glasilo
Racunalni$tvo. Zreb je nagrade razdelil med nasle-
dnje nagrajence:

KLEMEN MOZINA, Prestranek; TADEJA MOZINA, Ilirska
Bistrica; JOZE PAVLISIC, Crnomelj.

Nagrajenci so razpisane nagrade prejeli po posti.
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All tecCe,
all je trdno?

Mojca CepiE

© Za veCino snovi, s katerimi se sre¢ujemo v vsak-
danjem Zivljenju, lahko brez pretiranega miselnega
napora povemo, ali tecejo ali ne. Nekatere snovi,
npr. mast, vosek, ali voda, celo spremenijo svoje
“tekoCnostne” lastnosti in te¢ejo pri visjih tempera-
turah in so trdne pri nizjih. Vendar lahko v kuhinji
najdemo mnoge snovi, ki jih ne moremo enostavno
opredeliti. Ena od njih je gotovo majoneza. S pocas-
nim iztiskanjem iz tube lahko oblikujemo okraske,
ki ostanejo nespremenjeni in ne stecejo tudi nekaj
dni, a vendar lahko majonezo z Zlico enostavno pre-
meSamo in je nikakor ne bi mogli uvrstiti med trdne

%

SNOVI.

Kuhinja pa skriva Se druga presenecenja. Poskusi-
te se poigrati z meSanico, ki jo naredimo na naslednji

nacin.

m Potrebujemo

= priblizno 4 velike Zlice Skrobne moke
(npr. Gustin),

kozarcek vode,

7licko za meSanje,

gumijaste rokavice,

delovni prostor, ki ga ni tezko pomiti.

Manjsi kozarcek (kak dl, drugace boste potrebo-
vali prevec Skrobne moke) napolnimo z vodo do po-
lovice. V vodo postopoma dosipamo Skrobno moko
in POCASI (poudarek je na POCASI) meSamo z Zlicko,
da razbijemo grudice Skrobne moke. MeSati POCASI
pomeni, da v kozarcku z vilicko ali Zlicko enkrat za-
krozimo v priblizno dveh sekundah. V zmes dodamo
toliko Skrobne moke, da je zmes po videzu podobna
nestepeni sladki smetani. Pri POCASNEM meSanju naj
se zmes zdi nekoliko gostejSa od sladke smetane. Se-
daj naj se poizkuSanje zacne.
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= Poskusite Zlicko sunkovito potegniti iz kozarcal!
= Poskusite Zlicko sunkovito potisniti v zmes!
= Potolcite z Zlicko po povrSini zmesi!

= 7 Zlicko zajemite nekoliko zmesi in jo dvignite
nad kozarcek! Opazujte curek zmesi, ki odteka z
Zlicke!

Nataknite si gumijasto rokavico in s prsti zajemite
nekoliko zmesi! Poskusite jo stisniti, zgnesti!

OpiSite, kaj se je dogajalo pri poskusih! Posne-
mite fotografije svojih poizkuSanj in jih posljite na
Presekov elektronski naslov. Postavite nam vpraSa-
nja, poskusili bomo odgovoriti nanje.

V naslednji Stevilki pa preberite Se nekaj ve¢ o
Skrobovi meSanici in “Cudnih” lastnostih Se nekate-
rih drugih snovi iz kuhinje. @

KUHIN)JSKA POIZKUSEVALNICA

%



SASA KOZUH

Oddelek za fiziko Pedagoske fakultete v Mariboru,
Oddelek za fiziko PedagosSke fakultete v Ljubljani,
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slove-
nije in Zavod Republike Slovenije za Solstvo so bili
organizatorji 26. tekmovanja iz fizike za osnovno-
Solce. V predavalnicah in laboratorijih Pedagoske fa-
kultete v Mariboru in Pedagoske fakultete v Ljubljani
se je 1. aprila 2006 na drZzavnem tekmovanju pome-
rilo 138 ucencev iz osmih razredov in 140 ucencev
iz devetih razredov. Tekmovalci so reSevali tri teo-
reticne in dve eksperimentalni nalogi. Naloge za po-
drocno in drzavno tekmovanje sta pripravila Zlatko
Bradac iz PedagoSke fakultete v Mariboru in Mirko
Cvahte iz Zavoda RS za Solstvo, pri organizaciji sta
sodelovala SaSa KoZuh in Jelka SakelSek, za racunal-
nisko podporo tekmovanja je skrbel Matjaz Zeljko.

Na drZzavnem tekmovanju so v kategoriji osmih
razredov prvo nagrado osvojili trije tekmovalci, dru-
go nagrado en tekmovalec in tretjo nagrado pet tek-
movalcev. Zlato Stefanovo priznanje je osvojilo 95
tekmovalcev. V kategoriji 9. razredov sta prvo na-
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grado osvojila dva tekmovalca, drugo nagrado Stirje
tekmovalci in tretjo nagrado Stirje tekmovalci. Zlato
Stefanovo priznanje je osvojilo 96 tekmovalcev. Na
spletni strani www.dmfa.si so objavljeni podrobnejsi
rezultati.

Pred drZzavnim tekmovanjem je bilo na dvanajstih
mestih po vsej Sloveniji 21. marca 2006 organizi-
rano podrocno tekmovanje. Skupaj je tekmovalo 797
ucencev v osmem razredu in 865 ucencev v deve-
tem razredu, skupaj 1662 ucencev. Podeljenih je bilo
1372 srebrnih Stefanovih priznanj. Tekmovalci so na
podrocnih tekmovanjih resevali 5 teoreti¢nih nalog.

Solskega tekmovanja 7. marca 2006 se je udele-
Zilo preko 9.000 ucencev. Na Solskem tekmovanju
so tekmovalci reSevali 5 teoreti¢nih nalog.

Letos je tekmovanje prvi¢ potekalo po novem na-
¢inu: ucenci so na podro¢nem in drZzavnem tekmo-
vanju tekmovali posamicno, doslej so 25 let tekmo-
vali v dvojicah. Zaradi vecjega Stevila sprejetih tek-
movalcev na drZzavnem tekmovanju je bilo to tekmo-
vanje letos prvic¢ hkrati v Mariboru in Ljubljani.

Letos je Mednarodna fizikalna olimpijada potekala
v daljnem in vro¢em Singapurju.

Tudi letos so se naSi tekmovalci zelo dobro odre-
zali, MATIJA VIDMAR (Gimnazija Bezigrad, Ljubljana)
je osvojil bronasto medaljo, MATJAZ GOMILSEK (II. gi-
mnazija Maribor), ZIGA PAVLIN (Gimnazija BeZigrad,
Ljubljana), VASJA SusIC (Gimnazija BeZigrad, Ljublja-
na) in GASPER ZADNIK (Gimnazija Vi¢, Ljubljana) pa
pohvale.

Celotni slovenski ekipi Cestitamo za doseZene

rezultate.



8. razred

PAVEL Kos, OS Koseze, Ljubljana

= TADEJ NOVAK, OS Orehek

BLAZ REPAS, Prva OS Slovenj Gradec
9. razred

FILIP KOZARSKI, OS Preserje pri Radomljah
PETER KOZELJ, OS Majde Vrhovnik, Ljubljana

8. razred

TINA GRABNAR, OS Bojana Ilicha, Maribor
9. razred

BLAZ KNAVS, OS Sava Kladnika, Sevnica
JURr1y KRAJCIC, OS in vrtec Skofljica

71GA AVSEC, OS Gornja Radgona
JOST STERGAR, OS Valentina Vodnika, Ljubljana

8. razred

REBEKA JEREB, OS Skofja Loka - Mesto
KLEMEN KLOBOVES, OS Skofja Loka - Mesto
MAJA PETEK, OS Franceta Pre§erna, Maribor
NINA TROHA, OS Idrija

ALES VIGALI OS I Murska Sobota

9. razred

AJDA KOSIR, OS Naklo

DAMJAN LASIC JURKOVIC OS T. Cufarja, Ljubljana

MATIJA OBLAK, OS Ivana Tavcarja, Gorenja vas

JAN OGRIN, OS Karla Destovnika Kajuha, Ljubljana

ASTRONOM
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Svetlobno
onesnazenje

PRVI DEL

ANDREJ GUSTIN © Od babic in dedkov pogosto sliSimo o dobrih sta-
rih casih. Pogosto pripovedujejo tudi o tem, kako
so kot otroci v poletnih noceh lezali pod jasnim ne-
bom in ob¢udovali migetave zvezde ter Rimsko ce-
sto med njimi. Zvezde so se jim vcasih zdele tako
blizu, da bi jih lahko prijeli. Menda pa niti zvez-
dnato nebo ni vec tako kot nekoc. NaSi stari starsi
se v tem primeru ne motijo. Mnozica luci, ki se ob

mraku priZgejo na nasih cestah, ulicah, dvoriscih

in reklamnih napisih, je kriva, da vidimo vse manj

zvezd. Temu pravimo svetlobno onesnazZenje, ki

je za astronomijo zelo velika nadloga.

m Vse manj zvezd

Svetlobno onesnazenje je poenostavljeno poveda-
no povecana svetlost neba zaradi umetne razsvet-
ljave. Svetloba iz svetilk, ki se Siri po ozracju, se de-
loma sipa na njegovih sestavinah—molekulah, pra-
Snih delcih, vlagi. Sipani del ne pobegne v veso-
lje, temve¢ se vrne nazaj proti tlom in nebo ni vi-
deti “¢rno”. Pojav sipanja svetlobe v ozracju naj-
lepSe spoznamo z baterijsko svetilko, ko v vlaZni
noc¢i z njo posvetimo v nebo. Pojavi se dokaj sve-
tel snop svetlobe in se zdi, kot bi bila nasa svetilka
rocaj dolge svetleCe palice. Podobno se od vsake luci,
ki stoji na planem, delez svetlobe razprSi v nebo.
O posledicah tega se lahko prav enostavno prepri-
¢amo. Ce zivimo v kraju z obseZnejSo javno razsvet-
ljavo in se v jasni no¢i brez Lune ozremo v nebo,
vidimo le pescico najsvetlejsih zvezd in planete. Sib-
kejsih zvezd ni mogoce videti, saj je ozadje neba
svetlejSe od njih. Ce se odpravimo v kak bolj od-
maknjen kraj dale¢ od umetne razsvetljave, vidimo
mnogo vec zvezd, naceloma bi jih lahko presteli ne-
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kaj ve¢ kot 2000. Zalostno je, da pri nas ni kraja,
kjer bi lahko opazovali s svetlobnim onesnaZenjem
neokrnjeno nebo.

Svetlobno onesnaZenje jezi predvsem astronome,
saj zaradi njega ne morejo opazovati zelo Sibkih ne-
besnih teles. Observatorije sicer postavljajo dale¢ od
mest in vecjih naselij, toda v Sloveniji moteca ume-
tna svetloba seze v Se tako odmaknjen koti¢ek. Re-
sne raziskave so pokazale Se eno Zalostno posledico
razsvetljave. Ta namrec vpliva na Zivljenje noc¢nih
zivali. V nekaterih primerih tako drasti¢no, da ima
za posledico izumiranje posamezne vrste.

m Neekolosko osvetljevanje

Nocna razsvetljava kaze na standard in razvitost
druZbe. Danes si ne moremo niti zamisljati, da bi zi-
veli v mestih brez luci, se sprehajali po temacnih uli-
cah in podobno. VpraSamo pa se lahko, ali je razsvet-
ljava smotrno urejena. Ali mogocCe po nepotrebnem



\\

ne izgubljamo prevec svetlobe v nebo? V zadnjih le-
tih se je razsvetljava po Sloveniji mocno razmahnila.
Ceprav ni nikjer zbranih natanc¢nih podatkov o Ste-
vilu javnih luci, ocene kaZejo, da se pri nas vsako noc
prizge priblizno 250.000 svetilk. To je po Stevilu na
prebivalca pribliZzno 20 odstotkov vec kot v nekate-
rih najbolj razvitih evropskih drzavah. Pri nas se je v
zadnjem casu uveljavila logika, da moramo osvetliti
prav vse. Glavna teZava je ta, da lu¢i znaten delez
svetlobe poSiljajo naravnost v nebo, kar predstavlja
Cisto izgubo in bistven prispevek k svetlobnemu one-
snazZenju neba.

Svetilke javne razsvetljave delimo v tri vrste: neza-
sencene, delno zasencene in popolnoma zasencene,
tako imenovane ekoloske svetilke. Ze na osnovi eno-
stavne logike je okoljsko in drugace najmanj spre-
jemljiva nezasencena svetilka, katere glavna pred-
stavnica je okrogla buca. Ta navzgor poslje polovico
svetlobe. Ce bi to polovico svetlobe preusmerili nav-
zdol, bi za enako osvetljenost tal zadoSc¢ala polovico

Slika 1. Nebo nad astronomskim
observatorijem Golovec v neposredni
blizini Ljubljane je zaradi mestnih luci
tako svetlo, da je vidna le pescica naj-
svetlejSih zvezd. Foto: Pobuda za
temno nebo.

SibkejSa Zarnica. Delno zasencene svetilke so nekoli-
ko boljSe, saj oddajajo v nebo le nekaj odstotkov ce-
lotne emisije. Te tudi prevladujejo v populaciji sve-
tilk javne razsvetljave v Sloveniji. Prepoznamo jih
po tem, da so na vrhu zastrte, spodnji del pa je za-
prt z izbocenim steklom. V steklu se svetloba lomi
in kljub zgornjemu sencilu se je v nebo preusmeri
do 20 odstotkov. Navidez majhna izguba pa se pri
velikem Stevilu tovrstnih svetilk pretvori v velike Ste-
vilke. Najbolj sprejemljiva je popolnoma zasencena
svetilka, ki svetlobe ne seva nad vodoravnico in na
SirSe okolje vpliva le preko odboja svetlobe od tal
(obicajno med 5 in 10 odstotki izseva). Oblikovana
je tako, da ima zgoraj sencilo, spodaj pa ravno ste-
klo. DeleZ ekoloskih svetilk v Sloveniji je majhen in
ne dosega 10 odstotkov.

Pri izgubah svetlobe v nebo moramo upoStevati
Se nagib svetilk. Tudi popolnoma zasencena svetil-
ka, ki je postavljena pod kotom glede na vodoravni-
co, bo dolocen deleZ svetlobe brez potrebe poslala v



nebo. Posebno moteci so reflektorji in druga svetila
za osvetljevanje stavb, cerkva in spomenikov. Vecina
teh je pri nas postavljena tako, da objekt osvetljuje
od spodaj navzgor, pri cemer mocni svetlobni snopi
sijejo mimo objektov v nebo. Take svetlobne stozZce
lahko vidimo tudi ve¢ deset kilometrov dalec.

m Spremljanje svetlobnega onesnazenja

V Sloveniji je skupina astronomov in drugih drzav-
ljanov, ki so zaskrbljeni zaradi narascajoCega sve-
tlobnega onesnazenja nasega noc¢nega neba, organi-
zirala POBUDO ZA TEMNO NEBO. Namen pobude je
opozoriti strokovno in $irso javnost na problem sve-
tlobnega onesnazenja in njegov negativen vpliv na
astronomska opazovanja in okolje nasploh ter do-
seCi zakonsko ureditev, ki bi omejevala onesnaze-
nje na razumno mero. Clani pobude skrbijo tudi za
stalno merjenje svetlobnega onesnazenja. Leta 2005
so Clani Pobude priceli z rednim snemanjem neba iz

Slika 2. Zaradi neprimerne javne raz-
svetljave je noc¢no nebo nad Sloveni-
jo mocno svetlobno onesnazeno tudi
dalec¢ od vegjih naselij. Foto: Pobuda
za temno nebo.

vec lokacij po Sloveniji. S standardizirano opremo
dokumentirajo stanje svetlobnega onesnazenja neba
nad obstojec¢imi astronomskimi observatoriji ter na
lokacijah, kjer bi se zaradi relativno temnega neba
Se lahko izvajala astronomska opazovanja. Meritve
kaZejo, da se je kvaliteta notnega neba nad Slove-
nijo v zadnjem desetletju mocno poslabsala. Celo
nad najbolj oddaljenimi in redko poseljenimi podro-
¢ji zahodne in juzne Slovenije je ponoc¢i nebo prese-
netljivo svetlo. Dejavnosti pobude in Stevilne korist-
ne informacije o svetlobnem onesnaZenju dobite na
spletnem naslovu www.temmnonebo.org.

V prihodnji Stevilki Preseka bomo spoznali, kako
je mogoce zmanjsati svetlobno onesnazZenje in kako
ga z enostavnim astronomskim opazovanjem ozvez-
dja Orion meriti. ©



Diffie-Hellmanov

dogovor o kljucu
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3\ © Ali je mogoce, da se dve osebi, ki se Zelita po-
govarjati po javnem kanalu (npr. po telefonu ali na
medmreZju), preko njega dogovorita o skrivnem

kljucu?

o} Le-tega naj bi poznali samo oni dve in ga uporabili
za Sifriranje svojih pogovorov. Ce sta se Ze prej sre-
Cali na Stiri oc¢i, potem bi se gotovo lahko spomnili
Cesa, kar je skupno samo njima ter na osnovi tega
sestavili skrivni klju¢. Dovolj bi bilo Ze, da bi se npr.
spomnili knjige, ki sta jo takrat prebirali, in si izbrali
za relativno varno geslo npr. deveti odstavek v tret-
jem poglavju. Cetudi bi prisluSskovalec vedel, da gre
za deveti odstavek v tretjem poglavju, nikakor ne bi
mogel ugotoviti, za katero knjigo gre. Tako prido-
bljena informacija mu brez knjige ne bi bila v kdo ve
> © kaksno pomoc¢. Naj zveni Se tako neverjetno, a ljudje
so dolga leta uporabljali prav takSne kodne knjige za
zasc¢ito svojih zaupnih pogovorov. Odkar pa so pri
Googlu zaceli skenirati skoraj vse knjige po vrsti in
odkar je mogoce prav hitro preveriti ve¢ milijonov
1800 gesel, pa tak pristop ni nujno dovolj varen.
s Kaj pa, Ce se nasi osebi nista Se nikoli srecali na
Stiri oci in Ce je poleg njiju (na javnem kanalu) vedno
Se nekdo, ki jima utegne kaliti sreco (glej sliko 1)? Ali
se lahko potem preko javnega kanala dogovorita o
skupnem kljucu, ki bi bil znan le njima? Rekli boste,
da je to vendar nemogoce, saj sogovornik ne more lo-
¢iti drugega sogovornika od prisluskovalca. Na sreco
je tak dogovor o kljucu iskal tudi Whitfield Diffie.
Verjel je, da so ga v ¢rnih kabinetih (ki so jih za po-
trebe lastne varnosti in vohunjenja ustanovile razlic-
ne drZave) Ze naSli, da pa si ne Zelijo, da bi o0 njem
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kaj veC vedeli obicajni ljudje. Ena izmed najvecjih
takih organizacij je ameriSka NSA (No Such Agency
- morda Ze veste, kaj ta kratica pomeni v resnici).
Tam dela najve¢ matematikov na svetu, vendar pa
so rezultati njihovega dela strogo zaupne narave, saj
jih uporabljajo v vojaSke oziroma vohunske namene.
Diffija je bilo kar groza, da bi na tak nacin zadrzZe-
vali razvoj vsega CloveStva. Zato si je za osrednjo
nalogo zadal, da se bo dokopal do teh skrivnosti in
jih posredoval vsem ljudem. Temu cilju je podredil
svoje Zivljenje. Kriptologi so ga imeli veCinoma Ze
za malce tréenega, saj niso verjeli, da je kaj takega
sploh mogoce. Ko je Diffie nekega dne izvedel, da se
z istim problemom ukvarja tudi Martin Hellman, ki
je Zivel na cisto drugem koncu ZDA, je nemudoma
sedel v avto in se z vzhodne obale odpravil zivet v
njegovo bliZino (San Francisco). Sledilo je obdobje
skupnega iskanja reSitve in Cez nekaj let se jima je
zares posrecilo. Najprej sta reSila Diffijev problem,
ki je osrednja tema tega sestavka, kmalu zatem pa
sta skupaj z Ralphom Marklom prisla do revolucio-
narnega koncepta kriptosistemov z javnimi kljuci,
ki ga bomo spoznali v tretjem delu. Ceprav sta reSi-
tev iskala tako dolgo, pa se je Diffie-Hellmanov do-
govor o kljucu (na kratko DH-protokol) izkazal za
zelo enostavnega in elegantnega. Predstavimo ga!
Najprej se Anita in Bojan dogovorita, kako bosta
raCunala, na primer, katero Stevilo & bosta uporab-
ljala. Takemu Stevilu bomo rekli generator. Kmalu
bo postalo jasno, zakaj je tako. Anita si nakljuc¢no iz-
bere svoje zasebno Stevilo a, Bojan pa svoje naklju-
¢no zasebno Stevilo b. Nato izracunata vsak svojo
potenco A := % in B := & ter si ju izmenjata preko
javnega kanala. Konc¢no izracunata skupni tajni kljuc
x = K = b2 Anita z B* = («?)?, Bojan pa z

\

Slika 1.
Oskar

Anita, Bojan ter napadalec

AP = (x%)? (glej sliko 4). Ce je bil namen dogovora
o klju¢u med Anito in Bojanom posSiljanje zaupnega
sporocila, potem po zgoraj opisanih dveh izmenja-
vah sledi Se tretja, v kateri Anita s skupnim tajnim
kljucem zaSifrira in poslje zaupno sporocilo, ki ga na
drugi strani Bojan brez teZav odSifrira. Popolnoma
brez matematike lahko opiSemo podoben protokol,
ki sta ga predlagala Massey in Omura. Tudi zanj po-
trebujemo tri izmenjave sporocil (glej sliko Protokol
Massey-Omura). V digitalnem svetu, kjer si seveda
ne Zelimo fizi¢nih kljucavnic, si namesto njih lahko
omislimo dve obrnljivi funkciji, ki med seboj komu-
tirata, to pomeni, da velja pravilo o zamenjavi.

Slika 2. Whitfield Diffie

Slika 3. Martin Hellman

Slika 4. Diffie-Hellmanov dogovor o
kljucu: Anita in Bojan si izbereta vsak
svoje nakljuc¢no Stevilo a in b ter si na
koncu delita skupni klju¢, ki ga izra-
¢unata iz izmenjanih potenc: (x%)? =
(o(b)a — (Xab =K.



1. korak: Anita zaklene sporocilo v Skatlo s svo-
jo klju¢avnico ter vse skupaj poslje Bojanu.

2. korak: Bojan prejme posSiljko, prepozna Ani-
tino kljuc¢avnico, doda Se svojo kljucavnico in
vrne poSiljko Aniti.

3. korak: Anita prejme poSsiljko, prepozna svo-
jo in Bojanovo kljucavnico ter odklene in od-
strani svojo kljuCavnico. Nato Se drugi¢ poslje
posiljko Bojanu.

4. korak: Bojan prejme posiljko, odklene in od-
strani svojo klju¢avnico ter pride do sporodcila.

Kaj je tako posebnega pri DH-protokolu? Najprej
moramo znati u¢inkovito izvesti vse potrebne racun-
ske operacije. V naSem primeru je to potenciranje
elementa . Ce Zelimo izracunati &”, kjer je n € N,
potem lahko to storimo z n — 1 mnoZenji:

(G- ((ax00) ko) * -+ 0) % ) * X

Zal s tem ne moremo biti zadovoljni, saj ¢as racuna-
nja merimo v odvisnosti od dolZine zapisa Stevil, s
katerimi imamo opravka. Naj bo dolzZina najvecjega
zapisa enaka k. Produkt dveh Stevil v dvojiSkem za-
pisu lahko izratunamo v grobem s k? operacijami
(premisli zakaj!). Problem pa je v tem, da iz

2k mn

sledi, da moramo opraviti eksponentno mnogo mno-
Zenj. Eksponentni algoritmi so izredno pocasni (glej
zapis Zgodba iz anti¢ne Indije), v praksi pa je po-
gosto k > 100, tako da takSno racunanje potence v
nobenem primeru ne pride v postev.

Anita a’ > Bojan
nakljucni a < - naklju¢ni b
(Gb)u a (aa)b

Anita _ Bojan

Anita Anita | Bojan

Anita —_— Bojan

Bojan

O njej smo v Preseku Ze pisali (A. Lipovec, Kaj
imajo skupnega Gari Kasparov, Jamie Oliver in
ozonske luknje? Presek 33(1) (2005/2006), str.
4-6), zato le na kratko omenimo, da naj bi na
prvo polje Sahovnice poloZili eno zrno riZa, na
drugo polje dve, na tretje Stiri (za vsako nasle-
dnje polje podvojimo $tevilo zrn). Sahovnica
ima 64 polj, kar pomeni, da bi morali nanjo po-
staviti

1+2+2%2+ ... +420=264_1 zrnriza.

Za kriptografijo je zelo pomembno, da razu-
memo velike Stevilke. Ali si vsaj v grobem lahko
predstavljamo, koliko riZza bi to bilo? Recimo,
da lahko poje povprecen clovek pol kg riza na
dan. To je kar precej, ko je riz enkrat kuhan.
Koliko zrn napolni ¢ajno Zlicko? Priblizno 330,
za pol kg riza pa jih potrebujemo nekaj cez 80
oziroma 27.500 = 2,75 * 10* zrnriza. Na svetu
je danes 6,6 milijarde = 6,6 * 109 ljudi. Ce bi
vsi ljudje jedli samo riz, bi torej lahko pojedli
2,75 % 10%* % 6,6 % 10° ~ 1,8 % 10 zrn riza na
dan.

Sedaj pa se vrnimo k $tevilu 264 -1 ~ 1,8 % 101?
zrn in ga delimo s Stevilom 1,8 x 10'# zrn,
ki jih poje ¢lovestvo na dan. Dobimo 100.000
dni, kar pomeni, da bi lahko svet jedel riz s
Sahovnice tako dolgo, dan za dnem oziroma
100.000/365 =~ 274 let!



Slika 5. Rac¢unanje po modulu 7

2 =4+5

Pa si poglejmo zapis Stevila n v dvojiSkem sis-
temu:

n=n 2+ -+n1 2400 2° kjerjen; € {0,1}.
Potem velja

o = a2 ke M2k 02 (1)
Potence o2, %, ..., %" izratunamo s k kvadriranji
(v ta namen kvadriramo o2, da dobimo o?'). S
tem smo dobili vse faktorje v (1). Potem pa za iz-
racun produkta iz (1) potrebujemo Se najve¢ k mno-
Zenj. Skupaj nanese 2k mnozZenj oziroma v grobem
k3 procesorskih operacij, kar pomeni, da je nase ra-
Cunanje ucinkovito in s tem tudi DH-protokol.

Kako je z moznimi napadi na DH-protokol? Bralci,
ki se Se niste srecali s funkcijami, lahko preskocite
ta razdelek. Na prvi pogled se zdi, da je dovolj, da
znamo ucinkovito izracunati bodisi log, A = a bo-
disi log, B = b. Ce bi bila «, a in b realna Stevila, po-
tem to ne bi smel biti problem, vsaj od takrat naprej,
ko so ljudje sestavili dobre logaritemske tablice, da
o danas$njih racunalnikih niti ne govorimo. Vendar
pa si kriptografi namesto obsega realnih Stevil v pra-
ksiraje izberemo diskretno grupo, v kateri ne znamo
ucinkovito izraCunati logaritma poljubnega njenega
elementa (glej zapis Problem diskretnega logaritma
(DLP)). Spomnimo se, da smo, ne tako dolgo nazaj,
v Preseku pisali o racunalih nove dobe (1. del, Pre-
sek 30 (2002/2003), str. 226-231 in 2. del, Pre-
sek 30 (2002/2003), str. 291-296), kjer smo vpe-

Slika 6. Napad srednjega napadalca

na DH-protokol. Pri tem napadu na-
a sprotnik Oskar prestreze Anitino jav-
no vrednost &% in poslje svojo javno
vrednost «? Bojanu. Ko Bojan po-
§lje svojo javno vrednost «?, jo Oskar
prestreZze in zamenja s svojo javno
vrednostjo & ter jo poslje naprej

Oskar Aniti. Tako delita Anita in Oskar sku-
a5 pen skrivni sejni kljué¢ Kuy = o’
ter Bojan in Oskar drugi skrivni sej-

ol | ni klju¢ Kgp = a??. Po tej izme-
njavi Oskar preprosto odsifrira sporo-

Cila poslana s strani Anite ali Bojana,

Bojan jih prebere in po potrebi spremeni,

b preden jih zopet zaSifrira in poslje na-

prej.

ljali nekaj zanimivih grup. Pa DLP ni edini razlog
za uporabo diskretnih grup. Ce racunamo z obicaj-
nimi tipi Stevil, celimi, racionalnimi ali realnimi Ste-
vili, se zna zgoditi, da bodo rezultati izrac¢unov hitro
zrasli preko vseh meja (glej zapis Zgodba iz anticne
Indije) oziroma bomo zaradi omejene velikosti prisi-
ljeni nenehno zaokrozati. V kriptografiji je ucinko-
vitost osrednjega pomena, pribliZki pa ne zados$cajo
(predstavljajte si, da vam bankomat ali pa prenosni
telefon odgovori, da danes nista povsem zadovoljna
Z vaSim geslom, pa naj si bo to zato, ker Se vedno
raCunata, ali pa se jima zdi geslo samo pribliZno pra-
vilno).

Tako si za racunanje raje omislimo kon¢ne mno-
Zice kot pri StevilCnici na uri. Tak zgled so kolo-
barji Z,, n € N, v katerih racunamo po modulu Ste-
vila n. Za elemente vzamemo {0, 1,...,n — 1}, racu-
namo pa tako, da seStejemo ali zmnozimo dve Ste-
vili tako, da pravi rezultat nadomestimo z njegovim
ostankom pri deljenju z modulom n. Na primer, za
n=7veljad+;5=4+5 mod7 =2in5 %74 =
(5-4)mod7 = 6, saj ima Stevilo 9 pri deljenju s
7 ostanek 2, Stevilo 20 pa ostanek 6 (glej sliko 5).
Ce Zelimo v taki mnoZici Se deliti z vsakim nenicel-
nim Stevilom, si moramo za modul » izbrati pra-
Stevilo p. Tako v resnici delamo v praStevilskem
obsegu Z, oziroma za potrebe DH-protokola kar v
njegovi podgrupi (Z,\{0}, *), ki ji pravimo multi-
plikativna podgrupa (oznaka Z%). Za vsak element
X € Z;ﬁ, za katerega velja D(«x,p — 1) = 1, potence
x, &2, ..., «P~1 pretecejo vse elemente grupe 7} (za-
dnji element je seveda enota, saj Fermatov izrek za
izbrana « in p pravi ! = 1 (mod p), (Glej cla-
nek D. Pagona, Kongruence in Eulerjev izrek, Presek
15 (1987/1988), str. 194-196), tj. & generira grupo



Za dano grupo G in elementa «, 8 € G, kjer je
red elementa « enak n, poiS¢i ucinkovito me-
todo, ki dolo¢i celo Stevilo x, 0 < x < n -1
(¢e obstaja), tako da je «* = B. Stevilo x ime-
nujemo diskretni logaritem Stevila 8 pri osnovi
.

PozreSna metoda za reSevanje DLP, ki ra-
Cuna zaporedne potence elementa «, t. j.
«, &%, 3, ... in jih primerja z B, ni bila zane-
sljiva za n nad 240, danes pa verjetno za n pri
280 (odvisno koliko opreme in ¢asa imamo na
voljo).

Metoda mali-veliki korak je v nekaterih grupah
Se vedno najboljSa metoda (izboljsati je mogoce
le njeno prostorsko zahtevnost), odpove pa pri
dvakrat vecjih eksponentih, ki smo jih omenili
pri pozreSni metodi. Pri tej metodi si najprej
naredimo tabelo na enak nacin, kot smo zaceli
pri pozresni metodi, le da se ustavimo pri k-ti
potenci, kjer je k celi del kvadratnega korena
iz n. Lahko si predstavljamo, da smo z ma-
limi koraki prehodili in s tem pokrili lok dol-
Zine k na zgoraj omenjenem krogu, ki ga se-
stavljajo potence elementa «. Nato pa zapo-
redoma pregledujemo, katerega izmed elemen-
tov B, Bk, Bk, ..., Bak*k najdemo v tej tabeli
(enega bomo zagotovo, saj pravkar omenjenega
loka ne moremo preskociti s korakom dolzine
k). Ko se to zgodi, velja

B(ok) = o,

od koder dobimo log, 8 =i — k % j mod n.

Z}. Multiplikativna grupa poljubnega koncnega ob-
sega je torej ciklicna. V grupi obstaja namrec tak ele-
ment, da so vsi elementi njegove potence, zato lahko
njene elemente predstavimo na krogu, tako kot smo
to storili na sliki 5.

Morda se na prvi pogled zdi, da bi lahko namesto
Z; uporabljali kar grupo (Z;, +,), n € N. Potem bi
namesto potence x? v DH-protokolu zapisali veckra-
tnik V = aq, kjer je x € Z,,, D(x,n) = 1ina € N.
Vendar pa v tem primeru poznamo algoritem, ki nam
iz veckratnika V izracuna a. V ta namen je namrec
potrebno resiti naslednjo diofantsko enacbo

ax+kn=1

za a (in k). To pa znamo ucinkovito reSiti z raz-
Sirjenim Evklidovim algoritmom, saj je D(x,n) = 1
(glej ¢lanek M. Juvana, O Evklidovem algoritmu, Pre-
sek 21 (1993/1994), str. 116-121). Izbira najboljse
grupe G za DH-dogovor o kljucu, v kateri bo racuna-
nje potenc ucinkovito, razkritje DLP pa nedosegljivo,
je izredno obcutljiva naloga, ki jo zmorejo opraviti le
izkuSeni kriptologi.

Zgoraj predstavljeni Diffie-Hellmanov protokol
imenujemo tudi neoverjeni Diffie-Hellmanov proto-
kol. Pri njem udeleZenci namre¢ ne morejo z goto-
vostjo ugotoviti izvora javnih vrednosti ostalih ude-
leZencev (t. j. potenc, ki si jih morajo izmenjati).
Zato je neoverjeni Diffie-Hellmanov protokol ranljiv
na napad, ki ga imenujemo napad srednjega napa-
dalca (angl. middle man attack, glej sliko 6). Besedno
zvezo “napad srednjega napadalca” uporabljamo za
opis napada, kadar Oskar sedi na sredini komunika-
cijskega kanala/poti med Anito in Bojanom ter oba
prelisi¢i. Je pomemben napad, zaradi katerega je po-
trebno dopolniti in spremeniti Stevilne komunikacij-
ske protokole. Vendar pa je, kot pravi B. Schneier,
to tudi napad, ki ga lahko uporabimo v vsakdanjem
Zivljenju.

PremoZna gospa Zeli najti pomoc¢ pri posprav-
ljanju hise in v casopisu objavi oglas, da rabi po-
moc. Ko se javi primerna oseba, jo gospa vprasa
po priporocilih, da preveri njene izkusnje in za-
nesljivost. Ker pa gospa v resnici sploh ni la-
stnica hiSe, ampak gre za staro znanko policije,
sama uporabi pravkar pridobljena priporocila
in si z njimi najde zaposlitev pomocnice v bogati
hisi.

Sluzbo je dobila z dobrimi priporocili—pa saj so
vendar prava, Ceprav niso njena—in nato od-
nese iz hise vso zlatnino in ostale vrednosti.
Seveda lahko ta postopek lazna gospa-
pomocnica ponovi tudi veckrat.

Kaj se je zgodilo v zgornjem primeru? Navidezna
gospa-pomocnica se je postavila na sredino komuni-
kacije med pravo pomocnico ter pravo gospo in se



predstavila vsaki kot tista druga. Pomocnica poslje
priporocdila nekomu, ki ni prava gospa. Prava gospa
preveri priporocila, ne da bi preverila, da v resnici ne
pripadajo lazni pomocnici.

Napad srednjega napadalca je uspeSen zato, ker
Diffie-Hellmanov protokol ne preveri identitete ude-
lezencev v protokolu oziroma njihovih javnih vre-
dnosti. ReSitev tega problema lahko doseZemo tako,
da se udeleZenci in javne vrednosti, ki nastopajo v
protokolu, ustrezno overijo z digitalnimi certifikati.
To pa je Ze nova zgodba, ki si jo lahko ogledate v
tretjem delu hkrati z zgodbo o volku in sedmih koz-
lickih.

m Naloge

Funkcija f(x) = log, x nam pove, kateri ekspo-
nent moramo uporabiti na «, da dobimo x. Do-
lo¢i definicijsko obmoc¢je realnih funkcij f(x)
in g(v) = «¥. Prepricaj se, da je od°%«X = x in
log, (0*) = x, kar pomeni, da sta funkciji f(x)
in g(x) inverzni.

Preveri enakost

= 1424224 ... 4203 =264,

tako da levo stran pomnoZis z (2 — 1) in odpra-
viS§ oklepaje. Bi znal to enakost posplositi?

Ali se lahko domisli$ Se kakSne zanimive zgod-
be, ki bi nazorno ponazorila hitro rast ekspo-
nentne funkcije? Pomisli, npr. koliko predni-
kov bi imel v Casu, ko je bila zgrajena puljska
arena (pred priblizno 2000 leti), ¢e si med njimi

Stare stevilke revije Presek -

Ce Zelite dopolniti svojo zbirko revij Presek, so nekatere stare
Stevilke Se vedno na voljo. Na spodnjem naslovu najdete

seznam razpoloZljivih Stevilk in naro¢ilnico:

http://www.presek.si/staro.htm

Za individualne narocnike revije Presek, clane DMFA, dijake

in Studente je cena stare Stevilke 520 SIT (2,17 EUR),
za vse ostale pa 650 SIT (2,71 EUR).

Izkoristite moZnost dodatnih popustov pri ve¢jem narocilu!

Vse informacije lahko dobite tudi v uredniStvu
Preseka po telefonu (01) 4766553 ali 4232 460.

nobena dva iz iste generacije ne bi bila v so-
rodu? (Glej http://hr.wikipedia.org/wiki/Pula)
Oceni, koliko riZza potrebujemo, da pokrijemo
cel svet (vklju¢no z oceani), Ce meri polmer ze-
mlje 6400 km?

Oceni, koliko besed lahko “obdela” tvoj ali pa
Solski PC v eni uri? KolikSna je velikost najve-
Cjega Stevila, ki bi ga Se lahko zapisal v spomin
svojega ali Solskega racunalnika?

Koliksna je dolzina produkta dveh binarnih Ste-
vil, katerih zapisa sta dolga m in n?

Koliko operacij potrebujes$ za izracun produkta
dveh 100-bitnih binarnih Stevil s procesorjem/
vodilom svojega ali Solskega racunalnika?

Pri ucinkovitem algoritmu racunanja potence
«", n € N, smo vnaprej izracunali potence «?,
o2’ oL

PoiS¢i ucinkovit algoritem za potenciranje, ki
potrebuje bistveno manj spomina. (Namig: en
tak algoritem je znan pod imenom kvadriraj in
zZmnoZi, njegov spomin pa je neodvisen od Ste-
vila n.)

pravilo o zamenjavi.

Ali znas$ s takim parom sestaviti digitalno raz-
licico protokola Massey-Omura, ki bo varna?

Ni se tezko prepricati, da je cikli¢na grupa z n
elementi izomorfna grupi (Z,, +,). Kaj lahko
poves o relaciji med zahtevnostjo problema dis-
kretnega logaritma v poljubni ciklicni grupi G
z n elementi in problema iskanja izomorfizma
med grupo G in aditivho grupo (Z,, +)? @

.....
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Od leta 1959 nam KnjiZnica Sigma prinasa poljudna in strokovna besedila za popularizacijo
podrocdij matematike, fizike, astronomije in racunalnistva. Vkljucuje tako zbirke nalog z razli¢nih
tekmovanj, dopolnilne u¢benike, priro¢nike in drugo zanimivo branje domacih avtorjev, kot tudi
nekaj prevodov znanih tujih avtorjev. NajnovejSaizdajaje Ze osemdeseta po vrsti!

Borut Zalar:

TEZISCA IN
VZTRAJNOSTNI MOMENTI

120 strani
format 14 x 20 cm
mehka vezava

2.000 SIT
(8,35 EUR)

Borut Zalar
TEZISEA IN VZTRAINOSTNI MOMENTI

Ciril Dominko in Bojan Golli:
REEVENE NALOGE IZ FIZIKE Z Robert B. Banks:
DRZAVNIH TEKMOVAN]J - 3. del LEDENE GORE,
Prva knjiga: PADAJOCE DOMINE
VADEMEKUM IN NALOGE in druge prigode iz
uporabne matematike
ikatiiina 1.in 2. del
NAMIGI IN RESITVE
skupaj 348 strani
skupaj 424 strani format 14 x 20 cm
format 14 x 20 cm mehka vezava
mehia vezava i cena kompleta: 5.000 SIT
cena kompleta: 5.000 SIT (20,86 EUR) (20,86 EUR)

Poleg omenjenih lahko v KnjiZnici Sigma najdete Se vec kot 40 drugih del. PodrobnejSe predsta-
vitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse knjige tudi narocite s popustom:

Individualni naro¢niki revije Presek, ¢lani DMFA, dijaki in Studentje imate pri narodilu pri
DMFA-~-zaloZnistvo 20 % popusta na zgornje cene —izkoristite ga!
Dodatne informacije lahko dobite v urednistvu Preseka po telefonu (01) 4766 553 ali 4232 460.
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Revija Spika je mesec¢nik; izhaja 15. v mesecu. Na leto izide deset enojnih in dvojna poletna
Stevilka (julij/avgust). Celoletna naroc¢nina (za leto 2006) je 9.220,00 SIT, polletna naro¢nina
za prvo polletje je 5.200,00 SIT, za drugo polletje pa 4.950,00 SIT.
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