


Knjiznica Sigma

Matjaz Zeljko: RESENE NALOGE 1Z MATEMATIKE z
drzavnih in izbirnih tekmovanj — IV. del, Knjiznica Sigma,
DMFA-Zaloznistvo.

Matematicna tekmovanja ima-

jo v svetu in v Sloveniji dolgo RE]§ENE} NAI.POGli 13: MATEN:II\']I’Illci
Z drzavnih in izoirnih fe van| = |

tradicijo. Ob pripravah nanje
se naucimo veliko nove in za-
nimive matematike, bolje ra-
zumemo Solsko snov, na koncu
pa vse skupaj popestrimo s
tekmovalnim duhom in nape-
tim pricakovanjem rezultatov.
Vsi vemo, da se naloge na ma-
tematicnih tekmovanjih zelo
razlikujejo od tistih v Solskih
preizkusih znanja. V Soli se
preverja obvladovanje osnov-
nega znanja in rutinskih po-
stopkov, na tekmovanjih pa
obéutek za matematiéni pro-
blem, domiselnost, véasih spo-
sobnost za prav pesnisSki nav-
dih. Zato za priprave niso
primerne obicajne Solske na-
loge, ampak predvsem naloge
s prejsnjih tekmovanj.

V knjiznici Sigma je izslo ze ve zbirk reSenih nalog z razli¢nih matematicénih
tekmovanj. Zadnja v tem sklopu, po duhu in zahtevnosti najblizja sedanjim tek-
movanjem, je pri¢ujoca, RESENE NALOGE IZ MATEMATIKE z drzavnih in
izbirnih tekmovanj — IV. del, ki zajema naloge z izbirnih tekmovanj od leta 1992
do leta 1996, republiskih tekmovanj od leta 1988 do leta 1991 in drzavnih tekmo-
vanj od leta 1992 do leta 1996. V njej je zbranih kar 240 zanimivih in izzivalnih
nalog, za pomo¢ pri tistih, ki se izkazejo za pretrd oreh, pa so dodane Se resitve.
Zelim vam uspesno re§evanje.

Petar Pavesic
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Tekmovange za Vegova priznanja

TEKMOVANJE ZA VEGOVA PRIZNANJA

38.

podroéno tekmovanje za srebrna Vegova priznanja

6. razred

Al.

A2,

A3.

A4.

A5.

AS6.

Jure in Miha sta imela skupaj 10 jabolk. Ko je Jure pojedel eno
jabolko, Miha pa tri, sta jih imela oba enako. Koliko jabolk je imel
Jure na zacetku?

(A)2 (B) 3 (C) 4 (D) 5

(E) Nemogoce je dolociti.

Kocki smo na enak nacin porezali
vsa ogliséa, kot kaze slika. Koliko
robov ima. nastalo telo?

(A) 24 (B) 28 (C) 32 —
(D) 36 (E) 40

Katero izmed nastetih stevil je 15-krat vecje od 515?

(A) 2 (B) 0,6 (C) 0,15 (D) 0,12 (E) 0,04

Koliko deliteljev ima zmnozek treh razliénih prastevil?

(A) 8 (B) 7 (C) 6 (D) 5 (E) 3

Koliko §tirimestnih naravnih Stevil, zapisanih s Stevkami 1, 2, 5 in 8
(vsaki¢ so uporabljene vse stevke), je deljivih z 87

(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 8 (E) 10

Kot <DV A meri 138°. Poltrak VD je
pravokoten na poltrak V' B, poltrak V' C pa je
pravokoten na poltrak V A. Koliko je velikost
kota «CV B?

(A) 24° (B) 42° (C)48° (D) 64° (E) 66°
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AT.

AB.

B1.
B2.

B3.

Koliko je vrednost izraza 250 — 249 + 248 — 247+ 246 — ...+ 2 — 17
(A) 124 (B) 125 (C) 126 (D) 225 (E) 250

Logarjev vrt ima obliko érke L. Na osence-
nem delu raste petersilj. Koliksen del vrta je
zasejan s petersiljem? —

(A) Cetrtina tretjine (B) petina éetrtine
(C) petina tretjine (D) tretjina cetrtine
(E) Getrtina Cetrtine

]

i

Poiséi ulomek z imenovalcem 20, ki je vegji od 75 in manjsi od .

Zogo smo spustili padati z visine 32 m. Po vsakem odboju je dosegla
polovico prejsnje visine. Ujeli smo jo v skrajni zgornji legi po petem
odboju. Koliko metrov je prepotovala?

Naértaj trikotnik AABC s podatki: a = |BC| = 6 cm, v, = 4 cm,
to = 5 em. (Narisi obe reitvi.)

7. razred

Al.

A2,

A3.

Vsak lik na posamezni sliki je sestavljen iz stirih skladnih kvadratov.
Kateri lik ima drugagen obseg od ostalih?

ey

w1l @0 ©
| |

(D) (E) L

Pri katerem paru stevil je absolutna vrednost razlike med steviloma
najvecja?

(A) (-3,8) (B) (-5,-13) (C) (1,11)
(D) (4,-5) (E) (-6,-15)
Pet ribicev v Sestih dneh ujame 70 rib. Koliko rib ujame devet ribi¢ev

v desetih dneh?
(A) 900 (B) 630 (C) 420 (D) 210
(E) Noben od ponujenih odgovorov ni pravilen.
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Ad4.

A5,

A6.

AT.

AS.

B1.

B2.

B3.

Stevilo ima obliko 679679 . ..679. Koliko mest ima najmanjse stevilo
take oblike, ki je deljivo z 97

(A) 3 (B) 9 (C) 18 (D) 21 (E) 27

V pravilnem petkotniku ABCDE je narisan ena- D
kostranicni trikotnik AABF, kot kaze slika. Ko-

liko meri izboceni kot < EFC? E '

(A) 170° (B) 168° (C) 150° (D) 144° (E) 120°

A B
Za nekatera cela Stevila velja lastnost, da je kub stevila enak temu
stevilu. Koliko je celih stevil s to lastnostjo?
(A)O (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) vet kot 3

Koliko naravnih Stevil 2 zado$éa neenacbhi 2@ + 5 > 5z — 147
(A) nobeno (B) 3 (C) 6 (D) 8 (E) vec kot 8

Koliko je vrednost izraza /2 - /2v/27?
(A)3-v2 (B)2-v2 (C)2 (D) ¥/2 (E) 6

Oce je zapustil trem sinovom 16 ha zemlje. Prvi sin je dobil 35 %
zemlje, drugi pa trikrat ve¢ kot tretji. Koliko hektarov zemlje je
dobil vsak od sinov?

[zracunaj vrednost izraza

(_3.,/52_24) : {/2’?4__2— V(%)QH.

—2142,7:3

Petkotnik ABCDE je sestavljen iz kva- D
drata s stranico a in enakostraniénega tri-

kotnika, kot kaze slika. Z a izrazi polmer

trikotniku AABD oértane kroznice. Ute- a a
melji.
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8. razred

Al.

A2.

A3.

A4.

A5.

AB6.

Tina je vsak dan prebrala dvakrat ve¢ strani knjige kot prejsnji dan.
V desetih dneh je knjigo prebrala. Koliko dni je potrebovala, da je
prebrala polovico knjige?

(A) 4 dni (B) 5 dni (C) 6 dni (D) 8 dni (E) 9 dni

Dva sendviéa in sok stanejo skupaj 620 tolarjev. Stirje sendviéi
in trije sokovi stanejo skupaj 1360 tolarjev. Koliko staneta skupaj
sendvié in sok?

(A) 120 tolarjev (B) 250 tolarjev

(C) 370 tolarjev (D) 740 tolarjev

(E) Noben od ponujenih odgovorov ni pravilen.

Iz skladnih pravilnih petkotnikov Zzelimo sestaviti
obro¢ na nacin, ki ga prikazuje skica. Prvi trije
petkotniki so ze narisani. Koliko petkotnikov je Se
potrebnih, da bo obroé¢ sklenjen?

(A)6 (B)7 (C)8 (D)9  (E)10

Stevilo a je sedemkrat vecje od Stevila b. Za koliko je stevilo a veéje
od stevila b?

(A) za 700 % (B) za 600 % (C) za 350% (D) za 70% (E) za 60 %

Na vsakem bregu reke raste po .
eno drevo. Skica prikazuje, kako

smo izmerili §irino reke. Ozna- reka — _ sl
¢ene izmerjene dolzine so v me- B T &
trih. Koliko metrov je Sircka 24 ' Rl

reka? T =
(A)16m (B)40m (C)48m 20

(D) 50m (E) 60m

Pravilnemu ¢etvercu (tetraedru) z robovi,
dolgimi 6 cm, smo porezali vsa oglisca in
dobili telo na sliki. Trikotne ploskve so vse
enakostrani¢éni trikotniki, ne nujno skladni.
Koliko je skupna dolzina vseh robov nastalega
telesa?

(A) 28 cm (B) 30 cm (C) 36 cm
(D) 48 cm (E) Nemogoce je doloéiti.
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AT. Tri tocke, ki ne lezijo na isti premici, dolo¢ajo tri oglis¢a paralelo-
grama. Koliko razliénih moznosti je za cetrto oglisce paralelograma?

(A) tri (B) dve (C) ena
(D) nobena (E) Nemogoce je doloéiti.
AB8. Kvadrat ABCD in enakostraniéni trikotnik ADC'E E
lezita v isti ravnini (glej sliko). Koliko je velikost
kota < AEB?
(A) 15° (B) 22°30/ (C) 27° D c
(D) 30° (E) 45°
A B

B1. Trimestno Stevilo ima Stevko na mestu stotic za 1 veéjo od stevke na
mestu desetic, Stevka na mestu enic pa je enaka vsoti §tevk na mestih
desetic in stotic. Ce stevilo delis z vsoto njegovih stevk, dobis koliénik
31 in ostanek 3. Katero je to stevilo? (Zapisi ustrezno enacbo in jo
resi.)

B2. Izrazi plostino osencenega dela pravo- py 5.
kotnika ABCD s stranicama a in b.
Kolikéna je ploiéina, ¢ée je @ = 6cm in

b=4cm? : K

A a B
B3. Tocke A, B, C so ogliséa trikotnika AABC. Oglisée A je presecisce
premic z ena¢bama y = —2 in 3x —4y—2 = 0. Oglisce B je presecisce
ordinatne osi in premice z enatbo y = —2. Oglisée C je presecisce

ordinatne osi in premice z enac¢bo 3z — 4y — 2 = 0.
a) Dolo¢i koordinate oglisé trikotnika AABC.
b) Izraéunaj obseg in ploséino trikotnika AABC.
¢) Zapisi enacbo nosilke visine na stranico b (b= AC).
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Resitve nalog s podro¢nega tekmovanja

6. razred
Sklop A
o naloga |A1[A2[A3[A4][A5][A6]AT[AS
odgovor [C|D|B|A|C|B|B|E
A3. Stevilo, ki je 15-krat ve&je od 25, je 3 15 5 =06,
Ad. Stevilo n = p-r - s, kjer so p, ¢ in r razliécna prastevila, ima osem

AS5.

A6.

AT.

AB.

B1.

B2.

B3.

deliteljev, in sicer 1, p, ¢, r, pq, pr, gr in pgr.

Stevila, ki so deljiva z 8, so soda, zato se konéajo s sodo Stevko.
Z danimi stevkami lahko sestavimo 12 sodih Stirimestnih Stevil (pri
vsakem Stevilu uporabimo vse stevke): 1258, 1528, 2158, 2518, 5128,
5218, 1582, 1852, 5182, 5812, 8152 in 8512, a le &tiri so deljiva z 8.
To so 1528, 5128, 8152 in 6512.

Ker je <DV A = 138° in <CV A = 90°, je «DVC = 48°. Analogno
pridemo do sklepa, da je < BV A = 48°. Tako je «CVB = <CV A —
— 4BV A =42°,

Pigimo (250 — 249) + (248 — 247) + (246 — 245) + ---+ (2 —1), pa
opazimo, da je sestetih 125 enic. Vsota je torej 125.

Logarjev vrt, ki ima obliko érke L, je razdeljen na 16 manjsih L-jev.
En tak L je torej éetrtina cetrtine (Sestnajstina) celega vrta.

Za ulomek 35 velja odnos % < 35 < % Razsirimo ulomke na
. e . . 2- 13 IOD . - .
najmanjsi skupm 1menmralec 260 & o 250 Odnos velja, ce je

100
T =T, saj je 5«6—0- < 260 < 350+ Iskani ulomek je 20

Zogica prepotuje skupno 32 m+2-16 m+2-8m+2-4 m+2-2m+
+1m=32m+32m+16m+8m+4m+1m=93 m.

Najprej nariSemo stranico BC, dolgo 6 cm. Na razdalji 4 cm nariSemo
vzporednico k BC. Poiséemo razpolovisée (sredisce) stranice BC', ki
ga oznatimo z M. Ker je t, dolga 5 cm, je oglisée A od totke M
oddaljeno 5 cm, zato nariSemo krozni lok s sredis¢em v tocki M in
polmerom 5 cm. Kjer le-ta preseka narisano vzporednico, je tocka A.
Ker dvakrat preseka vzporednico, imamo Se moznost A; in torej dve
resitvi: AABC in AA;BC. (Slika je na naslednji strani.)
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7. razred
Sklop A naloga |Al|A2|A3[A4[A5[A6]AT]AS
odgovor |D|A|D|E|B|D|C|B

A3 Najbolje, da premislimo, koliko rib bi ujel en ribié v enem dnevu:

A4

Ab.

stevilo 70 delimo s 5 in 6, pa imamo

70:9:10 _

70

56"

Nato mnozimo z 9 in 10:

Dano 3tevilo je sestavljeno iz "delckov” oblike 679. Ko ugotavljamo
deljivost z 9, lahko Stevko 9 zanemarimo, opazujemo le vsoto Stevk
6 in 7. V vsakem delcku je opazovana vsota enaka 13. VpraSamo
se, koliko delckov moramo zapisati, da bo vsota 3estic in sedmic, ki
nastopajo v nastalem Stevilu, deljiva z 9. Ker sta si stevili 13 in
9 tuji, moramo vzeti vsaj devet takih delckov in ker je vsak delcek
trimesten, je iskano stevilo 27-mestno.

Premislimo ob sliki. Notranji kot pravilnega
Trikotnik ABF je
enakostranicéen, zato merijo vsi njegovi no-

petkotnika meri 108°.

tranji koti 60°.

Trikotnika FFA in FCB g

sta enakokraka (|[EA| = |AF| = |FB| =
|BC|). Tako je najprej <« FAF = «FBC =
= gABC—<ABF = 108°—60° = 48°, nato
pa <EFA = <CFB = 1(180°—48°) = 66°.
Tako imamo <« EFC = 360° —2-66° —60° =

= 168°.

D
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A6.
AT.

AB.
B1.

B2.

B3.

Taka stevila so tri: —1, 0 in 1.

Neenacbo 2z +5 > 5z — 14 preuredimo v 3z < 19, od koder je o€itno,
da ji zadoS€ajo naravna Stevila {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Izraz preuredimo: v/2-v/2v2 = v2-v2- V2 = 2v/2.

Prvi sin je dobil 35% od 16 ha = 5,6 ha. Ker je drugi sin dobil
trikrat ve¢ zemlje kot tretji, je tretji sin dobil éetrtino ostanka, to je
(16 ha—5,6 ha) : 4 = 2.6 ha, drugi pa tri cetrtine ostanka: 3-2,6 ha =
= 7,8 ha.

Racunajmo:

(—3‘\/52——24):\3/2_7+_2:”|(‘%)2+1

—21+2,7:3

——3\/'3+_2 \f .

5

M L A
3550 — R =-2.
10 10

Ker je trikotnik ADFE enakokrak (JAE| = D

= |DE| = a), je <DAE = (180° — 150°) : 2 =

= 15° in €«ADFE = 15°. Tudi trikotnik ABD |

je enakokrak (|AD| = |BD|), zato je « BAD = a/[1\\@
=T75° <ABD = T75°, <ADB = 30°. Naj bo § |
sredis¢e enakokrakemu trikotniku ABD ocrtane IT'
kroznice. Le-to lezi na simetrali osnovnice AB, A

ki sovpada s simetralo kota ob vrhu. Daljica 74 A
DS torej razpolavlja kot ADB. Velja |AS| = feo a6
= |SD| = |SB| = r (polmer trikotniku ABD / X
ocrtane kroznice), zato je <SAD = «ADS =
= 15°. Tako je trikotnik ABS enakostranicen A B
s stranico r = a, kajti <BAS = < ABS = 60°.

Polmer oértane kroznice je torej enak stranici kvadrata.

8. razred
Sklop A naloga |A1]|A2[A3[A4][A5]A6[A7]AS
odgovor | E| C|B|B|D|C|A|D
A2. Ce od &tirih sendvicev in treh sokov odvzamemo dva sendviéa in en

sok, nam ostanejo dva sendvica in dva sokova, zato dva sendvica in
dva sokova skupaj stanejo 1360 — 620 = 740 tolarjev. Sendvié¢ in sok
staneta skupaj 740 : 2 = 370 tolarjev.
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A3. S skice v nalogi sklepamo, da pri sestavljanju obroé¢a s skladnimi pra-
vilnimi petkotniki nastaja pravilni veckotnik. Po ena stranica vsakega
petkotnika je hkrati stranica tega veckotnika. Ker je notranji kot pet-
kotnika enak 108°, je notranji kot veckotnika enak 360° — 2 - 108° =
= 144°. Ce dve sosednji ogliséi nastajajocega veckotnika povezemo s
srediScem tega veckotnika, dobimo enakokraki trikotnik, s kotom 36°
ob vrhu. To pomeni, da z desetimi petkotniki res sklenemo obroé¢, saj
je 10-36° = 360°, in pri tem oblikujemo pravilni desetkotnik. Ker so
trije petkotniki ze postavljeni, jih potrebujemo Se sedem.

A4.Ker jea=7-b, je aza6-bvetje od b, to je za 600 %.

Ab5. Narisana pravokotna trikotnika sta si podobna, zato zapiSemo soraz-
merje 20 : 24 = x : 60, pri cemer nam x pomeni Sirino reke. Izrazimo
24 .2 =20-60 in od tod z = 50 m.

A6. Premislimo, kaj imamo ob posameznem ogliséu éetverca potem, ko
mu na opisani nacin porezemo oglisée. V resnici smo ob ogliéu od-
rezali manjsi cetverec, zato je obseg trikotne ploskve, ki jo oblikujejo
novonastali robovi telesa, enak vsoti dolzin tistih treh robov manjsega
Cetverca, ki se stikajo v skupnem vrhu (ogliséu, ki smo ga porezali).
Ker enak premislek velja za vsako oglisée, ne glede na to, ali so
trikotne ploskve med seboj skladne ali ne, je skupna dolzina vseh
robov nastalega telesa enaka vsoti dolzin robov prvotnega cetverca,
torej 6-6 cm = 36 cm.

AT. Tri tocke, ki ne lezijo na isti premici, so oglis¢a trikotnika. Ce zelimo
trikotnik dopolniti v paralelogram tako, da so ogliséa trikotnika tri
izmed Stirih oglis¢é paralelograma, imamo tri moZnosti, kot lahko
vidimo na spodnjih slikah.

@éﬂ

AB. S slike v nalogi razberemo, da je <ADE = 90° + 60° = 150°.
Trikotnik AED je enakokrak, zato je <«DAF = «DFEA = 15°. Od
tod sklepamo, da je « FAB = 90° — 15° = 75°. Ker je tudi trikotnik
ABE enakokrak, velja <AEB = 180° — 2. 75° = 30°.
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B1.

B2.

B3.

Oznaéimo stevilo desetic z . Stevilo stotic je tedaj z+1, Stevilo enic
pa 2z + 1. Vsota stevk stevila je 4z + 2. Ustrezna enacba je npr.

. 100{z41)4+10x4(2z+1
100(z+1)+10z+ (2z+1) = 31(4z+2)+3 (ali 20U+ Got])

=31+ 473?) 0d tod izraéunamo z = 3. Stevilo stotic je 4, stevilo
enic 7, iskano stevilo pa 437.

Ce primerjamo sliko v nalogi in sliko na p C
desni, vidimo, da je ploS¢ina osencenega
dela pravokotnika na obeh enaka, zato
si bomo pomagali kar s sliko na desni. b
Plos¢ina pravokotnika je p, = a - b
Neosenceni trikotnik ima ploséino py =

= % <G g = “Tb, neosenceni krog pa pr = A a B

1

jep:ab—%——%—gzL‘”’lﬁ“—bi. Zaa=6cmin b = 4 cm dobimo
Po= (18 —7) em? (= 14,86 cm?).

Ogliséa trikotnika so A(—2,—2), B(0,—2) in C(0,—3), njegov obseg
pa o = |AB| + |BC| + |AC|, pri &emer je |AC| = /4 +(3)? = 2,5.
Tako je torej o = 2+1,5+2,5 = 6 dolzinskih enot. Plos¢ina trikotnika
jep=13-|AB|-|BC| = 1,5 plos¢inskih enot.

Yy

AA(-2,-2)

Smerni koeficient nosilke stranice b je k = %, zato je smerni koeficient
nosilke visine na stranico b enak k; = —%. Enac¢ba nosilke visine na
stranico b ima obliko y = —%x +n. Ker preseka ordinatno os v tocki
B z ordinato —2, je n = —2 in imamo y = —%w - 2.
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39. drzavno tekmovanje za zlata Vegova priznanja
7. razred
1. Izratunaj vrednost izraza:

5(—15+3.7+32)

Vi +(22)* o
(\/13 +1/139 + \/ﬁ)

2. 17-clanski kolektiv izdela na dan dolo¢eno stevilo izdelkov. V pone-
deljek dveh delavcev ni bilo na delo, vendar bi navzo¢i delavci radi
izdelali predvideno stevilo izdelkov. Koliko odstotkov izdelkov veé je
moral izdelati vsak od navzocih delavcev?

3. Na travniku se vsak dan pasejo krave, trava pa ponovno ves ¢as enako-
merno raste. Osem krav bi popaslo vso travo (s prirastom vred) v
desetih dneh, Stiri krave pa v tridesetih dneh. Vsaka krava pojé
dnevno enako koli¢ino trave. V koliksnem €asu bi vso travo popaslo
dvanajst krav, ¢e trava ne bi ponovno rasla?

4. Dan je enakokraki trapez ABC'D z osnovnicama a = |AB|, ¢ = |CD|
in visino v = |CE|. Kolikokrat je plostina trapeza ABCD veéja od
ploséine trikotnika AEC? Utemelji.

5. V notranjosti enakokrakega trikotnika ABC (|JAC| = |BC|, < ACB =
= 100°) lezi to¢ka T tako, da merita kota <TAC = 10° in <ACT =
= 20°. Izracunaj velikost kota <CT B.

8. razred

1. Kolesar je ob 14.00 odpeljal iz kraja A v kraj B. Vozil je s hitrostjo
24%m. V kraju B je pocakal 20 minut in se s hitrostjo 2052 po
isti poti vrnil v kraj A, kamor je prispel ob 18.00. Izrac¢unaj, koliko
kilometrov je prevozil kolesar.

2. Izracunaj vrednosti stevila m, tako da se bosta premici z ena¢bama
2m+3)y+m+6=0in 2m+ 1)a+ (m — 1)y +m — 2 = 0 sekali
na ordinatni osi.
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3.

Studenec tece v jezero. Vsak dan pritece v jezero enaka koli¢ina vode.
183 konj bi popilo vso vodo v enem dnevu (torej bi v 24 urah izpraznili
jezero). 37 konj bi izpraznilo jezero v petih dneh. V koliksnem ¢asu
bi popil vso vodo en konj?

Dolzina daljice AB na sliki je 2 em. Koliko
kvadratnih centimetrov meri plo§cina kroznega
kolobarja?

Kocko ABCDEFGH z robom a pre-
sekamo z ravnino skozi srediséa (razpo- I
lovisea) robov AB, BC, CG, GH, HE E } F
|
|

in AE. Plos¢ina preseka je 75v/3 cm?.
Izracunaj povrsino kocke.

e o
1 B
Resitve nalog drzavnega tekmovanja
7. razred
(—15+3.7+42) 8
1. Racunajmo: v+ (22)°. g ==3+16- gs- =
(\/13+ V139 + Jiﬁ)

=34+2*.5°=342-(2:5)° = 3+ 2000 = 2003.

2. Oznaéimo z a Stevilo izdelkov, ki jih izdela na dan vsak delavec 17-
¢lanskega kolektiva. Vseh 17 delavcev izdela 17a izdelkov na dan.
Ko sta dva delavca odsotna, vsak izmed 15 delavcev izdela (a + )
izdelkov na dan. Iz 15(a + ) = 17a dobimo 15z = 2a oziroma z =
= %a = 0,1333...a. Vsak izmed navzoc¢ih delavcev mora izdelati
13,3 % vec izdelkov.

3. Oznaéimo zagetno koli¢ino trave s ¢, enodnevni prirast trave (koli¢ino

trave, ki zraste v enem dnevu) pa s p. Osem krav poje v desetih dneh
zagetno koli¢ino ¢ in 10 enodnevnih prirastov p. Torej 80 (8-10) krav-
jih dnevnih obrokov pomeni t + 10p trave. Ker bi tiri krave popasle
vso travo v tridesetih dneh, v tem ¢asu pojedo zacetno koli¢ino ¢ in 30
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enodnevnih prirastov p, tako da 120 (4 - 30) kravjih dnevnih obrokov
pomeni t + 30p trave. Sklepamo, da je 40 kravjih dnevnih obrokov
enako koli¢ini 20p trave oziroma da enodnevni prirast trave zadosca
za dve kravi za en dan. Ker vemo, da osem krav poje v desetih dneh
zacetno koli¢ino in prirast in da se dve kravi najesta s prirastom, bi
Sest krav pojedlo zacetno koli¢ino v desetih dneh, dvanajst krav pa
v petih dneh. Ce trava ne bi sproti rasla, bi torej travnik popaslo
dvanajst krav v petih dneh.

Ker je |AE| = a — %45¢ = &f¢ D
in |[EC| = v, je ploséina triko- 3
tnika AEC enaka PAEC — % - b b
-4te.y, Plo¢ina trapeza je p = A

atc.y in je torej dvakrat vecja

c ¢

H

a—c

od ploséine trikotnika AEC. A E 5B
Premislimo lahko tudi drugage. Ce podaljsamo stranico ¢ preko
D do Ay, ki je nozisée pravokotnice iz ogliséa A, dobimo trikotnik
ADAq, ki je ploséinsko enak trikotniku BCE. Tako je ploscina
trapeza ABC D enaka plos¢ini pravokotnika AEC A;, ta je pa dvakrat
vecja od ploscine trikotnika AEC, saj je AC diagonala pravokotnika
AECA,.

Postavimo tocko T po navo-
dilih naloge («TAC = 10°
in «ACT = 20°). Narisimo
vigino iz ogliséa C' z nozistem
R, ki je hkrati simetrala kota
pri C'. Daljico AT podaljsamo,
da seka visino v tocki P. Tedaj =
je<TCR=<ACR—<ACT = A I B
=50 —20° = 30° in < APC = 180° — 10° — 50° = 120°. Potem pa je
< PTC = 30° in trikotnik C'T'P je enakokrak, tako da je |CP| = |TP].
Nadalje je <« PAR = 30° = < PBR, zato je <APB = 120°. Potem pa
sta trikotnika PT'B in PC B skladna, saj se ujemata v dveh stranicah
in kotu med njima. Tako je «<PTB = «PCB = 50° in konc¢no
<CTB = «<CTP + «<PTB = 30° + 50° = 80°.

8. razred

1.

Clas voznje je stiri ure. Oznac¢imo dolzino poti v eno smer z . Dobimo
enacbo: 77 + K +35 =4 (ali 55+ 35 = 32), ki ima resitev @ = 40.
Kolesar je prevozil 80 km.
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Ker se premici sekata na ordinatni osi, je abscisa prese¢isca enaka
0. Upostevamo torej © = 0 v drugi enacbi in izrazimo y = ﬁ:_”i‘
To vstavimo v prvo enaébo: (2m + 3)- 22 + m + 6 = 0 in dobimo
—m?+6m = 0 oziroma m?* —6m = 0, kar razstavimo v m(m—6) = 0.
Dobimo dve resitvi: my = 0 in mg = 6.

Oznagimo zacetno koli¢ino (prostornino) vode v jezeru z Vj, koli¢ino
(prostornino) vode, ki v jezero pritece v enem dnevu, pa z V. Ker
bi 183 konj popilo vso vodo v enem dnevu, to je kolicino V; + Vy, en
konj popije E’Ijg‘.—;'-{‘i vode na dan. V petih dneh je v jezeru V; 45 Vy
vode. Ker bi to koli¢ino popilo 37 konj v petih dneh, en konj v

< o Vit5V, ;i V45V, =
tem ¢asu popije —% vode oziroma —% na dan. Izenagimo
Vi+V, Vi+5-Va : : . . Vi
st = J«;-r—:,.-,?——“ in od tod izrazimo V; = 365 - V oziroma Vy = 5¢:.
Denimo, da en konj popije vso vodo v & dneh. V tem ¢asu je v jezeru

Vi + -V vode, en konj pa je v istem ¢asu popije YitVa .4 Tako velja

Vi _ Vitads 3662V, ]83
) Vi _ W P x-V; . - _ .
Vi+z: g5 = 5™ ' T = 3368 0d koder izracunamo x = 365 dni.

En konj bi popil vso vodo v enem letu.

Narig§imo polmer R veéjega kroga in polmer r
manjSega kroga. Ker je |AB| = 2 cm oziroma
|AC| = 1 em, velja R? = r% 4+ 1 oziroma
R%2 —r?2 =1. Ploséina kroznega kolobarja je
pr =7(R%2 —r?) =7 = 3,14 em?.

Presek je pravilni Sestkotnik s H G

stranico §v/2 in plos¢ino p =
= 6 (3v37 - = V8
Tako je 3a2V/3 = 75v3, od
koder izraéunamo a = 10 cm,
Povrsina kocke je P = 600 cm?.

w2
B et it

A}
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TEKMOVANJE DIJAKOV SREDNJIH
POKLICNIH SOL V ZNANJU MATEMATIKE

Regijsko tekmovanje

1. del

1. Ce gre Miha v 8olo pes, nazaj pa se pelje s kolesom, porabi za pot od
doma do Sole in nazaj 1 h 30 min. Ce se v obe smeri pelje s kolesom,
porabi 30 min. Koliko ¢asa porabi, ¢e gre v Solo in nazaj pes?

(A) 1 h 15 min (B)2h (C) 2 h 30 min
(D) 2 h 45 min (E) 3 h 30 min

2. Katarina se je naucila brati. Zelo rada bere pravljice, ki imajo veliko
ilustracij in ne prevec besedila. Za rojstni dan je dobila pet takih
enako debelih knjig. Prvi dan je prebrala 15 strani. Razmerje med
Stevilom strani, ki jih je prebrala prvi dan, in Stevilom strani, ki jih
je prebrala drugi dan, je 5 : 4. Prebrati mora Se 33 strani. Koliko
strani ima vsaka knjiga?

(A) 60 (B) 12 (C) 18 (D) 42
(E) Nemogoce je doloéiti.

3. Jaka je opolnoci pogledal skozi okno in opazil, da dezuje. Kaksnega
vremena ne more pricakovati 72 ur kasneje?

(A) obla¢nega (B) dezevnega (C) sonénega
(D) meglenega (E) ni¢ od navedenega

4. Zgornja ploskev mize ima obliko kvadrata s stranico 80 cm. Namizni
prt pravokotne oblike povsod visi 20 cm €ez rob mize. Prt bomo
obrobili s ¢ipko. Koliko ¢ipke potrebujemo?

(A) 4m (B)48m (C)48cm (D)64dm (E)32m
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5.

Na katerem liku ni pobarvana ¢ lika?

(A) (C)

(D)

Srecko je pri igri na sreco zadel 500 000 tolarjev, vendar mora placati
davek v visini % tega zneska ter od preostanka nameniti 10% v

dobrodelne namene. Koliko mu ostane?

(A) 90000 tolarjev (B) 400000 tolarjev  (C) 410000 tolarjev
(D) 360000 tolarjev  (E) 100000 tolarjev

Na kosarkarski tekmi so gostje zadeli 24 koSev manj kot domacini.
Razmerje med Stevilom kosev, ki so jih zadeli domacini, in Stevilom
kosSev gostov je bilo 5 : 3. Koliko kosev so zadeli doma¢ini?

(A) 54 (B) 48 (C) 60 (D) 12 (E) 36

V cvetlicarni imajo rdece in rumene vrtnice, rdece gerbere in modre
irise ter dve vrsti zelenja. Na koliko razli¢nih nacinov lahko g. Pozor-
nik naroci Sopek, ¢e se je odlocil za sedem roz enake vrste in enake
barve ter za eno zelenje?

(A)6 (B)8 (C) 10 (D) 32 (E)7
Janez je nameraval kupiti 50 m elektri¢nega kabla. Trgovec je dolzino

kabla izmeril z metrsko palico, ki je bila za 1 em prekratka. Koliko
kabla je Janez dobil?

(A) 50 m (B) 49 m (C)495m (D)45m (E) 47,5 m



10. Tin in Sara sta jeseni zaklenila kolo s kljucavnico, ki se zaklepa s
Sestmestnim Stevilom, in to tevilo pozabila. Tin se spomni, da je bilo
stevilo deljivo s 6, Sara pa ve, da so bile prve stiri stevke tega Stevila
po vrsti 8, 6, 0, 5. Kateri par stevk jima lahko odklene kljucavnico?

(A) 6,6 (B) 3,5 (C) 1,4 (D) 4,1
(E) Takih stevk ni.

II. del
1. Maja je veckrat povabila 15 soSolk na sok.

A. Prejsnjo soboto je pol deklet popilo po 2 dl, pol pa po 3 dl soka.
Koliko litrov soka so v soboto popile vse skupaj z Majo?

B. V nedeljo so priredile piknik. Bilo je zelo vroce, zato je vsako
dekle popilo 0,5 1 soka. Koliko litrov soka so v nedeljo popile vse
skupaj z Majo?

C. Vceraj je vsako dekle med pogovorom najprej popilo po 2 dl
soka. Kasneje sta se jim pridruzila Majina star3a in so si vsi
skupaj ogledali fotografije s piknika. Med ogledom fotografij je
vsak izmed njih popil Se po 1,5 dl soka. Koliko litrov soka so
véeraj popili vsi skupaj?

2. Jata golobov je letela, s tal pa jih je opazoval neki golob in rekel:
“Koliko jih je! Zagotovo jih je stol”
Jata je odgovorila: “Ni nas sto. Ce bi nas bilo Se enkrat toliko, kolikor
nas je, in Se polovica naSega Stevila in e polovica te polovice, in ce
bi bil z nami e ti, bi nas bilo sto.”
Koliko golobov je v jati?

wal=

3. Ana je imela na verizici obesek v obliki pravokotnika.
Ena stranica je merila 1,6 cm, druga stranica pa 1,2 cm. /

Potem se ji je del obeska pri enem ogliséu odlomil, kot
kaze slika. Zlatar je obesek na enak nacin zbrusil Se
pri ostalih treh ogliséih, da je nastal manjsi stirikotni
obesek.

L1~

A. Kako se imenuje nastali stirikotnik?

B. Izracunaj plos¢ino novega obeska.

C. Koliko odstotkov ploséine starega obeska predstavlja ploi¢ina
novega obeska?
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4.

3. c razred je ob koncu ocenjevalnega obdobja pri matematiki dosegel
naslednji uspeh:

odl(5)

pd(4) ]

dh[._’r} T NSNS N S N

zd(2)

nzd(1) = 5t. uéencey
——tt—t+—t+—+—+—+—t+—+—+—t+—t+—+—+—t+—t+—+-

0 I 23 4 867 8 91019121514 151617 1819
A. Koliko dijakov je v razredu?
B. Kolikéna je povprecna ocena pri matematiki v razredu? Rezultat
zaokrozi na dve decimalki.
C. KolikSen odstotek ucencev je imel oceno vi§jo od 27
D. Koliko zadostno ocenjenih uéencev bi moralo imeti oceno 3, da

bi bila povprecna ocena v razredu 37

Resitve nalog z regijskega tekmovanja

I. Pravilni odgovori so zbrani v preglednici.

112{3(4(5|6(7][8]|9]|10
C|B|C|B|B[D|C|B|C|C

II/1. (A) Vseh deklet skupaj je 16. V soboto so popile 8-2 dl 8.3 dl =

=40dl =41 soka.

(B) V nedeljo so popile 160,51 =81 soka.

(C) Med pogovorom so spile 16 - 2 dl = 32 dl soka. Ko sta se jim
pridruzila Se starsa, je teh 18 oseb spilo Se 18-1,5 dl = 27 dl soka.
Tega dne so skupaj spili 32 dl +27dl =59dl =591 soka.

I1/2. Ozna¢imo Stevilo golobov v jati z x. Tedaj je x + = + %x + %x +

+ 1 =100, kar nam da « = 36. V jati je bilo 36 golobov.

IT/3. (A) Nastali lik je romb. (Pravilna odgovora sta tudi paralelogram

in deltoid.)
(B) Oznacimo a = 1,2 cm in b = 1,6 cm. Pri vsakem ogliséu je
a b

zlatar zbrusil trikotnik s ploséino 5-5-5 = 0,24 cm?. Stari obesek je
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imel ploséino ab = 1,92 cm?, novi pa ima ploséimo 1,92 — 4 - 0,24 =
= 0,96 cm?.
0,96

(C) Plostina novega obeska meri 1553 = 0,5 = 50 % plos¢ine starega.

I1/4. (A) V razredu je 3 + 4 + 14 + 8 + 2 = 31 dijakov.

(B) Povprecna ocena pri matematiki je
(C) Takih ucencev je 2t ~ 0,68 = 68%.

(D) Oznac¢imo iskano Stevilo uéencev z z. Tedaj je
3-5+4v4+(14+m:£i3+(8—:c)v2+2v1 =8 Yoengn da 29,

3-5+4-4+14-3+8-242-1 _
4 =2,94.

Drzavno tekmovanje

1. del

1.

Profesor matematike po nekaj letih sreca dijaka, ki je imel ves ¢as
Solanja probleme z matematiko. Zacudi se, ko vidi, da se fant vozi z
dragim Sportnim avtomobilom. Vprasa ga, kje dela, da tako dobro
zasluzi. Dijak mu odgovori: “V Avstriji kupujem svinénike po 20
centov in jih potem prodajam po 30 centov. Od teh 10 % lahko
¢lovek dobro zivi.” Profesor se nasmehne in si misli: “Matematika
mu Se vedno ne gre, znajde pa se.” Koliko odstotkov prodajne cene
znaSa zasluzek v resnici, ¢e zaokrozimo na cele odstotke?

(A)10% (B)33% (C)50% (D)66%  (E)100 %

Iz stirih enakih mrez, kot je mreza na spodnji levi sliki, sestavis stiri
kocke, ki jih zlepis v kvader, kot je narisano na spodnji desni sliki.
Koliksna je najvecja vsota pik na povrsini nastalega kvadra?
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Na tehtnici je na eni strani lubenica, na drugi strani pa sta polo-
vica enako tezke lubenice in utez za dva kilograma. Tehtnica je v
ravnovesju. Koliko tehta lubenica?

(A) 2 kg (B) 4 ke (C) 6 kg (D) 8 kg
(E) Ni mogote doloéiti.

Najmanjsi obseg ima pobarvan lik ob érki:

(A) 2 (B) (C)

(D) (E)

Proksima Kentavra, nasemu osoncju najblizja zvezda, je od Zemlje
oddaljena 4,25 svetlobnih let. Svetlobno leto je razdalja, ki jo svetloba
prepotuje v enem letu. Priblizno koliko kilometrov je to, ¢e svetloba
prepotuje v eni sekundi 300000 km?

(A) 134 milijonov km (B) 9,5 bilijonov km  (C) 110 milijard km
(D) 167 milijard km  (E) 40 bilijonov km

Koliksna je dolzina daljice AG, ¢e je vsaka izmed daljic AB, BC,
CD, DE, EF in FG dolga 1 m?
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11. del
1. Mama in héi pripravljata jabolka za jaboléno ¢ezano. Mama sama v

4.

desetih minutah olupi in o¢isti Sest jabolk, héi pa enako koli¢ino v 15

minutah.

A. Koliko ¢asa bi mama sama pripravljala 15 jabolk?

B. Koliko ¢asa bi héi sama pripravljala 15 jabolk?

C. Koliko ¢asa bi obe skupaj pripravljali 15 jabolk?

D. Koliko jabolk bi pripravili obe skupaj v tricetrt ure?

Dijak SRECKO SMOLA ljubi igre na sreco, najrajsi pa ima loto.

Prvié¢ je vplacal 10 evrov in potem vsakokrat dvakrat ve¢ kot pri

prejsnjem placilu. Sesti¢ je zadel dobitek, ki je 4800-krat veéji od

zadnje vpla¢ane vloge.

A. Koliko denarja je porabil, preden je zadel?

B. Koliko znasa dobicek?

C. Dijak bo &tiri petine dobi¢ka pametno naloZil v nadaljnje izo-
brazevanje. Koliko denarja mu ostane?

Ugenci 3. letnika so izvedli anketo o §tevilu otrok v druzinah. Rezultat
ankete je prikazan s frekvenénim kolacem. Odgovori na vprasanja.

9 druzin

2 druzini
0 otrok

1 druzina m 1 otrok
| druzina m 2 otroka
3 otroci

- 4 otroci

6 druzin 5 otrok

7 druzin

Koliko druzin je zajetih v anketo?

Koliko je vseh otrok v teh druzinah?

Koliksno je povpreéno stevilo otrok v druzinah?

Koliksen je odstotek druzin, ki imajo vsaj dva otroka?

Koliksen je odstotek otrok, ki zivijo v druzinah s petimi otroki?
Vse rezultate zaokrozi na eno decimalko.

Iz pipe, ki puséa, pritece v eni minuti 50 kapljic vode. 4000 kapljic
vode je 1 liter vode, ki ima maso 1 kg.

LY TS
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Koliko kapljic vode pritece iz pokvarjene pipe v enem dnevu?
Koliko litrov vode je to?

V koliksnem ¢asu bi s kapljicami napolnili lonec, ki ima prostor-
nino 15 litrov?

Koliko bi tehtal lonec, napolnjen z vodo, ¢ée je masa lonca 15 %
mase vode, ki je v njem?

Resitve nalog z drzavnega tekmovanja

I. Pravilni odgovori so zbrani v preglednici.

T1/1.

11/2.

11/3.

I1/4.

112|134 6
B|A[B|C|E|D

o

(A) Mama bi sama pripravljala 15 jabolk lﬁﬁ 10 = 25 min,

(B) H&i bi sama pripravljala 15 jabolk «15:5 +15 = 37,5 min.

(C) Mama pripravi % jabolka na minuto, héi pa { jabolka na
minuto. Skupaj pripravita % + % = 1 jabolko na minuto. Obe
skupaj bi pripravljali 15 jabolk 15 minut.

(D) V tricetrt ure bi obe skupaj pripravili 45 jabolk.

(A) Srecko je najprej porabil 10 + 20 + 40 + 80 + 160 + 320 = 630
evIov.

(B) Sesti¢ je zadel 320 - 4800 = 1536000 evrov, njegov dobiéek pa
je 1536000 — 630 = 1535370 evrov.

(C) Ker bo % dobi¢ka vlozil v nadaljnje izobrazevanje, mu ostane
Se + dobicka oziroma #1535370 = 307074 evrov.

(A) V anketo je zajetih 24+ 9+ 746+ 1+ 1 = 26 druzin.

(B) Vseh otrok skupaj je2-049-147-246-34+1-441-5 = 50.
(C) Povpreéno &tevilo otrok v druzinah je 32 ~ 1,9.

(D) Med 26 druzinami ima vsaj dva otroka 15 druzin, kar predsta-
vlja 18 = 0.577 = 57,7 % delez.

(E) Med 50 otroci jih 5 zivi v druzini s 5 otroci, kar predstavlja
% =0.1 =10 % delez.

(A) Dan ima 24 - 60 minut. V tem ¢asu iz pipe iztece 24 - 60 - 50 =
= 72000 kapljic vode.

(B) Ta kolicina prestavlja 72000 : 4000 = 18 1 vode.

(CP Ce v enem dnevu pritece iz pipe 18 1 vode, se 15 litrov natece
v 1524 = 20 urah.

(D) Voda tehta 15 kg, lonec pa 1—10% 15 = 2,25 kg. Voda in lonec
tehtata skupaj 17,25 kg.
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TEKMOVANJE V ZNANJU MATEMATIKE ZA
DIJAKE SREDNJIH TEHNISKIH IN
STROKOVNIH SOL

3. regijsko tekmovanje

Prvi letnik

A1. Koliko je vrednost izraza | — 3| + || — 1| — [2]|?
(A) —6 (B) —4 (C) 2 (D) 4 (E) 6

A 2. Zapisi naravna Stevila, ki dajo pri deljenju s 7 ostanek 2.
(A) 7,2k, ke N (B)2k+7,keIN (C)2
(D) 7,2 (E) Tk+2, ke INU{0}

A3. Poenostavi izraz (—z)® - (—z)% - (—(—x)*).
(A) —gl5 (B) 15 (C) 2120
(D) —z120 (E) Nié od navedenega.

A4. Resi neenacbo 8 — 16z < 4a? — (22 + 1)2.
(A)z>3 B)z<3 (C)z>3
D)z <1 (E)0<z<3

Ab. Bron je zlitina bakra in kositra v razmerju 47 : 3. Koliko kositra je v

spomeniku iz brona, ki tehta 350 kg?

(A) 7kg (B) 21 kg (C) 300 kg
(D) 329 kg (E) Ni¢ od navedenega.
2! 4204271

AB6. Izracunaj vrednost izraza 27323521

(A) 6 (B) 8 (C) ¥ (D) 24 (E) 512

B1.

Produkt dveh zaporednih naravnih stevil za stevilom n je za 600 vegji
od produkta dveh zaporednih naravnih Stevil pred stevilom n. Doloéi
stevilo n. Zapisi resitev.
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B2. Planet Jupiter obkrozi Sonce v dvanajstih letih, planet Saturn pa v
tridesetih letih. Leta 1941 sta bila oba na isti strani Sonca in smo
ju z Zemlje videli oba skupaj. Katerega leta smo ju nazadnje videli
skupaj? Katerega leta se bo dogodek prvi¢ ponovil? Zapisi odgovora.

B3. Izra¢unaj vrednost izraza (a? — ab+ b%) : (2a® — 6b), e jea—b =3
2a-b) a+2
n 3 g =1L

B4. Bazen polnijo tri cevi. Prva cev sama napolni bazen v §tirih urah,

druga v desetih, tretja pa v dvajsetih urah. Koliko odstotkov bazena
je napolnjenega, ¢e vse tri cevi odpremo za dve uri? Zapisi odgovor.

Drugi letnik

A1. Zapisi enacbo premice, ki poteka skozi tocko A(m,0) ter presecisce
premicy=w7—2ziny=m— 3.
(A)y=2z+m B)y=—z+w Cly=z—m

(D)y=2n (E) Ni¢ od navedenega.

A2. Za premico z enacbho 3’3'” - § = 1 velja:
(A) odreze odsek 3 na osi  in —3 na osi y,
(B) odreze odsek 2 na osi z in —3 na osi y,
(C) odreze odsek % na osi z in 3 na osi y,
(D) odreze odsek % na osi  in —3 na osi y,
(

E) ne seka osi .

A3. Za kateri n velja enakost 32002 — 32001 | 32000 _ 31999 _ 5, (31999)9

(A) 18 (B) 19 (C) 20
(D) 21 (E) Ne obstaja taksen n.
Ad4. Poenostavi izraz ————— Kaj dobis?
Ve i
(A) V3 + 5 (B)a+y (©) 22—y

(D) zy (E) vz -y
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A5. Suplementarni kot kota a: meri 78°18’53"”. Koliko meri kot a?
(A) 102°42"7" (B) 12°42/7" (C) 11°417"
(D) 53° (E) Ni¢ od navedenega.

A6. Za koliko odstotkov se poveéa oziroma zmanjda ploiéina pravokotnika,
¢e eno stranico podaljsamo za 20 % njene dolzine, drugo pa skrajsamo
za Cetrtino njene dolzine?

(A) Poveca se za 5 %. (B) Zmanjsa se za 10 %.
(C) Poveca se za 15 %. (D) Zmanjsa se za 1 %.

(E) Ploscina se ne spremeni.

B1. V enacbhi premice z 4+ my — 4 = 0 doloéi m tako, da bo razdalja med

preseci§éema premice s koordinatnima osema enaka 24/5.

B2. Ce koren nekega stevila delimo z 51,, dobimo ravno toliko, kot ¢e stevilo
zmanjsamo za 3. Katero stevilo je to? Ali je takih stevil ve¢?

B3. V trikotniku ABC meri kot a = 58° in kot 3 = 84°. Koliko meri kot
x med simetralo kota v in viSino na stranico ¢?

B4. lzra¢unaj natanéno, brez uporabe Zepnega rac¢unala:

9% [y S i
Coap - (3) oot

Tretji letnik
A1l. Dana je funkcija s predpisom f(z) = —2(z 4 3)? + 2. Katera trditev
je pravilna?
(A) Funkcija je povsod padajoéa.
(B) Teme je v tocki T'(3,2).
(C) Funkcija nima realnih nicel.
(D) Graf je parabola, ki je zrcalno simetri¢na glede na premico
B =
(E) Nobena izmed navedenih trditev ni pravilna.
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A2,

A3.

Ad4.

AS5.

A6.

B1.

B2.

B3.
B4.

Katera funkcija je prikazana na danem

grafu? 3;“
(A) f(z) =2 (B) f(z) = —a3+1 Y

(C) flz)=2° -1 (D) f(z) =2
(E) Ni¢ od navedenega.

|
[
I
Q
(o]
BY

-1
1 2z+5 —~2
Zapisi resitev enacbe ( ) = GeR—d

3
(A)z=-3 (B) % (C)z=3
(D) z =3 (E) T =
Kaj velja za stevili a = logg « in b = log, «7
(A)a<bzavsak x > 1 (B)a>bzavsak z > 1
(C)a#bzavsakz >0 (D) alog4 = blog3 za vsak = > 0

(E) ab =log, z za vsak > 0

Koliko je a, e ima enacba x? = 3(az —3) natanko eno realno resitev?
(A)a=2alia=-2 (B)a jelahkole 2 (C)a=4
(D)a=6alia=-6 (E) a=§

z? + 5z + 4,

224+ 62+9°

(A) nikoli  (B) enkrat  (C) dvakrat (D) trikrat (E) stirikrat

Kolikokrat spremeni predznak funkeija f(z) =

Krogu s ploséino 100w cm? vértamo pravokotnik, katerega dolzini
stranic se razlikujeta za 4 cm. Izracunaj ploséino pravokotnika.

Koliko je 12 % od stevila {/{\/5 +2)(V5 — 2) + 27198100017 Zapisi
odgovor.

z(x+1)
z+2

Pokazi, da je polinom p(z) = o* — 223 + 522 — 4z + 4 enak kvadratu
nekega polinoma.

Skiciraj graf funkeije f(z) =
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Cetrti letnik

Al.

A2.

A3.

A4.

AS5.

A6.

B1.

Katera kocka je razgrnjena v mrezo?

(A)(B)(C){D)(E) ll éﬁ

Kolik3na je najve¢ja vrednost funkcije g(z) = 24 — 5sina?

(A) 14 (B) 19 (C) 24

(D) 34 (E) Ni¢ od navedenega.

Koliko je dolga telesna diagonala kocke z robom a?

(A) 3a (B) a® (C) av2

(D) av/3 (E) Ni¢ od navedenega.

Tricleno naras¢ajoce aritmetiéno zaporedje s srednjim ¢élenom 10 po-

stane geometrijsko, ¢e ta ¢len zmanjsamo za 2. Kaj sklepamo?

(A) Aritmetic¢no zaporedje je 3,10,17.

(B) Aritmeti¢no zaporedje je 4,10, 16.

(C) Geometrijsko zaporedje je 8, 8, 8.

(D) Geometrijsko zaporedje je 1,8, 64.

(E) Iz aritmeti¢nega zaporedja na opisani na¢in ni mogoée dobiti
geometrijskega.

V skupini dvajsetih fantov tehta vsak povpreéno 62 kg. Ce se fantom
pridruzi Se ucitelj, je vsak v povpre¢ju tezak 63 kg. Koliko tehta
ucitelj?

(A) 62 kg (B) 73 kg (C) 83 kg (D) 93 kg
(E) Ni mogoée izracunati.

cosa  sina

Poenostavi izraz ( ) ((tga+ctga —1).

tg o ctg o
(A) sin® o + cos a (B) sinev + cos v (C) tgx
(D) ctgar—1 (E) 1

. . . z+3 z-1 . x+43 . ;
Dani so izrazi i in i1 . Dolo¢i z tako, da bo drugi
. 2 —-4" -2  z+2
izraz aritmeti¢na sredina prvega in tretjega.
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5}
B2. Izracunaj sin(2a + ), ¢e je sina = B in je o ostri kot.

B3. V mestni bolnisnici lezi 120 bolnikov. Po jutranjem merjenju srénega
utripa je glavna sestra meritve uvrstila v 8 frekvenénih razredov.
Izracunaj aritmeticno sredino meritev in standardni odklon.

gtevilo utripov na minuto | frekvenca
60 — 64.9 23

65 — 69,9 16
70— 74,9 15
75— 79,9 32

80 — 84,9 24

85 —89.9 6

90 — 94,9

95 —99,9

B4. Dana je kroznica k s polmerom R. Na
premeru AB sta taki tocki C in D, da
velja |AC| = |CD| = |DB|. Nad AC
in AD sta narisani polkroznici na eni
strani daljice AB, nad DB in C'B pana
drugi strani (glej sliko). Izrazi ploséino

osencenega lika z R.

Resitve nalog regijskega tekmovanja

Prvi letnik

naloga Al

A2

A3

A4

A5

A6

odgovor | D

E

B

C

B

B

Ad. Neenaébo preoblikujemo v 8 — 16z < —4z — 1, ki ima resitev « > g—.

A5. Zaradi razmerja 47 : 3 je v 50 kg brona 3 kg kositra, v 350 kg brona

pa 21 kg kositra.
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B1.

B2.

B3.

B4.

Naj bo iskano naravno stevilo n. Tedaj je (n — 2) - (n — 1) + 600 =
= (n+1)-(n+2), od koder dobimo n? — 3n + 2+ 600 = n? + 3n + 2
in izrazimo n = 100.

Ker je najmanjsi skupni veékratnik stevil 12 in 30 enak 60, vidimo
Jupiter in Saturn skupaj na isti strani Sonca vsakih 60 let. Nazadnje
je bilo to leta 1941 + 60 = 2001, prvi¢ pa se bo dogodek ponovil leta
2001 + 60 = 2061.

Iz a — b = 3 izrazimo a = b+ 3 in vstavimo v enacho @ = %25 =
= 1, od koder dobimo b = 2 in je torej @ = 5. Izraéunani vrednosti
vstavimo v izraz (a® — ab + 02) (2a® — 6b) in dobimo rezultat 1

V eni uri napolni prva cev — bazena, druga -} 10 111 tretJa 55 bd.ZLna
Ce vse tri cevi odpremo za dve uri, napolnijo 3 o + + 55 10 10 ba7ena,
kar je 80 %.

Drugi letnik

Al.

A2.

A3.

Ad.

AS5.

AG6.

naloga | Al | A2 | A3 | Ad | A5 | A6
odgovor | B D C A E B

Premici z enacbama y = m—2x in y = m— § se sekata v tocki B(0, 7).
Enacba premice skozi tocki A(m,0) in B(0,x) je y = —z + .

Dano enacbo premice lahko pr(‘DhllkUJemG v odsekovno obliko
+ % =1, od koder preberemo odseka: 3 na osi x in —3 na osi y.

5

Ce na levi strani enakosti izpostavimo 3'99%, dobimo 31999 . (33 — 32 +

+3—1)=20-31999,

Izraz v Stevcu zapiSemo kot razliko kvadratov, ki jo razstavimo:

Ve —(vB)? _ (VE— DIV _
Va=i Viegg = VBT

Suplementarni kot kota 78°18'53" je 101°41'7", zato je pravilen od-
govor (E).
Plos¢ina pravokotnika s stranicana 1.2a in 0.75b je %—%% cab = T% - ab,

torej je za 10 % manjsa od ploSéine pravokotnika s stranicama a in b.
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B1. O¢itno mora biti m # 0, sicer pre- w
mica ne bi sekala ordinatne osi. Pri 1

tem pogoju premica seka ordinatno ™ =
os v tocki N(0,2). Abscisno os .
seka v tocki M(4,0). Veljati mora - = '/’4&
\/16 + 2% = 2V/5, od koder izrazimo g
m? = 4 oziroma m = £2. o2

B2. Enacbo /z : 5 = z — 3 preoblikujemo v 2% — 10z + 9 = 0, ki ima
refitvi 1y = 9 in w9 = 1. Stevilo 9 ustreza pogoju naloge, saj je
V9: 1 =9-3, stevilo 1 pa ne, saj imamo v1:1 #1-3.

B3. Kot z lahko izracunamo na dva nacina, C
in sicer z = 2 —(90° - 5) = 19° —6° =
=13 aliz =90°-a—- = 32° -
—19° = 13°.

A B

—9)=a 2. r = =i

((_0)2)3 _(‘5') 3'(—3) 2017 = —3-
_ 125 (1 B 10) 1 125 125

8 9

B4. Ratunamo:

9 8 72°
Tretji letnik

naloga Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6
odgovor | D C B B A C

A1. Iz zapisa funkcije vidimo, da je njen graf parabola s temenom 7'(—3, 2)
in je zrcalno simericna glede na premico # = —3.
A3. Enacbo preoblikujemo v 37275 = 36*=3  zat0 je —22 — 5 = 62 — 3,

od tod pa z = —1.

A4. Logaritemska funkcija z vi§jo osnovo pocasneje narasca kot funkcija
z niZjo osnovo, zato je a > b za vsak z > 1.

A5. Dano enaébo preoblikujemo v 22 — 3az +9 = 0. Njena diskriminanta
je D = 9a® — 36 in je enaka ni¢, ¢e je a = 2 ali a = —2.
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A6.

B1.

B2.

B3.

B4.

2
: z*+5x+4 (z+4)(z+1)
K = =

er je f(2) z24+6zx+9 (z+3)2
funkcije dve niéli prve stopnje in en pol druge stopnje, zato dvakrat
spremeni predznak.

, ima graf te racionalne

Iz mr2 = 1007 izra¢unamo r = 10 cm
]

nato pa uporabimo Pitagorov izrek:
a® + (@ + 4)? = (2r)2. Od tod

izra¢unamo a; = 12 in ay = —16.
Upostevamo le pozitivno resitev: stra- ;
nici pravokotnika sta dolgi 12 c¢m in " a

16 cm, njegova ploséina je 192 cm?.
Ko Pitagorov izrek preoblikujemo v
kvadratno ena¢bo a? + 4a — 192 = 0,
vidimo, da je a(a +4) = 192. Slednje 8-+ 4
je ravno zapis ploséine pravokotnika

s stranicama e in a + 4. Ne da bi

izracunali dolzini stranic, vemo, da je plos¢ina 192 cm?.

I[zra¢unamo najprej f/(\/_-i- 2)(\/_ 2)+2‘ 10810 0,01 — /7490810100 —
1+ 4 = 5, nato pa pois¢emo 100 5= —

Iz zapisa f(z) = E%HTU vi-
dimo, da ima graf funkcije

I
1
|
TR 2 1
nici 3 = 0 in 29 = -1 \ A
]
i
]
)

ter pol z, = 2. Ce zapis 1 4 7
preoblikujemo v f(z) = z — gt ,1/_)___,
-2 — 202 z

graf funkcije asimptoto y = E
= x — 1 in da le-te ne seka. :r
Nato §e skiciramo graf. )

“ 0

Ce zapisemo p(:c) = (q(sc))z, domnevamo, da je q(z) = 2% + az £ 2.
Tedaj je (g(z )) = z* + 2a23 + (-:12 + 4)z% £ 4azx + 4. Ce primerjamo
koeficienta pri 2® polinomov p(z) in (g(z))2, ugotovimo, da mora biti
a = —1, e pa primerjamo $e koeficienta pri 2 oziroma z, ugotovimo,
da ima stalni ¢len polinoma ¢(z) pozitiven predznak. Imamo torej
eno samo reditev: p(z) = (z? — z + 2)%.



Cetrti letnik

A2,
A4.

AS5.

AS6.

B1.

B2.

B3.

B4.

naloga Al | A2 | A3 | A4 | A5 | A6
odgovor | C E | D B C B

Najveéja vrednost funkeije g(x) je 29, zato je pravilen odgovor (E).

Tricleno naraséajoce aritmeticno zaporedje s srednjim ¢lenom 10 lah-
ko zapiSemo 10 — d, 10, 10 + d, kjer je d > 0. Ustrezno geometrijsko
zaporedje je 10 —d, 8, 10 + d in velja % = %‘1!, od koder je d* =
= 36, zaradi pogoja d > 0 pa imamo le resitev d = 6. Aritmeticno
zaporedje je torej 4, 10, 16.

Vsi fantje skupaj tehtajo 20 - 62 = 1240 kg, skupaj z uciteljem pa
21 - 63 = 1323 kg. Ucitelj tehta 83 kg.

Pisemo: (C?—;S;' + —:tg‘:!) D (tga +etga — 1) = (—“‘52“ + ”—i“n“) -

sin o €Os x
( sin o cosa 1) _ cos® atsin®a | sin o cos o A
cos o sin o Sin o cos a sin? a+cos? ae—sin a cos a

(cos ar+-sin ar,)(l::os2 a—sin a cos a+sin® a)
sin® a+cos? a—sin a cos a

= sin & + COoS ox.

p—1 Sty el
Pogoju naloge je zadoséeno, ¢e velja — o4 5 Ll , enacbo pa
lahko preuredimo v 2 = 1, ki ima resitvi z; = 1 in zo = —1.

Ker je o ostri kot, je cosa = V1 —sin’a = 1—3 Nato izracunamo

sin(2a +7) = —sin2a = —2sinacosa = —2- 3% - 12 = — 1%,
Najprej izra¢unamo sredine razredov, nato pa T = —1% - (62.45- 23 +

+67.45-16+472.45-15+77.45-32+82.45-24 +87.45-6 +92.45-2 +
+97.45-2) = 335 - 8964 = 74.7. Po formuli izracunamo Se standardni
odklon, ki znasa 8.5.

Ploséina osencenega lika iz naloge je
enaka ploscini osencenega lika na desni
sliki, to je razliki med ploscino kroga
s polmerom %R in ploséino kroga s
polmerom }R: S = n(3R? — §R?) =
—TR2.

S,
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3. drzavno tekmovanje

Prvi letnik

- -2_p-2, =4 p—1 _ o
1. Vemo,dajed= So—pr in B= (ot o= — z=amer ) (07 =471)-

(a2 +b72)"1. Dokazi, da je A= B~

2. Trije razredi so zbirali papir. Razred A je zbral 20 % ve¢ papirja
kot razred B, razred B pa 20 % manj papirja kot razred C'. Koliko
kilogramov papirja so zbrali posamezni razredi, ¢e je skupaj zbranih
759 kg papirja? Zapisi odgovor.

3, Tocka T(a++/2,v/2—a) naj bo enako oddaljena od tock A(—v/2,/2)
in B(\/ia _\/i)
a) Dolo¢i vrednost parametra a.
b) Izraéunaj plo§éino trikotnika ABT.

4. Naloga iz zbirke LILAVATI, indijskega matematika Bhaskare:

Za zmeraj isto sem ceno kupil zate

teh osem rubinov, zatem smaragdov deset
in nazadnje Se biserov sto,

ki nosis jih zdaj na uhanih.

Ce zberem skupaj po enega

iz vrste vsake zlahtnih kamnov teh,

bo njih cena le za kovance tri manjsa,
kot je polovica od sto.

O, vedro dekle,
ée si v racunanju spretna dovof)j, le brz povej mi,
koliko je kovancev tedaj vsak od teh kamnov me stal.

5. Dokazi, da vsota petih zaporednih naravnih &tevil ne more biti pra-
stevilo.

Drugi letnik

1. Poenostavi izraz

3 _ — p2
2:+\3/3-\/$9 e 3‘1’ (z—vz 1)

2. Dani sta premici z enacbama (1 — a)z — 2ay — 2 = 0 in —2z + ay —
— 1 = 0. Dolo¢i a tako, da se bosta premici sekali na simetrali lihih
kvadrantov.



V pravilnem Sestkotniku ABCDEF s stranico dolzine a se nosilki
stranic AF' in DFE sekata v tocki T. Natanéno izra¢unaj dolzino
daljice BT.

Dan je trapez s podatkia = 7, b =4, ¢ = 3 in f = 90°. Izracunaj
kot med diagonalama trapeza na stotinko stopinje natanéno.

3_2 2 —1
Dani funkeiji f(z) = == 5”’ z+ 3“ doloci parameter a tako, da
a —Q

bo graf funkcije sekal ordinatno os nad koordinatnim izhodiséem in
da bo funkcija padajoca.

Tretji letnik

1.

5.

Poslovodja je nabavil puloverje in zanje placal 960 tisocakov. V
trgovini jih je prodajal po 12 tisocakov. Dobicek, ki ga je ustvaril
pri prodaji vseh puloverjev, je bil enak znesku, ki ga je dal za 60
puloverjev. Koliko puloverjev je nabavil? Zapisi odgovor.

Resi sistem enacb 3% - 2¥ = 648 in logs(z — y) = 0.

Resi enacho log, (5 - V/5) — i- = (log, V5)2.

Zapisi enacbo polinoma 3. stopnje (lahko tudi v razstavljeni obliki),
katerega graf poteka skozi tocke A(4, —5), B(—1,0), C(0,5) in D(5,0).
Skiciraj graf polinoma.

Poiséi vse celostevilske resitve enacbe 22 4 73 = 3.

Cetrti letnik

1.

Dana je funkcija f(z) = cosw — sinz.
a) Pokazi, da funkcija ni niti soda niti liha.
b) Pokazi, da je f(z) = —v/2sin(z — Z), in zapisi zalogo vrednosti.

Dokazi, da sestavljajo razlike kvadratov zaporednih naravnih stevil
aritmetic¢no zaporedje.

Zenin in nevesta sta naroéila trinadstropno torto iz treh enako visokih
tort na med seboj povezanih in enako oddaljenih podstavkih. Razmik
med sosednjima podstavkoma je bil 11 c¢m, trinadstropna torta pa
je bila visoka 30 cm. Spodnja torta je bila najvecja, premer vsake
naslednje pa je bil za 6 cm krajsi od premera prejsnje.

S trinadstropno torto sta nahranila sebe in e 28 svatov. Upostevaj,
da je vsak v povpreéju pojedel 24 dag torte in da 777 cm? torte tehta
10 dag. Kolik je bil polmer spodnje (najveéje) torte?
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4. Poisci nicle funkeije f(z) = v/1 — cos? 2z in narisi njen graf na inter-

valu [—m, 27].

Na dveh Solah so neopravicene izostanke prikazali z grafikoni. Na

prvi soli (Soli A) so podatke prikazali z dvema histogramoma.

5.
STEVILO DIJAKOV PO RAZREDIH
31
> 28
2
.
g
N
20
la 1b 2a 3a 4a 45b
Razredi

STEVILO NEOPRAVICENIH UR

3a
Razredi

da 4b

Na drugi $oli (soli B),
na kateri je 200 dijakov,
so podatke prikazali s
strukturnim krogom.

NEOPRAVICENI IZOSTANKI (v urah)

0 do 4
Bs5doo
[] 10 do 14
B 15 do 19
20 do 24
28 %
a) Za vsako Solo razvrsti podatke v ustrezno preglednico.
Sola A Sola B
stevilo | neopr. frekvené- | odsto- | stevilo | povprecje x
tieat dijakov | ure ni razred | tek |dijakov| razreda amnoZek
la 0—4
1b 5—9
2a 10 — 14
3a 15— 19
4a 20—24
4b

b) Koliko znasa povpreéno stevilo neopravicenih ur na dijaka na posame-

zni Soli? Zapisi odgovor.
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Resitve nalog drzavnega tekmovanja

Prvi letnik

b2—qa?
1. Najprej poenostavimo izraz A: ~-2— = & ba)(b ZG) = b-’-bﬂ, nato
e (b—a)a a
a Se izraz B: ﬂl_i 'b—a‘ k —(b = G).
3 "\ T2 T B T \b-a bta
ab(lb—a) b*+ab—ab+a® ab(b—a) ab .
. — . = 0 d 3 d_- 2
b? + a? (b—a)(b+a) b? + a? b+a adnn, Oe 2o

velja A= B~

2. Denimo, da je razred C zbral z kg papirja. Tedaj je razred B zbral
0.8z kg papirja, razred A pa 1.2-0.8 -z = 0.96x kg papirja. Velja
z + 0.8z 4+ 0.96z = 759, od koder izracunamo = = 275, nato pa Se
0.8z = 220 in 0.96x = 264. Razred A je zbral 264 kg papirja, razred
B 220 kg in razred C' 275 kg papirja. y A

3. Da bo totka T enako oddaliena 4 v2 -
od tock A in B, mora veljati 1

\/(a+\/§+\/§)2+(\/§—a—\/§)2 =

= /(@ +vZ- V2?2 +(VZ-a+ V22,
od koder dobimo a® + 4av/2 + 8 4 a® =
= a® 4+ 8 — 4a+/2 + a? oziroma 8av/2 = 0
in konc¢no a = 0. _J3t B
Tocke A, B in T so ogliséa enakokra-
kega pravokotnega trikotnika s katetama

dolzine 2v/2. Plostina tega trikotnika je

8 \ra

2v2 - 2v/2
2

4. Denimo, da je rubin stal & kovancev, smaragd y kovancev in biser z
kovancev. Prvi del naloge pove, da je 8z = 10y = 100z, od koder

lahko izrazimo = = 32‘52 in y = 10z. Besedilo drugega dela naloge

prepisemo v enacho z +y+ 2z = 1_gg — 3. Zapisemo torej lahko %z +
+ 10z + z = 47 in izrazimo z = 2. Biser je stal 2 kovanca, smaragd
%O kovancev, rubin pa 25 kovancev.

5. Ce vzamemo pet zaporednih naravnih Steviln — 2, n — 1. n, n+ 1
in n+ 2, je n > 3, vsota teh Stevil pa je 5n. Stevilo 5n je za n > 3
sestavljeno.

Ce vzamemo pet zaporednih naravnih steviln, n+1, n+2, n+ 3 in
n+4, je n > 1, vsota teh stevil pa je 5n + 10 = 5(n + 2). Stevilo
5(n + 2) je za n > 1 sestavljeno, saj je n+ 2 > 3.

=4,
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o,

Drugi letnik

15

Izraz poenostavimo: (:1:+ \3/3' \/ 1‘9_1 + I_ar'z) (r—Ve-1) =
= (z:—l— {/3-\/5&?—_3{2—) (z—vVz-1) = (3:+ Y ($—1)3) .

(fe—vVz-1)=(z+vVe-1)-(x—vVr-1)=2?—z+1.

Ce je a = 0, sta premici med seboj vzporedni (njuni enacbi sta tedaj
z—2=0in 2z + 1 = 0), zato privzemimo, da a # 0. Izrazimo y =
= =222 4 prve in y = 22t iz druge enacbe. Izenacimo dobljeni
desni strani “;;y = 2211 in enacbo preuredimo v (—a —3)z = 4,
od koder izrazimo r = —ﬁ, ¢e je a # —3 (prepricamo se lahko,
da predstavljata dani enacbi dve vzporedni premici, ée upostevamo
a = —3). lzrazimo Se ordinato preseciscéa: y = a‘%‘fa—) Vsaka tocka
na simetrali lihih kvadrantov ima absciso enako ordinati, zato mora

veljati ——ﬁﬁ = ﬂ“a_f , od tod pa konéno dobimo a = 1.
S skice razberemo, da je T E

|DT| = 2a, |BD| pa je enaka
dolzini dveh visin enakostrani¢éne-
ga trikotnika s stranico a, torej

D
.

B

c

|BD| = av/3. Dolzino daljice BT c
izra¢unamo po Pitagorovem izreku:
|BT| = +/|DT|?+|BD|2 =
= V4a® + 3a® = a/7.
A

Oznaéimo ¢ = <BAC in € = D ¢
4 ABD = «BDC. V pravokotnih $
trikotnikih ABC in BC'D dobimo
tgp = % oziroma tge = 3, tako E b
da je ¢ = 29.74° in € = 53.13°
ter <AEB = 97.13°. Kot med
diagonalama je 82.87°, % P

A a B
Dana funkcija je padajoca, ce velja 30125“ < 0. Njen graf seka or-
dinatno os nad koordinatnim izhodiséem, ce velja % > 0. Prva
neenacba je izpolnjena, ¢e imata Stevec in imenovalec ulomka 3({?;

razli¢na predznaka, to je za a < —5 ali za a > % Druga neenacba je



izpolnjena, ¢e imata Stevec in imenovalec ulomka %f:al enaka pred-
znaka, to je za 3 < a < 3. Obe neenaébi sta izpolnjeni, ée je % <a<
< 3.

Tretji letnik

1.

Denimo, da je poslovodja nabavil z puloverjev po nabavni ceni c.
Tedaj velja z-¢ = 960000 in z-12000 = 960000+ 60c. Iz druge enacbe
izrazimo ¢ = 200x — 16000 in vstavimo v prvo, ki jo preuredimo v
kvadratno enaébo 200z — 16000z — 960000 = 0, poenostavimo v x2% —
— 80z — 4800 = 0 in razstavimo (z — 120)(z+40) = 0. Edina smiselna
resitev enache je x = 120. Poslovodja je nabavil 120 puloverjev.
Najprej iz logs(z — y) = 0 sklepamo, da je  — y = 3° = 1 oziroma
r = y+ 1. Nato drugo enacbo zapisemo 3¥+! . 2¥ = 648 oziroma v
obliki 3 - 3¥ - 2¥ = 648 in poenostavimo v 6Y = 216 = 6, od koder
preberemo y = 3 ter izraunamo e x = 4.

Enacbo lahko poenostavimo v 3 log, 5—2 = (3 log, 5)?. Ce oznacimo
log, 5 = t in ena¢bo poenostavimo, dobimo t? — 6t + 5 = 0, ki ima
resitvi t; = 1in ¢3 = 5. Iz log, 5 = 1 dobimo z; = 5, iz log, 5 = 5 pa
z® = 5 oziroma x5 = V/5.

Tocki B in D sta ni¢li polinoma,

zato lahko zapiSemo y = yp
= a(z+1)(z—5)(z —z3). Po-
linom seka ordinatno os v tocki c
C(0,5), torej je 5 = a-1-(=5) -
- (—x3) oziroma baxz = 5, od

koder dobimo z3 = I, saj je

a # 0. Konéno upostevamo, da gre
polinom skozi tocko A, pa imamo
~5=a-5-(-1)-(4— 1) oziroma
a-(4— %) = 1, od koder izrazimo B 1 D
a = 1. Polinom ima enatbo y =
== % (z+ 1)(z — 5)(z — 2).

HY
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Enaébo preoblikujemo v y? — z? = 73 oziroma v (y+z)(y—=z) =T3.
Stevilo 73 je prastevilo, zato ga lahko razcepimo le na stiri naéine:
73-1,1-73, =73-(—1) in —1-(—73). Tako pridemo do stirih sistemov
enach, ki jih re§imo:

y+x="173 y+x=-T73 y+z=1 y+z=-1
y—z=1 y—xz=-—1 y—o="T3 y—xr=-—73

y =37 y =37 y=-=37 y=-=37
#=36 r=—236 r=—36 =36

Cetrti letnik

1.

Ker se f(—xz) = cos(—z) — sin(—z) = cosz + sinz razlikuje od f(z)
in od —f(—=x), funkcija f(x) ni niti soda niti liha.

Pisimo: —v/2 sin(z — §) = —V2(sinzcos T — coszsin ) = cosz —
—sinz = f(z). Ker je zaloga vrednosti funkcije g(z) = sin(z — %)

4
enaka [—1, 1], je zaloga vrednosti funkcije f(z) enaka [—v/2,v/2].

Vzemimo zaporedni naravni Stevili n in n+1. Razlika njunih kvadra-
tov je enaka (n+ 1)2 —n? = 2n+ 1. Ce n povetamo za 1 (vzamemo
naslednji zaporedni naravni §tevili), dobimo ((n + 1) + 1) — (n +
+1)2 =2(n+1)+1 = 2n + 3. Razlika kvadratov dveh zaporednih
naravnih Stevil se torej poveca za 2. Ker to velja za katerakoli dva
zaporedna para po dveh zaporednih naravnih stevil, tvorijo dobljena
Stevila aritmeticno zaporedje.

Torto je pojedlo 30 ljudi. Ker je vsak v povprecju pojedel 24 dag, je
trinadstropna torta tehtala 30 - 24 = 720 dag. Njena prostornina je
bila % = 55447 cm®.

Ce je visina posamezne torte enaka v, razmik med posamezno torto
in podstavkom nad njo pa z, velja v+ 2z = 11 in 3v+ 2z = 30. Iz teh
dveh enaéb izracunamo v = 8 cm.

Polmere posameznih tort ozna¢imo z r, 7 — 3 in r — 6. Tedaj je
712 v+ 7w(r — 3)2 - v+ w(r — 6)% - v = 55447, Enacbo lahko poeno-
stavimo (upostevamo, da je v = 8 cm) v 3r2 —18r+45 = 693 oziroma
r? — 6r — 216 = 0 in razstavimo (r — 18)(r + 12) = 0. Edina smiselna
resitev enacbe je r = 18. Polmer spodnje (najvecje torte) je bil 18 cm.
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4. Najprej zapisemo f(z) = V1 —cos? 2z = Vsin? 2z = | sin2z|. Nicle

funkcije so z = ’“2—“, keZ.

y A

5. Najprej izpolnimo preglednici.

Sola A
razred | SN0 | MooPr
la 30 105
1b 28 80
2a 26 100
3a 2T 85
da 26 130
4b 23 110
160 610
Sola B
Fokvens, oo | sevllo Toovprel | onnoek
0—4 34 68 2 136
5—9 16 30 T 210
10—-14 28 56 12 672
15—19 10 20 17 340
20 — 24 13 26 22 572
200 1930

Povpreéno §tevilo neopravicenih ur na dijaka na soli A je
7 — 105480+100+85+130+110 _ 610 _ 3 g1
~ T 30428+26+27+26+23 A0 PR
na Soli B pa
7 — 68:24+30:7456:12420.17426.22 _ 1930 _ g g5
200 = app; T

y:
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TEKMOVANJE 1Z ZNANJA POSLOVNE
MATEMATIKE

1. Solsko tekmovanje

1. skupina (nizja stopnja zahtevnosti)

1. Prvotna cena blaga je bila 40.520,00 SIT. Blago se je najprej pocenilo
za 13 %, sledila je podrazitev za = %, nato ponovna podrazitev
za 15 %. Kupec je moral poravnati tudi stroske dodatnih storitev
v visini 1.325,00 SIT, tako da je na koneu placal skupaj s stroski
63.941,70 SIT.

a) Kolikéna je bila neznana podrazitev v odstotkih?

b) Koliko odstotkov znasa skupna sprememba cene (od prvotne do
konéne)?

¢) Izrazi v odstotkih stroske dodatnih storitev po 15 % podrazitvi.

d) Za koliko odstotkov bi se moralo blago trikrat zapored podraziti
za enak odstotek, da bi bila konéna cena tega blaga 85.730,00 SIT?
Upostevaj, da je zacetna cena 40.520,00 SIT.

2. Razdeli 6600 kg blaga med &tiri poslovalnice, za katere imamo nasle-
dnje podatke:

poslovalnica  Stev. zaposlenih  stroski poslovanja

A 5 108.000,00 SIT
B 4 144.000,00 SIT
8 6 72.000,00 SIT
D 5 216.000,00 SIT

a) Razdeli blago premo sorazmerno s stevilom zaposlenih,

b) Razdeli blago obratno sorazmerno z obsegom stroskov poslova-
nja.

c) Razdeli blago premo sorazmerno s Stevilom zaposlenih in hkrati
obratno sorazmerno z obsegom stroskov poslovanja.

d) Blago razdeli tako, da poslovalnica A dobi 20 % ve¢ blaga kot
poslovalnica B, poslovalnica C dobi 40 % manj blaga kot po-
slovalnica A in poslovalnica D 1,5-krat toliko kot poslovalnica
C.

e) Za koliko odstotkov veé/manj blaga dobi poslovalnica A od po-
slovalnice C, ¢e upostevas podatke iz naloge c¢?

3. Zlatar je pri izdelavi zlatega predmeta zlil skupaj 5 g zlate rude (pri
¢emer je zlata 916,67 promilov, ostalo je baker), 8 g ¢istega zlata
in baker. Izdelal je zlati predmet teze 17,76 g. Nabavna cena 1 g
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cistega zlata je 5.000,00 SIT, 1 kg bakra pa 2.000,00 SIT. Zlatar
je zlati predmet izdeloval 6 ur in 35 minut. Ena ura dela je vredna
5.500,00 SIT.

a) Koliko gramov bakra je zlatar dodal v zlati predmet, ¢e ne
upostevas bakra v zlati rudi?

b) Koliksna je bila ¢istina zlatega predmeta, izrazena v karatih?

¢) Koliksna je bila nabavna vrednost porabljenega ¢istega zlata?

d) Koliksna je bila nabavna vrednost vsega porabljenega bakra?

e) Koliksna je bila vrednost opravljenega dela?

f) Koliksna je bila vrednost zlatega predmeta, ¢e upostevas suro-
vine in delo?

4. Ameriski trgovec je v Angliji kupil 50 long ton (1t) in 4 hundredweight
(cwt) premoga, vse skupaj za 472 GBP. Ko je premog prepeljal v
ZDA, ga je prepakiral v vrece po 1 quarter (qr) in 6 pound (1b).

1 USD = 226,38 SIT 1qr=281b (VB) 11t =1016,05 kg
1 GBP = 350,55 SIT 1qr=251b (ZDA) 11t = 20 cwt
11b =045 kg lewt=4qr 1 ewt = 50,80 kg

a) Koliko bo vredna ena vreca premoga v ZDA?

b) Po koliko bo trgovec prodajal eno vreéo premoga v ZDA, ée bo
obrac¢unal se 49,5 promilov marze?

¢) Koliksna je vrednost 1 kg premoga v Angliji v SIT?

d) Koliko vre¢ premoga je trgovec lahko ponudil v prodajo v ZDA?

e) Koliksen bo dobiéek trgovea v USD?

2. skupina (vi§ja stopnja zahtevnosti)

1. V letosnjem letu 2003 nameravamo kupiti ra¢unalniSko opremo v
vrednosti 500.000,00 SIT. Trgovec z raéunalniki ponuja opremo pod
naslednjimi pogoji:

e 2 % popusta pri takojsnjem plaéilu,
e 1 % popusta pri plaéilu v 15 dneh in
e 0 % popusta pri odlogu placila 30 dni.
Priliv sredstev za nakup opreme prav tako pri¢akujemo éez 30 dni.
a) Ali je priporocljivo najeti posojilo pri banki, ki posoja gotovino
po 15 odstotni letni obrestni meri (dekurzivno obrestovanje, na-
vadni obrestni rac¢un), ali naj na nakup pocakamo do priliva
denarja?
b) Kateri rok placila bomo izbrali, ¢e se bomo odloéili za najem
posojila? Odgovor utemelji z izra¢unom.
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Ob koncu leta 2000 smo v banko vlozili 95.000,00 SIT, na zacetku leta
2005 bomo dvignili 30.000,00 SIT, na koncu leta 2009 bomo dvignili se
15.000,00 SIT. Banka prvih devet let obrestuje po Sest odstotni letni
obrestni meri, nato pa do konca obrestovalnega obdobja po sedem
odstotni letni obrestni meri.

a) Koliko bi imeli na raéunu na zacetku leta 2016 pri dekurzivnem
obrestovanju in celoletni kapitalizaciji?

b) Koliko bi imeli na raéunu na zaéetku leta 2016, ée bi bila zadnjih
Sest let kapitalizacija polletna, banka pa bi uporabljala relativno
obrestno mero?

c¢) Koliko bi imeli na racunu na zacetku leta 2016, ¢e bi bila zadnjih
Sest let kapitalizacija mesecna, banka pa bi uporabljala konfor-
mno obrestno mero?

d) Primerjaj rezultata prinalogi a in nalogi c ter napisi obrazlozitev.

Janez je z zavarovalnico sklenil pogodbo o dodatnem prostovoljnem
pokojninskem zavarovanju. Na zacetku vsakega leta vlaga po
120.000,00 SIT. Zavarovalnica te vloge obrestuje po pet odstotni
letni obrestni meri.

a) Koliko bo imel na racunu po 25 letih varéevanja pri letni kapi-
talizaciji?

b) Koliko bo imel na ra¢unu po 25 letih varcevanja pri meseéni
kapitalizaciji in relativni obrestni meri?

¢) Koliko ¢asa bi moral varcevati z enakimi letnimi prenumeran-
dnimi zneski po 120.000,00 SIT, ¢e zeli pri pet odstotni letni
obrestni meri in letni kapitalizaciji privarcevati 8.000.000,00 SIT?

Znesek se najprej obrestuje dva meseca po 9,3 odstotni letni obrestni
meri, naslednje tri mesece po 14 odstotni letni obrestni meri, zadnji
mesec pa se obrestuje po 5,5 odstotni letni obrestni meri.

a) Za koliko odstotkov se v celotnem obrestovalnem obdobju poveca
zaCetna glavnica pri konformnem anticipativnem nacinu obresto-
vanja in mesecni kapitalizaciji?

b) Za koliko odstotkov se v celotnem obrestovalnem obdobju poveca
zacetna glavnica pri dekurzivnem navadnem obrestovanju?

¢) Izrac¢unaj povprecéno letno obrestno mero v celotnem obrestoval-
nem obdobju na konformni naé¢in.

d) Povpreéni letni dekurzivni obrestni meri v celotnem obrestoval-
nem obdobju, ki ste jo izracunali pri nalogi ¢, poiséi ekvivalentno
anticipativno obrestno mero.
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Resitve 1. Solskega tekmovanja
1. skupina (nizja stopnja zahtevnosti)

1. a) Spremembe cen ponazorimo z diagramom:

-13 % +x % +15 % +1325
40520 — Cy — Cy — C3 — 63941,70 .

Torej je Cy = 40520 - 0,87 = 35252,40, C3 = 62616,70, Cy =
= 62616,70 - 190 = 54449 30 in zato ¢ = 3449:30-8525240 1

115 35252,40
= 54,46 %.

b) Skupna sprememba cene je p = 21‘:]2512‘070 -100 = 57,80 %.

¢) Stroski dodatnih storitev so p = 62%53{%?70 -100 = 2,12 %.

d) Zapisemo enac¢bo 40520 - (1 + Tg‘o' s 85730, izrazimo p in do-
bimo, da bi se moralo blago trikrat zapored podraziti za p =
= 28,38 %.

2.  a) Zapisemo enacbo 5z + 4z + 6z + 5z = 6600, izratunamo r =

= 330 in dobimo A = 5- 330 = 1650 kg, B = 4 - 330 = 1320 kg,
C =6-330=1980 kg in D =5-330 = 1650 kg.
b) Najprej izratunamo skupne stroske poslovanja 108.000 +

+ 144.000 + 72.000 + 216.000 = 540.000 in razmerja 230000 — 5

108.000
540.000 _ 15 540.000 _ 15 540.000 _ 5 3 >
124000 — 4 72.000 — 2 216000 — 2+ hato pa iz enacbe

15 15 5
izrazimo z = 352 in dobimo A = 5-352 = 1760 kg, B =
= 12.352 = 1320 kg, C' = 12 - 352 = 2640 kg inD=%-352:
= 880 kg.
¢) S pomoéjo rezultatov nalog a in b najprej izracunamo razmerja
5:5=25,4-12=156-3 =45,5-2 = £ nato pa iz enacbe

25x 4 15z 4 45z + 22—5:r = 6600

izrazimo x = 67,69230769 in dobimo A = 25 - 67,6923 =
= 1692,31 kg, B = 15 - 67,6923 = 1320 kg, C = 45 - 67,6923 =
= 3046,15 kg in D = 2 . 67,6923 = 846,15 kg.

d) Zapisemo enacho

1,2z + 2+ (1,22 — 0,4 - 1,2z) + 1,5(1,2z — 0,4 - 1,2z) = 6600,
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izrazimo = = 1650 in dobimo A = 1,2 - 1650 = 1980 kg, B =
= 1650 kg, C = 0,72 - 1650 = 1188 kg in D = 1,08 - 1650 =
= 1782 kg.

e) Ker dobi A = 1692,31 kg in C' = 3046,15 kg, dobi poslovalnica A
za W - 100 = 44,44 % manj blaga od poslovalnice C.

a) Zlatar je dodal 17,76 — 5 — 8 = 4,76 g bakra.

b) Zapisemo enacho

5+916,67 + 8- 1000 44,76 -0 = 17,76 - z ,

izrazimo x = 708,52 in dobimo, da je bila ¢istina zlatega pred-
meta 24 - 7?36502 = 17 karatov.

¢) V zlati rudi je 5-0,91667 = 4,58335 g zlata, torej je zlatar porabil
8 4 4,58335 = 12,58335 g cistega zlata, za katerega je placal
12,58335 - 5000 = 62.916,75 SIT.

d) V zlati rudi je 5 — 4,58335 = 0,41665 g bakra, torej je zlatar
porabil 4,76 + 0,41665 = 5,17665 g bakra, za katerega je placal
5,17665 - 2 = 10,35 SIT.

e) Zlatar je delal 395 minut, vrednost opravljenega dela pa je 5500
- 395 = 36.208,33 SIT.

f) Vrednost zlatega predmeta je 62.916,75 + 10,35 + 36.208,33 =
= 99.135,43 SIT.

a) Vsega premoga je 50 1t + 4 cwt = 1004 cwt, v eni vreéi pa je
1 gr+61b = 31 Ib premoga. Ena vreca premoga bo v ZDA

__ 31-0,45-472-350,65 __
vredna = = 1004.50,8-226,38 0,20 USD.

b) Trgovec bo prodajal eno vreco premoga po 0,2-1,0495 = 0,21 USD.

¢) Vsega premoga je 1004-50,8 = 51003,2 kg, torej je vrednost 1 kg
premoga v Angliji x = 472 - ;150062?2 = 3,24 SIT.

d) Vsega premoga je 51003,2 kg, v eni vreéipa je 1 qr+6 1b =31
- 0,45 = 13,95 kg premoga. Ker je 51003,2 : 13,95 = 3656, 14, je
vseh vrec premoga 3656.

e) Dobic¢ek trgovea bo 3656(0,21 — 0,20) = 36,56 USD.

2. skupina (viSja stopnja zahtevnosti)

a) Pri takojsnjem pla¢ilu moramo plagati 500000 - 0,98 =
= 490.000,00 SIT, obresti pa so o = 490000 - 0,15 - % =
= 6.041,10 SIT. Priporoé¢ljivo je najeti posojilo za takojsnje
placilo, ker so obresti manjse od 10.000,00 SIT. Pri placilu v 15
dneh moramo placati 500000 - 0,99 = 495.000,00 SIT, obresti pa

so o = 495000 0,15 - % = 3.051,37 SIT. Tudi v tem primeru je



priporoéljivo najeti posojilo za placilo v 15 dneh, ker so obresti
manjse od 5.000,00 SIT.

b) Pri takoj$njem plaéilu so stroski 500000 — 10000 + 6041,10 =
= 496.041,10 SIT, pri placilu v 15 dneh pa 500000 — 5000 +
+ 3051,37 = 498.051,37 SIT. Odlocili bi se za takojénje placilo,
ker je nas prihranek v tem primeru vecji.

Ob koncu leta 2000 smo v banko vlozili 95.000,00 SIT, na zacetku leta
2005 bomo dvignili 30.000,00 SIT, na koncu leta 2009 bomo dvignili se
15.000,00 SIT. Banka prvih devet let obrestuje po Sest odstotni letni
obrestni meri, nato pa do konca obrestovalnega obdobja po sedem
odstotni letni obrestni meri.

a) Izracunamo z = ((95000 - 1,06* — 30000) - 1,06° — 15000) - 1,07% =
= 158.107.55 SIT.

b) Ker je zadnjih Sest let kapitalizacija polletna, je p, = 7 %/2 =
= 3,5 % in zato bi imeli na ra¢unu z = ((95000 - 1,06* — 30000) -
- 1,06° — 15000) - 1,035'2 = 159.196,73 SIT.

¢) Na ra¢unu bi imeli z = ((95000 - 1,06 — 30000) - 1,06° — 15000) -
- Y107 = 158.107,55 SIT.

d) Rezultata sta enaka, saj uporaba konformne obrestne mere za-
gotavlja, da ima konéna glavnica enako vrednost, kot jo ima po
prvotni, celoletni kapitalizaciji.

a) Uporabimo obrazec S®) = q -7 Z=L in dobimo
1,05% — 1
§Pre) — 120000 - 1,05 - Tos T = 6:013.614,45 SIT.

b) Tokrat uporabimo obrazec S = q.rM . I;:r:!_“—ll pri ¢emer je

L —_ = . .
r=14+ply=1+ 1350 i dobimo

2512
~1

12 5
S5(Pr) — 120000 - (1 T ) % 120;3) s 5
e (1+ mz00) ~ —1

=6.117.610,47 SIT .

) G_g . (pre) (o .
c) Kerje S =q.r. =1 jern = 2 =1) 4 1 4y zato

r—1 ar
( fc)g —
lOg (S - a,'.r'r L + 1) 10g (810200{3]00(31?‘0055 * 1)
i = = 29,29 let .

logr log 1,05
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4. a) Po formuli G,, = Gy - ¢" izrat¢unamo
2 3
G, =Gy ¥ 100 G 100 o 100 _
100 — 9,3 100 — 14 100 — 5,5
= Gp - 1,06045 .

Zacetna glavnica se povecéa za 6,05 %.
b) Po formuli G,, = Gy + o0 izratunamo
Gp-2:93 Gop-3-14 Gp-55-1
G, =Go+ 1200 + 1200 =+ 1200 = (Gp-1,055083 .
Zacetna glavnica se poveca za 5,51 %.
¢) Izracunamo

P =100- ¢/1,0932 - 1,143 - 1,055 — 100 = 10,97 % p.a.
d) Velja

o 100-p  100-10,97
T 100+p 100+ 10,97

= 9,89 % p.a.

1. drzavno tekmovanje
1. skupina (nizja stopnja zahtevnosti)

1. V tiskarni so konec lanskega leta natisnili 60 000 zepnih koledarjev,
dimenzije 6 cm x 3 cm. Zanje so porabili 120 kg papirja.
a) Koliko izvodov bodo lahko natisnili letos, ¢e bodo koledarji veliki
4 cm x 4 cm, v tiskarni pa bodo imeli na voljo za 20 kg manj
papirja? Uporabili bodo tudi za 10 % tanjsi papir.
b) Primerjajte stevilo izvodov v lanskem in leto§njem letu in razliko
izrazite absolutno in relativno.
2. Po kakSnem menjalnem tecaju EUR za 1 USD je nemsko podjetje
prodalo v ZDA 15 ton blaga, e je iztrzilo 3.500,00 USD, cena za
1 kg v Neméiji pa je 0,26 EUR?
a) Pri izvozu niso imeli dodatnih stroskov.
b) Od iztrzka so pla¢ali posredniku pet odstotno provizijo, drzava
pa je izvoz subvencionirala s tremi odstotki od Cistega iztrzka.
¢) Koliksen bo iztrzek, ¢e izvoznik nima dodatnih stroskov, tecaj iz
tocke a pa se poveca za pet odstotkov?
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3.

V skladu za nagrade je bilo lani 1.000.000,00 SIT. Prva nagrada je
bila 75 % celotnega zneska, druga nagrada je bila za 15.000,00 SIT
vecja od tretje, cetrta pa za 35 % manjsa od druge.
a) Koliko SIT so znasale posamezne nagrade?
b) Nagradni sklad se je letos povecal za 30 %. Prva in cetrta
nagrada sta ostali enaki lanskima. Druga in tretja nagrada sta
v razmerju 5 : 3. KolikSne so letos posamezne nagrade?
¢) Koliksne bi bile letos nagrade, ée je prvi kandidat dosegel vseh
moznih 31 tock, drugi 26 tock, naslednja dva pa sta si delila
tretje mesto s po 25 tockami. Za vsako izgubljeno tocko, glede
na prvouvrscenega, se nagrada zmanjsa za 70.000,00 SIT.

4. V zdraviliséu polnijo bazene s termalno vodo iz izvira, ki ima tempe-

raturo 54° C.

a) V malem termalnem bazenu je temperatura vode 38° C. Bazen
je dolg 7 m, girok 3 m, visina vode je 1,5 m. Koliko navadne
vode morajo priliti 20 m?® vode iz izvira?

b) Kaksna mora biti v tem primeru temperatura navadne vode?

c¢) Vegji plavalni bazen je dvakrat daljsi in za polovico §irsi, voda pa
je za 30 % globlja kot v malem termalnem bazenu. Izracunajte
volumen vode v velikem plavalnem bazenu.

d) Uprava zdraviliséa je pocenila vstopnice za bazen. S tem so
privabili za 40 % ve¢ obiskovalcev dnevno, kot jih je bilo prej.
Tako so dnevni prihodek povecali za 15 %. Za koliko odstotkov
so znizali cene vstopnic?

2. skupina (viS§ja stopnja zahtevnosti)

1.

Dolg je zapadel v plaéilo 23. 11. 2002. Ce bi ta dolg vrnili 10. 9. 2002,
bi z 8,5 odstotnimi diskontnimi obrestmi vred znasal 275.174,80 SIT.

a) S koliksnim zneskom bi ta dolg poravnali ob roku?

b) S koliksnim zneskom bi poravnali dolg, ée bi zamudili s plagilom
20 dni pri 16 odstotni letni zamudni obrestni meri?

¢) Kdaj (navedi datum) moramo poravnati dolg, da ne bomo z
obrestmi vred placali ve¢ kot 300.000,00 SIT?

d) Za koliko odstotkov bo plagilo pri nalogi b veéje od placila pri
nalogi a?
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3.

Pred Sestimi leti smo v banko vlozili 125.000,00 SIT, pred dvema
letoma smo ponovno vlozili 60.000,00 SIT, ¢ez tri leta nameravamo
dvigniti 150.000,00 SIT. Banka obrestuje prvih pet let po 10,84 odsto-
tni letni dekurzivni obrestni meri, naslednjih pet let po 9,6 odstotni
letni dekurzivni obrestni meri, nato pa do konca obrestovanja po
6 odstotni letni dekurzivni obrestni meri.

a)

b)

c)

Koliko lahko dvignemo ¢ez osem let, ¢e je kapitalizacija ves cas
letna?

Koliko lahko dvignemo ¢ez osem let, ¢e je kapitalizacija prvih pet
let cetrtletna, naslednjih pet let dvomeseéna, nato pa do konca
obrestovanja meseéna? Obrestovanje je dekurzivno, z relativno
obrestno mero.

Koliko moramo Se vloziti ¢ez Sest let, ée Zelimo imeti ¢éez osem
let 400.000,00 SIT in je kapitalizacija enaka kot pri nalogi b?

Miha se je odlo¢il za rentno varcevanje.

a)

b)

c)

Koliko bo imel po desetih letih varcevanja, ¢e bo vlagal na zacet-
ku vsakega leta po 60.000,00 SIT pri 12 odstotni letni dekurzivni
obrestni meri in letni kapitalizaciji?

Koliko mora vlagati na zacetku vsakega leta desetih let pri
p = 12 % p.a. in cetrtletni kapitalizaciji, da bo privaréeval
2,000.000,00 SIT? Obrestovanje je relativno.

Koliko bo privarceval v desetih letih, ¢e vlaga na koncu vsakega
meseca po 5.000,00 SIT pri p = 12 % p.a. in letni kapitalizaciji,
banka pa uporablja mesano obrestovanje?

Koliksno polletno postnumerandno rento bo lahko prejemal pet
let po zadnji vlogi, ¢e je najprej vlagal deset let na zacetku
vsakega leta po 60.000,00 SIT pri p = 12 % p.a., cetrtletni kapi-
talizaciji in se pod enakimi pogoji obrestuje tudi renta? Obre-
stovanje je relativno.

Glavnica 30.000,00 SIT se obrestuje tri leta po p;y = 9 % p.a., nato
e pet let po po = 10,5 % p.a..

a) Izracunaj konéno glavnico, ¢e je kapitalizacija mesecna in obre-

b)

stovanje konformno.

Koliko ¢asa se mora Se obrestovati pri p = 11 % p.a. in mesecni
kapitalizaciji, da bo narasla na 80.000,00 SIT? Obrestovanje je
konformno.

¢) Po koliksni letni dekurzivni obrestni meri in meseéni kapitaliza-

ciji se mora konc¢na glavnica iz naloge a obrestovati Se stiri leta,
da bo narasla na 100.000,00 SIT? Obrestovanje je konformno.
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Resitve 1. drzavnega tekmovanja

1. skupina (nizja stopnja zahtevnosti)
1. a) Letos bodo lahko natisnili

b)

2. a)

b)

. 60000 -6 -3 - 100 - 100
o 4-4-120-90
Letos bo tiskarna natisnila 62500 — 60000 = 2500 izvodov zepnih

koledarjev vec kot lani oziroma za x = 2200190 = 417 % izvodov
zepuih koledarjev veé¢ kot lani.

Menjalni tecaj je bil
~15-1000 - 0,26
o 3500
V tem primeru je tecaj

151000 0,26 - 95 - 103
o 100 - 3500 - 100

= 62500 izvodov .

= 1,11 EUR/USD.

=1,09 EUR/USD.
Iztrzek bo

. 15000 - 0,26
T 1,114285714 - 1,05

Ce oznagimo z = vrednost druge nagrade, potem dobimo enacho

= 3.333,33 USD.

0,75 - 1000000 + z + o — 15000 + 0,65 - x = 1000000 ,

iz katere izrazimo x = 100000. Torej je bila prva nagrada
750.000,00 SIT, druga nagrada 100.000,00 SIT, tretja nagrada
85.000,00 SIT in cetrta nagrada 65.000,00 SIT.

Nagradni sklad je letos 1,3 - 1000000 = 1.300.000,00 SIT, zato
je znesek za drugo in fretjo nagrado enak 1300000 — 750000 —
— 65000 = 485.000,00 SIT. Ker sta druga in tretja nagrada v
razmerju 5 : 3, iz enacbe 5-x+ 3 -x = 485000 izrazimo = = 60625
in dobimo, da je druga nagrada 5 -z = 303.125,00 SIT in tretja
nagrada 3 - x = 181.875,00 SIT.

Ce oznacimo z z znesek prve nagrade, potem dobimo enaébo

x+x—5-70000+ z — 6 - 70000 + = — 6 - 70000 = 1300000 ,

iz katere izrazimo x = 622500. Torej bi bila prva nagrada
622.500,00 SIT, druga nagrada 272.500,00 SIT, tretja nagrada
202.500,00 SIT in cetrta nagrada 202.500,00 SIT.
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4. a) Prostornina vode v bazenu je V = 7-3-1,5 = 31,5 m?, torej
morajo priliti z = 31,5 — 20 = 11,5 m® vode.
b) Zapisemo enacbo
20-54+11,5-2=31,5-38
in dobimo, da mora biti temperatura navadne vode z = 10,17° C.
c¢) Prostornina vode v velikem plavalnem bazenu je
V=7-2-15-13-15-3=122,85 m*.
d) Oznagimo dnevni prihodek s p, Stevilo obiskovalcev z o, ceno

vstopnice z v, spremembo cene pa z x. Potem je bil prihodek
pred spremembo p = o0 - v, po spremembi pa

1,15-p=14-0-2-v.

Sledi, da je x = % = 0,82, torej so se cene vstopnic znizale za
18 %.

2. skupina (visja stopnja zahtevnosti)
i 59

a)

Oznacéimo vrednost predéasno odplacanega dolga z G~
= 275174,80, stevilo dni pred rokom z d; = 74 in obresti s p;

[l

= 8,5. Iz obrazca G- =G - (1 - 5%5%6) nato izrazimo vrednost
dolga ob roku
= = ~ 27513_‘?,? = 280.000,00 SIT .
1-3650 1~ 36800

Oznaéimo zamudne obresti s p = 16 in Stevilo dni zamude z
ds = 20. Znesek dolga z zamudnimi obrestmi je potem

36500 36500

Oznacimo znesek obresti z o = 300000 — 280000 = 20000. Iz
obrazca o = %g%g izrazimo stevilo dni in dobimo

Gt=0G- (1 PR ) = 280000 (1 4 M) = 282.454,80 SIT .

20000 - 36500
280000 - 16
Upostevamo stevilo dni po mesecih:

N D J FMAM
7 31 31 28 31 30 4

= 162 dni.

in ugotovimo, da moramo dolg poravnati 4. 5. 2003.
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d) Stevilo bo veéje za

282454,80 — 280000) - 100
= ( 580000 ) =0,88 %.
a) Cez osem let lahko dvignemo
G14 = 125000 - 1,1084° - 1,096° - 1,06*+
+ 60000 - 1,1084 - 1,096° - 1,06* — 150000 - 1,096 - 1,06* =
= 417511,8731 + 132777,3508 — 207551,2122 =

= 342.738,01 SIT .
b) V tem primeru lahko dvignemo ¢ez osem let

G14 = 125000 - 1,0271%° - 1,016 - 1,005%8+
+ 60000 - 1,0271* - 1,016%° - 1,005% —
— 150000 - 1,016° - 1,005% =
= 436462,3635 + 136579,1388 — 209616,0202 =
= 363.425,48 SIT .
c¢) Ker je 363425,4821 + z - 1,00524 = 400000, moramo vloziti se

o 400000 — 363425,4821
- 1,00524

= 32.448,39 SIT'.

a) Po desetih letih var¢evanja bo imel

S8 =ar+ar’+ar* +art+ar® +ar® +ar” +ar® +ar® +ar'® =

ri0 1 1,129 1
— — -1 . e —
a'r( — ) 60000 - 1,12 ( 112-1 )

= 1,179.275,00 SIT .
b) Iz obrazca

40
T =1
S{S) =ar*+ar®+ .- +ar®® + ar®® = art
yA—1
izrazimo a in dobimo, da mora vlagati

S 2000000
") e ()

= 98.595,10 SIT .
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¢) V enem letu bo vlozil v banko

a-p-2 a-p-11
A — P —
o+ T 1200 - +a+ LS 1200 T4 100
66 66
(12 + E{}E) = 5000 (12 + W) — 63.300,00 SIT .

V desetih letih bo privarceval

10 _
s _A+Ar+Ar2+---+Ar9=A(TT__11) =

11210 1
= 63300 ( ! ) =1,110.834,93 SIT.

1,12—1

d) ZapiSemo enakost

ar? +ar® 4. ar® 4 ar® =b4+r® 4+ br1 £ b8

torej je
40 _ 20 _ g
ar*t -T——l =b f 4
rd—1 r2—1
in zato
24 191 24 1,03%°_-1
a-r** - ;= 60000-1,03* - =—5—
b=— = 0L 166.070,54 SIT..
-1 10371

a) Najprej izracunamo r;= %/1,09=1,007207329 in ro= §/1,105 =
= 1,008355156. Konéna glavnica je

Gg = Go - 3% - 8% = 30000 - 1,007207329 - 1,008355156%° =
= 64.004,75 SIT.

b) Najprej izracunamo r = %/1,11 = 1,008734594. Iz obrazca
Gp - r'?" = (G, nato izrazimo n in dobimo, da se mora obresto-
vati Se

_log G, —logGp _ log 80000 — log 64004,75434
T 12-logr 12 - log 1,008734594

=2,14 let .

¢) Obrestna mera mora biti

G 100000
=100-[ #/2r 1) =100-( & —® _ _ 1) =11,80%.
=10 (V G ) SR (V 64004,75434 ) ekl
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MATEMATICNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENILJE

Izbirno tekmovanje

Prvi letnik

1.

Poiséi vsa naravna stevila, za katera velja: Ce stevilu pristejemo vsoto
njegovih stevk, dobimo 313.

Naj bo M razpolovisce stranice BC in N razpolovisce stranice C'D
pravokotnika ABC'D. Doloé¢i razmerje dolzin stranic pravokotnika
ABCD, ¢e je AMN pravokotni trikotnik s hipotenuzo AM.

Naj bo a? + ¢* = 2b? za pozitivna Stevila a, b in ¢. Dokazi, da velja

- I
a+c a+b b+c’

Babica je razrezala okroglo pico na Sest
enakostrani¢nih trikotnikov in Sest kroznih
odsekov, kot prikazuje slika. Vsak izmed
Sestih vnukov je pojedel en trikotnik. Ker
vnuki ne marajo robov, je krozne odseke pice
pojedel pes Muri. Kdo je pojedel ve¢ pice,
en vnuk ali Muri?

(Uporabiti smes, da je % i 372)

Naj bosta a in b naravni stevili, vecji od 1, za kateri velja \/a+/a\/a =
= b. Katera je najmanjsa mozna vrednost vsote a + b7

Drugi letnik

Naj bo a + b+ ¢ = 0. Dokazi, da velja a® + b + ¢* = 3abc.
V paralelogramu ABCD ozna¢imo zaporedoma z Ay, B, in D, raz-

poloviscéa stranic BC, CD in AB. Daljici DD, in BB, sekata AA,
v totkah M in N. Dokazi, da je [MN| = 2|AA,].

Dan je trapez z osnovnicama AB in C'D, ki merita zaporedoma 5 cm
in 1 em. Naj bosta M in N taksni tocki na AD in BC, da je daljica
MN vzporedna z osnovnico AB, ploséina tirikotnika ABN M pa je
dvakrat ve¢ja od plosé¢ine §tirikotnika CDMN. Koliko centimetrov
meri daljica M N7
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4. Barbara je na predzadnjem testu v Solskem letu dosegla 98 tock in
tako zvisala povprecje do takrat dosezenih tock za eno totko. Na
zadnjem testu je dosegla 70 totk in zniZala novo povpretje za dve
tocki. Koliko testov je pisala v celem Solskem letu?

5. Koliksen ostanek dobimo, ko stevilo 20022°°! delimo z 2003? Odgovor
utemelji.
Tretji letnik
1. Za pozitivni realni &tevili z in y velja
2log(xz — 2y) = logz + logy.
Koliko je = ?
Y
2. Naj bosta p in g taki prastevili, da sta tudi p + q in p — ¢ prastevili.
Dokazi, da je p? — ¢ prastevilo.

3. Naj bo D razpolovisée tistega loka AB trikotniku ABC oértane kroi-
nice, na katerem ne lezi tocka C. Izrazi dolzino daljice AD z dolzinami
a=|BC|, b=|AC| in ¢ = |AB|.

4. Na eno polje tabele velikosti 5 x 5 smo postavili zeton, ostala polja
pa smo brez prekrivanja pokrili z dominami velikosti 3 x 1.
Doloéi vse mozne polozaje zetona.

5. Pois¢i vsa realna Stevila x in g, ki zadoSéajo enacbi
(+y)*=(z+3)(y-3).

Cetrti letnik

1. Dokazi, da je

1 1 1 1
log, 2003 i log 2003 L 108100 2003~ log; g0 2003

kjer je 100! =1-2-3.-.99 - 100.

2. Dan je paralelogram ABCD, v katerem je stranica AB daljsa od
stranice AD. Na premici AB naj bo X taksna tocka, ki ne lezi med
Ain B, da je |AD| = |BX|. Simetrala kota < BAD seka premici C'D
in BC v tockah E in F. Dokazi, da je |[EX| = |FX]|.



Tekmovanje srednjesolcev Slovenije 121

3. Poisé@i vsa taka naravna stevila n, da dobimo pri deljenju stevila 2003
z n ostanek 7.

4. Poisci vse moznosti, kako lahko stevilo 2003 zapiSsemo kot vsoto vsaj
dveh zaporednih naravnih stevil.

5. Pois¢i vse resitve sistema enach
244> =25 in
r+y+axy=19.

Resitve nalog z izbirnega tekmovanja

1/1. Iskana stevila so trimestna. Pisimo: n = 100a + 10b + ¢. Tedaj
velja 100a 4+ 10b + ¢+ a + b+ ¢ = 313 oziroma 10la + 11b + 2¢ = 313.
Premisliti moramo o dveh moznih vrednostih stevke a, in sicer 2 in 3.
Izberimo najprej a = 2. Tedaj je 11b + 2¢ = 111, kar je mozno le, ¢e
izberemo b =9 in ¢ = 6. Eno od iskanih stevil je 296.

Poglejmo se moznost a = 3. Tedaj je 11b + 2¢ = 10, kar pomeni, da je
b =0 in ¢ = 5. Drugo stevilo s to lastnostjo je 305.

I/2. 1. nagin Pisimo |AB| =

= 2a in |BC| = 2b. Ker je kot D a N a C

<ANM = % pravi, je <DNA + - L

+AMNC = 7. Sledi «CMN = y b

= 5 —<NMC = «<DNA. Torej

sta si pravokotna trikotnika AND 9, " M

in NMC podobna, od koder sledi

|AD| : |DN| = |NC| : |CM| 4 b

oziroma 2 = ¢, Sledi o? = 2b° ) i

= A 2a B
a:b=v2:1.

2. nac¢in Oznacimo e |[AN| =z, INM| =y, |AM| = z. Po Pitagorovem
izrekuje 22 = a2 +4b% , 2 = a2+ 4%, 22 =4a? + b2 in 22 = 22 + 2. Ce
izraza za 2? in y? iz prve in druge enacbe upodtevamo v éetrti, dobimo
2?2 = 24¢% + 5b%. Nato izena¢imo desni strani tretje in dobljene enacbe.
Poenostavimo in dobimo a? = 2b?, torej jea: b= /2: 1.
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I/3.12 20 = a®+c? sledi 2b°+2ab+2bc+2ac = a®+c*+2ab+2bc+2ac,
kar lahko razstavimo v 2(a +b) (b +¢) = (a+c)?+2bla+c) = (a+c)(a+
+2b+ c). Torej je -2 = (ﬁb)* e = —5 + 7= kot je bilo potrebno
dokazati.

I/4. Denimo, da ima pica polmer r. Enakostrani¢ni trikotnik ima
ploséino r2@, krozni odsek pa gmwr? — r2§. Muri je pojedel vseh Sest
kroznih odsekov, skupaj torej r(w — 3%—5). Torej je treba primerjati @
inw— 3‘/_. Dokazimo, da je Muri pojedel ve¢, ker je m — 3‘/_ ‘/_
oziroma w > 3/—_ + 33/-: 7£ Res, ¢e uporabimo spodnji prlbhzek
za m, vidimo, da vel]a. w2 > 93{1) = 4?637 saj je 961 - 16 = 15376 > 1470'[] =
=100-49 - 3, torej w2 > (1432,

I/5. 1z \/a\/ay/a = b po vrsti dobimo av/av/a = b%, a®\/a = b? in

" = p®. To pomeni, da je Stevilo a osma potenca, Stevilo b pa sedma

potenca naravnega Stevila, veéjega od 1. Ker is¢emo najmanjSo mozno

vsoto Stevil a in b, vzamemo a = 2% in b = 27. Tedaj je a + b = 256 +
+ 128 = 384.

I1/1. 1. naéin Kerjec=—a—b, velja a3 + 0> + 2 = a3 4+ 0* — (a +
+b)? = —3a2b — 3ab® = —3ab(a + b) = 3abc.
2. nacin Najprej se spomnimo, da velja (A+ B)® = A3 +3A%2B +3AB? +
+B3 =A%+ B3+3AB(A+B) Torej je 0 = (a+b+c)® = (a+b)3+c*+
+3(a+b)c(a+b+c) = (a+b)® + ¢ saj je a+b+c = 0. Ce upostevamo
se (a+b)® = a® + b + 3abla + b) = a® + b + 3ab(—c), dobimo Zeleno
enakost a® + b3 + ¢ = 3abe.

II/2. Ker sta daljici

DDy in BB; vzporedni in je
|AD:| = |D1B|, je |[AM| =
= |MN|. Narisimo Se vzpo-
rednico k BB skozi C' in
oznacimo njeno presecisce s
premico ‘le z B, ‘NaJ bo 4 D, B B
F' presecisce premice AA;
s premico CE. Potem je |BE| = |D1B| = |AD:|, zato je [INF| = |[MN| =
= |AM]|. Trikotnika BA; N in CA, F sta skladna, zato je |A;N| = |A F|.
Torej je |AyN| = 3|MN| in |AA;| = 3|MN|, od koder dobimo |[MN| =
- %1!1/-11 |
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II/3. Oznacimo dolzino M N o 1 £
z x, visino trapeza ABCD z v in

visino trapeza ABN M s h. Potem

(i

#—=h
%m'h in Sepun =

jeSapnm = . "
= L_é_—l('ﬂ—h) Ker velja SABNﬂ.j = M
= 2Scpmn in Sapnym+Scpomn =

Sapcp, dobimo enaébi h

E15) p=22£1 . (v—h), A

3y

(£45) . h 4+ = (y — h) = Ly,

Iz prve izrazimo h = 3?:;1? - 2v in vstavimo v drugo. Dobljeno enacbo

lahko delimo z v in krajsi racun pokaze, da je z° = 9 oziroma z = 3.
Torej daljica M N meri 3 cm.

IT/4. Denimo, da je Barbara pred zadnjima dvema testoma pisala n
testov in je imela povprecje m tock. Tedaj velja

n-m—+ 98
i e 1 1
-m + 98+ 70

in %:m—i—l—2:m—l. (2)

1z prve enacbe dobimo n-m+98 = n-m+n+m+ 1 oziroma m+n = 97,
iz druge pa n-m + 168 = n-m —n + 2m — 2 oziroma 2m — n = 170.
Tako pridemo do 3m = 267 oziroma m = 89 ter n = 8. To pomeni, da je
Barbara v celem Solskem letu pisala deset testov.

I1/5. 1. naéin Ce dd stevilo a ostanek 2002 pri deljenju z 2003, potem
je a = 2003-a’+2002 za neko celo stevilo a’. Zmnozek 2002-a da ostanek 1
pri deljenju z 2003, ker je

2002 - a = 2003 - 2002 - @’ + 20022 = 2003 - (2002 - a’ + 2001) + 1.

Ce dé stevilo b ostanek 1 pri deljenju z 2003, potem je b = 2003 -’ + 1 za
neko celo stevilo b'. Zmnozek 2002 - b d4 ostanek 2002 pri deljenju z 2003,
ker je

2002 - b = 2003 - 2002 - b’ + 2002 .

Od tod sklepamo, da potence stevila 2002 izmeni¢no dajo ostanka 2002
in 1 pri deljenju z 2003. Potenca 2002%2°! ima lih eksponent, zato da
ostanek 2002 pri deljenju z 2003.
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2. nagin Pisimo a = 2003. Ko razstavimo (a — 1)2°9!, so deljivi z a vsi
¢leni razen (—1)2%1 = —1. Ta élen ima ostanek 2002 pri deljenju z 2003.
Torej je ostanek 2002.

3. naéin Gornji sklep lahko zapiSemo s kongruencami: iz 2002 =
= —1 (mod 2003) sledi 20022°! = (—1)2°1 = —1 = 2002 (mod 2003).

ITI/1. Da bi bil log(x — 2y) definiran, mora veljati z > 2y. Enacbo
lahko zapiSemo kot log(x — 2y)? = log(zy), od koder sledi (z — 2y)? = zy
oziroma (z — 4y)(x — y) = 0. Zaradi pogoja, ki mu morata zadoséati = in
y, resitev = y ni mozna, zato je x = 4y oziroma ﬁ =4.

II1/2. Ce sta p in g lihi stevili, je p + ¢ > 2 sodo. Torej mora biti
vsaj eno od stevil p in g sodo. Ker je p > g, je tako g = 2. Med prastevili
p, p— 2 in p+ 2 je natanko eno deljivo s 3, zato je enako 3. Torej je lahko
le p=5 in je p? — g = 23 res prastevilo.

I11/3. Kota <ACD in <DCB
sta kota nad enako dolgima tetivama,
zato sta skladna in je C'D simetrala
kota <ACB = ~. Torej je <DCB =
= 3 in zato <DAB = . Oznagimo z
E razpolovisce stranice AB. Tedaj je
|AE| = § in zato

c c

- QCOSI - 1+cosy
L2 e

c

2 2 __ 2
2(1 + e

. ab
\{ (a+b+c)(a+b—c) *

II1/4. Obarvajmo polja ta- % 7/

bele s tremi barvami na dva na-

7 7 v
¢ina. Ker vsaka izmed domin % // /ﬁ( %/
velikosti 3 x 1 prekrije po eno % 7 @
polje vsake barve, morajo biti %

stevila pokritih polj vsake barve % 7 7
enaka. Ker imamo na vsaki sliki // 1 4//4 /// //

devet sivih polj |:| in po osem polj drugih dveh barv, mora biti zeton
v obeh tabelah na enem izmed sivih polj. Edino polje, ki je pri obeh

|AD|

N\
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barvanjih sivo, je sredis¢no polje tabele. Tekmovalec se bo sam preprical,
da je ostala polja tabele velikosti 5 X 5 res mozno prekriti z dominami
velikosti 3 x 1.

II1/5. Ko enacbo poenostavimo, dobimo z? + z(y + 3) + (v — 3y +
+9) = 0. Da bi ta kvadratna enacba imela kakno realno resitev, mora
biti njena diskriminanta D = (y + 3)2 — 4(y% — 3y + 9) = —3(y — 3)2
nenegativna. Torej je lahko le y = 3, kar nam da z = —3. Prvotni enac¢bi
zadoscata le realni stevili x = —3 in y = 3.

IV /1. Spomnimo se, da velja log, © = {«;‘;ﬁ Izraé¢unamo:

1 1 2 In100
10852003 " log;92003 2003 ' Imo003
In2+In3+---+In100
B In 2003 N
Cm(ooy 1
~ In2003  logygq 2003

IV /2. Oznagimo kot <BAD z 2o. Potem je kot <«BAE = « in
tudi kot «CEF = a. V trikotniku ABF je kot <ABF = 7 — 2a, zato
je <BFA = a in je ABF enakokrak. Potem je tudi ECF enakokrak.
Narisimo premico skozi C' in X ter oznac¢imo presecite s simetralo z
Y. Ker je trikotnik X BC' enakokrak in je kot <X BC enak 2a, je kot
LBCX = § — a. Potem je tudi <FCY = § — a in zato je <CYF = %.
Videli smo Ze, da je trikotnik EC'F enakokrak, zato je |[EY| = |YF| in
tudi |[EX| = |FX]|.

A B X

IV /3. Ker mora dati tevilo 2003 pri deljenju z n ostanek 7, jen > 7,
stevilo 2003 — 7 = 1996 pa mora biti deljivo z n. Iz prastevilskega razcepa
1996 = 22 - 499 vidimo, da je lahko n = 499, n = 2 - 499 = 998 ali
n =22 .499 = 1996.
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IV/4.2003 = nt(n+1)4- - +m = 2zt _(-ln _ miimn’in _
= (m—n)(m;n)+m+n £ (m—n+;)(m+n)' Torej je 4006 = (m—n+1)(m+n).
Ker je1 < m—n+1 < m+n (prva neenakost velja, ker je v vsoti ve¢ kot
eno Stevilo) in ker je 2003 prastevilo, je edina moznost m —n+1 =2 in
m+n = 2003, zato je n = 1001 in m = 1002. Stevilo 2003 lahko zapiSemo
le kot vsoto dveh zaporednih naravnih stevil, t.j. 2003 = 1001 + 1002.

IV /5. Drugo enacbo pomnozimo z 2 in pristejemo prvi, dobimo
24yt + 20+ 2+ 20y =25+2-19,

preoblikujemo v (z + y)? + 2(z + y) = 63 ter razstavimo (z +y — 7)(z +
+y+9)=0. Ce je x+y = 7, iz druge enacbe sledi zy = 12. Iz teh enach
dobimo kvadratno enacbo za z, ki se lepo razstavi na (z — 3)(z —4) = 0.
Dobimo resitviz =3, y=4inx =4,y =3. Priz+y = —9 sledi zy = 28
in kvadratna enaéba za z, ki jo izpeljemo, t.j. z2 + 9z + 28, ima negativno
diskriminanto, zato drugih resitev ni.

Drzavno tekmovanje

Prvi letnik

1. Dano je prastevilo p. Pois¢i vsa naravna Stevila = in y, ki zados¢ajo
enathip-(z —5)=z-y.

2.  Metka stoji 60 m vzhodno in 80 m juzno od kraja, kjer stoji Tine.
Oba sta enako oddaljena od lipe v mestnem parku, ki je naravnost
vzhodno od kraja, kjer je Tine. Socasno se vsak s svojega kraja
odpravita naravnost proti lipi. Koliko metrov poti bo vsak izmed
njiju prehodil do skupnega srecanja pod lipo?

3. Dana je kroznica k s premerom AB. Na njej izberemo toctko M, ki
ne sovpada ne z A in ne z B. Naj bo k; kroznica, ki ima sredisce
v M in se dotika premera AB. Dokazi, da sta tangenta iz tocke A in
tangenta iz tocke B na kroznico k; vzporedni.

4. Krt je izkopal podzemne sobe in jih povezal z rovi tako, da iz vsake
sobe vodijo natanko trije rovi v tri razlicne sobe. Rovi se med seboj
ne sekajo. Med poljubnimi tremi sobami vedno obstajata dve, ki
nista povezani z rovom. Dokazi, da je krt izkopal vsaj Sest sob. Ali
je mozno, da je krt izkopal natanko Sest sob?
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Drugi letnik

1. Za ulomek ™%, kjer sta m in n naravni Stevili, velja % < % % L
Ce steveu priStejemo naravno Stevilo, imenovalec pa s tem Stevilom

pomnozimo, se vrednost ulomka ne spremeni. Poiséi vse take ulomke
m

2.  Vsota in zmnozek dveh ulomkov sta celi stevili. Eden izmed ulomkov
ima imenovalec 2003. Dokazi, da sta tudi oba ulomka celi stevili.

3. Naj tocka X lezi na simetrali daljice AB in ne na premici AB. Naj
bo C poljubna toéka v notranjosti daljice AB. Dokazi, da imata
trikotnikoma AC'X in CBX oértani kroznici enaka polmera ne glede
na izbiro tocke C.

4.V jami pod Krimom spi grozna posast. Ko postane laéna, se zbudi in
pozre toliko ove, kolikor je vsota stevk tistega leta. Potem spet zaspi
za toliko let, kolikor ove je pojedla. Vemo, da se je zbudila 12. aprila
leta 354. Ali je poSast lahko pred vrati?

Tretji letnik

1. Naj za polinom p(z) s celimi koeficienti velja p(3) = 2. Al je stevilo
p(2003) lahko popolni kvadrat?

2.  Naj bo X presecisce diagonal konveksnega stirikotnika ABC'D. Do-
kazi, da se trikotnikoma ABX in CDX oértani kroznici dotikata
natanko tedaj, ko je AB || CD.

3. Na voljo imamo Sest razliénih barv in veliko kock. Posamezno kocko
pobarvamo z vsemi Sestimi barvami, in sicer vsako mejno ploskev
z eno barvo. Najveé¢ koliko kock lahko pobarvamo, ¢e naj bo vsaka
izmed njih drugace pobarvana? (Ce lahko eno izmed pobarvanih kock
zasuéemo tako, da so barve mejnih ploskev enako razporejene kot na
drugi kocki, sta kocki enako pobarvani.)

4. 'V jami pod Krimom spi grozna posast. Ko postane lacna, se zbudi in
pozre toliko ove, kolikor je vsota Stevk tistega leta. Potem spet zaspi
za toliko let, kolikor ove je pojedla. Vemo, da se je zbudila 12. aprila
leta 666. Ali je posast lahko pred vrati? Ali se bo lahko zbudila leta
30037
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Cetrti letnik

1. Dano je aritmeti¢no zaporedje ai,as,as,... Oznaéimo z s; vsoto
prvih ¢ élenov tega zaporedja, z s; vsoto prvih j €lenov in z sy vsoto
prvih k ¢lenov. Dokazi, da vrednost izraza

FU=R+ k=i + =)

ni odvisna niti od izbire tevil i, j in k niti od zaporedja.
2.V letalu, ki ima 62 vrst s Sestimi sedezi v vsaki vrsti, so se potniki

posedli tako, da v nobenih dveh vrstah niso zasedeni sedezi na istih
mestih, Najvet koliko potnikov je lahko v letalu?

3. Naj bo D razpolovisce hipotenuze AB pravokotnega trikotnika ABC.
Oznacimo z O; in Oy srediséi trikotnikoma ADC in DBC oértanih
kroznic. Dokazi, da je AB tangenta na kroznico s premerom O,05.

4. Macek iz sosednje vasi hodi v Butale drazit vaske pse. Vsak vecer,
ko Ze vsi spijo, se prikrade v Butale, na ves glas zamijavka, nato pa
jo ucvre nazaj domov. Ko macek zamijavka, zalajajo vsi psi, ki so od
njega oddaljeni do 90 m. Ker so Butale majhna vas, sta vsaka dva
psa v vasi med seboj oddaljena do 100 m. Ali se lahko macek postavi
tako, da nanj zalajajo vsi vaski psi hkrati?

Resitve nalog z drzavnega tekmovanja

I/1. Ker je p prastevilo, lo¢imo dve moznosti: p deli x ali pa y.
Oglejmo si najprej moznost, ko p deli . Tedaj lahko zapisemo x = pa’
(z' je pozitivno Stevilo) in tako dobimo pz’ — 5 = 2'y, kar zapiSemo kot
' (p—y)=5. Potemjex' =1liny=p—5aliz'=5iny=p—1. Toda
r=piny=p-—>5 je reditev le takrat, kojep>5,c=5piny=p—1pa
pri vsakem p.

Poglejmo §e primer, ko p deli y. Tedaj je y = py’ in tako x — 5 = ay/
oziroma z(1 — y') = 5. Ta enacba nima resitev, saj sta z in 3y pozitivni
Stevili.

I/2. Ker sta Metka in Tine enako odda-

ljena od lipe, velja 60 + 2z = v/80% 4+ z2. Ce T 88 8.1

obe strani enacbe kvadriramo in nato enac¢bo

uredimo, dobimo 120z = 2800, od tod pa &0 V802 + 22
izrazimo z = 7—?? m. Vsak izmed njiju bo do

srecanja prehodil 83% m. M



Tekmovange srednjesolcev Slovenije 129

I/3. Kroznica k; se do-
tika premera AB v tocki P,
tangente iz A v tocki N in tan-
gente iz B v tocki ). Triko-
tnika AMN in AM P sta skla-
dna, saj sta pravokotna ter
imata skupno hipotenuzo AM
in skladni kateti MN in M P.
Torej sta kota «NMA in :
L AMP skladna. Po enakem 434
razmislekn sta skladna tudi -
kota <« PMB in «<BMQ@. Po
Talesovem izreku je <AM B = < AM P+< PM B pravi kot, od koder sledi,
da je < NMQ iztegnjeni kot <NMQ = <NMA + <AMP + «PMB +
+ <BMQ = 2(«AMP 4+ «PMB) = 2 - «AMB. Torej je NQ premer
kroznice k1, tangenti AN in BQ@ pa sta vzporedni, saj sta nanj pravokotni.

1/4. Izberimo eno sobo. Iz nje vodijo
trije rovi v tri nove sobe, iz vsake od njih
pa vodita Se dva rova, kot kaze prva slika
na desni. Ce bi povezali dva nezakljucena
rova na tej sliki, bi dobili tri sobe, ki so
paroma povezane. Torej obstajata vsaj se
dve sobi. Dokazali smo, da je sob vsaj Sest.
Druga slika na desni pa potrjuje, da jih je lahko natanko Sest.
II/1. Iz 2 = ™4k jzrazimo m = k_ET' Ker je m naravno Stevilo,
mora biti k = 2, tako da je tudi m = 2. Zaradi 1 < 2 < 1 mora biti

2 < n < 6. Vse mozne resitve so %, % in %

II/2. Naj bosta ulomka 555z in g, pri éemer smemo predpostaviti,
da je ulomek 'E okrajsan. Ce zapisemo

. 29 in A S
2003 ¢ " ! 2003 ¢
sta a in b celi stevili. Izrazimo
q-r+2003-p=2003-q-a, r-p=2003-q-b.

Iz prve enacbe razberemo, da 2003 deli r ali q, ker je 2003 prastevilo. Ce
2003 deli 7, potem je 55z celo Stevilo in prav tako £, saj je £ = a — 5.
Obravnavajmo Se primer, ko 2003 ne deli r. Tedaj 2003 deli p zaradi
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druge enacbe, zaradi prve enaébe pa deli tudi g. To je nemogoée, ker smo
predpostavili, da je g okrajsan ulomek. Torej primer, ko 2003 ne deli r,
sploh ni mozen.

I1/3. Ker lezi tocka X
na simetrali daljice AB, je
|AX| = |BX]| in je zato
<CAX = <«XBC. To-
rej sta enaka tudi srediséna
kota <CO1X = < X0OC.
Trikotnika XO,C in CO2 X
sta enakokraka, z osnovnico
XC in enakima kotoma pri
vrhovih 07 in O;. Torej sta
skladna in je zato |0,C| =
= |0,C]|.

II/4. Ker je stevilo 354 deljivo s 3, je tudi vsota njegovih Stevk in
zato Stevilo pozrtih ove deljivo s 3. Tudi vsako naslednje leto, ko se posast
zbudi, je torej deljivo s 3. Posast se leta 2003 ne more zbuditi, saj 2003
ni deljivo s 3; torej tudi danes, 12. aprila 2003, ne more biti pred vrati.

ITII/1. Ker ima polinom p cele koeficiente,  — y deli p(z) — p(y).
Potem je p(2003) — p(3) = (2003 — 3)k in p(2003) = 2000k + 2. Torej da
p(2003) pri deljenju s 4 ostanek 2 in ne more biti popolni kvadrat.

III/2. Oznacimo <« BAX =
= a in <DCX = (3. Potem je
LBO1 X =2 in <D0 X = 24,
od koder izraéunamo

{@XBzgmain

{@XDZg—m

saj je O1BX enakokraki triko-

tnik z vthom 04 in O; DX ena-

kokraki trikotnik z vrhom O,.

Torej je @ = [ natanko te- O,

daj, ko je <01 XB = €0;XD.

Iz konstrukcije pa vidimo, da je <0, X B = €05 X D natanko tedaj, ko so
tocke Oy, X in O3 kolinearne. Ta pogoj pa je ekvivalenten pogoju. da se
kroznici s polmeroma 01X in 02X v tocki X dotikata.
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III/3. Denimo, da imamo na voljo rdeto, modro, zeleno, rumeno,
oranzno in belo barvo. Kocke postavimo tako, da imajo spodnjo mejno
ploskev pobarvano z belo barvo. Za zgornjo ploskev imamo na voljo katero
koli izmed preostalih petih barv.

Sedaj se vprasamo, koliko kock ima lahko zgornjo ploskev pobarvano z
neko izbrano barvo (denimo oranzno). Te kocke postavimo tako, da imajo
nepobarvano prednjo, zadnjo, levo in desno mejno ploskev. Z rumeno
barvo pobarvamo zadnjo mejno ploskev posamezne kocke. Vsako izmed
teh kock namre¢ lahko zavrtimo tako, da ima zadnjo ploskev rumeno, ne
da bi pri tem spremenili barvo zgornje in spodnje ploskve. Preostale tri
mejne ploskve lahko pobarvamo na Sest nacinov (npr. tri barve imamo na
voljo za desno mejno ploskev in dve barvi za sprednjo mejno ploskev).

Vseh moznosti je torej 5+ 6 = 30. Pobarvamo lahko najvec 30 kock, ce
zelimo, da bo vsaka izmed njih drugace pobarvana.

ITI/4. Ker je stevilo 666 deljivo z 9, je tudi vsota njegovih stevk in
zato Stevilo pozrtih ove deljivo z 9. Tudi vsako naslednje leto, ko se posast
zbudi, je torej deljivo z 9. Posast se ne more zbuditi ne leta 2003 ne leta
3003.

IV /1. Vsota prvih i ¢lenov zaporedja je s; = a; +as +az + ...+
tai=a + (a1 +d)+ (a1 +2d) +...+ (e + (i-1)d) =i-a, + 5L g
in podobno s; = j-a; + ("—_QIM -dter sp. = k-ay + “‘—“;E -d. Vstavimo

; — ba+ 85204 . jrar+ 85 g ’
v izraz in izratunamo ——2F—(j — k) + —/—F—(k — &) +

L
1 {k_ljk- + * - . - ¥ e . .
yrat oG5y = oy (j—k+k—iti—g)+2(G—1)G-k)+(G—1) (k-
—i)+(k—1)(i—j))=%(ij—z‘k-j+k+jk—jz'—k+i+ki—kj—z‘+j)=0.

IV /2. Ker je v vsaki vrsti Sest sedezev, imamo 2% = 64 razliénih
moznosti posedanja potnikov v posamezni vrsti. Ker lahko za vsakega
izmed 64 nacinov posedanja najdemo njemu komplementarnega (t.j. ta-

kega, ki ima zasedene natanko tiste sedeze, ki so v dani vrsti nezasedeni),
lahko iz 32 komplementarnih parov sestavimo 32 polno zasedenih vrst.
Torej bi bilo v letalu s 64 vrstami 6 - 32 = 192 potnikov. Ker pa ima nase
letalo le 62 vrst, izpustimo najmanj zasedeni vrsti: prazno vrsto in vrsto
z enim potnikom. V letalu z 62 vrstami je lahko najvec 192 — 1 = 191
potnikov.
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IV /3. Oznacimo s k kroznico,
ki se dotika stranice AB v D in
na kateri lezi tocka C. Naj bo O
sredisce kroznice k. Potem so tocke
0, O; in Os kolinearne, saj lezijo
na simetrali daljice C'D. Oznaé¢imo
4<BAC = a. Potem je srediséni
kot €« DO,C kroznice k enak 2a.
Ker je trikotnik ADC' enakokrak,
je <BDC = 2a, zato po izreku o
kotu med tetivo DC' in tangento
AB kroZnice k tocka Oy lezi na tej
kroznici. Podobno tudi toéka O
lezi na kroznici k. Dokazali smo

kl‘-'

ze, da so tocke O, Oy in O3 kolinearne, zato je 0105 res premer kroznice

k.

IV /4. Magek se lahko postavi tako, da

nanj zalajajo vsi psi hkrati.

Naj bosta A in B psa, ki sta med seboj
najbolj oddaljena. Podroéje na sliki je presek
krogov s sredi§éema v A in B in polmerom
|AB|.  Izven tega obmocja ni nobenega
psa. Ce se macek postavi v tocko M, ki je

razpolovisce daljice AB, so vsi psi od njega
oddaljeni za najveé -‘g |AB| < 503 <

< 90 m.

Izbirna testa za mednarodno matemati¢no olimpiado

Prvi izbirni test

1. Dokazi, da za vsako naravno stevilo n obstaja stevilo k, z naslednjo
lastnostjo: Ce v ravnini nariSemo k,, tock, tako da nobene tri niso
kolinearne, in daljice med njimi pobarvamo z n barvami, bomo za-
gotovo lahko nasli tri, ki bodo tvorile trikotnik z enako obarvanimi

stranicami.

2. Naj bo D poljubna tocka na kateti AC' pravokotnega trikotnika ABC
s pravim kotom pri C. Kroznici, ki se dotikata premice AB v to¢kah
A in B, se sekata v tockah D in E. Dokazi, da je <BAC = <DEC.
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3. Naj bo S konéna neprazna mnozica naravnih Stevil, vecjih od 1, z
lastnostjo: Za vsako naravno §tevilo n obstaja tako stevilo s € S, da
je D(s,n) =1 ali pa D(s,n) = s.
Dokazi, da obstajata taki, ne nujno razlicni, stevili s,¢ € S, da je
D(s,t) prastevilo.

Drugi izbirni test
1. Najbop(z)=z"+a;z" 1+ -+a,—12+1 polinom z nenegativnimi
realnimi koeficienti in n realnimi ni¢lami. Dokazi, da velja

ple) 2%+ (a4 (a2 oot ()

n—1
za vse x > (.

2. Kroznici &y in ko se sekata v razliénih tockah P in Q. Skupna
tangenta kroznic ky in ko, ki lezi blize P, se dotika kroznice k; v
tocki A, kroznice ko pa v tocki B, Tangenta na kroznico ky v tocki P
seka kroznico ks ponovno v tocki C, premici AP in BC pa se sekata

v R. Dokazi, da se trikotniku PQR ocrtana kroznica dotika premic
BP in BR.

3. Zeton polozimo na polje (1,1) v mrezi IN x IN in ga nato premikamo
v skladu z naslednjimi pravili:
e S polja (a, b) lahko Zeton premaknemo na (2a,b) ali (a, 2b).
e S polja (a, b) lahko Zeton premaknemo na (a — b, b), ¢e je a > b.
e S polja (a, b) lahko zeton premaknemo na (a,b — a), ¢e je b > a.
Za katera naravna Stevila x in y lahko Zeton premaknemo na polje
(z,y)?

Resitve nalog z izbirnih testov za mednarodno
matematicéno olimpiado

I/1. Naloge se lotimo induktivno. Za n = 1 trditev oéitno velja (za
ky lahko izberemo denimo Stevilo 3). Pa recimo, da smo nasli stevilo k,,
ki ustreza trditvi za n. Trdimo, da je potem primerna izbira za ki1
gtevilo (n + 1)(k, — 1) + 2: ¢e je v ravnini danih (n + 1)(k, — 1) + 2
tock, izberemo poljubno izmed njih in si ogledamo daljice od te tocke
do preostalih (n + 1)(k, — 1) + 1 tocék. Na voljo imamo n + 1 barv in
(n 4+ 1)(k, — 1) 4+ 1 daljic, torej jih je po Dirichletovem principu vsaj
(kn — 1) + 1 = k,, pobarvanih z enako barvo, denimo modro. Oglejmo
si daljice, ki povezujejo koncne tocke teh k, modro pobarvanih daljic.
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Ce je med njimi ena, ki je pobarvana modro, ta skupaj z daljicama do
prvotne tocke sestavlja trikotnik, ki ima vse stranice modre. Sicer imamo
kn totk, daljice med njimi pa so pobarvane z n barvami. Po indukcijski
predpostavki lahko med njimi najdemo tri daljice, ki so pobarvane z enako
barvo in ki tvorijo trikotnik.

Opomba. Nalogo lahko re§imo tudi s pomoéjo Ramseyevega izreka, ki
pravi:

Naj bodo n € IN in my, ma, ..., m, poljubna naravna stevila. Potem
obstaja tako najmanjSe Stevilo r = r(my,ma,...,my,), da v vsakem pol-
nem grafu K, katerega povezave so obarvane z n barvami, obstaja barva
i in poln podgraf izomorfen grafu K,,, obarvan s to barvo.

Glede na oznake v nalogi lahko postavimo k, = r(3,3,...,3).

I/2. Oznacimo z G
preseciice premic AB in
DE. Po izreku o potenci
tocke na krozmico K, je
GA-GA = GD-GE, po
izreku o potenci tocke G
na kroznico Ks pa je GB-
.GB=GD-GE. Torej je
GA-GA = GB-GB, kar
nam da |GA| = |GB|. To-
rej je G sredisce trikotniku
ABC oc¢rtane kroznice in
A<GAC = € ACG.
Oznagimo z E’ drugo preseéisée trikotniku AGC oértane kroznice s pre-
mico GD. Tedaj je <AE'G = «ACG = <GAD = < AEG, kjer velja
zadnja enakost zaradi izreka o kotu med tetivo AD in tangento AB. Torej
je E = E' in je &tirikotnik AGCE tetiven. Sledi <DEC = <GEC =
= 4GAC = €BAC., kot je bilo potrebno dokazati.

1/3. Naj bo n najmanjse naravno stevilo, ki ni tuje nobenemu stevilu
iz mnozice S. (Tako stevilo res obstaja: Produkt vseh stevil iz mnozice S
ni tuje nobenemu stevilu iz S, saj 1 ¢ S.)

V prastevilskem razcepu stevila n nastopa vsako prastevilo le v prvi
potenci, saj bi v nasprotnem n ne bilo najmanjse stevilo z opisano lastno-
stjo.
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Ker Stevilo n ni tuje nobenemu Stevilu iz mnozice S, po predpostavki
naloge obstaja tak s € S, da je D(s,n) = s. Torej s | n.

Naj bo p poljuben prastevilski delitelj stevila s. Torej p | n in po izbiri
stevila n je Stevilo n/p tuje nekemu stevilu t € S. Ker je D(t,n/p) =1 in
D(t,n) > 1, mora p | t.

Ker pa stevilo ¢ ni deljivo z nobenim drugim prastevilskim deliteljem
stevila n (ker tista prastevila delijo n/p), je D(s.t) = p.

II/1. Ker ima polinom p nenegativne realne koeficiente in p(0) = 1,
so vse njegove nicle negativne. Ker jih ima n, ga lahko razcepimo na
naslednji nacin:

p(x)=(z+z1)...(z+2a),

kjer so xy,...,x, pozitivna realna Stevila. Zapisimo Vietove formule:

31=$1+---+$n

QG =212+ 123+ ...+ Tp—1Tn

On—1 =21 e Tr—1TF voet+22...0n

Iz p(0) = 1 sledi, da je zy25...2, = 1. Z veckratno uporabo neenakosti
med aritmeti¢no in geometri¢no sredino dobimo

a n

TIZ (Q/:lez...a:ﬂ=l
(1)

o 5 i R e |

—
w3
S

Vv

n—1 ( b n—1 n—1
-1/ 4
= ) n 7} ...xn =1

n—1

Oznacimo sedaj q(z) = Y__, (})z*. Ker so istolezni koeficienti polinoma
p vecji od koeficientov polinoma g, res velja p(z) > g(z) za vse z > 0.

I1/2. Narisimo dovolj veliko skico. Ozna¢imo presecisce premic AB
in PO z X.
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Po izreku o kotu med tetivo in tangento je < PAX = < PQA in
<X BP = «BQP. Tocke Q, C, B, P so koncikli¢ne, zato je tudi <BCP =
= «BQP. Ker sta XA in XP tangenti na kroznico ky, je <PAX =
= 4 XPA. Torej je «CPR=<4<XPA=<4<PAX.

Ker je

4<BRA=<RCP+ <«<CPR=<BQP + <PAX = 4BQP + <PQA =
=4 PQA,

so B, R, Q, A koncikliéne. Torej je <RAB = < RQB, kar nam da < RPB =

< RQP in je zato po izreku o kotu med tetivo in tangento premica PB res
tangenta na trikotniku PRQ oc¢rtano kroznico k. Ker je <BRP = < RPB,
je tudi BR tangenta na kroznico k.

II/3. Potreben in zadosten pogoj je, da je d(x,y) = 2° za neko
pozitivno Stevilo s. Da je potreben, sledi iz d(p,q) = d(p,q — p), torej
na nobenem koraku koordinati ne moreta imeti lihega skupnega delitelja,
ker je na zacetku d(1,1) = 1. Da je zadosten, dokazimo takole: Naj bo
d(z,y) = 2. Izmed polj (p, q), iz katerih lahko dosezemo (z,y), izberimo
tako, da bo p + ¢ najmanjsi. Ne p ne ¢ ne moreta biti soda, sicer bi
lahko prisli tudi na polje (p/2,q) ali (p,q/2). Ce je p > g, je polje (p,q)
dosegljivo iz ((p + q)/2.q), kar pa je protislovje; podobno ne more biti
p < q. Torej je p= q. Ampak d(p,q) je potenca stevila 2. Ker sta p in ¢
liha, je p = g = 1, torej lahko na polje (z,y) pridemo iz (1,1).
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