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TO POT PA KAR ZLATO! -
Cestitka nasim olimpijcem

Novega letnika Preseka ne bi mogli zaceti lepse, kot ga tokrat. Med
pogitnicami sta na 43. mednarodni matematicni in 33. mednarodni fi-
zikalni olimpiadi nasi srednjesolski ekipi dosegli izjemna uspeha.

Na matematicéni olimpiadi, ki je bila letos v Glasgowu v Veliki Brita-
niji, je Klemen Sivic z Gimnazije Bezigrad iz Ljubljane prejel bronasto
medaljo, Erik Strumbelj z Gimnazije Kocevije pa pohvalo.

Se bolje so se na fizikalni olimpiadi v Nusa Dui na indonezijskem
otoku Bali odrezali nasi mladi fiziki. Matija Perne z Gimnazije Skofja
Loka je osvojil zlato medaljo, Matjaz Humar (Solski center Nova Go-
rica — Gimnazija), Gasper Zerovnik (Gimnazija Bezigrad, Ljubljana) in
Andraz Stozer (II. gimnazija Maribor) pa so dobili pohvale.

Zlata medalja Matije Perneta je prva slovenska fizikalna zlata medalja
nasploh. Edini Slovenec, ki je doslej osvojil zlato medaljo na mednarodni
matematiéni olimpiadi, pa je bil Frane Dacar pred davnimi 39 leti.

Obema ekipama, posebej pa nagrajencem,
iskreno cestitamo.

Vec o obeh tekmovanjih boste lahko prebrali v 3. stevilki Preseka.
Iz urednistva

DVA KAMNA — Nagradna naloga

a) Z visine h = 20 m spustimo kamen, da prosto pada. Istocasno spro-
zimo navpiéno s tal drug kamen z zacetno hitrostjo vg = 20 m/s. Cez
koliko ¢asa se kamna srecata? Zracni upor zanemarimo.

b) Nalogo resite se pri podatkih 2 = 30m in vg = 10 m/s.

Resitve posljite najkasneje do 15. oktobra na nas naslov:
Presek, Jadranska c. 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.

Izmed resevalcev, ki bodo poslali pravilno resitev naloge, bomo izzre-
bali nagrajenca, ki bo prejel knjizno nagrado.
Marija Vencelj
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STIRI MUHE — Resitev nagradne naloge iz
6. stevilke XXIX. letnika Preseka, str. 322

Ker nas od casa zastavitve naloge lo¢ijo pocitnice, nalogo ponovimo!

Z vrha 3 m visokega droga, ki stoji na kmeckem dvoriscéu, odlete to¢no
opoldne v zrak stiri muhe. Vsaka leti premocrtno in s konstantno hitrostjo:
prva 36 m/min, druga 49 m/min, tretja 64 m/min in éetrta 81 m/min. Ob
129 se izkaze, da so vse Stiri muhe v isti ravnini. Ali so Se ob kaksnem
¢asu vse §tiri v isti ravnini, ¢e nobena od njih med letom ne naleti na
oviro? Ce so, navedite vse moznosti!

Na nalogo smo prejeli en sam odgovor. Poslala nam ga je Marta
12. uri v isti ravnini, je pravilna. Cetudi je ni pravilno dokazala, smo ji
prisodili knjizno nagrado.

Resitev naloge

Oznacimo z V' vrh droga, s katerega vzlete muhe, ter z vy, v9, vy in vy
hitrosti posameznih muh. Po pogojih naloge je t; = 5 min ¢as, po katerem
so muhe v isti ravnini, pri ¢emer naj bodo posamezne muhe v tockah MY,
MY, MY, M) te ravnine (muha, ki leti s hitrostjo v;, v tocki M?). Po
¢asu t naj bodo muhe v to¢kah M;, i = 1,2,3,4 (slika).

Ker lete muhe premoértno in s konstantnimi hitrostmi, velja za i =
=1,2.3.4;

1. Tocki M?P in M; lezita na istem poltraku z vrhom V.
2. VM? = vitg, VM; = vt in zato VM; = ;VM?.
0
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To pa pomeni, da je tocka M; slika tocke M pri raztegu o(V, &), s
sredigéem v tocki V' in z od i neodvisnim koliénikom :L Raztegi preslikajo
ravnine v vzporedne ravnine. Zato leze tocke M;, My, My, My vse v isti
ravnini, ki je slika ravnine tock My, M, Mg, M{ pri raztegu 6(V, £).
Ker smo v tem premisleku ¢as ¢ poljubno izbrali, sledi, da so vse &tiri
muhe, ¢e niso ovirane, v vsakem trenutku po vzletu v isti ravnini.

Ugotovili smo celo ve¢. Ravnine, v katerih se v posameznih trenutkih
muhe nahajajo, so med seboj vzporedne. Lahko bi rekli, da se ravnina, v
kateri so muhe, z enakomerno hitrostjo odmika od vrha droga. Miruje le
v primeru, ¢e muhe lete v ravnini, ki vsebuje vrh V.

Opazimo pa 3e nekaj. V nalogi je cel kup odveénih podatkov. Precej
o¢itno je, da ni pomembna visina droga, s katerega odlete muhe, odveé so
tudi ostali Stevilski podatki, saj so se npr. v racunu hitrosti pokrajsale.
Pomembno je le, da muhe odlete hkrati z istega mesta, da lete premocrtno
in s konstantnimi hitrostmi ter da so vsaj enkrat med letom vse §tiri v
isti ravnini.

Marija Vencelj

NALOGA O FIBONACCIJEVEM ZAPOREDJU

Fibonaccijevo zaporedje je bilo in je Se vedno delezno veliko pozornosti.
Tudi Presek je ze veckrat pisal o njem. Zaporedje je generirano s prepro-
stim pravilom: Vsako stevilo po prvih dveh enicah je vsota prejénjih dveh
stevil. Ce zaporedje ozna¢imo s fi, fa, f3, ..., potem je fi = fo = 1 in
fn=faa+frnozan>3.

Poiséi naslednji vsoti, sestavljeni iz élenov Fibonaccijevega zaporedja:

h+fat+...+ fn (1)
in
fR+B+...+12. (2)

Ce si rezultata uganil, potem dokazi njuno veljavnost. S pomocjo (1) in
(2) poiséi vsa naravna Stevila, za katera je vsota

Hlh =D+ f(fa-1)+...4+ falfn—1) (3)

prastevilo.
Viktor Velkavrh in Roman Drnovsek
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UREJENA LEPOTA RASTLIN —
Filotaksa in Fibonaccijeva Stevila

Ob pogledu na nezen cvet, vejo ali drevo marsikdo vzklikne: “Kako lepo!”

Rastline pa niso le lepe, so tudi zelo zanimive. In to ne le z bo-
tanicnega vidika. Urejena lepota rastlin privla¢i pozornost matemati-
kov ze stoletja. Najve¢ so se ukvarjali z najopaznejsimi geometrijskimi
znacilnostmi, kot so osna simetrija listov, rotacijska simetrija cvetov ali
npr. spiralasta razporeditev lusk pri storzu pinije. Po H. Weylu, avtorju
knjige Symmetry, je “lepota povezana s simetrijo”.

Vendar k lepoti rastlin prispevajo tudi drugi faktorji. Eden od njih je
eleganca in relativna preprostost pravil, ki opisujejo ¢asovni razvo] rastlin.
Se zanimivejsa je samopodobnost rastlin, to je lastnost, da je posamezen
kos geometrijsko podoben celoti. Tako so véasih listi¢i peresasto delje-
nega lista Se enkrat razrezani na manjse listice, pri ¢emer je del lista na
naslednji stopnji enake oblike kot ves list. Taka je npr. praprot. S tema
dvema vpraSanjema se ukvarja zanimiva knjiga The Algorithmic Beauty
of Plants P. Prusinkiewicza in A. Lindenmayerja (Springer-Verlag, New

York, 1990).

Slika 1.
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Knjiga uspesno povezuje biologijo z matematiko in racunalnistvom.
Primerjava pravih rastlin z rac¢unalnisko narisanimi modeli je v veliko
pomoé pri presoji, kako dobri so modeli. Lahko pa bi tudi rekli, da gre
za povezavo med znanostjo in umetnostjo. Iz knjige vam predstavljamo
ra¢unalnisko narisan javor (slika 1) in cvet soncnice (slika 2). V knjigi
sta sliki barvni in zato Se prepricljivejsi. Knjigo hrani tudi matematiéna
knjiznica Fakultete za matematiko in fiziko v Ljubljani.

Slika 2.

Filotaksa

V nadaljevanju si bomo podrobneje ogledali posebno znaéilnost nekaterih
rastlin, poznano pod imenom filotaksa. Dobesedni prevod besede je
urejenost listov, vendar pod njo razumemo tako pravilno urejenost listov
na veji kot urejenost lusk na storzu ali cvetov v cvetnem kosku.
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Ce vzamemo v roke lipovo vejico (slika na strani III, spodaj) in
sledimo njenim listom od zacetka do konca vejice, vidimo, da izrascajo
listi izmeni¢no na nasprotnih straneh vejice. Podobno razporeditev listov
lahko opazimo Se pri nekaterih drugih rastlinah, npr. pri brestu in lovori-
koveu. Koti med zaporednimi listi na vejici (natanéneje, med mesti, kjer
listi izrascajo) so med seboj enaki, merijo 180°, to je % polnega obrata.
Pri pokonci postavljeni vejici lahko tudi recemo, da moramo od danega
lista enkrat (po vija¢nici) obiti vejico, da pridemo do prvega naslednjega
lista, ki izraséa navpiéno nad njim. Pri tem pridobimo vzdolz veje dva
lista. Pravimo, da imajo take rastline poloviéno filotakso (filotakso %).

Pri bukvi, leski, ognjenem trnu (slika na strani I11, spodaj) ali oslezn
potrebujemo za prehod od enega lista k naslednjemu zasuk za tretjino

polnega obrata. Govorimo o filotaksi %

Marelica ima filotakso %, torej je kot med dvema zaporednima listoma
enak % - 360° = 144°. To pomeni, da moramo dvakrat okrog veje, da
pridemo do lista, ki prvi po vrsti izrasta natanko nad izbranim. To se
zgodi pri petem listu. Tako filotakso imata tudi hrast in krvenka (sliki
na strani 111, zgoraj).

Nadalje imajo topol in hruska ter okrasna grma rododendron in pieris
(slike na strani II) filotakso 3, vrba in mandel;j filotakso % itd.

Vidimo, da so Stevei in imenovalei ulomkov, s katerimi se izraza
filotaksa, Fibonaccijeva stevila

1,1,2,3,5,8,13,91,...

Posamezna filotaksa je kvocient dveh Fibonaccijevih stevil ‘;:: , ka-

terih vrstni indeks v Fibonaccijevem zaporedju se razlikuje za 2. Enako
dobro bi lahko uporabili pare zaporednih Fibonaccijevih stevil. Matema-
tik takoj vidi, da je negativnemu zasuku za § polnega obrata enakovreden

pozitivni zasuk za % polnega obrata. V splosnem preide na ta nacin

';:;i v ﬁ,fi Toda filotakso so seveda definirali botaniki. (Najnujnejse
o Fibonaccijevih &tevilih in zlatem razmerju najdete na koncu ¢élanka, v
delu teksta, ki smo ga osencili.)

Drugacen tip filotakse sre¢amo pri urejenosti cevastih cvetov neka-
terih koSaric. npr. socvetja v sredini koska soné¢nice ali marjetice, pri
urejenosti ananasovih lusk ali lusk storza jelke in pinije. Tu so cvetovi
oziroma luske urejeni v spiralastih ali vretenastih zavojih.

Pri cvetu marjetke in ivanjséice (slika na naslovni strani) lahko sle-
dimo, gledano iz centra glavice, 34 spiralam v negativni smeri in 21
spiralam v pozitivni smeri. Pri manjsih sonénicah je v dveh smereh
razloéno vidnih 34 oziroma 55 spiral. pri veéjih tja do 89 in 144 ali celo
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144 in 233 pri nekaterih posebnih vrstah, ki imajo v kosku tudi preko

2000 cvetov. Pri racunalnisko narisani sonénici na sliki 1 poteka 34 spiral

v negativni smeri in 55 v pozitivni smeri.
Stirikotne luske storza pinije (sli-

ka na zadnji strani ovitka) so urejene

v treh polzastih spiralah. Proti levi

se od osnove rahlo dvigajo 3, nekoliko

bolj strmih je 5 spiral, ki so usmerjene

v desno, 8 najbolj strmih spiral pa

spet poteka v levo. Posebno razloéni

so zavoji pri ananasu (slika 3), kate-

rega bolj ali manj Sestkotne luske so

vidno urejene v vijaénice, ki potekajo

v treh razliécnih smereh. Opazimo

lahko 5 wvzporednih vrst, ki vodijo

v desno polozno navzgor, 8 vrst gre

nekoliko bolj strmo levo navzgor, 13

vrst pa se strmo ovija desno navzgor.

(Veasih so smeri ustrezno zamenjane. )
Vidimo, da se tudi pri tem tipu fi-

lotakse pojavljajo samo Fibonaccijeva

stevila.

Slika 3.

Lista smo imenovali zaporedna, ¢e med njima, vzdolz vejice, ne iz-
rasca noben drug list. Govorimo tudi o zaporedju listov na vejici, pri
cemer jih navadno stevilcimo od osnove vejice proti njenemu koncu. Tudi
cevaste cvetove kosaric ali luske storzev lahko postavimo v zaporedje,
glede na njihovo oddaljenost od osnove, ¢eprav so, posebej pri glavicah
kosaric, te razdalje izredno majhne. Koti med zaporednimi listi, evetovi
ali luskami so pri vecini rastlin natanko doloceni, odvisni so le od rastline
oziroma njene filotakse. Na fotografijah, ki smo jih posneli za Presek,
tega razumljivo ne moremo razloéno opazovati, v naravi pa je snovi za
opazovanje dovolj.

Koti, ki pripadajo posameznim vrednostim filotakse, so enaki
;:—: -360°, k= 2,3,4,.... To so zapored koti

1807, 1207, 1447, 1357, 188.57, 137.1%,+..v +
Ker zaporedje kvocientov @ zaporednih Fibonaccijevih stevil konver-
gira k razmerju zlatega reza 7 = 1.6180339. . ., konvergira zaporedje filo-
taks k vrednosti 1 —7—! = 0.3819660 . .. in z njim zgornje zaporedje kotov
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proti kotu
(1—7"1)-360° = 0.3819660 - 360° = 137.5° .
Ta kot imenujemo tudi Fibonaccijev kot.

Zanimivo povezavo med
posameznimi vrednostmi fi-
lotakse najdemo v knjigi In-
troduction to geometry H. S.
M. Coxeterja, od koder je
tudi slika 4. Na sliki je pri-
kazano povrSje ananasa kot
plasé pokonénega kroznega
valja, razgrnjenega v rav-
nino.  Sestkotne luske so
oSteviléene v vrstnem redu
glede na njihovo oddaljenost
od vodoravne osnove. Da se
videti, da je kot med zapo-
rednima luskama priblizno
Fibonaccijev kot. Luska 0 ima za sosede luske z oznakami 5, 13 in 8, ki
dolocajo vidne smeri v vzorcu.

Ce enakomerno raztegujemo sliko v navpiéni smeri, se manjsa topi kot
med smerema od sredis¢a luske 0 proti luskama 5 in 8, dokler ne postane
pravi kot. Tedaj Sestkotne luske preidejo v pravokotnike. Vrste (na valju
so to vijacnice), ki pripadajo luski 13, postanejo manj razloéne, 3 nove
vrste, dvigajoce se proti levi, pa postanejo bolj opazne. Tako preprostejso
ureditev smo opazili pri storzu pinije. Nadaljnje raztegovanje bi zakrilo
smeri, ki pripadajo stevilu 8, in odkrilo 2 novi smeri, usmerjeni proti desni.
Tako ureditev listov smo npr. opazili pri hrastu.

Ce pa vzorec stiskamo v navpiéni smeri, raste kot med smerema od
luske 0 proti luskama 8 in 13, dokler ne postane pravi. Tedaj nastopi
Fibonaccijevo stevilo 21 kot sosed stevila 0, odmakne pa se stevilo 5.

Pri raztegovanju in stiskanju valja njegovega obsega nismo spremi-
njali. Za spreminjanje vzorca je torej odlo¢ilno razmerje visine in premera
valja. Ce se valj hitreje debeli, kot pridobiva na visini, lahko en par
Fibonaccijevih stevil preide v drugega, kar se vcasih res zgodi pri rasti
iste rastline.

Ce valj nadomestimo s stozcem, kot je primer pri jelki, ne dobimo
vijaénic, ampak polzaste spirale. Ce privzamemo, da so tvorilke stozca
¢edalje bolj pravokotne na os stozca, dobimo mejni primer (marjetica,
soné¢nica), pri katerem polzaste spirale preidejo v logaritmicne spirale.

Slika 4.
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Kako razkriti skrivnost ocitne naklonjenosti narave zlatemu razmer-
ju? Ali morda velja, da rastline slede naslednjima praviloma, ki ju je za
Fibonaccijev kot odkril Vogel:

1. Vsak nov list ali cvet je postavljen na mesto, ki je za fiksen kot a
zavrteno od polozaja prejsnjega lista ali cveta.

2. Pozicijski vektor vsakega novega lista ali cveta kaze v najsirso ob-
stojeco vrzel med pozicijskimi vektorji starejsih listov ali cvetov.

Gotovo ne gre ugovarjati tema osnovnima predpostavkama (druga je
z vidika iskanja svetlobe Se kako smiselna), vendar sta nezadostni, kot
ugotavlja Ridley, strokovnjak s tega podrocja. Pojasnjuje:

Medtem, ko je razumno domnevati, da rastline vsebujejo genetsko
informacijo za dolo¢anje velikosti fiksnega vmesnega kota, je povsem ne-
mogoce samo na tej osnovi fiksirati vmesni kot do take neverjetne na-
tancnosti, kot jo opazamo v naravi, kajti naravna variacija je pri bioloskih
pojavih normalno precej velika.

Natanénost je res neverjetna. Pri stevilnih cvetovih sonénic sta npr.
opazni spirali 55 in 89. To pa pomeni., da mora pri njih lezati izbrani kot
med % - 360° in s - 360°, kar zahteva relativno napako manjso od 1869

Povejmo se, da se pri nekaterih rastlinah filotaksa izraza s posploseni-

mi Fibonaccijevimi §tevili, npr. 2, 1, 3,4, 7,11, ...,pa3,1,4,5,9,... ali
5,2,7,9, 16, ..., katerih zaporedni kvocienti konvergirajo k zlatemu
razmerju.

Zato neobremenjeni zakljuéimo z mislijo, da filotaksa ni kak splosni
zakon, ampak osupljivo prevladujoca teznja rastlin.

Fibonaccijeva Stevila
Zaporedje Fibonaccijevih stevil { fi,, k € IN} je doloteno s predpisom

h=f=1, Je+2 =[x+ fe+1, k€ IN.

Zacetek zaporedja je torej takle:
1, 1.9.8..5; 8.13. 2134, 55 80,144,233 ...

Zaporedje kvocientov zaporednih Fibonaccijevih stevil ﬁ:f_z je

1.1 2 3 5 & 13 21

1"2' 395’ Bl

f = fki].‘_fk =1—
frs1

vrednosti filotakse pa so kvocienti
2 ypadfac

Fresr”
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Zlato razmerje

Ce daljico razdelimo na dva dela tako, da je razmerje dolzin vecjega
in manjSega dela enako razmerju dolzin dane daljice in vecjega dela,
pravimo, da smo daljico razdelili v zlatem rezu. Delilno razmerje
imenujemo zlato razmerje in ga obi¢ajno ozna¢imo s 7.
Zlato razmerje je pozitivna resitev enaébe 72 — 7 — 1 = 0 in sicer
je
V5+1

T 1.6180339. ..

Zveza med zlatim razmerjem in Fibonaccijevimi Stevili

Stevilu 7 pripada neskonéni verizni ulomek, v katerem so vsi ¢leni enaki
1, torej

5+1 1
+1+T‘,,_

Med vsemi veriznimi ulomki ta ulomek najpocasneje konvergira.
Delni ulomki veriznega ulomka stevila 7 so enaki kvocientom L ’J‘,‘”

k
zaporednih Fibonaccijevih stevil. Za ilustracijo izracunajmo nekaj za-
cetnih vrednosti:

T A
3
1+ T
To pomeni, da zaporedje kvocientov -% zaporednih Fibonaccijevih
stevil konvergira k 7. Zaporedje reciproc¢nih §tevil 7&—1 konvergira
k 77! = 7 —1 = 0.6180339..., kolicniki £:=% s katerimi se izraza

et

filotaksa, pa konvergirajo proti 1 — 77! =2 — 7 = 0.3819660 ... ..

Marija Vencelj
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O GIBANJU DINOZAVROV

Clanek Kako hitro so se gibali dinozavri? (Presek 27 (1999/2000) 142) je
opisal, kako so fiziki pomagali dolociti hitrost izumrlih plazilcev. Privzeti
smemo, da so vsi vretencarji geometrijsko podobni in se gibljejo dinamiéno
podobno. Potem je razmerje dolzine koraka in dolzine nog linearno odvi-
sno od hitrosti, deljene s korenom iz zmnozka teznega pospeska in dolzine
nog. Dolzino nog so doloéili po izkopanih okamenelih kosteh in dolzino
koraka po okamenelih sledeh stopinj. Ugotovili so, da so plazilei z majhno
maso tekli hitro, dvonozni plazilci z maso pol tone npr. s hitrostjo do
12 m/s. Plazilci z veliko maso pa naj bi se premikali znatno poéasneje,
strah zbujajoc¢i dvonogi tiranozaver z maso 5 ton npr. s hitrostjo do 2 m/s.

Prav pri tiranozavrih, ki so jim ameriski znanstvenofantastiéni filmi
namenili pomembno vlogo, pa so se pojavile tezave. Zanje, kot za druge
mesojede velike plazilce, namre¢ ni bilo mogoce neposredno doloéiti dol-
zine koraka, ker ni bilo okamenelih sledi stopinj. Ohranile so se le sledi
stopinj manjsih plazilcev s krajsim korakom. Po primerjavi okostja tira-
nozavra z okostji izumrlih velikih ptic in drugih hitrih tekaéev so neka-
teri raziskovalci sklepali, da je tiranozaver lahko dosegel hitrost 20 m/s.
Takemu plenilcu z 2,5 metra dolgimi nogami in zelo moénimi ¢eljustmi
ne bi mogla ubezati nobena zival (slika 1). Drugi pa so trdili, da bi
se tiranozaver resno poSkodoval, ée bi se spotaknil pri hitrosti, ve¢ji od
10 m/s, in da zato ni mogel doseéi tolikéne hitrosti. V Presekovem ¢lanku
smo kot mejo hitrosti pettonskega tiranozavra navedli 2 m/s. Mnenja o
najvecji hitrosti tiranozavra so se potemtakem moéno razhajala.

Slika 1. Model odra-

slega tiranozavra z na-

kazanim okostjem: Kl

Kl koléni sklep, K2 kole-

no, S skoéni sklep, P

sklep prsta na nogi, T

K2 prijemalisce sile tal, ki

g bi pri ro¢ici R ob od-

rivi na sredi koraka,

P 1_]_ ko bi med tekom bilo

tezisce tiranozavra naj-

1 nize, dosegla 2,5-krat-
|+;:)-4 no tezo.

Zato je zbudil precej pozornosti ¢lanek Johna R. Hutchinsona in Ma-
riana Garcie Tiranozaver ni bil hiter tekac, ki je izsel v februarski stevilki
londonske revije Nature. Osnovne zamisli élanka so razmeroma preproste.
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Podobne je uporabil ze Galileo Galilei v knjigi Razprave in matematiéni
dokazi v dveh novih znanostih, ki zadevata mehaniko in lokalna gibanja

leta 1638. “Mehanika” ali “prva
nova znanost” je zajela razpravo o
trdnosti: “Po re¢enem preprosto vi-
dite, da ni mogoce izdatno povecati
velikosti predmetov v umetnosti ali
v naravi. Niti ni na primer mogoce
zgraditi zelo velikih ladij, pala¢ ali
svetisé, da bi njihova vesla, jadrni
precniki, zelezne vezi, skratka wvsi
deli, opravljali svoje naloge, niti
ne more narava ustvariti izredno
velikih dreves, ker bi se njihove veje
odlomile zaradi lastne teze. Tako
ne bi bilo mogoce sestaviti kosti
ljudi, konj in drugih zivali, da bi

Slika 2. Galilei je narisal kost in trikrat
daljso kost s trikrat vegjo trdnostjo. “S
slike lahko razberete, kako nesorazmerna
se zdi vecja kost. Jasno, ¢e kdo pri ve-
likanu zeli obdrzati enako razmerje udov
kot pri navadnem ¢loveku, mora najti
trio in mocnejso sestavino kosti, ali se

mora sprijazniti z zmanjiano mocjo glede
na ljudi. Ce bomo povecali visino, bo
[velikan] padel in ga bo stisnila lastna
teza.”

opravljale svojo obi¢ajno nalogo, ¢e
bi moéno povecali visino teh zivali”
(slika 2).

Prostornina geometrijsko podobnih teles in z njo masa naraScata
sorazmerno s kubom linearnih razseznosti, trdnost kosti pa sorazmerno z
njihovim presekom, to je sorazmerno s kvadratom linearnih razseznosti. Iz
tega izhaja priblizni potencni zakon, da je trdnost sorazmerna s kvadratom
linearne razseznosti, ki je sorazmeren z maso na eksponent % Glede na
tak razmislek bi moral imeti zelo velik kopenski vretencar zelo debele
kosti. Smiselno je namre¢ privzeti, da imajo vsi vretencarji priblizno
enako zgrajene kosti.

Podobno je mogoce sklepati za miSice. Tudi sila, s katero more
delovati miSica vretencarja, je sorazmerna s presekom misice. Uc¢inkovitost
misic je po tem priblizno sorazmerna z maso na eksponent % in spe-
cificna, to je na enoto mase preracunana, ucikovitost misic sorazmerna
z maso na eksponent —% = —0.,33. Misice potemtakem delujejo tem bolj
ucinkovito, ¢éim manjsa je masa vretencarja. (Podrobnejsa raziskovanja so
pokazala, da je specificna ucinkovitost sorazmerna z maso na eksponent
—0,26.) Tako sta sklepala tudi Hutchinson in Garcia, ki sta poleg tega
podrobno raziskala razmere v stirih sklepih na nogi: kolénem, kolenskem,
skotnem sklepu in sklepu v prstih. Izracune sta naredila za tiranozavra,
manjSega dinozavra ter za pis€anca in aligatorja kot zastopnika sedanjih
vretencarjev. Podatke za sedanja vretencarja je mogoce izmeriti enako kot
podatke za dolzino kosti izumrlih plazilcev, maso slednjih pa je mogoce
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dokaj zanesljivo oceniti po podobnosti. Predvsem ju je zanimalo razmerje
med skupno maso glavnih misic v stirih sklepih noge in maso vretencarja.
Ugotovila sta, da to razmerje z naraStajoto maso vretencarja izrazito
narasca.

Hutchinson in Garcia sta uporabila ve¢ modelov za izumrle plazilce
in jih preskusila z modeloma pis¢anca in aligatorja. PiS¢anec ima skoraj
dvakrat vetje razmerje od razmerja, ki omogoca hiter tek, in zato lahko
hitro tece. Aligator, bliznji sorodnik tiranozavra, pa ima priblizno dvakrat
manjSe razmerje od razmerja, ki omogoca hiter tek, ter se giblje pocasi,
in to po §tirih, ne po dveh. Vretencar na dveh nogah ima razmerje veliko
manjse kot 50%, ker bi ga sicer sestavljale le miSice obeh nog. Po dobljenih
izidih sta znanstvenika sklepala, da tiranozaver ni mogel te¢i. Konéni izid
sta izrazila dokaj previdno, kar je glede na negotovost nekaterih podatkov
in privzetkov pri modelih razumljivo. Po njunem mnenju tiranozaver
zagotovo ni dosegel hitrosti 20 m/s in najbrz ne hitrosti 10 m/s, morda
v skrajnem primeru 5 m/s. Zanj je bila bolj znacilna hoja s hitrostjo 1
do 2 m/s. Ta sklep je mogoée razsiriti tudi na druge izumrle plazilce
z veliko maso. Tudi ti so se gibali pocasi, tako da so lahko postali
plen tiranozavrov. Na splosno je mogoce re¢i, da so kopenski vretencarji
postajali vse pocasnejsi, ko je narascala njihova masa.
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Slika 3. Razmerje med skupno maso misic ene same noge vretenéarja in telesno maso
izrazito narasca z maso vretencarja. Krivulja kaze odvisnost za piséanca z vse veéjo
maso in ustrezno povecanimi drugimi podatki. Pri Sesttonskem tiranozavru bi razmerje
doseglo 98% (R). Pri dvonoznem vretencarju je teoretiéna zgornja meja za razmerje
50%, praktiéna meja pa je veliko nizja. Tiranozaver ni mogel te¢i! Votli krozci ustrezajo
raznim modelom tiranozavra z maso 6 ton (P z znaéilnostmi piséanca, A z znaéilnostmi
aligatorja), trikotnik majhnemu dinozavru, krizec aligatorju in polni krozec piséancu.
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Razprava Se enkrat potrjuje misel, da je fizika zelo koristna v drugih
vejah naravoslovja in v drugih znanostih.

Vzemimo, da ima glavna misica v sklepu i z vodoravno osjo gostoto
p, dolzino [ in presek S. Masa miSice je m; = pSI. Misica lahko
uravnovesi silo F' = ¢S, ¢e na enoto preseka prenese silo . Navor te
sile je M = rF, ¢e prijemlje misica z rocico r glede na os. Za razmerje
med maso miSice in maso vretenéarja m sledi
m; _plS plF  plM

m m om  orm

Gostota misic je pri vseh vretenéarjih priblizno 1,06 - 10® kg/m? in sila
na enoto preseka priblizno 3-10° N/m?. Pri teku naj bi v trenutku, ko
je sredi koraka teziSte najnizje in se zacne pospeSeno gibati navzgor,
tla na nogo delovala z 2,5-kratno tezo vretenéarja (pri noju so izmerili
2,7-kratno tezo). Tedaj smemo vzeti, da je vsota sil v sklepih enaka
sili tal in navor sil v sklepih enak navoru sile tal z ro¢ico R od prstov
do sklepa v prstih. Pri tem privzamemo, da tece vretencar s hitrostjo
20 m/s, ko je kvocient te hitrosti in korena iz zmnozka dolzine nog s
teznim pospeskom enak 4.

V  kolénem sklepu tiranozavra je npr. navor miSice
7,5 - 10* m - N, dolzina miSice 1,2m in ro¢ica r = 0,37m. To da za
razmerje med maso glavne misice v kolénem sklepu in maso tiranozavra
15%. Za tri druge sklepe dobimo v tem primeru razmerja 4%, 15% in
9%, kar da skupaj 43% in za obe nogi 86%. Razlicni modeli so dali
za tiranozavra z maso 6 ton v teku za omenjeno razmerje od 26% do
100%. Nasprotno od tega so za razmerje misic noge in mase telesa
pri tiranozavru neposredno izmerjeni podatki dali veliko manj, samo
7% do 10%. To je dopustilo sklep, da je tiranozaver imel premalo
misic, da bi izravnale silo tal in njen navor pri odrivu med tekom, torej
ni mogel te¢i. Za pis¢anca in aligatorja izra¢unamo razmerji 4,7% in
7,7%, medtem ko dajo merjenja 8,8% in 3,6%. Po tem smo prej trdili,
da ima piS¢anec skoraj dvakrat ve¢je razmerje od razmerja, ki omogoca
hiter tek, in aligator razmerje priblizno dvakrat manjse od razmerja, ki
omogoéa hiter tek, kar pomeni, da piscanec lahko hitro tece, aligator
pa se giblje le pocasi.

Janez Strnad



16 Racunalnistvo

PROGRAMERSKE PRIGODE

Véasih, ko mi ¢as dopusca, reSujem programerske naloge z razliénih stu-
dentskih in srednjeSolskih tekmovanj. Ze kar nekaj ¢asa naloge izbiram s
streznika Univerze v Valladolidu v Spaniji, ki je dosegljiv na naslovu

http://acm.uva.es/problemset/

Na strezniku pa ni samo obsezna zbirka nalog. Na njem je namescen
tudi Sodnik — posebna programska oprema, ki omogoca, da lahko po
elektronski posti posljemo svoje resitve nalog v (avtomatsko) preverjanje.

Pri sestavljanju resitev, ki jih posiljamo v preverjanje Sodniku, se
moramo drzati nekaterih pravil. Vhodne podatke vedno beremo s standar-
dnega vhoda (to je obi¢ajno tipkovnica, operacijski sistemi pa omogoé¢ajo,
da ob zagonu programa za standardni vhod uporabimo npr. datoteko),
izpisovanje pa poteka na standardni izhod. Oblika vhodnih in izhodnih
podatkov je natanéno opisana v besedilu naloge in se je moramo strogo
drzati. Obicajno Sodnik reditev preveri tako, da prejeti program (ta mora
biti napisan v jeziku C, C++, pascal ali java) prevede, nato pa ga pozene
na nam neznanih vhodnih podatkih. Odgovore, ki jih izpise nasa resitev,
primerja s tistimi, ki jih ima shranjene v svoji bazi pravilnih resitev.
Ce se ujemajo, je reditev sprejeta, sicer je zavrnjena. Pri nalogah, ki
dopuscajo veé razlicnih resitev, je preverjanje bolj zapleteno in vkljucéuje
tudi posebne programe, napisane posebej za preverjanje resitev takih
nalog.

Sodnik postavlja Se nekaj drugih omejitev. Velikost programov, ki
jih lahko posljemo v presojo, je omejena na 40000 znakov. Sodnik tudi
ni “neskonéno” potrpezljiv. Ko pozene prevedeno resitev, na odgovore
caka le dolocen €as (ta je v splodnem odvisen od naloge). Véasih je bil
ta cas pri veéini nalog enak 90 sekund, po posodobitvi Sodnika pa so ga
skrajsali na 30 sekund. Torej: resitve, ki jih pripravimo, morajo delovati
povsem pravilno, ne smejo biti preveé¢ “razvlecene”, pa se dovolj hitro
morajo najti odgovore (kar véasih ni prav preprosto).

Pred casom sem imel precej opraviti z nalogo stevilka 106 (na So-
dniku so jo poimenovali Fermat vs. Pythagoras). Gre za ne prezahtevno
matematicno nalogo o pitagorejskih trojkah. Spomnimo se. da trojici
naravnih Stevil x, y, z pravimo pitagorejska trojka, ce zadosca enakosti
x? +y? = 22 Trojka je primitivna, ée so si §tevila x, ¥ in z paroma tuja.
Kratek razmislek pokaze, da za primitivnost trojke zadosca, da sta si tuji
le stevili « in y. Najbolj znana pitagorejska trojka je gotovo x = 3, y = 4
in z=>5: 32 + 42 = 5%. Ta trojka je tudi primitivna.
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Opis naloge. Naloga zahteva, da napiSemo program, ki bo z vhoda bral
naravna Stevila in za vsako prebrano stevilo n na izhod v svojo vrstico
izpisal dve stevili. Prvo Stevilo mora biti stevilo primitivnih pitagorejskih
trojk z, y, z, za katere je 1 < z < y < z < n; drugo §tevilo pa pove, koliko
stevil iz mnozice {1,2,...,n} ne nastopa v nobeni pitagorejski trojki , y,
z, ki zadoséa omejitvi 1 < z < y < z < n. Branje se konéca, ko na vhodu
zmanjka stevil (pogoj end of file). Na primer, ¢e so na vhodu §tevila

10
25
100

mora program izpisati

14
49
16 27

Da bomo nalogo bolje razumeli, poglejmo, kako iz stevila n = 10
pridemo do odgovorov 1 in 4. S poskuSanjem hitro ugotovimo, da je ze
omenjena trojica z = 3, y = 4, z = 5 edina primitivna pitagorejska trojka,
ki izpolnjuje zahtevo 1 < o < y < z < 10 (trojka 2 = 6, y = 8, z = 10
tudi ustreza neenakostim, a ni primitivna). Drugi odgovor, 4, pa pomeni,
da so med Stevili 1,2,...,10 natanko 4, ki niso del nobene pitagorejske
trojke z, y, z, ki ustreza omejitvam 1 < z < y < z < 10. To so stevila 1,
2, 7in 9.

Nadaljevanje opisa naloge. Pri opisu naloge sem izpustil $e eno zelo
pomembno podrobnost. Ko sem se naloge lotil prvié, je veljalo, da nobeno
Stevilo na vhodu ne bo vecje od 1000.

Kadar je stevilo razlienih moznih vhodnih podatkov majhno (pri
nasi nalogi 1000), se resevanja lahko lotimo tako, da vnaprej izracunamo
vse mozne odgovore, te vgradimo v program, dodamo Se branje vhodnih
podatkov ter pravilen izpis pripadajocih odgovorov in ze imamo delujoco
reditev. Ker taka resitev ne opravlja nobenega zamudnega racunanja, saj
vse odgovore pozna ze vnaprej, je tudi zelo hitra.

Odgovorov seveda nisem iskal s svinénikom in papirjem, ampak sem
sestavil pomozni program, ki je to opravil namesto mene. Program je ob
nekaj omejitvah pregledal vse dopustne trojice. Ker pa sem ga zagnal le
enkrat, me ni skrbelo, ker ni bil ravno najhitrejsi. Izra¢unane vrednosti
sem v primerni obliki shranil na datoteko, dodal se nekaj vrstic kode in
ze sem imel reSitev (zapisano v jeziku C). Njen bistveni del je podan v
nadaljevanju:
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#include <stdio.h>
#define MAXN 1000

int stevci[MAXNI[2] = {
{0,1},{0,2},{0,3},{0,4},1{1,2},
{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},1{1,4},

(tu manjka 196 vrstic, narejenih s pomoznim programom)

{157,202},{157,203},{1567,204},{157,205},{157,203},
{157,204},{158,204},{158,205},{158,205},{168,205}
T

int main(void)
{

int n;

while (scanf("%d", &n) == 1)
printf("%d %d\n", stevciln - 11[0], stevci[n - 1][1]);

return 0;

}

Nekaj ¢asa sem se lahko ponaSal z eno od najhitrejsih resitev, a
stasoma se je na Sodniku nabralo ogromno podobno hitrih resitev, zato
so se sestavljavei nalog odloéili, da nalogo nekoliko otezijo. Zgornjo mejo
za velikost stevil na vhodu so s 1000 dvignili na 10000.

Seveda se je bilo tudi spremenjene naloge moé¢ lotiti na enak nacin, le
da je imela dobljena resitev namesto nekaj ¢ez 200 veé kot 2000 vrstic. In,
zlomka, vec kot 40000 znakov. Seveda sem takoj pomislil, da bi izracunane
vrednosti lahko zapisal v bolj strnjeni obliki, z manj znaki. Do n = 10000
obstaja le 1593 primitivnih pitagorejskih trojk, v nobeni trojki pa ne
sodeluje 1669 stevil. V program bi tako lahko zakodiral le vrednosti, kjer
se spremeni Stevilo trojk, na zacetku resitve pa bi iz teh podatkov hitro
nara¢unal prave odgovore. A nisem imel prave volje za take dopolnitve.
Raje sem vzel ze napisani pomozni program, s katerim sem stel trojke,
mu dodal branje podatkov ter prilagodil izpis. Tako sem dobil naslednjo
resitev:
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#include <stdio.h>
#define MAXN 10000

extern long gcd(long, long); /# PoiZZe najveZji skupni */
/* delitelj Etevil. */

int main(void)

{
int stevci[MAXN][2]; /* tabela odgovorov */
int vtrojki[MAXN + 1] = {0}; /* Ali je Stevilo v kaki trojki? */
int zunaj = 0; /* Koliko &tevil od 1 do n ni v nobeni trojki. */
int trojke; /* Koliko primitivnih trojk z z <= n smo na3li. */
long x, y, z; /* long: kvadrati morda lahko preseZejo INT_MAX. */
int n;

for (n = 1; n <= MAXN; n++) {
/% I8%emo trojke, pri katerih je z = n. */
zunaj++;
for (x =1, y=n-1, 2z =mn; x <y; x++) {
while (x * x + y * y > z * 2) y—;
if (x * x+y *y==2 % 2z) { /* nova trojka */
/# Za primitivnost zado3Za, da sta si tuja le x in y. */
if (ged(x, y) == 1) trojke++;
if (lvtrojki[x]) { vtrojki[x] = 1; zunaj--; }
if (Ivtrojkilyl) { vtrojkily] = 1; zunaj--; }
if (!vtrojkilz]) { vtrojkilz] = 1; zunaj--; }
}
} /*for x,y,z*/
stevei[n - 1][0] = trojke; /# Zapomnimo si Btevilo trojk */
stevci[n - 1][1] = zunaj; /* in 3tevilo 3tevil zunaj trojk. */
} /#for n*x/

[}

while (scanf("%d", &n) == 1)
printf("/d %d\n", stevci[n - 1]1[0], stevciln - 1]1[11);

return 0;

}

Ko sem se pocasi le sprijaznil z ugotovitvijo, da moja resitev ni veé
med najhitrejsimi, so na Sodniku ponovno popravili nalogo. Tokrat so
zgornjo mejo za Stevila na vhodu povecali na 100000. Ni¢ posebnega, sem
si mislil. Popravim vrednost MAXN na 100000, spremenim tip n-ja v long,
pa bo. A to je bil ra¢un brez krémarja. Resitev je bila tako pocasna,
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da je prekoracila ¢asovno omejitev, ki jo postavlja Sodnik. Tudi majhne
izboljsave niso pomagale. Cas je bil za korenite posege.

Poznal sem formule, s katerimi opisemo primitivne pitagorejske troj-
ke. V vsaki primitivni pitagorejski trojki sta stevili « in y razli¢ne parno-
sti. Vse primitivne trojke, pri katerih je x sodo stevilo, dobimo iz formul

r=2b, y=a>-b> in z=a%+b%,

kjer sta @ in b, @ > b, naravni Stevili razlicne parnosti, ki sta si tuji. Z
zgornjimi formulami vsako primitivno pitagorejsko trojko dobimo na en
sam naéin. Dokaz nastetih trditev ni tezak, najdete ga npr. v [1, razdelek
10]. Gornje formule opisujejo primitivne trojke, pri katerih je x sodo (y
pa potem liho) Stevilo. Za dano vrednost komponente z je takih trojk
seveda natanko toliko kot tistih, pri katerih je x < y.

Na osnovi zgornjih formul sem sestavil naslednjo resitev, ki je na
Sodnikovem seznamu Se vedno ena od najhitrejsih:

#include <stdio.h>
#define MAXN 100000
extern long gcd(long, long);

int main(void)
const int meja = 316; /* koren iz MAX je zgornja meja za a */
long n, %, ¥, 2, XX, ¥y, a, b;
long stevci[MAXN] [2] = {{0,0}};
long prva[MAXN] = {0}; /* najveZje Ztevilo v najmanjsi trojki */

/* Generiranje pitagorejskih trojk. */
for (a = 2; a <= meja; at+)
for (b=1; b<ak&k (z=2a*a+ b * b) <= MAXN; b++)
if (a% 2 1=b % 2 & ged(a, b) == 1) {
/* Imamo novo primitivno pitagorejsko trojke. */
X=2%*a*b; y=a*a-b=*b;
stevci[z - 1]1[0]++; /* ena primitivna trojka vet */
/* Pregledamo vefkratnike in beleZimo "najmanjse" trojke. */
for (xx = x, yy =y, n = z; n <= MAXN;
XX += X%, yy += y, n += z) {
if (prvalxx-1] == 0 || prvalxx-1] > n) prvalxx-1] = n;
if (prvalyy-1] == 0 || prvalyy-1] > n) prvalyy-1i] = n;
if (prvaln -1] == 0 || prvaln -1] > n) prva[n -1]
} /xforx/
} /xifx/

[}
=]
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for (n=1; n < MAXN; n++) stevci[n] [0] += stevciln-11[0]; /*(1)*/

for (n=0; n < MAXN; n++) [*(2)*/
if (prvaln] !'= 0) stevcil[prvaln]-1][1]++;

for (n=1; n < MAXN; n++) stevci[n] [1] += stevci[n-11[1]; /*(3)*/

for (n=0; n < MAXN; n++) stevciln][1] = n+il-stevciln] [1]; /*(4)*/

while (scanf("%1d", &n) == 1)
printf ("%1d %ld\n", stevcil[n - 1]1[0], stevciln - 11[1]1);

return 0;

}

Program zahteva kratko razlago. Z zankama for pregledamo vse
primerne vrednosti za a in b (1 < b < a < \/ﬁ, test parnosti in test
tujosti) ter tako odkrijemo vse primitivne pitagorejske trojke do 10°.
V prvem delu tabele stevci stejemo, koliko je takih trojk z izbrano
vrednostjo z-ja. Te kasneje v zanki (1) e sestejemo od zacetka do tekocega
elementa in tako ugotovimo, koliko je primitivnih trojk, ki imajo vse
komponente manjse od izbrane vrednosti.

Za izracun drugih delov odgovorov pa je pomembna pomozna tabela
prva. V njej za vsako Stevilo zabelezimo najmanjso pitagorejsko trojko
(glede na vrednost komponente z), ki to stevilo vsebuje. Vrednost k >
> 0 v i-tem elementu tabele (ta ima indeks i — 1) tako pomeni, da
smo nasli pitagorejsko trojko. ki vsebuje Stevilo i, katere komponenta
z je enaka k, trojke z manjso vrednostjo komponente z pa nismo nasli.
Vrednost £ = 0 po koncu obeh zank for pomeni, da stevilo i ne nastopa
v trojkah s komponentami do 10°. V nadaljevanju iz vrednosti v tabeli
prva izracunamo druge dele odgovorov. Najprej v zanki (2) za vsako
stevilo n < 10° ugotovimo, koliko je stevil m, za katera je n najvecje
stevilo v najmanjsi pitagorejski trojki, ki vsebuje m. Ta stevila so se
pri tem n-ju prvi¢ znasla v kaki pitagorejski trojki. Nato v (3) podobno
kot v (1) izraunamo vsote zacetkov tabele, da ugotovimo, koliko tevil
do tekoega je v kaki pitagorejski trojki. V (4) nato v tabelo vpiSsemo
“nasprotne” vrednosti, tiste, ki povedo, koliko stevil do tekocega ni v
nobeni pitagorejski trojki. Pri vseh operacijah z elementi tabel moramo
paziti na indekse, saj ima v C-ju prvi element tabele indeks 0.

Nedavno so na Sodniku zgornjo mejo za stevila na vhodu Se enkrat
dvignili, in sicer na 10°. Resitve skoraj ni bilo treba spremeniti, le vred-
nosti za konstanti MAX in meja je bilo treba popraviti na 105 oz. 1000.

Literatura
[1] J. Grasselli, Diofantske enacbe, Knjiznica Sigma 38, DMFAS, 1984

Martin Juvan
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IZSEV ZVEZDE

Zasledil sem, da pri pisanju o zvezdah nekateri nepravilno uporabljajo
izraz izsev zvezde. Ker gre za eno najpomembnejsih karakteristik zvezde,
sem se odlocil, da za Presek o tem napiSem kratek prispevek.

Izsevani ali oddani svetlobi oz. svetlobni moéi zvezde recemo izsev
zvezde. To je koli¢ina, ki pove, koliko svetlobe (sevanja, energije) zvezda
v sekundi izseva (odda) na vse strani v prostor. Izsev zvezde oznacimo s
érko P (power), enota pa je ista kot enota za mo¢, t.j. vat (W=J/s). Cim
vec vatov izseva zvezda, vecji je njen izsev.

Izsev Sonca je okoli 4 - 10%6 W (oz. Sonce ima izsev okoli 4 - 10%6).
Druge zvezde imajo vecji ali pa manjsi izsev glede na izsev Sonca (lahko
vet desetkrat, stokrat, tisockrat vecji oz. manjsi izsev).

Zvezda kot zareca plinska krogla enakomerno na vse strani izseva
izsev P. Ce zanemarimo svetlobne izgube, se P porazdeli po krogli s
povrsino 4wr?, kijer je r oddaljenost zvezde. Opazovaléevo oko na Zemlji
v razdalji r od zvezde prestreze svetlobni tok z gostoto j = P/4nr?. Ta
vrednost za gostoto toka je odlo¢ilna za vtis na mreznici ¢loveskega ocesa.
Vtis je tem moénejsi, ¢im vecji je izsev zvezde in ¢im blizje nam je zvezda
(kar neposredno razberemo iz zapisanega ulomka). Drugace povedano,
tudi ée ima zvezda zelo velik izsev, a je zelo dale¢, se zdi za oko Sibka,
bliznja zvezda z majhnim izsevom pa svetlejsa.

Omenimo Se eno svetlobno koli¢ino, sij zvezde. Sij in izsev zvezde
sta dve povsem razliéni svetlobni koli¢ini in ju ne smemo zamenjevati. Ce
izsev oznacuje v casovni enoti izsevano (oddano) svetlobo zvezde, sij meri
svetlobo, ki jo zazna ¢lovesko oko (ali tudi drug sprejemnik svetlobe).

Clovek vidi oz. opazuje zvezde. Na nebu zaznava navidezno sliko.
Sploh so vsa telesa in gibanja na nebu navidezna, saj jih tja projiciramo.
Pogled na temno zvezdno nebo nam pove, da zvezde razliéno mocno sijejo.
Samo zvezde Velikega voza je treba pogledati, pa to takoj opazimo. Vtisu
(obéutku), ki ga ima élovesko oko, ko sprejme njegova mreznica svetlobo
oddaljene zvezde ali kakega drugega vesoljskega telesa, re¢emo sij. Izraz
je pri nas vpeljal srednjesolski u¢benik astronomije, velja ze ve¢ kot 30 let
(angl. brightness of a star).

Beseda sij je vezana na obéutek, ¢loveskemu ocesu se torej zvezda
takina zdi, zato pred besedo sij ni treba postavljati dodatne besede navi-
dezni (da bi izraz nosil ime navidezni sij). Zadostuje, da re¢emo sij zvezde
je toliksen in toliksen.

Sij zvezde je povezan z gostoto vpadne svetlobe z zvezde na mreznico
otesa (ali kak drug merilnik svetlobe). Ni pomembno, ali je zvezda dale¢
ali blizu, velika ali majhna. Seveda, ¢im ve¢ja je, ¢im ve¢ seva in &im
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blizje je zvezda, tem vecja je sprejeta gostota svetlobe. Kakor ima dolzina
svojo enoto meter, izsev svojo enoto vat, ima enoto tudi sij. Recemo
ji magnituda. V latini¢ini magnitudo pomeni velikost, vendar ta enota
nima nobene zveze z velikostjo, t.j. polmerom zvezde, ampak le z velikostjo
svetlobnega vtisa na mreznici ¢loveskega ocesa.

7 definicijo sija in magnitude je precej tezav. Nekateri namesto sija
zvezde radi uporabljajo kar izraz magnituda zvezde, vendar velja dogovor:
najsvetlejse zvezde imajo sij prve magnitude (oznaka 1™, beri “ena m”
ali so prve magnitude, manj svetle imajo sij 2™, §e manj svetle 3™, ...,
s prostim oesom komaj vidne 6™. Severnica ima sij 2,1™ (zvezda sije z
magnitudo 2,1™). Z daljnogledom so vidne zvezde s sijem 7™, 8™ ...,
22" 23™ menda ob novejsi tehnologiji vidimo Ze sij okoli 30™ in celo
vec. Sij vesoljskega telesa pa je lahko tudi ni¢ in negativen. Venera v
najveéjem siju doseze —4™, Luna ob &¢ipu —12,5™, Sonce kot najsvetljese
svetilo na nebu pa kar —27™,

Slika 1. Zvezde Velikega medveda (Ursa maior) in drugih ozvezdij imajo razli¢en sij.

Pomembno je, da povemo medsebojno odvisnost sija in gostote spre-
Jjetega toka z zvezde (z vesoljskega telesa). Povezuje ju enacba

-% = 1[}—(I,JL(rn—w:l‘l')1

J
kjer sta npr. m in m' sija dveh zvezd, j in j' pa gostoti svetlobnega toka,
ki ju s teh dveh zvezd sprejmemo na Zemlji. Z zvezde s sijem m' = 1™

sprejmemo gostoto svetlobnega toka j' = 1078 W/m?2. Tako lahko za vsak
m izracunamo j in obratno.
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krogla s povr§ino 4

Jj = Plnr

Slika 2. Zvezda z izsevom P. V éElovesko oko na Zemlji v razdalji r od zvezde pade
svetlobni tok z gostoto j = P/4wr2. Gostota svetlobnega toka, ki pada s kvadratom
oddaljenosti zvezde, je torej odlogina za jakost sija.

Da bi obravnavane kolicine utrdili, navedimo poucno vajo.

Zvezda Sirij ima sij m = —1,5™, od nas pa je oddaljena r = 2,7 par-
seka (en parsek je 3,3 svetlobnega leta, to je 3,110 m). Izraéunaj izsev
P Sirija.

Iz & = 107040n—m) gledi j = 108 10-94-15-DW/m® =
= 10~ W/mz. Izsev zvezde pa je P = j-dnr® = 1077 W/m2-47r(2,7-3,1-
-10'6)2 2 = 88 - 10?6 W = 22 izsevov Sonca. Sirij torej v prostor oddaja
svetlobo za 22 Sonc.

Za doma pa predlagam naslednje vaje:

1.  Severnica ima sij m = 2,3™ in lezi v oddaljenosti r = 240 parsekov.
Koliksen je P?

2. Nova (zvezda) je ob izbruhu posiljala na Zemljo svetlobni tok z go-
stoto j = 3,6 - 10~ W/m?. Koliken sij je tedaj imela?

3. Sij Sonca je m = —26,8™. Izracunaj sij Sonca, ¢e bi ga opazovali
z najblizje zvezde Proksime Kentavra v razdalji 270000 astronom-
skih enot (oddaljenost Zemlja—Sonce). Ali bi Sonce videli s prostim
ocesom?

Resitve so na str. 40.
Marijan Prosen
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L’Vove knjige

Marijan Prosen: SKRIVNOSTI DNEVA IN NOCI

V zadnji stevilki lanskega let-
nika Preseka smo vam pred-
stavili prirocnik Spoznavaj-

mo Zemljo in vesolje avtor-

jev Marijana in Stane Prosen, s K RIVN 0 S TI
tokrat pa bi vas radi opo-
zorili na knjizico Skrivnosti DNEVA
dneva in noéci, ki jo je napisal in _,
Marijan Prosen. Podnaslov NOCI
Knjiga za mlade vedeze pove,
da je tudi to delo namenjeno
najmlajsim bralcem.

Knjigo sta izdala Zaloz-
nistvo Jutro iz Ljubljane in
Zalozba Branko iz Nove Go-
rice. Bogato ilustrirani zve-
zek velikega formata na 48
straneh prinaSa opise in raz-
lage nekaterih vsakdanjih po-
javov, povezanih z gibanjem
Zemlje, Lune in Sonca.

Knjizica v prvih treh po-
glavjih na preprost, privla-
¢en ter zanimiv nacin pojasni
vzroke in posledice izmenjavanja dneva in noé¢i, razlozi, kako, kdaj in zakaj
nastajajo letni ¢asi, opise gibanje Lune, nastanek men ter pojav plime in
oseke. Spotoma se nau¢imo, kako naredimo preprosto sonéno uro, zvemo,
kaj je zodiak, kdaj vidimo zajcka na Luni ter kako naj opazujemo plimo
in oseko.

Cetrto poglavje prinasa nekaj vaj in iger za posnemanje dogajanj
v vesolju: posnemanje vrtenja in krozenja Zemlje, prikaz Sonceve poti,
posnemanje Luninega gibanja in prikaz Luninih men.

V petem poglavju najdemo nekaj osnovnih podatkov o Zemlji, Soncu
in Luni, preglednic o trajanju dneva in noci (v odvisnosti od zemljepisne
Sirine) ter o trajanju letnih éasov. Na koncu je dodan e slovarcek s kratko
razlago obravnavanih pojmov.

Knjiga je tudi na pogled lepa in s svojo zanimivo vsebino primerno
darilo za mlade radovedneze.

Marijan Prosen

Marija Vencelj
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TETRAEDRI S PLOSCINSKO ENAKIMI
MEJNIMI PLOSKVAMI

Skladni liki imajo enako ploséino, toda hkrati ne drzi, da bi bili liki =
enako ploséino vselej skladni.

Tetraeder (tristrana piramida) je omejen s 8tirimi trikotniki. Kaj
lahko recemo o tetraedru, ¢e imajo vse 8tiri njegove mejne ploskve enako
ploséino? Bangov izrek trdi, da so v tem primeru mejne ploskve skladni
trikotniki. Poskusajmo ta izrek dokazati. Dokaz je elementaren in mate-
matiéno prav ni¢ zahteven, le nekoliko dolgovezen je in v njem je precej
dolgocasnega racunanja. Ce se bralcu racunanje upira, naj kar neha brati
ta clanek. (Dokaz se precej poenostavi, ¢e uporabimo vektorsko algebro.)

Imejmo tetraeder ABCO (slika 1). Njegova osnovna ploskev je tri-
kotnik ABC, njegov vrh pa O. Stranice osnovne ploskve zaznamujmo z
AB = ¢, BC = a in AC = b, stranske robove pa z AO = ¢, BO = f in
CO = g. Stranske ploskve so trikotniki ABO, BCO in ACO; prvi ima
stranice e, f, ¢, drugi f, g, a in tretji e, g, b.

Slika 1.

Ploscino trikotnika s stranicami a, b, ¢ izracunamo po Heronovem
obrazcu

p=1s(s—a)(s=b)(s—c),

kjer je s poloviéni obseg, tako da je 2s = a+b+c. Ce to vstavimo v izraz
na levi, ga kvadriramo in pomnozimo s 16, dobimo enaébo

16p = 2a%b* + 2a%c* + 2b%c® —a* — b — c*. (1)
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Denimo, da imajo vse stranske ploskve nasega tetraedra ABCO enako
ploséino kakor osnovna ploskev, torej ploséino p. Potem veljajo poleg (1)
tudi tele tri enacbe:

2e2f2 4 2% +- 2822 —c* —e* — f = 16p°
2f2g2+2a2f2+2&292_a4_f4_g4=16p2 (2)
2e?g? + 2b%e? + 2b%g% — b — et — g* = 16p°.
Leve strani teh enacb dolo¢ajo ploséine stranskih ploskev ABO, BCO in
ACQO. Dobimo jih tako, da v formuli (1) zamenjamo najprej a z e in b
z f,nato bz f in ¢ z g, nazadnje pa a z e in ¢ z g. Vse mejne ploskve
imajo enako ploséino natanko tedaj, kadar zado3éajo robovi a, b, ¢, e, f
in g enaébam (1) in (2).

Cejee =a, f=>bin g = ¢ so vse enacbe (1) in (2) izpolnjene.
Mejne ploskve so stirje skladni trikotniki s stranicami a, b, ¢. Ali obstaja
e kaksna druga resitev teh enach?

Zaznamujmo e — a? =z, f2 —b? =y in g°> — ¢ = z, torej

el=a’+za 2= +y = +z. (3)

Vstavimo te izraze v enache (2). Ce upostevamo enacbo (1), ki doloca
16p?, dobimo po nekoliko dolgoveznem raéunu tale sistem enacb:

20b* +c® —at)z+ 2+ - )y +2zy -2 —y* =0
2(|f;r,2 o bz)y +2(c.r,2 157 - cz}z + 2yz — y2 —22=0
2+ —a)z+2(a® + 0¥ — )z + 22z — 22 - 22 =0.
Zaradi krajse pisave zaznamujmo
¥+ —-a’=q, a*+-=r, >+ —-c%=s. (4)
Potem lahko zapisemo zgornji sistem v razmeroma pregledni obliki:

29z + 2ry = 2* — 2oy +y* = (z — y)?

Uy +282=9% — 2+ 22 =(y—2)? (5)

2gx + 28z = 2% — 2xz + 2° = (x — 2)2.

Sestejmo prvo in tretjo enacbo (5) in od vsote odstejmo drugo. Ce
krajsamo z 2, dobimo

2z = z° — 2y — (z — 9)2 (6)
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in od tod

(x—y)z =2

—zy—2qz. (7)
Pomnozimo zdaj tretjo enacbo (5) z (x — y)? in dobimo
2qz(x — y)? + 28z(x — y)? = 2%(x — y)? — 2xz(x — y)® + 2% (z — y)?.

Vstavimo za produkt (r — y)z izraz (7). Po krajSem racunu pridemo do
enacbe

2qx(z — ¥)? + 2s(x — y) (2% — oy — 2¢z) = 4¢°22,
ki jo labhko zapisemo tudi takole:
(2qx + 2sz)(z — y)? — dgsz(z — y) = 4¢°22 .
Prva enacba (5) pove, da je (z — y)? = 2qx + 2ry, torej
(2qz + 2s7)(2qz + 2ry) — 4gsz(z — y) = 4¢°z” .
Ce to uredimo, je pred nami tale preprosta enacba:
d(gr+gs+rs)zy=0. (8)

Tako smo ugotovili, da vsaka trojka, ki zadosca sistemu (5), zadoséa tudi
enacbi (8).
Spet nekoliko dolgovezen rac¢un pokaze, da je

qr + qs + rs = 2a%0* + 2a% + 2% — a* — bt — ¢t = 16p?,

kjer seveda pomeni p plos¢ino osnovnega trikotnika ABC. V tetraedru
imajo mejne ploskve od ni¢ razli¢no ploséino, torej je p # 0. Zato smemo
(8) krajsati s 64p? in pridemo do enacbe

zy =10, (9)

Tri moznosti imamo:
a)z#0,y=0 b) & =0,y£0, e)m=0,4=0.
Oglejmo si najprej moznost a). Iz prve enacbe (5) dobimo 2gz = 2,
Ker = # 0, smemo krajSati z = in je v tem primeru z = 2¢. Ce to vstavimo
v (7), dobimo zz = 0, torej z = 0. Tako smo dobili resitev = 2¢, y = 0,
g=1.
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V primeru b) je &+ = 0. Enacba (7) nam da yz = 0. Ker y # 0,
sledi od tod z = 0. Iz prve enaébe (5) pa dobimo 2ry = y?, torej y = 2r.
Pripadajoca reditev se glasi z =0, y = 2r, 2 = 0.

Nazadnje si oglejmo Se zadnji primer ¢). ko je # = 0 in y = 0. Druga
enacba (5) nam da 2sz = z2. Od tod izhajata dve moznosti: ali je z = 2s
ali z=0.

Tako smo ugotovili, da obstajajo natanko stiri refitve sistema (5),
namrec:

1. x=2q, y=0, z=0.
2. x=0, y=2r, z=0.
3 x=0, y=0, =z=Zs
4. x=0, y=0, 2z=0.

Oglejmo si prvo resitev. Ker je y =0 in 2 = 0, dobimo iz enaéb (3) f =b
in g = ¢. (Robovi se izrazajo s pozitivnimi stevili. Zato iz f2 = b2 in ¢2 =
= ¢? sledi f =b, g =c.) Enakost x = 2¢ pa nam da €? = 2b 4 2¢? — a?.
Torej so robovi med seboj povezani takole:

f=b g=e¢ ®=2b%+2¢%—d> (10)

Kaksen je pripadajoéi tetraeder?

Vzemimo v ravnini paralelogram ABOC, pri katerem naj bosta nev-
zporedni stranici AB = ¢ in AC = b, diagonala BC pa naj bo enaka a. S
temi podatki je paralelogram natanko dolo¢en (slika 2). Drugo diagonalo
oznacimo z e, torej AO =e.

C c 9}

Slika 2.

V vsakem paralelogramu je vsota kvadratov vseh stirih stranic enaka
vsoti kvadratov obeh diagonal. V nasem primeru je zato

2 +2c =a® 4. (11)
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Kako ugotovimo, da velja zveza (11)? Oglejmo si trikotnika ABC in ABO
na sliki 2. Ce je pri ogliséu A notranji kot «, je v paralelogramu pri ogliséu
B notranji kot 180° —«. Po kosinusnem izreku dobimo iz prvega trikotnika

2=+ —2bccosa,
iz drugega pa
2 = b + ¢ — 2bccos(180° — a) = b* + ¢ + 2becos a.

Ce ti dve enachi sestejemo, je pred nami zveza (11).

Paralelogram ABOC' imamo lahko za izrojeni tetraeder, vsa njegova
oghsca so namreé v isti ravnini. Robovi osnovne ploskve ABC' so BC =
= a, AC = b in AB = ¢, stranski robovi pa AO = ¢, BO = f = b in
CO = g = ¢. Ker velja zveza (11), so robovi taksni, kakor jih dolo¢a prva
resitev (10). Mejne ploskve tega “tetraedra” so trikotniki ABC', ABO,
ACO in BCO. Ce paralelogram ni pravokotnik, ti trikotniki, ki imajo vsi
enako ploséino (namre¢ polovico ploscine paralelograma), niso vsi med
seboj skladni.

Tetraeder je s svojimi robovi natanko doloéen: dva tetraedra z ena-
kimi robovi sta bodisi skladna bodisi zrcalni sliki drug drugega. Zato
je vsak tetraeder, katerega robovi so povezani z enaébami (10), skladen
s paralelogramom ABOC, torej izrojen. Njegov rob AO je diagonala
paralelograma,

Podobno kakor izraza Heronov obrazec ploséino trikotnika z njegovimi
stranicami, obstaja formula, ki izraza prostornino V tetraedra z njegovimi
robovi. Tako formulo najde bralec v [1] na strani 130. Ce v formulo za
prostornino V' vstavimo izraze (10), izra¢unamo, da je V = 0. Tako se
ponovno lahko prepricamo, da doloéajo robovi (10) izrojeni tetraeder.

Kar smo povedali za prvo resitev sistema (5), velja tudi za drugo in
tretjo. Pripadajoéi tetraeder je paralelogram, pri drugi resitvi je njegova
diagonala rob BO, pri tretji pa rob CO.

Preostane nam Se zadnja, ¢etrta resitev, ko jex =0, y = 01in z =
= (0. Iz enacb (3) dobimo ¢ = a, f = bin g = e. Mejne ploskve so
skladni trikotniki s stranicami a, b, ¢. Edino ta resitev nam da neizrojeni
tetraeder. Tako smo dokazali:

IZREK (Bang). Ce imajo v (neizrojenem) tetraedru vse §tiri
mejne ploskve enako ploséino, so te ploskve skladni trikotniki.
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Pravilni tetraeder omejujejo stirje skladni enakostraniéni trikotniki.
Kaksen mora biti trikotnik, da lahko s Stirimi kopijami tega trikotnika
sestavimo povr§je tetraedra?

V tetraedru na sliki 1 je oglisée A vrh treh kotov, namreé kota < BAC,
kota < BAO in kota «CAQ. Ce so mejne ploskve trikotniki, ki so skladni
s trikotnikom ABC, le-ta pa ima pri ogliscih A, B in C' zaporedoma
notranje kote e, 3 in 7, so zgoraj navedeni koti enaki

4BAC = o, 4<BAO = 3, LCAO =~.

Vsota katerihkoli dveh kotov pri istem ogliséu (neizrojenega) tetraedra pa
je vselej vecja od tretjega kota. Zato veljajo v nasem primeru neenaébe

at+pf>y a+y>p, p+y>a.

Ker je o + 3 + v = 180°, dobimo iz prve neenacbe, da je 180° — v > 7,
torej 180° > 2 oziroma v < 90°. Podobno sledi iz druge neenache, da je
B < 90°, iz tretje pa e < 90°. Trikotnik ABC je ostrokoten. Zato lahko
sestavimo povrsje tetraedra le s Stirimi skladnimi kopijami ostrokotnega
tikotnika.

Bralec se lahko brez tezav preprica, da je trikotnik s stranicami a,
b, ¢ ostrokoten natanko tedaj, kadar so vsi trije izrazi ¢, r in s, podani z
enacbami (4), pozitivni.

Literatura
[1] L. Vidav, O neki posplositvi Heronovega obrazca. Obzornik za mate-
matiko in fiziko, 46 (1999), str. 129 — 135.

Tvan Vidav

NENAVADNO STEVILO

Ali znate dolo¢iti stevilo, katerega decimalni zapis je
0.cicocsey ...

kjer je ¢, zadnja Stevka decimalnega zapisa stevila n"? Torej ¢; = 1,
62:4, 6327, C4=6itd.
Martin Juvan

Resitev je na str. 46.
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BAROMETRSKO SVETLIKANJE

Razvoj merilne tehnike omogoca, da tudi o pojavih, ki jih ze dolgo po-
znamo, zvemo kaj novega. Barometrsko svetlikanje poznajo tri stoletja
in cetrt, a Sele najnovejsa merjenja so razkrila o njem nekaj zanimivih
podrobnosti. Ceprav ne gre za pomemben pojav, ga je iz spostovanja
do fizikov preteklosti in do zmogljivosti sodobnih merilnih naprav vredno
opisati.

O “barometrski svetlobi” je prvi porocal leta 1676 Jean Picard fran-
coski akademiji znanosti v Parizu. Na mestu, na katerem se je zivo
srebro umaknilo s steklene stene v cevi, je bilo mogoce zaznati sibko
svetlikanje. Picard je poklicno pot menda zacel kot vrtnar in postal
znan astronom. Izboljsal je zemljevid Francije in izmeril dolzino stopinje
na Zemlji. Izracunal je razdaljo med notredamsko cerkvijo v Parizu ter
katedralo v Amiensu in ugotovil, da obseg Zemlje meri — v danasnjih
enotah — blizu 40 tiso¢ kilometrov. Po njegovi zaslugi je prisel v Pariz
danski astronom Ole Remer, ki je ugotovil, da potuje svetloba s konéno
hitrostjo.

V letih 1700 in 1701 je povzel razpravo o zanimivem pojavu znani
matematik in mehanik Jacob Bernoulli. Potem pojavu dolgo ¢asa niso
posvecali posebne pozornosti. To je mogoce pojasniti s tem, da ga ne-
kateri raziskovalei niso mogli ponoviti. Danes vemo, da mora biti Zivo
srebro dobro oéiséeno. Ce ga pustimo nekaj ¢asa stati na zraku, postane
svetlikanje najprej celo izrazitejse, a po daljsem ¢asu svetlikanja sploh ni
vec opazifi.

Za podobne pojave so se raziskovalei zanimali, ko so izboljsali vakuum
in so zaceli raziskovati elektriéni tok po razredéenih plinih. Tako je
Heinrich Geissler leta 1868 objavil élanek o Novih izkusnjah na podroéju
svetlobnih pojavov. Stene vijaéne evakuirane cevke so se svetlikale, ko
jih je podgrnil s kozuhom ali ebonitom. Barva svetlobe je bila odvisna
od ostanka plina v cevki in je bila podobna kot pri elektriénem toku po
plinu. Svetloba je bila pri nizji temperaturi moénejsa kot pri vi§ji. Tako
so barometrsko svetlikanje povezali z elektriko.

Presko¢imo ¢as do leta 1998, ko je raziskovalna skupina s kalifornijske
univerze v Los Angelesu, ki so jo sestavljali R. Budakian, K. Weninger,
R. A. Hiller in S. J. Putterman, v reviji Nature objavila kratek ¢lanek
Pikosekundne razelektritve in trenje z zatikanjem ob gibajoci se gladini
Zivega srebra na steklu. Poskusov se je lotila, ker se je v zadnjih desetih
letih povecalo zanimanje za sonoluminiscenco. Mo¢an zvok v kapljevini
lahko povzroéi nastanek drobnih mehurckov, ki se periodiéno vecajo in
manj5ajo. Lord Rayleigh je ze leta 1917 opazil, da mehuréek odda sibek
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blisk, ko doseze najmanjsi polmer. Novi merilni na¢ini so omogocili, da
so pojav podrobneje raziskali. Raziskovalci so bili preseneceni, da so
bliski zelo kratkotrajni. Omenjeno skupino je zanimalo, ali so podobno
kratkotrajni tudi bliski pri barometrskem svetlikanju.

Valjasto stekleno posodico so pocasi vrteli okoli vodoravne geome-
trijske osi (slika 1). V posodici je bilo malo zZivega srebra in nad njim
neon ali kak drug plin pri znizanem tlaku. Zivo srebro so skrbno preéistili
in ga pred poskusom Se posebej pustili kapljati skozi aceton. Svetlobo
ob gladini na steni cevi so opazovali s televizijsko kamero. Poleg tega
so s hitrim katodnim osciloskopom zasledovali ¢asovni potek napetosti
na drobnem kondenzatorju, ki je bil nameséen z zunanje strani posodice
ob gladini. Kot kondenzator so uporabili kar kratek odsek koaksialnega
kabla, ki so mu odstranili polovico zunanjega vodnika. Svetlobo so merili
Se s fotopomnozevalko, ki je lahko sledila hitrim spremembam.

Slika 1. V 5 em dolgi stekleni
cevki z zunanjim premerom
2 em je bilo malo Zivega sre-
bra in neon pri tlaku 450 mili-
barov. Vrtljaj je trajal 12s. S
prostim ofesom je mogoce vi-
deti (rdeckasto, za neon zna-
¢ilno) svetlobo, ki jo seva ste-
na cevke in tesnilo iz plastiéne
mase.

Ugotovili so, da oddaja centimetrski odsek gladine svetlobo z mocjo
2. 1078 W, kar je zlahka mogoce opazovati s prostim ocesom. Svetlobo
sestavljajo kratkotrajni bliski. Trajajo nekaj veé kot 10 nanosekund (1 na-
nosekunda je milijardina sekunde, 10~ ?s, pikosekunda je tiso¢ina nano-
sekunde, 10~ sekunde). Sunki elektriéne napetosti trajajo precej krajsi
¢as, manj od 1 nanosekunde. Gladina pa se vine v zacetno lego po precej
daljsem casu (slika 2).

Pojav so pojasnili s prehodom elektronov iz zivega srebra na steklo. S
kvadratnega milimetra povrsine zivega srebra ob dotiku s steklom preide
kak milijon elektronov. Steklo se naelektri negativno, Zivo srebro pa
pozitivno. Zaradi elektricne sile gladina zivega srebra lepi na steklu in
mu sledi, ko se dviga steklena stena posodice. Nenadoma pa elektroni
preidejo nazaj s stekla k Zivemu srebru (slika 3). Zelo kratkotrajni sunek
elektriéne napetosti spremlja kratkotrajen blisk in gladina Zivega srebra
se po precej daljSem Easu zniza, ker je elektriéna sila prenehala delovati.
Ce so gladino zivega srebra obsevali z moéno ultravijoliéno svetlobo, ki



36 Fizika

je pri fotoefektu izbijala elektrone iz zivega srebra, ni bilo svetlikanja.
Zaradi obilice elektronov se je sproti izravnal naboj, ni bilo elektriéne
sile med zivim srebrom ter steklom in zivo srebro ni lepilo na steklu.
Posamezni bliski so si sledili po nakljuéju. Za zdaj ni mogoce pojasniti,
kako so elektroni z zivega srebra presli na steklo, prav tako Se ne moremo
pojasniti porazdelitve elektronov po steklu.
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Slika 2. Zgornji diagram kaze Gasovni potek napetosti na kondenzatorju, ki so ga
zasledovali s hitrim osciloskopom. Napetostni sunki so trajali del nanosekunde. Manjsi
diagram kaze ¢asovni potek visine gladine, ki se je po blisku (pus€ica) v priblizno 100
mikrosekundah (1 mikrosekunda je 1000 nanosekund) vrnila v zagetno lego. Spodnji
diagram kaze ¢asovni potek gostote svetlobnega toka v blisku, ki ga je dala fotopo-
mnozevalka. Bliski so trajali ve¢ kot 10 nanosekund.
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Slika 3. S televizijsko kamero so zasledovali vigino gladine na ozkem delu cevi z dusikom
pri tlaku 150 milibarov. En vrtljaj je trajal 12 s. Krozei kazejo, da se je najprej gladina
dvigala, kot se je dvigala steklena stena, nato pa je zdrknila nazaj. Trikotniki kazejo,
da se pri obsevanju z moéno ultravijolicno svetlobo gladina Zivega srebra ni dvignila.
Desna stran diagrama kaze sunke napetosti na kondenzatorju ob zunanji steni posodice.

Zatikanje, pri katerem telesi lepita drugo na drugem, nato pa zdr-
sneta, je znacilno za trenje z zatikanjem. Preiskani pojav utegne pomagati
pri razlagi takega trenja.

Janez Strnad
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PRESEK, SALAMA IN SINUS

V naravi srecujemo razlicne geometrijske oblike, ko pa jih zagledamo
na tabli pri matematiki ali fiziki, jih véasih ne prepoznamo ali nas celo
prestrasijo. To so na svoji kozi obéutili tudi antiéni matematiki, ko so
zeleli dokazati kaksno navidez o¢itno geometrijsko resnico. V tem sestavku
bomo pokazali, kje vse srecamo sinusoido.

Premice in ravnine si dobro predstavljamo. Kaj pa krivulje? Krozni-
co, elipso, parabolo in hiperbolo (tako imenovane krivulje drugega reda)
lahko najdemo na stozeu (vsi mozni preseki plaséa stozea z ravnino) in jih
zato imenujemo stoznice. Kje pa najdemo kotne oziroma trigonometri¢ne
funkcije? Ze samo ime pove, da so povezane s koti in s trikotniki. Z njimi
jih definiramo (slika 1), lahko pa se tudi vprasamo, kje v naravi naletimo
na njihove grafe.

y
_ /
K sina f----
|
: a
1 |
I
]
I
o l_{ T
o cos a X
(a) (b)

Slika 1. (a) Definiciji funkcij sinus in kosinus. V ravnini nariSemo enotsko kroznico
K s srediséem O v izhodiséu koordinatnega sistema. Iz totke X = (1,0) se v smeri,
nasprotni gibanju urinega kazalca, poda na pot po kroznici K tocka T'. Ko ima za seboj
“prehojen” lok dolzine o (takrat kot < XOT meri e radianov), ima toéka T koordinato
r enako cosa in koordinato y enako sina. Funkcija sinus je pozitivna v prvem in
drugem kvadrantu, funkeija kosinus pa v prvem in éetrtem. Obe funkciji sta periodiéni
s periodo 27 (tj. 360°). (b) Iz Pitagorovega izreka sledi zveza sin? o + cos? a = 1, ge
lazje pa se prepricamo o veljavnosti zveze cosa = sin(a + 7/2).

Iskanje sinusoide

Ker beremo Presek, bomo sinusoido nasli s pomoéjo preseka. Na valj z
radijem 1 navijemo papir. Primer je érevo, ki objema salamo. (Saj veste,
to je tisti nadlezni “papir”, ki ga moramo odstraniti, kadar zelimo narezati
salamo, ali pa se ga znebiti po rezanju, ¢e tega nismo storili prej.) Velja:
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Ce prerezemo salamo (valj z radijem 1) z ravnim nozem pod kotom
45° glede na os valja in razvijemo ¢revo (papir), dobimo sinusoido (sliki
2(b) in 2(c)).

Prepricajmo se, da je res tako. Vzemimo pravokotni presek po-
konénega valja (slika 2(a)). To je enotski krog; njegovo sredisce oznacimo
z S (slika 3(a)).

Slika 2. Sinusoida na valju. V nasem primeru smo papir dvakrat ovili okoli valja.

Na sliki 3(a) je AB premer kroga, obarvan pa je presek valja z ravnino,
ki seka enotski krog vzdolz daljice AB pod kotom 45°. Po tej ravnini je
med rezanjem drsel noz. Presek je seveda elipsa (pa naj je videti e tako
okrogla), a tega pravzaprav ne bomo nikjer uporabili.

Iz tocke A se podajmo na sprehod po robu izbranega enotskega kroga.
Za tisti del, ko lezi pot pod elipso, bomo pokazali, da smo od tocke
navpiéno nad nami oddaljeni natanko za sinus poti, ki smo jo ze prehodili.

Na enotski kroznici izberimo tako tocko C, da bo kot < ASC enak
a. Potem je dolzina loka AC enaka «, kjer je kot o merjen v radianih.
Narisimo pravokotnici iz tocke C' na premer AB in na ravnino, v kateri lezi
izbrani enotski krog. Pravokotnici sekata premer AB in elipso zaporedoma
v tockah D in E. S slike 1 smo si zapomnili, da je dolzina daljice C'D
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enaka sina. Trikotnik DCE je pravokotni trikotnik, kot pri ogliséu D pa
je enak 45°. To pomeni, da gre za enakokraki trikotnik, zato je CF =
= CD = sina. Ko érevo salame razvijemo, preide enotska kroznica v del
premice, ki jo vzamemo za abscisno os. Obravnavani del elipse preide v
del sinusoide, ki lezi nad abscisno osjo. Podobno premislimo, da preide
preostali del elipse v del sinusoide pod abscisno osjo.

(b)

Kje pa najdemo sinusoido v fiziki? Najpogosteje naletimo nanjo pri
raznih periodiénih pojavih, kot so mehanska ali elektromagnetna nihanja
in valovanja (npr. pri matematiénem nihalu, dokler je odmik od ravnove-
sne lege majhen).

Slika 4. Fanti¢ vlece papir pod nihalom, ki puséa ¢rnilo.
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Naloge

Za konec zastavimo Se nekaj vprasanj. Kako priti do kosinusoide ¢ivkajo ze
pti¢i (slika 1 (b)), medtem ko je iskanje tangensoide (tan « = sin o/ cos v,
slika 5) precej tr§i oreh.
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Slika 5. Neposredno iz definicije funkcije tangens sledi, da je za 0 < a < /2 vrednost
tan a enaka razdalji med tocko X in presec¢iSéem premice OT s pravokotnico na os @ v
tocki X.

1. Dokazi, da je presck plaséa valja in ravnine elipsa (slika 2(b)).

2. Zapisi enacbo krivulje, ki jo dobimo, ¢e z nozem prerezemo valj s
polmerom 1 pod kotom 60° glede na os valja.

3. Kaksno senco meée lué s cilindriénim senénikom na navpiéno steno?
(Nasvet: Najprej si ogledamo konkreten primer, ko za lué izberemo
tocko (0,0,0), za senénik 22 + 9> =1, —1 < z < 1, snop lué je rob
sence oziroma stozec z° + y° = z2, stena pa ravnina r = 2.)

Robert Bakula in Aleksandar Jurigi¢

RESITVE VAJ OB CLANKU 1ZSEV ZVEZDE —
s str. 24

1. 5200 izsevov Sonca
2. g2
3. 0,4™; da.

Martjan Prosen
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KAKO STARI SO SANDALI?

Miha koraka skozi prostore Egiptovskega muzeja v Kairu in obstoji pred
zanimivim predmetom z napisom Sandali iz leta 2300 pred Kristusom.
“O¢ce, kako vedo, od kdaj so sandali? Saj Egipcani niso vnaprej vedeli,
da se bo Kristus rodil in kdaj bo to.”
“Drzi. Ampak sandali imajo vgrajeno naravno uro. Fiziki znajo
pogledati na to uro in povedati zgodovinarjem, kaj naj napisejo o starosti.”
Mihu je bilo jasno ¢edalje manj, zato mu je oce obljubil daljso razlago.
Pozabi na sandale. Zacela bova s sveco. Misliva si, da imava pol
metra dolgo sveco, o kateri veva, da pogori vsako minuto za milimeter.
Ta sveéa gori lahko le 500 minut, to je 8 ur in 20 minut. Ce najdemo ob
desetih zvecer tako goreco sveco, ki je dolga le Se 30 centimetrov, si prav
lahko izracunamo, da je morala goreti 200 minut, da je je toliko pogorelo.
Nekdo jo je prizgal torej 20 minut pred sedmo. Ta raéun velja seveda le
tedaj, ¢e je sveca res ves cas gorela. Najdaljsi cas, ki ga s tako uro lahko
Se izmerimo, je osem ur in dvajset minut. Potem je s sveco konec.

0 1 2 3 - 5 6 7 8 wur

Slika 1. Sveo lahko uporabimo kot uro.

Podobno kot opisana sveéa se obnasajo tudi viri radioaktivnega se-
vanja. V njih razpadajo atomska jedra, zato vsebujejo ¢edalje manj radi-
oaktivnih atomov in zato polagoma usiha njihova sposobnost oddajanja
sevanja. Ta sposobnost, ki je odvisna od njihovega razpolovnega casa in
zacetne aktivnosti, pa ne pada enakomerno kot dolzina svece, ampak kot
kaze za radioktivni 14C slika 2. Ker znaSa njegov razpolovni ¢as priblizno
5600 let, pade torej v tem ¢asu aktivnost na polovico. Za vir ogljika
140 Jahko napravimo podoben raéun kot za gorenje svece. Ce ugotovimo
v viru 3000 razpadov v sekundi, povedali pa so nam, da je v viru ob
pripravi razpadlo vsako sekundo povpreéno po 5000 jeder, lahko iz nase
slike ugotovimo, kdaj so ga pripravili. Od naSe izmerjene vrednosti 3000
napravimo korak v desno do krivulje, od nje pa korak navzdol. Tako
pridemo do vrednosti 4130 let, kar je starost vira (slika 2).
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Slika 2. Tudi aktivnost ogljika 4C sluzi kot ura.

Ce bi torej kdo ob smrti vsakega drevesa vlozil vanj tak radioaktivni
vir, bi lahko z ugotavljanjem Stevila razpadov vsak trenutek ugotovili,
koliko ¢asa je ze preteklo od tedaj. Lahko bi rekli, da je v drevo vgrajena
ura. Tako nekako merjenje starosti tudi v resnici poteka. Natanéno
doloéene vire radioaktivnega *C je v vse Zive organizme vlozila Ze narava.
Na to uro je ze leta 1946 opozoril ameriski fizik Libby. Seveda pa ti viri
Se zdale¢ niso tako moé¢no aktivni, kot je bil nas namisljeni vir. To je
celo dobro, saj bi bila sicer vsaka lesena klop mnogo preveé aktivna, da
bi mogli brez nevarnosti sedeti na njej.

Poglejmo, kaj se je dogajalo ze davno, morda pred deset tisoé leti.

Atom dusika 14 se je trdno oklepal drugega atoma dusika in opazoval
Zemljo, ki je zelenela petnajst tiso¢ metrov pod njim. Pocutil se je
popolnoma varno, saj je tako lebdel Ze miljone let. Poleg tega se je
drzal za roke z drugim atomom dusika. Cez priblizno deset tiso¢ let bodo
znanstveniki na Zemlji take skupke poimenovali molekule. Kdaj pa kdaj
si je s trkom v drug atom ali molekulo izmenjal pozdrav. Vendar pa je
nenadoma treséilo kot strela z jasnega povsem drugace kot pri trkih. Ko se
Je nas atom spet zavedel, je bil sam. Ni¢ vec ni bil atom dusika. Zadel ga
je bil nevtron in obtieal v njem, iz jedra pa mu je odneslo proton. To mu
je spremenilo ime v ogljik, pa tudi usodo. Prej je bil prakti¢no nesmrten,
¢e se je le izogibal kozmiénim zarkom, ki bombardirajo Zemljo. Zdaj, ko
je postal atom ogljika 14, bo umrl po povpreéno 5600 letih. Prazaprav ne
bo umrl, prek radioaktivnega razpada se bo preobrazil v atom dugika 14
in pri tem izseval elektron, ki mu pravimo tudi delec beta.
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Nas atom pa ni edini dozivel take usode. Nova jedra ogljika 14 ves
¢as nastajajo in ves ¢as umirajo. Pri enakomernem obsevanju Zemlje s
kozmiénimi zarki se je ze davno vzpostavilo ravnovesje. Vsako sekundo
nastane prav toliko ogljika 14, kolikor ga razpade. Zato ostaja mnozina
radioaktivnega ogljika v ozracju ves cas enaka. V gramu ogljika razpade
vsako minuto priblizno 16 jeder ogljika 14.

Novonastali atom ogljika 14 pa ni dolgo ostal sam. Srecal je dva
atoma kisika in se spojil z njima v molekulo ogljikovega dioksida COs.
Spet bo preteklo precej ¢asa, da bo novo molekulo zaneslo v nizje plasti
ozracja. Tam jo bo morda preko fotosinteze pogoltnil drevesni list, travna
bilka ali smrekova iglica. Kisik bo izsel, ogljik pa si rastlina prisvoji. Zivali
se hranijo z rastlinami, torej se bo radioaktivni ogljik znasel tudi v zivalih.
Volk pozre stno, zato bo tudi volk delezen radioaktivnega ogljika. Ljudje
uzivamo hrano rastlinskega in zivalskega izvora ter tako postanemo tudi
sami radioaktivni. Ogljikova jedra v vsej zivi naravi razpadajo, obenem
pa se s presnavljanjem obnavlja njihova koncentracija. Ko pa katerikoli
organizem wmre, jedra ogljika 14 le Se razpadajo. Premog, ki je nastal iz
pradreves pred nekaj sto milijoni let, ne kaze ve¢ znakov radioaktivnosti.
Sota, ki lezi pod zemljo deset tiso¢ let, je precej manj radioaktivna kot
svez les. Ce torej uspemo izmeriti stevilo razpadov, ki se zgode v gramu
ogljika vsako sekundo, lahko povemo, kdaj je organizem umrl.

Pot do takega podatka pa ni niti lahka niti kratka. Pri meritvi namrec
naletimo na celo vrsto tezav in nevsecnosti.

Pri nasi meritvi moramo ¢m natanéneje ugotoviti stevilo delcev, ki
jih vsako minuto izseva ogljik znane teze, recimo enega grama. Razpadi
jeder pa so nakljuéni. To pomeni, da nikoli ne vemo, kdaj bo posamezno
jedro razpadlo. Sele pri velikem stevilu jeder lahko natancneje napovemo
§tevilo razpadov v ¢asovni enoti, to je aktivnost. Ce prestevamo delce iz
grama svezega ogljika eno minuto, bo rezultat stetja le redko pricakovanih
16. Zakoni statistike pravijo, da bosta dve tretjini rezultatov med 12 in 20,
tretjina pa celo ve¢ od 20 ali manj od 12. Ce hoéemo natanéneje opredeliti
starost, moramo presteti veliko veé razpadov, to pa zahteva daljse stetje
ali pa vet ogljika. Obicajno trajajo take meritve vec dni.

Za zanesljivost meritve je pomembno tudi to, da pri Stetju ne pre-
zremo nobenega delca, saj bi se nam pri taki meritvi vsi predmeti zdeli
starejsi, kot so v resnici. Kosov lesa gotovo ne kaze vtikati v merilce jedr-
skega sevanja, ker bi lahko iz njih neovirano izstopali le delci iz ogljikovih
jeder prav blizu povrsine. Tisti pa, ki bi se rodili globlje, bi prav gotovo
ne mogli ven. Takim napakam se najlaze izognemo, ¢e les sezgemo, torej
pripravimo ogljik spet do tega, da se spoji s kisikom v ogljikov dioksid.
Ce s tem plinom napolnimo merilnik jedrskega sevanja, gotovo ni veé
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nevarnosti, da bi delce izgubljali. V ta namen sta pripravna geigerski in
proporcionalni §tevec. Oba sta valjaste oblike s tanko zZico, napeto po osi
valja. Obi¢ajno ju polnimo z argonom, ki mu dodamo alkoholne pare ali
metan. Kot delovni plin pa je uporaben tudi nas ogljikov dioksid. Ce
prikljuéimo primerno elektriéno napetost med cilinder in sredinsko Zico,
se na uporu R pojavi elektricen sunek kot odgovor na prehod vsakega
delca (slika 3).

| / Slika 3. Sestava geigerskega ali pro-
porcionalnega 3tevea. Med kovin-
skim cilindrom in tanko Zico, napeto
po osi, je primerna elektri¢cna na-
| petost. Stevec javi prehod delca z
I ) ¥ elektriénim sunkom, ki se pojavi na
uporu.

Tu naletimo na drugo tezavo. Tudi stevec, ki ga napolnimo z neak-
tivnim ogljikovim dioksidom, ki smo ga dobili s sezigom na milijone let
starega premoga, najavlja delce. Iz vesolja nas neprestano bombardirajo
kozmiéni zarki, sevanje pa prihaja tudi iz radioaktivnih snovi, ki jih
najdemo v zemeljski skorji. Sevanje iz ogljika 14 je tako neznatno, da
ga je tezko zaznati v prisotnosti obeh virov.

Pa poskusimo zazidati svoj Stevec v svincen grad, ki naj bi ustavil
sevanje od zunaj. Svin¢ene opeke sicer precej sevanja oslabe, v zameno
pa vsiljujejo svoje sevanje. Svinec je namre¢ nastal iz urana, torija in
aktinija, ko so ti razpadali. Zato ne preseneca, da vsebuje Se nekaj svojih
aktivnih prednikov. Svinec bomo uporabljali torej le za zunanje stene
gradu, za notranje je primernejse zelezo, ki nima radioaktivnih prednikov.
Kljub skrbni zazidavi pa se zunanjega sevanja ne moremo povsem iznebiti.
Ce ze vsiljivcev ne moremo ustaviti, pa lahko postavimo okoli svojega
Stevca strazo, ki nas bo posvarila vsakokrat, preden bo vsiljivec dosegel
nas stevec. Posvarjeni takega dogodka ne bomo steli.

Kot strazo namestimo okoli svojega valjastega Stevea obro¢ drugih
valjastih Stevcev. Elektronski sistem, ki zazna vdor delca od zunaj, steje
dogodek v glavnem Stevcu le tedaj, kadar obro¢ ni zaznal ni¢esar. Tedaj
dogodek velja. PripiSemo ga razpadu jedra ogljika 14 (slika 4).

Zdaj imamo konéno vse, da se lahko lotimo dolo¢anja starosti. Meja
zaznavnosti sega nazaj tja do 40 tiso¢ let. Vzorci tako starega ogljika
oddajo vsako minuto v povpreéju le priblizno 0,1 deleca, torej lahko prica-
kujemo v desetih minutah le en sam razpad.
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Slika 4. Glavni Stevec varujejo svinéene stene in
zaSCitni obroé. Svinéene stene so ustavile delec 1 in
delec 2. Zelo prodorni delec 3 je pred vstopom v glavni
Stevec najavil obrog, zato smo ga izloéili. Delec 4 je
prispeval ogljik 14 v glavnem Stevcu. Zaradi majhne
prodornosti je delec konéal svojo pot v glavnem Steveu.
Steli smo le njega.

Aktivnost nekega radioaktivnega vira izraZamo tako, da povemo
stevilo razpadlih jeder v ¢asovni enoti, recimo v sekundi ali pa minuti,
kadar je aktivnost zelo majhna. Aktivnost A(t) ogljika *C upada
eksponencialno s t.i. razpolovnim ¢asom 5600 let:

A(t) = A{O) < 2—t/5600 ’

A(0) je zacetna aktivnost, ¢ pa vstavimo v letih. Po 5600 letih se torej
aktivnost zmanjsa na polovico.

Rekli smo, da lahko negotovost pri prestevanju delcev zmanjsamo,
¢e prestejemo veé delcev. Pri prestetih N delcih je ta napaka +v/N. Pri
prestetih 100 delcih je potemtakem relativna napaka 10 odstotkov, na
odstotek pa se zmanjsa, ¢e prestejemo 10000 delcev. Zato poskusamo
pri meritvah uporabiti ve¢ ogljika kot pa le gram. Liter ogljikovega
dioksida pri atmosferskem tlaku vsebuje priblizno 0,6 grama ogljika.
Geigerski stevei, ki jih je uporabljal tudi Libby, drze le 100 do 200 ml
plina. Bolj pripravni so kovinski proporcionalni §tevei, ki jih lahko nare-
dimo poljubno velike in jih tudi lahko polnimo s plinom do tlaka nekaj
atmosfer. Seveda pa ne bomo dragocenih zgodovinskih predmetov v
celoti pokurili, da bi tako pridobili ¢im veé ogljikovega dioksida.

Groba ocena za sevanje iz vesolja — kozmicne zarke — je 2 na
kvadratni centimeter na minuto. Zato so tudi stevci z vecjim presekom
bolj dovzetni zanje. Skrbna zas¢ita in uporaba zascitnega Stevca pa
lahko zmanjSata vpliv nezazelenega sevanja do 200 krat.

Danes uporabljamo za doloéanje starosti scintilacijske Stevce s te-
ko¢im scintilatorjem, ki mu dodamo primerno ogljikovo spojino. Kaj
je scintilacijski stevec, pa bomo morda zvedeli kdaj drugic.

Joze Pahor
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NENAVADNO STEVILO — Resitev s str. 31

Naj bo =z iskano Stevilo. Najprej bomo pokazali, da imata Stevili
(n+20)"*20 in n" enako zadnjo Stevko. Od tod bo sledilo, da se v
(neskonénem) decimalnem zapisu stevila x Stevke ponovijo na vsakih 20
mest. Stevilo & bo torej racionalno, njegov zapis v obliki ulomka pa bomo
nasli tako, da bomo izrac¢unali prvih 20 Stevk in resili pripadajoco linearno
enacho.

Trdimo torej, da je za vsako naravno Stevilo n razlika

(n + 20)n+20 —n" = ((ﬂ. 0= 20)ﬂ+‘20 _ nn+20) &£ (nn-l—ZG _ nn)
deljiva z 10. Prvi sumand je deljiv celo z 20, saj je oblike

=

= (a—b)(a* 14+ a* 2+ .- +ab* 2 4 b5 1),
kier je a = k = n + 20 in b = n. Z drugim sumandom je nekaj vec dela.
Zapisimo ga kot

a"t20 _pn = pn. ((114)5 - 1) =n"n? - 1) +n2+nd 4+ 0t +1).

Stevili n™ in n* — 1 sta razliéne parnosti, tako da je njun produkt vedno
deljiv z 2. Ostane se deljivost s 5. Tu uporabimo mali Fermatov izrek
(druga moznost je, da vsakega od petih moznih ostankov obravnavamo
loéeno). Ta izrek pravi, da je za vsako prastevilo p in vsako naravno
stevilo n, ki je tuje s p, razlika n?~! — 1 deljiva s p. Za p = 5 to pomeni,
da je bodisi izraz n* — 1 deljiv s 5 ali pa da n ni tuj s 5 (tedaj pa je izraz
n"™ deljiv s 5). Dokazali smo torej deljivost z 2 in s 5, kar je enakovredno
deljivosti z 10. Matemati¢no bolj izurjeni bralci ste gotovo tudi opazili,
da bi bilo mo¢ gornji razmislek precej skrajsati z uporabo kongruenc.

S krajdim ratunom poiséemo prvih 20 stevk Stevila x:

x = 0.14765636901636567490 .
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Izraz pomnozimo z 10%% in dobimo enaécbo

10%° . z = 14765636901636567490 + = .

1z nje nazadnje izrac¢unamo

~ 14765636901636567490  14765636901636567490
e 1020 — 1 ~99999999999999999999

Ce ste se ravno dobro ogreli za ra¢unanje, lahko poskusite nalogo
resiti Se pri kaki osnovi, razliéni od 10. Najlazje gre pri dvojiskem zapisu,
pa tudi pri osnovi 4 ni veliko racunanja. Pri osnovi 2 dobimo vrednost %,
pri osnovi 4 pa (hja, vsega vam pa tudi ne morem povedati). ..

Martin Juvan

KRIZANKA “MATEMATIKI 17. IN
18. STOLETJA” — Resitev s str. 32

oot o Y el ol e A
plirlL|alriEL|alr|L]alc|E
Flo|L E|N|G O%ADEEVAT
elp[1[RIEelv]ipalnEl i n]a
JE|R[M|A|NZHR|I M[E[B O|AF
= FE [a[s[TE[a[r[T[o[1]s F(eE|n]clo]|L m=m
Elolk|u/L|a[REIT|E| 1| N[EES RIRIEE B|A|E|z|E
Biclalci||el Ek|n]Ee]f EIN|k|A |2 G/R|A|D]
= ale|e|ElEE v o|als[alF z|o|A|R[ZHR|A|P|A]
& elr|k|eL|e|vEal|k|Es|elu]Fklalrlo]L
e|alL[E] ) mleEE L o= r|alcdL|e|c|leE|/n|D|R]E
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38. TEKMOVANJE ZA ZLATO VEGOVO
PRIZNANJE

Najboljsi sedmosolci in osmosolci s podroénih tekmovanj so se v soboto,
20. aprila 2002, pomerili v sedmih regijah na drzavnem tekmovanju za
zlato Vegovo priznanje. Nanj se po veljavnem pravilnikn uvrsti 0,5% vseh
sedmogolcev s posameznega podroéja, 1% vseh osmosolcev s posameznega
podrocja in e ucenci, ki jih na podlagi dosezkov na podrotnem tekmova-
nju izbere drzavna tekmovalna komisija.

REGIJA 7. razred | 8. razred
Ljubljana 70 99
Kranj 26 31
Maribor 43 74
Celje 25 46
Koper 17 22
Nova Gorica 16 14
Novo mesto 20 38
SKUPAJ 217 324

Zlato Vegovo priznanje prejmejo sedmosolci, ki so osvojili najmanj 15
od 25 moznih tock, in osmosolci, ki so osvojili najmanj 13 od 25 moznih
tock.

Nagrade najuspesnejsim tekmovalcem:

7. razred

I. nagrada

Tomaz Hocevar, OS Prule, Ljubljana; Uros Marolt, OS Menges.

I1. nagrada

Tim Dobovsek, OS Narodnega heroja Maksa Pecarja, Ljubljana.

III. nagrada

Timotej Lazar, TII. OS Murska Sobota; Lovro Orazem, 0S Dr. Franceta
Preserna, Ribnica; Lea Retelj, OS Brsljin; Tanja Srednik, OS Solkan.

8. razred

I. nagrada

Matjaz Bercic, OS Skofja_Loka - mesto; Mojca Berdep,vOS Vodmat, Lju-
bljana; Patricia Coti¢, OS Miren; Katarina Caks, OS Smarje pri Jelsah;
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Tadej Grobelsek, OS Smarje pri Jelsah; Joze Muzerlin, OS Smarje pri
Jelsah; Simon Jazbec, OS Majde Vrhovnik, Ljubljana; Primoz Kozelj, OS
Majde Vrhovnik, Ljubljana; Bostjan Kova¢, OS Log - Dragomer; Vasja
Susi¢, OS Toneta Cufarja, Ljubljana; Spela Spenko, OS Vodice; Gagper
Zadnik, OS Vrhovei, Ljubljana.
II. nagrada
Martin Ambrozié, OS Franceta PreSerna, Kranj; Nino Basic, 08§ Ketteja
in Murna, Ljubljana; Matej Hus, II. OS Celje; Tadej Koderman, OS Dob;
Zala Lenaréic, OS Miroslava Vilharja, Postojna; Neza Rugelj, OS Menges.
II1. nagrada
Ambroz Kregar, OS Preserje pri Radomljah; Matej Skernisak, OS Prezi-
hovega Voranca, Maribor.

Aleksander Potocnik

22. DRZAVNO TEKMOVANJE 1Z FIZIKE ZA
OSNOVNOSOLCE IN OSNOVNOSOLKE ZA
ZLATA STEFANOVA PRIZNANJA

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, Oddelek za fiziko
Pedagoske fakultete v Mariboru in Zavod RS za Solstvo so bili organiza-
torji tekmovanja iz fizike za osnovnosolce in osnovnosolke. V predavalni-
cah in laboratorijih Pedagogke fakultete v Mariboru se je 13. aprila 2002
pomerilo 79 néencev in uéenk iz 7. razreda ter 84 iz 8. razreda. Tekmovalci
in tekmovalke so resevali tri teoretiéne in dve eksperimentalni nalogi.
Solskih tekmovanj se je letos udelezilo 4272 uéencev in uéenk iz
7. razreda ter 4169 iz 8. razreda. Pred drzavnim tekmovanjem so bila
23. marca 2002 podroc¢na tekmovanja v devetih krajih, kjer so tekmovanja
organizirali in vodili: Rajko Dudarié¢ (Celje, tekmovalo je 53 ekip iz
7. razreda in 59 ekip iz 8. razreda), Darja Vrhovnik (Ravne na Korogkem,
tekmovalo je 16 in 18 ekip), Mirko Cvahte in Zlatko Bradaé (Maribor,
tekmovalo je 64 in 66 ekip), Janja Bric Pecar (Divaca, tekmovalo je 20 in
22 ekip), Valentina Mlakar (Sevnica, tekmovalo je 41 in 44 ekip), Milojka
Frank (Nova Gorica, tekmovalo je 16 in 16 ekip), Igor Kuléar (Lendava,
tekmovalo je 21 in 21 ekip), Milan Bohinec (Naklo, tekmovalo je 42 in 39
ekip) ter Vesna Harej in Jelka Sakelsek (Ljubljana, tekmovalo je 116 in 119
ekip). Skupno je na podroénih tekmovanjih sodelovalo 382 dvoélanskih
ekip iz 7. razreda in 401 ekipa iz 8. razreda, skupaj 1566 u¢encev in ucenk.
Tekmovalci so na podrocnih tekmovanjih resevali pet teoretiénih nalog.
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Mladim tekmovalkam in tekmovalcem ter njihovim mentorjem is-
kreno ¢estitamo za dosezene rezultate, vsem, ki so pripomogli k uspesni
izvedbi Solskih, podroénih in drzavnega tekmovanja, pa se najlepse zahva-
ljujemo.

Na drzavnem tekmovanju so zlata Stefanova priznanja prejeli:

7. razred

Blaz Kirn OS Preserje

Jure Ausec OS Simona Jenka, Kranj

Jaka Gogala OS Valentina Vodnika, Ljubljana
Robert Armié OS Log — Dragomer

Rok Sevénikar OS Polzela

Grega Soié OS Franceta Preserna, Kranj
Peter Ferme OS Ljudski vrt Ptuj

Lovro Orazem OS Dr. Franceta Preserna, Ribnica
Katarina Kosovelj OS Valentina Vodnika, Ljubljana
Rok Skrlj OS 8 talcev, Logatec

Jasa Markun OS Simona Jenka, Kranj

Timotej Lazar II1. OS Murska Sobota

Martina Skorjanc OS Franca Legnika-Vuka, Slivnica pri Mariboru
Miha Milosav OS Lava, Celje

David Zinrajh OS Kamnica

Uros Anzelje OS Trnovo, Ljubljana

Jan Kralj OS Prof. dr. Josipa Plemlja, Bled
Elvis Sladié OE:‘} Janka Premrla-Vojka Koper
Ales Svete OS Log — Dragomer _

Jakob Boh OS Ivana Groharja, Skofja Loka
Monika Grom OS Preserje

Matic Zirovec OS Lava, Celje

Saso Span OS Sava Kladnika, Sevnica

Slavko Vujinovié¢ OS Franceta Preserna, Kranj
Rosana Ahéin OS Dr. Franceta PreSerna, Ribnica
Vasja Povse OS Prebold

Miha Otonicar OS Notranjskega odreda, Cerknica
Sabina Pintar OS Ivana Groharja, Skofja Loka
Jaka Susnik OS Prof. dr. Josipa Plemlja, Bled
Uros Zunkovié OS Franca Lesnika-Vuka, Slivnica pri Mariboru
Miha Brencié¢ OS Ljudski vrt, Ptuj

Bor Gregoréié OS Bezigrad, Ljubljana

Sanja Martinec OS Majde Vrhovnik, Ljubljana
Mojca Skafar OS Trnovo, Ljubljana

Valerija Kramaric 0OS Metlika

Jan Jevsovar 0S Gabrovka B

Luka Nerad OS Franceta Preserna, Crensovci
Andrej Cremoznik OS Polzela

Mateja Pipan 0S8 Milojke Strukelj, Nova Gorica

Blaz Kramer JZ OS Marjana Nemca, Radece
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8. razred
Matjaz Bercic
Vasja Susic
Nino Basi¢
Anze Babi¢
Neje Jelovéan
Matjaz Krnc
Marko Weilguny
Martin Ambrozi¢
Lojze Gaénik
Zala Lenaréic
Matjaz Gomilsek
Mitja Zajec
Jure Gujt
Simon Jazbec
Tadej Grobelsek
Gregor Hostnik
Jakob Komel
Andrej Kregar
Uros Orthaber
Rok Moénik
Matej Hus
Peter Lendero
Dasa Kolar
Bostjan Kova¢
Tomaz Sustar
Katja Zalokar
Barja Drnovsek
Miha Marolt
Jernej Bernik
Anja Kirn

Erik Raspet
Matic Vidmar

Sebastijan Jurendié

Primoz Kozelj
Matevz Pintar
Spela Spenko
Vid Kocar
Nina Kusar
Anita Mirti¢

Sara Sabrina Zemlji¢

Mojca Berden
Drago Bréina
Miha Ciringer
Ana Matavz
Tina Virtie
Andraz Vrabié

OS Skofja Loka — mesto

OS Toneta Cufarja, Ljubljana
08 Ketteja in Murna, Ljubljana
OS Naklo

OS Naklo

1. OS Slovenj Gradec

OS Toneta Cufarja, Ljubljana
OS Franceta PreSerna, Kranj
OS Koseze, Ljubljana

OS Miroslava Vilharja, Postojna
OS Tabor 11, Maribor

OS Tabor II, Maribor

OS Antona Ingolica, Sp. Polskava
OS Majde Vrhovnik, Ljubljana
OS Smarje pri Jelsah

0OS Gabrovka

08 Sempas

0OS Ketteja in Murna, Ljubljana
OS Antona Ingolica, Sp Polskava
0§ Idrija

I1. OS Celje

OS Livada, Velenje

0S Gorica, Velenje

OS Log — Dragomer

08§ Dobrepolje

OS Sentjernej

OS Ivana Groharja, Skofja Loka
OS Franceta Preserna, Kranj
0S8 Ivana Groharja, Skof a Loka
OS Livada, Velenje

OS Idrija

0S Dobrova,

OS Toneta Cufarja, Maribor

OS Majde Vrhovnik, Ljubljana
OS Skofja Loka — mesto

08 Vodice

OS Toneta Cufarja, Maribor
OS Vodmat, Ljubljana

OS Vavta vas, Straza pri Novem mestu
OS Gornja Radgona

OS Vodmat, Ljubljana

OS Gorica, Velenje

OS Race

OS Gornja Radgona

I. OS Slovenj Gradec

OS Gorica, Velenje
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Rezultati drzavnega tekmovanja so objavljeni na spletni strani Drustva
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije http://www.dmnfa.si/

Zlatko Brada¢, Mirko Cvahte

2. TEKMOVANJE DIJAKOV TER DIJAKINJ
SREDNJIH POKLICNIH SOL V ZNANJU
MATEMATIKE

Na solskih tekmovanjih v znanju matematike za dijake in dijakinje sre-
dnjih poklicnih Sol je tekmovalo 1592 tekmovalcev. Dne 20. 4. 2002 se je 62
uvrscenih tekmovalcev prvih, drugih in tretjih letnikov iz 35 slovenskih Sol
zbralo v Tehniskem solskem centru v Novi Gorici na drzavnem tekmova-
nju. Na tem tekmovanju so bila podeljena zlata priznanja tekmovalcem iz
trinajstih srednjih poklicnih sol. V vsakem od letnikov je bilo podeljenih
po Sest zlatih priznanj. Organizator drzavnega tekmovanja je prvim trem
najbolje uvrséenim iz vsakega letnika podelil praktiéne nagrade. Prejeli
so jih:

1. letnik

[e=—y

Robert Furman, Srednja strokovna in poklicna Sola. Celje

2. Kristina Tavéar, Srednja frizerska Sola, Ljubljana

3. Urska Kosanéi¢, Srednja sola za gostinstvo in turizem, Celje

2. letnik

1. Dejan Bukovec, Srednja Sola tehnigkih strok Siska, Ljubljana

2. Jernej Sesko, Poslovno-komercialna sola, Celje

3. Ana Osredkar, Srednja frizerska sola, Ljubljana

3. letnik

1. Niko Stipeti¢, Solski center Ptuj — Poklicna in tehniska elektro sola
2. Slobodan Stjepanovié, Srednja elektro-racunalniska sola, Maribor
3. Gregor Vogrin, Srednja elektro-racunalniska sola, Maribor

Dusanka Vrenéur
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2. TEKMOVANJE DIJAKOV TER DIJAKINJ
SREDNJIH TEHNISKIH IN STROKOVNIH SOL
V ZNANJU MATEMATIKE

V letosnjem solskem letu so se dijaki ter dijakinje srednjih tehniskih in
strokovnih 8ol drugié spopadli v znanju matematike. Solskih tekmovanj
se je udelezilo 2775 dijakov in dijakinj, od tega jih je 587 nadaljevalo na
regijskih tekmovanjih, 104 dijaki in dijakinje pa so se udelezili drzavnega
tekmovanja, ki je bilo v soboto, 20. 4. 2002, na Srednji Soli za gostinstvo
in turizem v Celju.

Tekmovanje se je pricelo ob 9.15 uri z otvoritvijo in koncalo ob 15. uri
s podelitvijo zlatih priznanj in nagrad najboljsim tekmovalcem.

Podeljenih je bilo 34 zlatih priznanj. Najboljsi med najboljsimi pa
so prejeli praktiéne nagrade, ki jih je prispevalo Drustvo matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije.

Nagrade so prejeli:

1. letnik

1. Miha Nagelj, Srednja Sola za elektrotehniko in rac¢unalnistvo, Lju-
bljana

2. Jozef Klepec, Solski center Novo mesto — Poklicna in tehniska grad-
bena in lesarska Sola

3. Alojzij Markelj, Srednja elektro in strojna Sola, Kranj

2. letnik

1.  Duro Drljaca, Srednja sola za elektrotehniko in racunalnistvo, Lju-
bljana

2. Mojca Sporis, Srednja Sola za farmacijo, kozmetiko in zdravstvo,
Ljubljana
Goran Stojakovié, Solski center Velenje — Poklicna in tehniska elektro-
racunalniska sola

3. letnik

1. Matevz Perhavec, Tehniski Solski center Nova Gorica — Poklicna in
tehniska elektro sola

2. Matej Koprivsek, Srednja Sola za elektrotehniko in racunalnistvo,
Ljubljana

3. Mihael Rebernik, Solski center Celje — Poklicna in tehniska strojna
sola
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4. letnik

1. Uros Majeric, Srednja elektro-racunalniska sola, Maribor
Nina Vodisek, Ekonomska sola, Novo mesto

3. Jerneja Pavlin, Solski center Novo mesto — Srednja zdravstvena ter
poklicna tehniéna in kemijska Sola

Songja Perko

46. MATEMATICNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENIJE

V sobotnem dopoldnevu 20. aprila 2002, se je 161 dijakov in dijakinj iz
48 gimnazij in srednjih Sol v prostorih Gimnazije Skofja Loka spopadlo z
nalogami na 46. matemati¢nem tekmovanju srednjesolcev Slovenije, po-
poldan pa so se odpravili na izlet v Zeleznike ali na ogled mesta in filmske
predstave. Za uspeSno reSevanje nalog je drzavna tekmovalna komisija
podelila naslednje nagrade:

1. letnik

Druga nagrada

Matjaz Skorjanc, I. gimnazija Maribor; Peter Kacin, Solski center Nova
Gorica — Gimnazija.

Tretja nagrada

Spela Pohar, Gimnazija Kocevje; Nina Blagovi¢, Gimnazija Murska So-
bota; Mateja Cuden, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; UrSka Gabrscek,
Gimnazija Tolmin; Jernej Pavsié, Solski center Nova Gorica — Gimnazija.

2. letnik

Druga nagrada .

Peter Nose, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Mediha Silji¢, Gimnazija
Novo mesto.

Tretja nagrada

Martin Strojnik, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Katja Bobovnik, II. gim-
nazija Maribor; Bostjan Hamler, Gimnazija Frana Miklosica, Ljutomer;
Peter Jakopi¢, Gimnazija Zelimlje; Petra Mercun, Gimnazija Bezigrad,
Ljubljana; Maja Stalekar, Solski center Slovenj Gradec — Gimnazija;
Gregor Weiss, 1I. gimnazija Maribor.
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3. letnik

Prva nagrada

Rok Konéina, Solski center Celje — Splosna in strokovna gimnazija Lava;
Ivo List, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Tine Porenta, Gimnazija Skofja
Loka; Janez Ster, Gimnazija Zelimlje.

Druga nagrada

Ziga Novsak, I. gimnazija v Celju; Gasper Zerovnik, Gimnazija Bezigrad,
Ljubljana.

Tretja nagrada

Tadej Pajnhart Jare, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Anja Jutraz, Gim-
nazija Sentvid, Ljubljana.

4. letnik

Prva nagrada

Klemen Sivic, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana.

Tretja nagrada

Tone Gradisek, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Matija Perne, Gimnazija
Skofja Loka; Martin Cokl, Solski center Celje — Splosna in strokovna
gimnazija Lava; Aleksandra Franc, 1. gimnazija v Celju.

Po doloéilih Pravilnika o tekmovanju srednjesolcev v znanju matema-
tike je drzavna tekmovalna komisija na podlagi rezultatov dveh izbirnih
testov in drzavnega tekmovanja izbrala ekipo, ki bo zastopala Slovenijo na
Mednarodni matematiéni olimpiadi v Glasgowu v Veliki Britaniji. V ekipo
S0 se uvrstilii Aleksandra: Franc, Tone Gradisek, Tine Porenta, Klemen
Sivic, Janez Ster in Erik Strumbelj.

Matjaz Zeljko

40. FIZIKALNO TEKMOVANJE
SREDNJESOLCEV SLOVENILJE

Tekmovanje je tudi letos potekalo v treh stopnjah: regijsko, drzavno in
izbirno tekmovanje za olimpijsko ekipo. Na prvih dveh stopnjah so bili
tekmovalci razdeljeni v tri skupine, ki so se razlikovale po snovi.
Regijskega tekmovanja se je udelezilo okrog 700 dijakov in dijakinj
iz 54 srednjih Sol. Tekmovanje je potekalo 23. marca 2002 istocasno na
osmih srednjih solah po vsej Sloveniji. Organizirale so ga naslednje srednje
sole: Gimnazija Bezigrad, Ljubljana, Gimnazija Ljubljana-Siska, Skofijska
gimnazija Antona Martina Slomska, Maribor, Solski center Slovenj Gradec
- Gimnazija, Gimnazija Jesenice, Solski center Nova Gorica — Gimnazija,
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Gimnazija Koper in Gimnazija Novo mesto. Tekmovalne komisije, sesta-
vljene iz uciteljev fizike s sodelujocih $ol, so popravile izdelke in predlozile
tekmovalce za drzavno tekmovanje iz posamezne regije. Na tekmovanju je
165 tekmovalcev osvojilo bronasto priznanje, 125 predlaganih za drzavno
tekmovanje pa tudi srebrno priznanje.

Drzavno tekmovanje je bilo 13. aprila 2002 na I1. gimnaziji Mari-
bor. Po predlogu regijskih komisij se ga je v I. skupini udelezilo 54 tekmo-
valcev, v II. skupini 39 in v III. skupini 30, skupaj 123 tekmovalcev iz 39
srednjih Sol (dva predlagana tekmovalca se nista udelezila tekmovanja).
Tekmovanje je izvedlo DMFA Slovenije, stroske pa sta krila Ministrstvo
za Solstvo, znanost in Sport ter soorganizator — I1. gimnazija Maribor. Pri
izvedbi tekmovanja in ocenitvi izdelkov so pomagali studentje in sodelavei
FMF, Oddelek za fiziko, ter sodelavci Instituta Jozef Stefan. Na razgla-
sitvi rezultatov je komisija podelila stiri prve nagrade, sedem drugih, pet
tretjih in 35 pohval. Komisija je tudi podelila Sestnajst zlatih priznanj.

Podeljene nagrade in pohvale:
Skupina I

I. nagrada i
Simon Jesenko, Gimnazija Skofja Loka.

I1. nagrada

Gregor Donaj, II. gimnazija Maribor; Gregor Posnjak, Gimnazija Kranj.
IIT. nagrada

Klemen Pirnat, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Matej Urbas, II. gimna-
zija Maribor; Jernej Leben, I1. gimnazija Maribor.

Pohvala

Klemen Blokar, Gimnazija Sentvid, Ljubljana; Igor Cesarec, Gimnazija
Bezigrad, Ljubljana; Saso Grozdanov, II. gimnazija Maribor; Domen Sta-
dler, Srednja elektro in strojna Sola, Kranj; Peter Nose, Gimnazija Bezi-
grad, Ljubljana; Martin Strojnik, Gimnazija BeZigrad, Ljubljana; Gregor
Weiss, II. gimnazija Maribor; Simon Copar, Gimnazija Litija; Gasper
Matié, Srednja 3ola za elektrotehniko in racunalnistvo, Ljubljana; Mitja
Trampus, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana: Domen Zafred, 11. gimnazija
Maribor; Lan Zagar, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Matjaz Cebron,
Tehniéni solski center Nova Gorica — Poklicna in tehniska elektro sola;
Andrej Ondracka, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Andrej Perkus, Solski
center Slovenj Gradec — Gimnazija; Rok Prislan, Solski center Nova Gorica
— Gimnazija; Jurij Kodre, Skofijska klasiéna gimnazija, Ljubljana.
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Skupina II

I. nagrada
Gasper Zerovnik, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Tadej Pajnhart Jarc,
Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Klemen Ziberna, II. gimnazija Maribor.

II. nagrada
Ivo List, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Simon Kolar, Gimnazija Murska
Sobota.

ITI. nagrada _
Rok Kon¢ina, Solski center Celje — Splosna in strokovna gimnazija Lava.

Pohvala

Uros Kuzman, Solski center Velenje — Splosna in strokovna gimnazija;
Matjaz Zganec, II. gimnazija Maribor; Peter Jakopi¢, Gimnazija Zelimlje;
Anton Potoénik, Solski center Celje — Splosna in strokovna gimnazija
Lava; Matej Rozi¢, Solski center Novo mesto — Tehniska gimnazija; Jer-
nej Skvar¢, Tehniski Solski center Nova Gorica — Poklicna in tehniska
elektro Sola; Jure Bozi¢, Gimnazija Brezice; Gorazd Gotovac, Gimna-
zija Bezigrad, Ljubljana; Matjaz Kav¢ic, Srednja elektro in strojna Sola,
Kranj; Mitja Pislar, Gimnazija Koper; Matjaz Sega, Gimnazija Kocevie;
Bojan Zunkovig, II. gimnazija Maribor; Denis Udovie, Gimnazija Koper.

Skupina III

I. nagrada
Ni bila podeljena.

II. nagrada i

Klemen Sivic, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Matjaz Humar, Solski cen-
ter Nova Gorica — Gimnazija; Matija Perne, Gimnazija Skofja Loka.

ITI. nagrada

Marko Zagar, Gimnazija Tolmin.

Pohvala

Andraz Briski-Javor, Gimnazija Kranj; Lovro Kuscéer, Gimnazija Brezice;
Andraz Stozer, II. gimnazija Maribor; Tone Gradisek, Gimnazija Bezi-
grad, Ljubljana; Davorin Uéakar, Skofijska klasiéna gimnazija, Ljubljana.

Zlata priznanja so prejeli: Simon Jesenko, Gimnazija Skofja Loka; Gre-
gor Donaj, II. gimnazija Maribor; Gregor Posnjak, Gimnazija Kranj;
Klemen Pirnat, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Matej Urbas, II. gim-
nazija Maribor; Jernej Leben, II. gimnazija Maribor; Gagper Zerovnik,
Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Tadej Pajnhart Jarc, Gimnazija Bezigrad,
Ljubljana; Klemen Ziberna, II. gimnazija Maribor; Ivo List, Gimnazija
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Bezigrad, Ljubljana; Simon Kolar, Gimnazija Murska Sobota; Rok Kon-
¢ina, Solski center Celje — Splosna in strokovna gimnazija Lava; Klemen
Sivie, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Matjaz Humar, Solski center Nova
Gorica — Gimnazija; Matija Perne, Gimnazija Skofja Loka; Marko Zagar,
Gimnazija Tolmin.

Izbirno tekmovanje za olimpijsko ekipo je bilo 10. maja 2002 na
Fakulteti za matematiko in fiziko, Oddelek za fiziko. Udelezilo se ga je
devet najboljsih tekmovalcev iz I11. skupine in trije najboljsi iz II. skupine
z drzavnega tekmovanja, tekmovali pa so iz snovi ITI. tekmovalne skupine.
Na letosnjo 33. mednarodno fizikalno olimpiado, ki je potekala med 21. in
30. julijem v mestu Nusa Dua, Bali, Indonezija, so se uvrstili: Matija
Perne, Gimnazija Skof_;a Loka; Matjaz Humar, Solski center Nova Gorica
- Gimnazija; Gasper Zerovnik, Gimnazija Bezigrad, Ljubljana; Davorin
Ucakar, Skofijska klasiéna gimnazija, Ljubljana in Andraz Stozer, II. gim-
nazija Maribor.

Ciril Dominko

23. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — Resitve nalog
jesenskega kroga iz XXIX, P-6, str. 376

Prva skupina (prvi del)

1. Naj bo H prese¢isée stranice C'D in premice skozi tocko A, vzporedne
z daljico KC. Dokazati moramo, da sta daljici BH in K D vzporedni.
Ce sta stranici AB in CD vzporedni, sta ABCD in AKCH paralelo-
grama, zato je AB = DC'in AK = HC. Od tod dobimo BK = AB—
— AK = DC — HC = DH, kar pomeni, da je BHDK paralelogram.

Ce stranici AB in CD nista vzpo- £ G
AN
redni, se njuni nosilki sekata v / \
tocki G. Dobimo dva para podob- / \\\
nih trikotnikov: GBC in GAD ter ‘\\
GKC in GAH. Od tod sledi$8= p/ N C
cc GA G o=y
= ¢p In g = GC! od koder z i éf,f--*a_mﬂx\x
mnozenjem dobimo &£ = &% To e G-
pomeni, da sta trikotnika GBH in // e
GKD podobna, zato sta stranici [——"" B TR

BH in KD res vzporedni. A D
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Ce se Klara in Valerija nista zmotili, je n! = 2™m!, m > 2. Tedaj je
nujno n > 3, zato sta obe stevili n! in m! deljivi s 3. V vsakem izmed
produktov je vsak tretji faktor veckratnik Stevila 3. Ker morata oba
produkta vsebovati isto potenco stevila 3, je lahko stevilo n kveéjemu
za dva veéje od m. Ce je n =m+1, iz n! = 2™m! sledi m +1 = 2™,
kar pomeni m = 1. Ce je n = m + 2, dobimo (m + 1)(m +2) = 2™,
kar je mozno le, ¢e je mm = 0. Obe moznosti sta v protislovju s
predpostavko m > 2, zato se je vsaj eno od deklet zmotilo.

Klemen svoj sum lahko potrdi. Najprej oznaci kovance s érkami A,
B, C'in D. Pri prvem tehtanju polozi na eno stran tehtnice kovanca
A in B, na drugo pa kovanca C' in D. Naj oznaka na kovancu v
nadaljevanju pomeni hkrati tudi ‘tezo’ tega kovanca. Denimo, da po
prvem tehtanju velja A + B = C + D. Tedaj v drugem tehtanju
polozi kovanec A na eno stran in kovanec B na drugo stran tehtnice.
Ce je A # B, je natanko eden izmed kovancev A in B ponarejen,
prav tako pa je ponarejen natanko eden izmed kovancev C' in D.
Ce po drugem tehtanju ugotovi, da je A = B, velja A = B =
= (' = D. Denimo, da Klemen po prvem tehtanju ugotovi, da
je A+ B# C+ D. Tedaj v drugem tehtanju polozi na eno stran
tehtnice kovanca A in C ter kovanca B in D na drugo stran. Ce je po
tem tehtanju A+ C = B + D, je stevilo ponarejenih kovancev sodo
in ni enako niti 0 niti 4. Ce je A + C # B + D, je stevilo ponarejenih
kovancev liho.

Oznacimo kroglice s stevili od 1 do 10. Kadar se dve kroglici zaletita
in odbijeta, je polozaj po trku enak, kot ¢e bi §li kroglici ob sre¢anju
druga skozi drugo (zamenjamo oznaki na kroglicah). Vsaka kroglica
z desne se tako ‘prebije’ skozi pet kroglic z leve, zato je Stevilo vseh
trkov enako 5 x 5 = 25.

Naj bo ABC enakokraki trikotnik, kjer je AB = AC in <CAB =
= 36°. Naj bo D totka na AC, z lastnostjo BD = BC. Te-
daj je «BDC = «BCD = <« ABC = 72°, od koder sledi <ABD =
= «DBC = 36°, zato je BD = AD. Mnozica {A, B,C, D} nima
simetrijske osi. Ni se tezko prepricati, da ima po odstranitvi katere-
koli izmed tock mnozica preostalih treh tock simetrijsko os.

Druga skupina (prvi del)

1.

Naj bo ABCDE dani petkotnik in A’, B’, ', D' ter E' zapored
razpoloviséa stranic CD, DE, FEA, AB ter BC. Srednjica AA’
je kvecjemu dalj§a od visine iz ogliséa A. Ker imajo vse visine in
srednjice enako dolzino, je AA’ tudi visina. Enako velja tudi za vse
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ostale srednjice. Ker je AA’ = CC' in «AA'C = «CC'A = 90°, sta
trikotnika ACA’ in CAC’ skladna; zato je CD = 2CA" = 2AC" =
= EA. Sledi, da so vse stranice petkotnika ABC DFE enako dolge. Iz
skladnosti trikotnikov ACA’ in CAC” dobimo tudi <« ACD = «EAC.
Ker je AB = BC, velja s5¢ <BCA = «<CAB, od koder dobimo
<BCD = «EAB. Od tod sledi, da so tudi vsi koti danega petkotnika
enaki, torej je petkotnik res pravilen.

Premaknimo dani nabor 1000 stevil tako, da vsako stevilo zmanjsamo
za 1. Zopet dobimo 1000 zaporednih stevil. Ker je med stevili od 1 do
1000 veé kot pet prastevil in v nasem zacetnem naboru ni prastevil,
z zaporednim premikanjem zagotovo dobimo nabor 1000 zaporednih
stevil, v katerem je natanko pet prastevil.

Glej resitev 4. naloge za prvo skupino.

To ni vedno mozno. Slika prikazuje razporeditev stirih skladnih
pravokotnih trikotnikov, za katero velja, da zveznica sredisca kva-
drata in oglisca ob manjsem ostrem kotu posameznega trikotnika seka
enega od preostalih trikotnikov. Sredisce pite tako ne more lezati v
konveksnem veckotniku, ki bi vseboval natanko en trikotnik.

|

V vsakem trenutku se trdnjave nahajajo v treh ogliséih nekega pravo-
kotnika. Obstajata dve mozni vrsti potez. V prvi spremenimo eno od
dimenzij pravokotnika, trdnjave pa stojijo v ‘istih’ ogliséih, v drugi
pa se ena izmed trdnjav premakne v sosednje prosto oglisce pravoko-
tnika. V nobenem primeru se ne spremeni orientacija trikotnika, ki
ga tvorijo tri obarvane trdnjave. Ker se zacetna orientacija razlikuje
od orientacije predpisane konéne razporeditve, tako zaporedje potez
ne obstaja.
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Prva skupina (drugi del)

3.

V vsakem stolpcu manjkata natanko dve Stevili in vsako Stevilo manj-
ka v natanko dveh stolpcih. Konstruirajmo graf, katerega vozliséa
predstavljajo stevila od 1 do n. Vozliséi povezemo, ¢e ustrezni Stevili
manjkata v istem stolpcu. Graf, ki ga dobimo, ima tako natanko
n povezav, stopnja vsakega vozliséa (t.j. Stevilo povezav, ki izha-
jajo iz tega vozlis¢éa) pa je enaka 2. Tedaj je graf unija ciklov, pri
¢emer Stejemo tudi ‘izrojene’ cikle (t.j. cikle z dvema ogliséema). Ce
orientiramo vse cikle v smeri gibanja urinega kazalca, vodi v vsako
vozliste ena povezava in iz njega izhaja ena povezava. Izberimo
stolpec razSirjene kvadratne tabele in poiséimo usmerjeno povezavo
med Steviloma, ki manjkata v tem stolpcu. Nato na (n — 1)-to mesto
stolpea vpiSemo zacetno stevilo te povezave in na n-to mesto konéno
stevilo te povezave. Jasno je, da so tedaj Stevila v vsakem stolpcu
razliéna, ker pa v vsako vozlis¢ée vodi ena povezava in iz njega izhaja
ena povezava, se vsako Stevilo pojavi natanko enkrat v (n — 1)-ti
vrstici in natanko enkrat v n-ti vrstici. S tem je dokaz koncan.

Opazujmo za 2 < k < n pot iz &k zaporednih stranic danega pra-
vilnega (2n + 1)-kotnika. Pravimo, da ima diagonala, ki povezuje
zacetek take poti s koncem, raztezaj k. Diagonala raztezaja 2 tako od
veckotnika odreZze enakokraki trikotnik, katerega kraka sta sosednji
stranici veckotnika. Ce tri izmed danih diagonal tvorijo trikotnik,
lahko veckotnik razrezemo vzdolz teh treh diagonal in dobimo tri
kose, ki vsi vsebujejo kako diagonalo raztezaja 2, torej obstajajo vsaj
trije enakokraki trikotniki. V preostalem primeru vsebuje vsak triko-
tnik vsaj eno stranico veckotnika. Teda]j trikotniki tvorijo zaporedje,
v katerem je skupna stranica sosednjih dveh trikotnikov ena izmed
diagonal. Prviin zadnji trikotnik iz tega zaporedja odrezeta diagonali
raztezaja 2, zato sta ta dva trikotnika enakokraka. Ce se pomikamo
po zaporedju trikotnikov v eno ali drugo smer, raztezaj diagonal na
prehodih raste proti n. Ker je diagonal 2n—2, najdemo dve diagonali
raztezaja n, ki skupaj s stranico veckotnika tvorita tretji enakokraki
trikotnik.

Stevilo stevk v zaporedju {2¥|1 < k < 332} je nepadajoce in se ne
poveca za vec kot 1, ¢e k poveéamo za 1. Vsakié, ko se to §tevilo
poveéa, se dobljena potenca §tevila 2 zaéne s §tevko 1. Ker je 2333
101-mestno Stevilo s prvo Stevko 1, je v gornjem zaporedju natanko
99 stevil, ki se zacnejo z 1. Kadar se stevilo mest ne poveéa, se prva
stevka menja po enem izmed pravil 1—2—4—8,1—-2—4-9, 1 —2-5,
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1—3—6alil—3—T, torej 99 stevil s prvo stevko 1 deli zaporedje
na 100 blokov dolzin 2 ali 3. Naj bo x Stevilo blokov dolzine 2 in y
stevilo blokov dolzine 3. Tedaj velja @ + y = 100 in 2z + 3y = 233,
od koder sledi x = 67 in y = 33. Ker noben blok dolzine 2 ne vsebuje
Stevila s prvo stevko 4, vsak blok dolzine 3 pa vsebuje natanko eno
stevilo s prvo stevko 4, je v zaporedju 33 stevil s prvo Stevko enako 4.

Druga skupina (drugi del)

2,

Oznaéimo z a, n-ti ¢len zaporedja in ohranimo to oznako, cetudi
med konstrukcijo spremenimo vrednost tega ¢lena. V prvem ko-
raku definiramo agg = 9 in a1g0 = 10. Tedaj je v(agg,aion) =
= 90. V k-tem koraku, 1 < k < 100, definiramo a1gg_x = 10a1g1_; —
— 1 in za vse n > 100 — k ¢len a, zamenjamo z 10a,. V drugem
koraku tako dobimo agg = 10agg — 1 = 89 ter redefiniramo agy =
= 90 in ajgg = 100, zato je U(agg,agg) = 8010 > 900 = U(ﬂ.gg,amu).
Ko prvi¢ definiramo ¢élen a,_1, za n > 1, velja a,_1 = a, — 1 =
= gn41— 11. Ker je ap—1>1, velja 10ap—1 > Gn—i+ 11 =any1,
zato je v(an—1,0n) = Gp_1G, > %ﬂ.nanﬂ = v(an, ant1). Opazimo,
da neenaéba v(a,—_1,a,) > v(a,,a,+1) ostane veljavna v vseh na-
daljnjih korakih, saj vsa, ze definirana Stevila, pomnozimo s skupnim
faktorjem 10. Tako smo definirali iskano zaporedje.

Dokazimo, da lahko dobimo najveé Sest neskladnih stirikotnikov. Oz-
nacimo z a, b, ¢ in d dolzine stranic stirikotnika Fy ter z x in y vsoti
parov nasprotnih kotov v Fy. O¢itno je, da se dolzine stranic ob
opisani spremembi ohranijo, prav tako pa se ohranita vsoti parov na-
sprotnih kotov. Denimo, da se v zaporedju pojavi sedem neskladnih
gtirikotnikov. Tedaj lahko privzamemo, da obstajata v zaporedju dva
stirikotnika F' in G, v katerih si stranice a, b, ¢ ter d sledijo v pozitivni
smeri in za katera je vsota kotov med stranicama a in b ter stranicama
b in ¢ enaka v F in G. Naj bo f dolzina diagonale Stirikotnika F,
ki deli F' tako, da sta a in b na eni strani f ter ¢ in d na drugi
strani. Ce bi bila dolzina ustrezne diagonale v G vetja, bi bila vsota
kotov nasproti te diagonale vecja kot v F. To pomeni, da sta dolzini
ustreznih diagonal v F' in G enaki, zato sta IF in G skladna. Od tod
sledi, da je najvecje mozno stevilo neskladnih stirikotnikov kvecjemu
6. Ce za Fy vzamemo &tiriktnik s paroma razliénimi stranicami in
razliénima vsotama x ter y, se lahko prepricamo, da dobimo natanko
6 neskladnih stirikotnikov.
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6.

Z indukcijo dokazimo, da lahko z opisanim postopkom dosezemo
poljubno permutacijo stevil od 1 do n (v nasem primeru je n = 23).
Za n = 1,2 trditev ocitno drzi. Denimo, da drzi za vse k < n. Z
opisanim postopkom lahko torej dobimo poljubno permutacijo stevil
od 1 don—1. Ce je v zadnji Skatli n kroglic, preuredimo le Se kroglice
v prvih n — 1 8katlah,

Denimo, da v zadnji Skatli ni n kroglic.

Naj bo n sodo stevilo, n = 2m. Stevila od 1 do n — 1 z opisanim
postopkom preuredimo tako, da je m kroglic v zadnji skatli. Tedaj
iz gkatle z n kroglicami prestavimo m kroglic v zadnjo Skatlo, ki po
tem vsebuje natanko n kroglic. Nato preuredimo Se kroglice v prvih
n — 1 skatlah v pravilni vrstni red.

V preostalem primeru je n liho stevilo, n = 2m + 1. Najprej presta-
vimo s permutacijo Stevil od 1 do n — 1, Stevilo 2m v n-to skatlo. Iz
skatel z 2m+1 in 2m kroglicami lahko dobimo skatli s 4m kroglicami
in z 1 kroglico. Nato iz skatel s 4m in 2m — 1 tvorimo 8katli s 4m — 2
kroglicama in z 2m + 1 kroglico. Zatem iz Skatel s 4m — 2 in 2m — 2
tvorimo katli s 4m —4 kroglicami in z 2m kroglicami. Ce ponavljamo
ta postopek, dobimo permutacijo, kjer je v n-ti skatli n kroglic. Nato
preuredimo Se kroglice v prvih n — 1 skatlah v pravilni vrstni red.

(a) Slika kaze, da je lahko ploscina trikotnika enaka 2. Trikotnik je
enakokrak z vrhom in noziscem visine v nesosednjih ogliséih kvadrata
s celostevilskimi koordinatami oglise, njegova kraka pa potekata skozi
razpoloviséi stranic kvadrata.
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(b) Predpostavimo lahko, da oglisca trikotnika 7' lezijo na stranicah
trikotnikov, slik ustrezno premaknjenega trikotnika 7', podobno kot
kaze slika v tocki (a) (v nasprotnem primeru, bi lahko trikotnik T
Se malo povecali). Denimo, da slika prikazuje ta splosnejsi primer,
kjer je T trikotnik levo spodaj. Osencena trikotnika in trikotnik T°
tvorijo lik L, katerega ‘celostevilski premiki’ pokrijejo vso ravnino
brez prekrivanja (notranjosti dveh premikov se na sekata). Od tod
sledi, da je plos¢ina lika L enaka 1. Osencena trikotnika T} in T5
sta podobna trikotniku 7', vsota dolzin stranic trikotnikov 7} in T,
ki ustrezata skupni stranici trikotnika 7', pa je kvecjemu vecja kot
dolzina te stranice. Od tod sledi, da je skupna plos¢ina trikotnikov
T7 in T5 enaka vsaj polovici ploscine trikotnika 7', kar pomeni, da je
ploscina trikotnika 7' kvecjemu 3.

Gregor Cligler
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