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Za vsakogar nekaj I

TO POT PA KAR ZLATO!
Čestitka našim olimpijcem

Novega letnika P reseka ne bi mogli začet i lepše, kot ga to krat . Med
po č itnicami st a na 43. mednaro dni matematični in 33. mednar odni fi­
zikaln i olimpiadi naši sred nješolski ekipi dosegli izjemna uspeh a.

Na matematični olimp iadi, ki je bila letos v Glasgowu v Veliki Br it a­
niji , je Klemen Šivic z Gimnazije Bežigrad iz Ljub ljane prejel bronasto
m edaljo, Erik Štrumb elj z Gimnazije Kočevj e pa pohvalo.

Še bo lje so se na fizikalni olimpiadi v Nusa Dui na ind onezijskem
otoku Bali odrezali naši mladi fiziki . Matija Perne z Gi mnazije Škofja
Loka je osvoj il zlato m edaljo, Matjaž Humar (Šolski cent er Nova Go­
rica - Gimnazija) , Gašper Žerov nik (Gimnazija Bežigrad , Ljubljana ) in
Andraž Stožer (II . gimnazija Maribor) pa so dobili po hvale.

Zlata medalja Matije Pernet a je prva slovenska fizikalna zlat a medalja
nasploh. Ed ini Slovenec, ki je doslej osvo jil zlato med aljo na mednarodni
matematični olimpiadi, pa je bil Franc Dacar pred davnimi 39 let i.

Obema ekipama, posebej pa nagrajencem,
iskreno čestitamo.

Več o obeh te kmovanjih boste lahko prebrali v 3. štev ilki Preseka .

Iz uredništva

DVA KAMNA - Nagradna naloga

a) Z višine h = 20 m spustimo kamen , da prosto pada. Istočasno spro­
žimo navpično s tal d rug kamen z začetno hitrostj o Vo = 20 mi s. Čez
koliko časa se kamn a srečata? Zračni upor zanemarimo.

b) Nalogo rešit e še pri po datkih h = 30 m in Vo = 10 mi s.

R eši t ve pošljite najkasneje do 15. oktobra na naš naslov:
Presek, Jadranska c . 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.

Izmed reševalcev , ki bodo poslali pravilno rešit ev naloge, bo mo izžre­
bali nagr ajen ca , ki bo prejel knjižno nagr ado.

Marija Vencelj



IZa vsakogar nekaj

ŠTIRI MUHE - Rešitev nagradne naloge iz
6. številke XXIX. letnika Preseka, str. 322

Ker nas od časa zastavitve naloge ločij o počitnice , nalogo ponovimo!
Z vrha 3 m visokega droga, ki stoji na kmečkem dvorišču , od lete točno

opo ldne v zrak štiri muhe. Vsaka let i premočrt no in s konst an tno hitrostj o:
prva 36 mi min , druga 49 mi min , t retja 64 mi min in četrta 81 mi min. Ob
1205 se izkaže, da so vse št iri muhe v isti ravnini. Ali so še ob kakšnem
času vse št ir i v isti ravnini, če nobe na od njih med letom ne naleti na
oviro? Če so , navedite vse možnost i!

Na nalogo smo prejeli en sam od govor. Poslala nam ga je Marta
Cvij ič iz Nomenja. Njena domneva, da so muhe v vsakem t renutku po
12. ur i v ist i rav nini, je pravilna . Četudi je ni pravilno dokazala , smo ji
prisodili knji žno nagrad o.

R ešitev naloge

Označimo z V vrh droga, s katerega vzlete muhe, t er z Vi , V2 , V3 in V4

hitrosti posameznih muh. Po pogojih naloge je to = 5 min čas, po katerem
so muhe v isti ravni ni, pri čemer naj bod o posamezne muhe v točkah AIP ,
M~ , M~ , Mg te ravnine (muha, ki leti s hi trost jo Vi, v točki M?) . Po
času t naj bod o muhe v točkah Mi, i = 1, 2, 3, 4 (slika) .

\M,~

Ker lete muhe premočrtno in s konstantnimi hitrostmi , velja za i =
=1,2,3 , 4:

1. Točki M? in M, ležit a na istem polt raku z vr hom V .
t

2. V M? = vito, V Mi = vit in zato V Mi = - V Mt
to
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To pa pomeni , da je točka 111; slika točke 1I1? pri raztegu O(V, -k) , s

sred iščem v točki V in z od i neodvisnim količnikom i: Raztegi preslikajo
ravnin e v vzporedne ravnine. Zato leže točke 1111 , 11-/2 , lih, 1114 vse v isti
ravnini , ki je slika ravnin e točk MP, Mg , M2 , M2 pri razt egu o(V, t; ).
Ker smo v te m premisleku čas t poljubno izbrali , sledi , da so vse štiri
muhe, če niso ovirane, v vsakem t renutku po vzletu v isti ravnini.

Ugotovili smo celo več . Ravnine , v kat er ih se v posamezni h trenutkih
muhe nahajajo, so med seboj vzporedne. Lah ko bi rekli, da se ravnina, v
kater i so muhe, z enakomerno hi trostj o odmika od vr ha droga. Miruje le
v primeru, če muhe lete v ravn ini , ki vsebuje vr h V.

Opazimo pa še nekaj . V nalogi je cel kup odvečnih podatkov. P recej
očitno je, da ni pomembna višina droga, s kat erega od lete muhe, odveč so
t ud i ostali številski podat ki , sa j so se npr. v računu hitrosti pokraj šale.
Po membno je le, da muhe od lete hkrati z istega mest a , da lete premočrtno

in s konst antnimi hitrostmi ter da so vsaj enkrat med letom vse št iri v
ist i ravnini.

M arija Ven celj

NALOGA O FIBONACCIJEVEM ZAPOREDJU

Fibonaccijevo za poredje je bilo in je še vedno deležno veliko pozornosti.
Tudi Presek je že večkrat pisa l o njem . Zaporedj e je generirano s prepro­
st im pravilom : Vsako šte vilo po prvih dveh enicah je vsota prejšnjih dveh
števil. Če zaporedje označimo s Jr , Iz, 13 , ... , potem je Jr = Iz = 1 in
f n = f "-l + f ,,- 2 za n ;::: 3.

Poišči naslednj i vsoti, ses t avljeni iz členov Fibonaccijevega zaporedja :

in

Jr + Iz + . . . + f n (1)

f? + f i + oo • + f~ . (2)

Če si rezultata uganil, potem dokaži njuno veljav nost . S pomočjo (1) in
(2) poišči vsa naravna števila , za katera je vso ta

prašt evilo.

.!r(J1- 1) + Iz(J2 - 1) + . . . + f" (J,, - 1) (3)

Viktor Velkavrh in Roman Drn ovšek
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UREJENA LEPOTA RASTLIN ­
Filotaksa in Fibonaccijeva števila

Ob pog ledu na nežen cvet, vejo ali drevo marsikdo vzklikne: "Kako lepo!"
Ras tl ine pa niso le lepe, so tudi zelo zanimive. In to ne le z bo­

taničnega vidika. Urejena lepota rastlin privlači pozornost matemati ­
kov že stoletja. Največ so se uk varj ali z najopaznejšimi geometrijskimi
značilnostmi, kot so osna simet rija list ov, rotacijska simetrij a cvetov ali
npr. spiralas ta razporeditev lusk pri storžu pinij e. Po H. Weylu , avtorju
knji ge Symmetry, je "lep ota po vezana s simetrijo " .

Vendar k lepoti rastlin pri spevaj o tudi drugi fakt orji. Ed en od njih je
eleganca in relativna preprostos t pravil, ki opisuj ejo časovni razvoj rast lin .
Še zanimivejša je samopodobnost ras tlin, to je lastnost , da je posamezen
kos geometrijs ko podoben celot i. Tako so včasih lističi peresasto delje­
nega lista še enkrat raz rezani na manj še lističe , pri čemer je del list a na
nasl ednji stopnji enake oblike kot ves list . Taka je npr . pr aprot. S tem a
dvema vprašanjema se ukvarja zanimiva knjiga The Algorithmic Beauty
of Pl ants P. P rusinki ewicza in A. Lindenmayerj a (Springe r-Verlag, New
York, 1990).

Slika 1.



Mat ematika I
Knjiga uspešno povezuj e biologijo z matem atiko in računalništvom .

P rimerj ava pravih rastlin z računalniško nari san imi modeli je v veliko
pomoč pri presoji , kako dobri so mod eli . Lahko pa bi tudi rekli , da gre
za povezavo med zna nostjo in umetnostjo. Iz knj ige vam predstavljamo
računalniško narisan javor (slika 1) in cvet sončnice (slika 2). V knji gi
sta sliki ba rv ni in zato še prepričljivej ši . Knjigo hran i t udi matematična

knjižnica Fakult et e za matem atiko in fiziko v Ljubljani .

Slika 2.

Filotaksa
V nad aljevanju si bomo podrobneje ogledali poseb no značilnost nekaterih
rastlin, poznano pod imenom filotaksa. Dob esedni prevod besede je
urejenost list ov, vendar pod njo razumemo tako pravilno ur ejenost listov
na veji kot urejenost lusk na storžu ali cvetov v cvetnem košku ,
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Če vzamemo v roke lipovo vejico (slika na strani III , spodaj) in
sledimo njenim listom od začetka do konca vejice, vidimo, da izraščajo

listi izmenično na nasprotnih straneh vejice. Podobno razporeditev list ov
lahko op azimo še pri nekaterih drugih rastlinah, npr. pri brestu in lovori­
kovcu. Koti med zaporednimi listi na vejici (natančnej e, med mesti , kjer
list i izraščajo) so med seboj enaki, merij o 1800

, to je 1polnega obrata.
Pri pokonci postavljeni vejici lahko tudi rečemo, da moramo od dan ega
lista enkrat (po vijačnici) obit i vejico, da pridemo do prvega naslednjega
list a , ki izrašča navpično nad njim. Pri t em pridobimo vzdol ž veje dva
lista. Pravimo, da imaj o take rastl ine polovično filot akso (filotakso 1).

Pri bukvi , leski , ognjenem t rnu (slika na strani III, spodaj) ali oslezu
potrebujem o za pr ehod od eneg a list a k naslednjemu zasuk za t retj ino
polnega obrata. Govori mo o filot aksi l .

Marelica ima filot akso ~ , torej je kot med dvem a zaporednima listom a
enak ~ . 3600 = 1440

• To pomeni, da moramo dvakrat okrog veje, da
pridemo do lista, ki prvi po vrsti izrašča natanko nad izbranim. To se
zgodi pri p etem listu. Tako filotakso imata tudi hr ast in krvenka (sliki
na strani III, zgoraj) .

Nadalje imajo t op ol in hruška te r okrasna grma rod od endron in pieris
(slike na strani II) filotakso ~ , vrba in mandelj filotakso 1

53 itd.
Vidi mo, da so števci in imenovalci ulomkov, s katerimi se izraža

filotaksa , Fibo naccijeva števila

1,1 , 2, 3, 5, 8,1 3, 21, . ..

Posamezna filot aksa je kvocient dveh Fibonaccijevih števil ffk -
1

, ka-
k + l

te rih vrstni indeks v Fibo naccijevem zaporedju se razlikuje za 2. Enako
dobro bi lahko uporabili pare zaporednih Fibonaccijevih števil. Matema­
tik takoj vidi , da je negativnemu zasuku za ~ polnega obrata enakovreden
poz it ivni zas uk za ~ po lnega obrata . V splošnem pr eide na t a način

ff k
-

1 v JL
f

k • Toda filotakso so seveda definirali botaniki . (Najnujnejše
k +l k+ l

o Fibonaccijevih številih in zlatem raz merju najdete na koncu članka, v
delu teksta, ki smo ga osenčili . )

Drugačen t ip filot akse srečamo pri urejeno sti cevas t ih cvetov neka­
terih košaric, npr. socvet ja v sredini koška sončnice ali marj eti ce, pri
ur ejenosti ananasovih lusk ali lusk sto rža jelke in pinije. Tu so cvet ovi
oziroma luske urejeni v spiralastih ali vr et enastih zavojih.

Pri cvetu marjetke in ivanjščice (slika na naslovni strani) lahko sle­
dimo, gled ano iz centra glavice, 34 spiralam v negativni smeri in 21
spiralam v pozitivni smeri. Pri manj ših sončnicah je v dveh smereh
razločno vidnih 34 oziroma 55 spiral, pri večjih tja do 89 in 144 ali celo
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144 in 233 pri nekaterih poseb nih vrstah , ki imajo v košku tudi preko
2000 cvetov. Pri računalniško narisani sončnici na sliki 1 poteka 34 spiral
v negativni smeri in 55 v poz it ivni smer i.

Št ir ikot ne luske storža pinije (sli­
ka na zad nji st rani ovit ka) so urejene
v t reh po lžastih spiralah. P ro t i levi
se od osnove rahlo dvi gaj o 3, neko liko
bolj strmih je 5 spiral, ki so usm erjene
v desno, 8 najbolj strmih spiral pa
spet poteka v levo. P osebno razločni

so zavoj i pri ananasu (slika 3), kate­
rega bo lj ali manj šestkotne luske so
vidno ur ejene v vijačnice, ki pote kajo
v treh različnih sme reh . Opazimo
lahko 5 vzporednih vrst, ki vodijo
v desno položno navzgor , 8 vrst gre
nekoliko bolj strmo levo navzgo r , 13
vrst pa se strmo ovija des no navzgor.
(Včasih so sm eri ust rezno zamenjane.)

Vidimo, da se tudi pri t em t ipu fi­
lot akse pojavljajo samo F ibonaccijeva
št evila .

Slika 3.

Lista srno imenovali zaporedna, če med nji ma , vzdolž vejice, ne iz­
rašča noben drug list . Govor imo tudi o zaporedj u list ov na vejici , pri
čemer jih navadno številčimo od osnove vejice proti nje nemu koncu. Tud i
cevaste cvetove košaric ali luske storžev lahko postavimo v zaporedje,
glede na nj ihovo oddaljenost od osnove, čeprav so, poseb ej pri glav ica h
košaric, te razdalje izredno majhne . Koti med zaporednimi list i, cvetovi
ali luskami so pri večini rastlin natanko določeni, odv isni so le od rastline
oziroma njene filotakse. Na fotografijah, ki smo jih posneli za P resek,
tega razumljivo ne moremo razločno opazovati , v nar avi pa je snovi za
opazovanje dovo lj .

Koti, ki pripadajo posameznim vrednostim filotakse, so enaki

f
!k - l . 3600, k = 2,3 ,4, . . .. To so zapored koti

k+ l

1800,1 200, 1440, 1350,1 38.50,1 37.10, ...

Ker zaporedje kvocientov ff~ ' zaporednih Fi bonaccijevih števil konver­
gira k razmerju zlatega reza 7 = 1.6180339 . . ., konvergira zaporedje filo­
taks k vrednosti 1 - 7 -

1 = 0.3819660 .. . in z nj im zgornje zaporedje kot ov



Slika 4.
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proti kotu

(1 - T -
1

) . 360° = 0.38 19660 . 360° = 137.5° .

Ta kot imenujemo tudi Fibonaccijev kot.

Zanimivo povezavo med
posameznimi vrednostmi fi­
lot akse najdemo v knji gi In­
t ro duct ion to geomet ry H. S.
M. Coxeterja, od kod er je
t udi slika 4. Na sliki je pr i­
kazano površje ananas a kot
plašč pokončnega krožnega
valja, razgrnjenega v rav­
nino. Šestkot ne luske so
oštevilčene v vrstnem redu
glede na njihovo oddaljenost
od vodoravne osnove. Da se
videti, da je kot med zapo­
rednima luskama približno
Fibonaccijev kot . Luska O ima za sosede luske z oznakami 5, 13 in 8, ki
določajo vidne smeri v vzorcu .

Če enakomerno razteguj emo sliko v navpični smeri, se manj ša to pi kot
med smerema od središča luske O proti luskama 5 in 8, dokler ne post an e
pr avi kot. Tedaj šestkotne luske preidejo v pr avokotnike. Vrste (na valju
so to vijačnice) , ki pripadajo luski 13, postanejo manj razločne, 3 nove
vrs te, dvigajoče se proti levi , pa postan ejo bolj opazne . Tako pr eprostejšo
uredi tev smo opazili pri storžu pinije. Nadaljnje raztegovanj e bi zakrilo
smeri, ki prip ad ajo številu 8, in od krilo 2 novi smeri, usmerj eni proti desni.
Tako ur editev listov smo npr. opaz ili pri hr astu.

Če pa vzorec sti skamo v navpični smer i, raste kot med smerema od
luske O proti luska ma 8 in 13, dokler ne pos t ane pravi. Tedaj nastopi
Fibon accijevo število 21 kot sosed števila O, odmakne pa se število 5.

Pri raztegovanju in sti skanju valja njegovega obsega nismo spremi­
njali. Za spreminjanje vzorca je torej odločilno razmerj e višine in pr eme ra
valj a . Če se valj hitreje debeli , kot pridobiva na višini , lahko en par
Fibonaccijevih števil pr eide v drugega, kar se včasih res zgodi pri rasti
ist e ras tline.

Če valj nadomestimo s stožcem, kot je primer pri jelki , ne dobimo
vij ačnic , ampak pol žaste spirale. Če privzam emo, da so tvorilke st ožca
čedalje bolj pr avokotne na os stožca, dobimo mejni primer (marjetica ,
sončnica) , pri kat erem polžaste sp ira le pr eidejo v logaritmične spirale.
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Kako razkr it i skrivnost očitne naklonjenost i narave zlatemu razmer­
ju? Ali morda velja, da rast line slede naslednjima pr aviloma , ki ju je za
Fibonaccijev kot odkr il Vogel:

1. Vsa k nov list ali cvet je postavlj en na mesto, ki je za fiksen kot a
zavrte no od položaj a pr ejšnj ega lista ali cveta.

2. Pozicijski vektor vsakega novega lista ali cveta kaže v naj širšo ob­
stoj ečo vrzel med pozicijskimi vektorji star ejš ih listov ali cveto v.

Gotovo ne gre ugovarjati t ema osnovnima pr edpostavkama (druga je
z vidika iskanja svet lobe še kako smiselna) , vendar sta nezad ostni , kot
ugotavlja Ridley, strokovnjak s tega področj a . Pojasnjuje:

Medtem , ko je raz umno dom nevati , da rast line vsebujejo genetsko
informacijo za določanje velikost i fiksnega vmesnega kota , je povsem ne­
mogoče samo na tej osnovi fiksirati vmes ni kot do take neverj etne na­
tančnosti , kot jo opažamo v nar avi, kaj ti naravna variacija je pri bioloških
pojavih normalno precej velika.

Natančnost je res neverj etna. Pri šte vilnih cvetovih sončnic st a npr.
opazni spirali 55 in 89. To pa pomeni , da mora pri njih ležat i izbrani kot
med ;~ . 3600 in ~~ . 3600

, kar zahte va relat ivno nap ako manj šo od 1l69 .

Povejm o še, da se pri nekaterih rast linah filot aksa izraža s posplošeni­
mi Fi bonaccijevimi šte vili, npr. 2, 1, 3, 4, 7, 11, . .. , pa 3, 1, 4, 5, 9, . . . ali
5, 2, 7, 9, 16, . . . , katerih zaporedni kvocienti konvergiraj o k zlate mu
razmerju .

Za to neobremenj eni zaklj učimo z mislij o, da filotaksa ni kak splošni
zakon, ampak osuplj ivo prevladujoča težnja ras tlin .

Fibonaccijeva števila

Zap oredj e Fibonaccijevih št evil Uk,k E IN} je določeno s pr edpisom

fI = h = 1,

Začetek zaporedja je torej t akle:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ". .
Za p oredje k vocientov za p ored n ih Fib ona ccijevi h š tev il J!s-fk j e

k+ l

1 1 2 3 5 8 13 21
l ' 2' 3' 5' 8' 13 ' 21 ' 34 ' · "· ,

vrednosti filotakse pa so kvocienti jj k- l, kjer je
k+l

_ J!s-
h+l "



I Mat ematika

Zlato razmerje

111

1
1= ­

1 '

Če daljico razdelimo na dva dela t ako, da je razmerj e dolžin večjega
in manjšega dela enako razmerju dolžin dane daljic e in večjega dela,
pr avimo, da smo dalji co razdelili v zlatem rezu . Deliln o razmerje
imenujemo zlato razmerj e in ga običajno označimo s T.

Zlato razmerje je po zitivna rešitev enačbe T 2 - T - 1 = O in sicer
je

v'5+ 1
T = - 2- = 1.6180339 . . .

Zveza med zlatim razmerjem in Fibonaccijevimi števili

Številu T pripada neskončni veri žni ulomek , v katerem so vsi členi enaki
1, torej

v'5+ 1 1
T= ---=l + 1

2 1 + 1+ 1
1+ .. ·

Med vsemi verižnimi ulomki ta ulomek najpočasneje konvergira.
Delni ulomki verižnega ulomka števila T so enaki kvocientom fj:1

zaporednih Fibonaccijevih števil. Za ilustracij o izračunajmo nekaj za­
četnih vrednosti:

1 2
1 + 1 = 2= 1 '

1
1 + 1

1 + 1+ t

To pomeni , da zap oredj e kvocientov fj:1 zapo rednih Fibonaccijevih

šte vil konve rgira k T. Zaporedj e recipročnih št evil jh konvergira
k + 1

k T - 1 = T - 1 = 0.6180339 . . ., količniki jj k - 1 , s katerimi se izraža
k+ 1

filot aksa , pa konvergirajo proti 1 - T -
1 = 2 - T = 0.3819660 ....

Marija Vencelj
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o GIBANJU DINOZAVROV

Članek Kako hitro so se gibali dinozavri? (Presek 27 (1999/ 2000) 142) je
opisal, kako so fiziki pomagali določi ti hitrost izumrlih plazilcev. P rivzet i
smemo, da so vsi vretenčarj i geometrijsko podobni in se gibljejo dinamično

podo bno. Potem je ra zmerje dolžine koraka in dolžine nog linearno odv i­
sno od hit rosti , deljene s korenom iz zmnožka težnega pospeška in dolžine
nog. Dolžino nog so določili po izkopanih okamenelih kosteh in dolžino
koraka po okamenelih sledeh stopinj . Ugotovili so, da so plazilci z majhno
maso tekli hitro , dvono žni plaz ilci z maso pol tone npr. s hit rostjo do
12 mi s. Pl azilci z veliko maso pa naj bi se pr em ikali znatno počasneje ,

strah zbujajoči dvonogi t iranozaver z maso 5 to n npr. s hi t rostj o do 2 mi s.
P rav pri tiranozavrih, ki so jim ameriški znanstvenofantastični filmi

namenili pomemb no vlogo, pa so se pojavile težave. Zan je, kot za druge
mesojede velike plazilce, namreč ni bilo mogoče neposredno določiti dol­
žine koraka , ker ni bilo okam enelih sledi st opinj . Ohrani le so se le sledi
stopinj manjš ih plazilcev s krajšim korakom. Po primerj avi okostja tira­
nozavra z okostji izumrlih velikih ptic in drugih hitrih tekačev so neka­
ter i raziskovalci sklepali, da je t iranozaver lahko dosegel hitrost 20 mi s.
Takemu plenilcu z 2,5 met ra dolgimi nogami in zelo močnimi čelj ustrni

ne bi mogla ub ežati nobena žival (slika 1). Dru gi pa so t rdili, da bi
se t iranozaver resno poškodoval , če bi se spo taknil pri hitrosti , večj i od
10 mi s, in da zato ni mogel doseči tolikšne hit rosti . V Presekovem članku

smo kot mejo hit rosti pet tonskega tiranozavra navedli 2 mis. Mn enja o
največji hit rosti t iranozavra so se potemtakem močno razhajala .
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P tT
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Slika 1. !vlodel od ra­
slega t ira nozavra z na­
kazan im okostjem : K I
kolčni sk lep , K2 kole­
no, S skočni sklep, P
sk lep prsta na nog i, T
prijemališče sile tal, ki
bi pri ročic i R ob od­
rivu na sred i koraka ,
ko bi med tekom bilo
težišče ti ra nozavra naj­
niže, dosegla 2,5-kr at­
no težo .

Zato je zbudil precej pozornosti članek J ohna R. Hu tchinsona in Ma­
riana Gar cie Tir anozaver ni bil hiter tekač , ki je izšel v februar ski šte vilki
londonske revije Natur e. Osnovne zamisli članka so razmeroma pr eproste.
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Po dobne je up orabil že Galileo Galilei v knjigi Razprave in matematični

dokazi v dveh novih znanostih, ki zadevata mehaniko in lokalna gibanja
let a 1638. "Mehanika" ali "prva ~-/lJ

nova znano st" je za jela ra zpravo o ~
trdnosti: "Po rečenem preprosto vi­
dit e, da ni mogoče izdatno povečati

velikosti predmetov v umetnosti ali
v naravi. Nit i ni na pr imer mogoče
zgradit i zelo velikih ladij , palač ali
svetišč , da bi njihova vesla , jadrni
prečniki , železne vezi , skratka vsi
deli, opravljali svoje naloge, niti Slika 2. Galilei je narisal kost in t r ikrat

daljšo kost s trikrat večjo trdnostjo. "S
ne more na rava ustvar iti izred no slike lahko razber ete, kako nesorazmerna
velikih dr eves , ker bi se njihove veje se zd i večja kost . J asno , če kd o pri ve­
od lomil e zaradi lastne teže. Tako likanu želi obdržati enako razmerj e udov
ne bi bilo mogoče sestavit i kosti kot pri navadnem č loveku , mora na j t i
ljudi, konj in drugih živali, da bi trša in močnejšo sestavino kost i , ali se

mo ra sprijaznit i z zmanjšano močjo gled e
opravljale svojo običajno nalogo, če na ljud i. Če bomo povečali višino, bo
bi močno povečali višino teh živali" [velika n] padel in ga bo st isnila lastna
(slika 2) . teža."

Prostornina geomet rijsko podobnih teles in z njo masa naraščata

sorazmerno skubom linearnih razsežnosti , trdnost kosti pa sorazme rno z
njihovim presekom, to je sor azmerno s kvadra tom linearnih razsežnosti. Iz
tega izhaj a prib ližni potenčni zakon, daje trdnost sorazmern a skvadratom
linearne razsežnosti , ki je soraz meren z maso na eksponent ~ . Glede na
tak razmislek bi moral imeti zelo velik kopensk i vretenčar zelo debele
kost i. Smiselno je namreč pr ivzeti , da imajo vsi vretenčarji pr ibližno
enako zgrajene kosti .

Podobno je mogoče sklepat i za mišice. Tudi sila, s katero more
delova ti miši ca vretenčarj a, je sorazmerna s pr esekom mišice. Učinkovitost

mišic je po te m pr ibližno soraz me rna z maso na eksponent ~ in spe­
ci fična, to je na enoto mas e preračunana , učikovitost mišic sorazmerna
z maso na eksponent - ~ = - 0,33. Mišice potemtakem delujejo tem bolj
učinkovito , čim manjša je masa vretenčarja. (Podrobnejša raziskovanja so
pokazala , da je specifična učinkovi tost sorazmerna z maso na eksponent
- 0,26.) Tako sta sklepala t udi Hutchinson in Garcia , ki st a poleg tega
podrobno raziskala razmere v št irih sklepih na nogi: kolčnem , kolenskem ,
skočnem sklepu in sklepu v prst ih . Izračune sta naredila za t iran ozavra,
man jšega dinozavra te r za piščanca in aligatorja kot zas to pnika sedanjih
vretenčarjev . Podatke za sedanja vretenčarja je mogoče izmeriti enako kot
podatke za dolžino kosti izumrlih plazilcev , maso slednjih pa je mogoče
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dokaj zanes lj ivo oceniti po po dobnosti. Pred vsem ju je zanimalo razmerje
med skupno maso glavnih mišic v št irih sklepih noge in maso vretenčarja.

Ugotovila sta, da to razmerj e z naraščajočo maso vretenčarja izrazito
narašča .

Hutchinson in Garcia sta up or abi la več mo delov za izumrle plazilc e
in jih pr eskusila z mo deloma piščanca in aligatorj a . Piščanec ima skoraj
dvakrat večje raz merje od raz merja, ki omogoča hiter t ek , in zato lahko
hi t ro teče. Aligator , bližnji sorodnik t iranozav ra, pa ima približno dvakrat
manjše razmerj e od razmerja , ki omogoča hit er t ek, ter se giblje počasi ,

in to po št irih, ne po dve h . Vretenčar na dveh nogah ima razmerj e veliko
manjše kot 50%, ker bi ga sicer sestavljale le mišice obeh nog. Po dobljenih
izidi h sta znanstvenika sklepala , da tiranozaver ni mogel teči. Končni izid
sta izrazila dokaj previdno, kar je glede na negotovost nekaterih po datkov
in privzetkov pri mo de lih razu mlj ivo. Po njunem mnenju tiranoz aver
zagotovo ni dosegel hitrosti 20 mis in najbrž ne hitrosti 10 mis, morda
v skrajnem primeru 5 mis. Zanj je bila bolj značilna hoj a s hi trostj o 1
do 2 mis. Ta sklep je mogoče razširit i tudi na druge izumrle plazilce
z veliko maso. Tudi ti so se gibali počasi , t ako da so lah ko postali
plen ti ranozavrov . Na splošno je mogoče reči , da so kop enski vretenčarj i

postajali vse počasnejši , ko je naraščala njihova masa .
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Slika 3. R a zmerje med skup no m as o mi šic ene sa me noge vretenčarja in t elesno m as o
izrazit o narašča z m aso vretenčarja . K ri vu lja kaže odvisnos t za piščanca z vse večjo

m aso in ustrezno povečanimi d rugimi p odatki. Pri šesttonskem t iranozavru bi razmerj e
doseglo 98 % (R) . Pri dvonož nem vretenčarj u j e teoretična zgornja m eja za raz merje
50% , praktična m ej a pa je veliko n ižj a . T iranozaver ni mogel teči ! Vo tli krožci ust rezaj o
raznim modelo m t iranozavra z m aso 6 t on (P z znači lnostmi piščanca , A z znači lnostmi

a ligatorj a ) , t r ikotn ik ma jhnemu di nozavru, kr ižec a ligatorj u in polni kro žec piščancu .
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Razprava še enkrat potrjuje misel , da je fizika zelo koristna v drugih
vejah nar avoslovja in v dru gih znanost ih .

Vzemimo , da ima glavna mišica v sklepu i z vodoravno osjo gostoto
p, dolžino 1 in pr esek S. Masa mišice je m i = pSI . Mišica lahko
ur avnovesi silo F = aS , če na enoto pr eseka pr enese silo a. Navor te
sile je M = rF , če prij emlj e mišica z ročico r glede na os. Za razmerj e
med maso mišice in maso vretenčarj a m sledi

mi

m

plS

m

plF

am

plM

a rni

Gostot a mišic je pri vseh vretenčarjih približno 1,06.103 kg/rn'' in sila
na enoto pr eseka približno 3 .105 N/m2 • Pri te ku naj bi v t renutku , ko
je sredi koraka težišče najnižje in se začne posp ešeno gib ati navzgor ,
tl a na nogo deloval a z 2,5-kratno te žo vretenčarj a (pri noju so izm erili
2,7-kratno težo) . Tedaj smemo vzet i, da je vsot a sil v sklepih enaka
sili tal in navor sil v sklepih enak navoru sile tal z ročico R od prst ov
do sklepa v prst ih. Pri te m privzamemo, da teče vretenčar s hitrostj o
20 mi s, ko je kvocient te hit rost i in korena iz zm nožka dolžine nog s
tež nim posp eškom enak 4.

V kolčnem sklepu t iranozavra je npr. navor misice
7,5 . 104 m . N, dol žina miši ce 1,2 m in ročica r = 0,37 m . To da za
raz merje med maso glavne mišice v kolčnem sklepu in maso tiranozavra
15%. Za tri druge sklepe dobimo v tem primeru razmerj a 4%, 15% in
9%, kar da skupaj 43% in za obe nogi 86%. Različni mod eli so dali
za ti ra nozavra z maso 6 to n v te ku za ome njeno razmerje od 26% do
100%. Nas protno od tega so za razmerje mišic noge in mase t elesa
pri t iranozavru neposredno izmerj eni podatki dali veliko manj , samo
7% do 10%. To je dopustilo sklep, da je tiranozaver imel pr em alo
mišic, da bi izravnale silo tal in njen navor pri odrivu med tekom, torej
ni mogel teči . Za piščanca in aligatorja izračunamo razmerji 4,7% in
7,7%, med tem ko daj o merj enj a 8,8% in 3,6%. Po tem smo prej t rdili,
da ima piščanec skoraj dvakrat večje razmerj e od razmerj a , ki omogoča

hiter tek, in aligator razmerj e pr ibližno dvakrat manj še od razmerja , ki
omogoča hiter t ek , kar pomeni , da piščanec lahko hitro teče, aligator
pa se giblj e le počasi .

Janez Strnad
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PROGRAMERSKE PRIGODE

Včasih , ko mi čas dopušča , rešuj em programerske naloge z različnih štu­
dent skih in srednješolsk ih tekmovanj . Že kar nekaj časa naloge izbiram s
strež nika Univerze v Vallad olidu v Španij i, ki je dosegljiv na nas lovu

http://acm.uva .es/problemset/

Na strežniku pa ni samo obsež na zbirka nalog. Na njem je namescen
t ud i Sodnik - posebna progr amska oprem a , ki omogoča, da lahko po
elekt ronski pošti pošljem o svo je rešitve nalog v (avto matsko) preverj anje.

Pri sest avljanju rešitev, ki jih poši ljamo v preverj anj e Sodniku, se
mor amo držati nekaterih pravi l. Vhodne podatke vedno beremo s st andar­
dnega vhoda (to je običajno tipkovnica , op eracijski siste mi pa omogočajo ,

da ob zagonu programa za standardni vhod upor abimo npr. datoteko),
izp isovanje pa poteka na st andardni izhod . Oblika vhodnih in izhodnih
podatkov je natančno opisana v besedilu naloge in se je moramo st rogo
držati. Običajno Sodnik rešit ev prever i t ako, da prejeti program (ta mora
biti napisan v jeziku C , C++, pascal ali java) preved e, nato pa ga požene
na nam neznanih vhodnih podatkih. Odgovore, ki j ih izp iše naša rešit ev ,
pr imerja s tistimi , ki j ih ima shranjene v svoji bazi pravilnih reš it ev .
Če se ujem ajo , je rešit ev sprejeta, sicer je zavrn je na. Pri nalogah, ki
dopuščajo več različnih rešitev, je pr everjanje bolj zapleteno in vključuj e

t udi posebne progr ame, napisane posebej za preverjanj e rešitev takih
nalog.

Sodnik po st avlja še nekaj drugih omejitev . Velikost programov, ki
jih lahko pošljem o v pr esoj o , je omejena na 40000 znakov. Sodnik t udi
ni "neskončno" potrpežljiv . Ko požen e pr eveden o rešitev , na odgovore
čaka le določen čas (ta je v splošnem odvisen od naloge) . Včasih je bil
ta čas pri večini nalog enak 90 sekund, po posodobi t vi Sodnika pa so ga
skrajšali na 30 sekund. Torej: rešit ve, ki jih pripravimo, moraj o delovati
povsem pravilno , ne smejo bi ti preveč "razvlečene" , pa še dovolj hitro
mor aj o najti odgovore (kar včasih ni prav preprost o).

Pred časom sem imel precej opravit i z nalogo številka 106 (na So­
dniku so jo poimenovali Ferm at vs . Py tl1agoras). Gre za ne prezahtevno
matematično nalogo o pitagorejskih trojkah. Spomnimo se, da trojici
nar avnih št evil x, Y, z pravimo pitagorejska tro jka, če zadošča enakosti
x 2 + y2 = z2. Trojka je primitivna, če so si števila x, y in z paroma tuja.
Kratek razmislek pokaže, da za pr imitivnost trojke zadošča , da st a si t uji
le št evili x in y . Najbo lj znana pit agorejska trojka je gotovo x = 3, y = 4
in z = 5 : 32 + 42 = 52. Ta t ro jka je tudi primiti vn a.
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Opis naloge. Na loga zahteva, da napi šemo program, ki bo z vhoda bral
naravna števila in za vsako pr ebran o število n na izhod v svojo vrstico
izpisal dve števili. P rvo število mora bit i število primiti vnih pit agorejskih
trojk x, y , Z , za katere je 1 ::; x < y < z ::; n; drugo število pa pove, koliko
števil iz množice {1, 2, . . . , n } ne nastopa v nob eni pi t agorejski trojki x, y ,
Z , ki zadošča omejitvi 1 ::; x < y < z ::; n. Branj e se konča, ko na vhodu
zmanjka števil (pogoj end of file). Na primer , če so na vhodu števila

10
25
100

mora program izpisati

1 4
4 9
16 27

Da bomo nalogo bolje razumeli , poglejmo, kako iz števila n = 10
pr idemo do odgovorov 1 in 4. S poskušanj em hitro ugotovim o, da je že
omenjena trojica x = 3, y = 4, z = 5 edina primitivna pitagorejska t rojka,
ki izpolnjuje zahtevo 1 ::; x < y < z ::; 10 (trojka x = 6, y = 8, z = 10
t udi ustreza neenakostim, a ni primitivna). Drugi od govor , 4, pa pomeni ,
da so med števili 1, 2, . . . , 10 natanko 4, ki niso del nobene pitagorejske
trojke x, y , z, ki ust reza omej itvam 1 ::; x < y < z ::; 10. To so števila 1,
2, 7 in 9.

Nadaljevanje op isa naloge . Pri opisu naloge sem izpustil še eno zelo
pomembno po drobnost . Ko sem se naloge lotil prvič , je veljalo, da nob eno
število na vhodu ne bo večje od 1000.

Kadar je št evilo različnih možnih vhodnih pod atkov majhno (pr i
naš i nalogi 1000) , se reševanja lah ko lotimo tako, da vnaprej izračunamo

vse možne odgovore, te vgradimo v program, dodamo še branje vhodnih
podatkov ter pravilen izpis pripadajočih odgovorov in že imamo delujočo

rešit ev. Ker taka reš itev ne oprav lja nob enega zamudnega računanja , sa j
vse odgovore pozna že vnaprej, je t udi zelo hitra .

Odgovorov seveda nisem iskal s svinčnikom in papi rjem , ampak sem
sestavil pomožni program, ki je to opravil namesto mene. P rogram je ob
nekaj omej itvah pregledal vse dopustne t rojice. Ker pa sem ga zagnal le
enkr at, me ni skrb elo, ker ni bil rav no najhitrejš i. Izračunane vrednosti
sem v primerni obliki shranil na datoteko, dodal še neka j vrstic kode in
že sem imel rešitev (zapisano v jeziku C). Njen bistveni del je podan v
nadaljevanju :
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#include <s t d i o . h>

#define MAXN 1000

int stevci[MAXNJ [2J = {
{0,1},{0, 2},{0 ,3},{0 ,4} ,{1 .2},
{1,3} ,{1,4},{1 ,5} ,{1, 6},{1 ,4}.

(tu manjka 196 vr sti c, nar ejenih s po mož nim progr amom )

{157,202} ,{157,203},{157 .204} .{157 .205}.{157. 203}.
{157 ,204},{158,204} ,{158,205}.{158 ,205} .{158.205}

};

int main(void)
{

int n;

while (scanf("%d", &n) == 1)
printf ("%d %d\n" . stevci In - 1] [OJ . stevci ln - 1] [1J ) ;

return O;
}

Nekaj časa sem se lahko po našal z eno od najhit rejših rešitev , a
sčasoma se je na Sodniku nab ralo ogromno podobno hitrih reš itev, zato
so se sestavljavci nalog odločili, da nalogo nekoliko otežijo . Zgornjo mejo
za velikost št evi l na vh odu so s 1000 dvignili na 10000 .

Seveda se je bilo t udi sp reme njene naloge moč lotiti na enak način, le
da je imela dobljena rešit ev namesto ne kaj čez 200 več kot 2000 vrstic. In ,
zlomka, več kot 40000 znakov. Seveda sem takoj p omislil , da bi izračunane

vrednost i lahko zap isal v bolj strnjeni obliki, z manj znaki. Do n = 10000
obstaja le 1593 primiti vnih pitagorejskih trojk, v no be ni t ro jki pa ne
sodeluje 1669 števil. V progr am bi t ako lahko zakodiral le vrednosti , kjer
se spremeni število t ro jk, na začetku rešitve pa bi iz t eh podat kov hit ro
naračunal prave odgovore . A nisem imel prave volje za take dopolnit ve.
Raje sem vzel že napisani pomožni progr am, s katerim sem štel trojke,
mu do dal branj e po datkov ter pr ilagod il izpis. Tako sem dobil naslednjo
rešitev:
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#include <s t di o . h>

#define MAXN 10000

extern l ong gcd (long, long) ; 1* Poišče največji skupni *1
1* delitelj števil . *1

int mai n(vo i d)
{

int stevci[MAXN] [2] ; 1* tabela odgovorov *1
int vt r oj k i [MAXN + 1] = {O}; 1* Ali je število v kaki troj ki? *1
int zunaj = O; 1* Kol i ko števil od 1 do n ni v nobeni troj ki . *1
int trojke ; 1* Kol iko primitivnih trojk z z <= n smo našli . *1
long x , y, z; 1* long : kvadrati morda lahko presežejo INT_MAX. *1
int n;

1 ; zunaj - -; }
1; zunaj--; }
1 ; zunaj - - ; }

for (n = 1 ; n <= MAXN; n++) {
1* I š čemo trojke, pri katerih je z = n. *1
zun aj ++;
for (x = 1 , Y = n - 1 , z n ; x < y; x++) {

whi le (x * x + Y * Y > z * z ) y- -;
if (x * x + Y * Y == z * z ) { 1* nova trojka

1* Za primitivnost zadošča, da sta si tuja
if (g cd(x, y) == 1) troj ke++ ;
if (! vtrojki [x] ) { vt ro j k i [x]
if (!vtrojki[y] ) { vtrojki[y]
if ( !vt r ojki [z]) { vt r ojki [z ]

*1
l e x in y . *1

}

} I*for x,y ,z*1
s t evci [n - 1] [O]
stev c i [n - 1] [ 1]

} I*for n*1

trojke ; 1* Zapomnimo si število trojk *1
zun a j ; 1* in š t ev i lo š t ev i l zunaj trojk. *1

while (s can f( "%d", &n) == 1)
pr i nt f ( "%d %d\ n", stevci [n - 1] [O] , stevci ln - 1] [1] ) ;

r eturn O;
}

Ko sem se počasi le sprijaznil z ugotovitvijo, da moja rešitev ni več

med najhitrejš imi, so na Sod niku ponovno popravili nalogo. Tokrat so
zgornjo mejo za števila na vhodu povečali na 100000. Nič pos ebnega, sem
si mislil. Popravim vrednost MAXN na 100000 , spremenim tip n-ja v long,
pa bo. A to je bil račun brez krčmarja . Rešitev je bila tako počasna ,
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da je prekoračila časovno omejitev, ki jo postavlj a Sodnik. Tudi majhne
izboljšave niso pomagale. Čas je bil za kore nit e posege.

Poznal sem formule, s katerimi opišemo primiti vn e pit agorejske t ro j­
ke. V vsaki pr imiti vn i pit agorejski trojki st a št evili x in y različne parno­
st i. Vse primit ivne trojke, pri katerih je x sodo število, dobimo iz formul

x = 2ab, y = a2
- b2

III Z = a2 + b2
,

kje r sta a in b, a > b, nar avn i števili raz lične parn osti , ki sta si t uj i. Z
zgorn j imi formulami vsako pr imi ti vn o pit agorejsko trojko dobimo na en
sam način . Dokaz našteti h t rd it ev ni težak, naj det e ga npr. v [1, razde lek
10]. Gorn je formule opisujejo primiti vne trojke, pri katerih je x sodo (y
pa potem liho) št evilo. Za dano vr ednost komponente z je t ak ih trojk
seveda natanko to liko kot t istih, pri katerih je x < y .

Na osnovi zgorn jih formul sem sestavil naslednjo rešit ev , ki je na
Sodnikovem seznamu še vedno ena od najhit rejših:

#include <s t di o .h>

#define MAXN 100000

ext ern l ong gc d (long, l ong) ;

int main(void)
{

const int meja = 316 ; 1* koren iz MAX j e zgornja mej a za a *1
l ong n , x, y , z, XX, yy , a, b;
long stevci [MAXNJ [2J = {{O,O}};
l ong prva[MAXNJ = {O}; 1* naj ve čj e ~tevilo v naj manj~i troj ki *1

n',
n ;

n ;

> n) pr va[xx- l]
> n) prva Iyy-Ll
> n) pr va [n -lJ

1* Generi r an je pi tagore jski h troj k . *1
f or (a = 2; a <= mej a; a++)

for (b = 1 ; b < a && (z = a * a + b * b) <= MAXN ; b++)
i f (a %2 != b %2 && gcd (a, b) == 1) {

1* I mamo novo pr imitivno pit agorej sko troj ko . *1
x = 2 * a * b ; Y = a * a - b * b ;
s tevc i [z - lJ [OJ ++; 1* ena pr i mi t i vna t r oj ka več *1
1* Pregledamo večkratnike in beležimo " naj manj~e" troj ke . *1
f or (xx = x, yy = y, n = z ; n <= MAXN ;

xx += x, yy += y, n += z ) {
if (prva Ixx-L] O II prva[xx-l]
i f (pr va [yy-1J O II prva [yy- 1J
i f (prva [n - lJ O II prva [n -lJ

} l *for*1
} l *if*1
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for (n=l; n < MAXN; n++) stevei [n] [O] += stevei [n-l ] [O] ;
for (n=O ; n < MAXN; n++)

if (pr va.In] != O) stevei[pr va [n]-1] [1] ++;
for (n=l ; n < MAXN; n++) stevei [n] [1] += stevei[n-l] [1];
for (n=O; n < MAXN ; n++) stevei [n] [1] = n+l -steve i[n] [1];

while (s canf ("%ld", &n) == 1)
printf ("%ld %ld\n", stevei [n - 1] [O] , stevei [n - 1] [l J ) ;

return O;
}

P rogram za hteva kr atko razlago. Z za nkama fo r pregled amo vse
primern e vr ednosti za a in b (1 S b < a S Y!iQ5, test parnosti in t est
t ujost i) t er tako odkrijemo vse primitivne pi t agorejske trojke do 105 .

V prvem delu tabe le stevci štejemo, koliko je t akih t rojk z izbrano
vrednostjo z-ja. Te kasneje v zanki (1) še sešteje mo od začetka do tekočega

elementa in tako ugotovimo, koliko je primi ti vnih trojk, ki imajo vse
komponente manjše od izbrane vrednosti.

Za izračun drugih delov odgovorov pa je pom embna pomožna tabela
prva. V nj ej za vsako število zabe ležimo najmanjšo pi t agorejsko trojko
(glede na vrednost komponente z), ki to št evilo vsebuje. Vrednost k >
> O v i-tem eleme nt u tabele (ta ima indeks i - 1) tako pom eni , da
smo našli pit agorejsko t ro jko, ki vse buje število i , kat ere kom ponenta
z je enaka k , trojke z manj šo vrednostjo kompo nente z pa nismo našli.
Vrednost k = O po kon cu obeh zank for pomeni , da število i ne nas top a
v t rojkah s kom ponentami do 105 . V nadalj evanju iz vrednosti v tabeli
prva izračunamo druge dele odgovorov. Najprej v zanki (2) za vsako
št evilo ti S 105 ugotovimo, koliko je števil m , za katera je n največj e

število v najmanj ši pitagorejski t ro jki, ki vsebuje m . Ta števila so se
pri te m n-ju prvič znašla v kaki pit agorejski t ro jki. Nato v (3) podobno
kot v (1) izračunamo vsote začetkov tabe le, da ugotovimo, koliko števil
do tekočega je v kaki pit agorejski trojki. V (4) nato v tabe lo vpišemo
"nasprotne" vrednosti, t iste, ki povedo, koliko števil do tekočega ni v
nob eni pitagorejs ki t rojki . Pri vseh operacijah z elem enti t abel moramo
paziti na indekse, sa j ima v C-ju prvi eleme nt tabele indeks O.

Nedavno so na Sodniku zgornjo mejo za šte vila na vhodu še enkrat
dvignili , in sicer na 106 . Rešitve skoraj ni bilo t reba spreme nit i, le vr ed­
nosti za konst anti MAX in mej a je bilo t reba popraviti na 106 oz. 1000.

Literatura
[1] J. Grasselli, Diofantske enačbe , Knjižnica Sigma 38, DMFAS, 1984

Martin Juvan
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IZSEV ZVEZDE

Zas ledil sem , da pri pisanj u o zvezdah nekat er i nepravilno uporabljaj o
izr az izsev zvezde. Ker gre za eno naj pomembnejših karakteristik zvezde,
sem se odločil , da za Presek o tem napišem kratek prispevek.

Izsevani a li oddani svetlobi oz . svetlobni moči zvezde rečemo izsev

zvezde. To je količina , ki pove, koliko svetlobe (sevanja, energije) zvezda
v sekundi izseva (odda) na vse strani v prostor. Izsev zvezde označimo s
črko P (power) , enota pa je ista kot enota za moč, t .j . vat (W=J/ s) . Čim
več vatov izseva zvezda, večj i je njen izsev.

Izsev Sonca je okoli 4 .1026 W (oz. Sonce ima izsev okoli 4 .1026 ) .

Druge zvezde imajo večj i ali pa manjši izsev glede na izsev Sonca (la hko
več desetkrat , stokrat , tisočkrat večj i oz. manjši izsev).

Zvezda kot ž are č a plinska krogIa enakomerno na vse strani izseva
izsev P . Če zanemarimo svetlobne izgube, se P porazdeli po krogli s
površino 41fr 2 , kjer je r oddaljenost zvez de . Opazoval čevo oko na Zemlj i
v razdalj i r od zvezde prestreže svetl obni tok z gostoto j = P / 41fr 2

. Ta
vr ednost za gostoto toka je odločilna za vtis na mrežnici človeškega očesa.

Vtis je tem močnejši, čim večji je izsev zvezde in čim bli žje nam je zvezda
(ka r neposredno razberemo iz zapisanega ulomka) . Drugače povedano,
t udi če ima zvezda zelo velik izsev, a je zelo daleč , se zdi za oko šibka ,
bližnj a zvezda z majhnim izsevom pa svetlejša.

Omenimo še eno svetlobno količino, sij zvezde. Sij in izsev zvezde
sta dv e povsem različni svetlobni količini in ju ne smemo zamenjevati. Če

izsev označuje v časovni enot i izsevano (oddano) svetlobo zvezde, sij me ri
svetlobo, ki jo zazna človeško oko (ali tudi drug sp rejemnik svetlob e) .

Človek vidi oz . opazuje zvezde. Na nebu zaz nava nav ide zno sliko.
Sploh so vsa telesa in gibanja na nebu navidezna, sa j jih tja projiciramo.
Pogled na temno zvezdno nebo nam pove, da zvezde različno močno sijejo.
Samo zvezde Velikega voza je treba pogledati, pa to takoj opazimo. Vtisu
(občutku), ki ga ima človeško oko , ko sprejme njegova mrežnica svet lob o
oddaljene zvezde ali kakega drugega veso ljskega telesa, rečemo sij . Izraz
je pri nas vp eljal sr ednješolski učbenik astrono mije, velja že več kot 30 let
(angl. brightness of a star) .

Beseda sij je vezana na občutek, človeškemu očesu se torej zvezda
takšna zd i, zat o pred besedo sij ni treba postavljati dodatne besede navi­
dezni (da bi izraz nosil ime navidezni sij) . Zadostuje, da rečemo sij zvezde
je tolikšen in tolikšen.

Sij zvezde je povezan z gostoto vpadne svetl obe z zvezde na mrežnico
očesa (a li kak drug merilnik svet lobe) . Ni po membno, ali je zvezda daleč

ali b lizu, velika ali majhna. Seveda, čim večja je , čim več seva in čim
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bližje je zvezda, tem večja je sprejeta gostota svet lobe. Kakor ima dolžina
svojo enot o meter , izsev svojo enoto vat , ima enoto tudi sij. Rečemo

ji magnituda. V latinščini magnitudo pomeni velikost , vendar t a eno ta
nim a nob ene zveze z velikostjo , t .j. po lmerom zvezde, ampak le z velikostjo
svet lobn ega vt isa na mrežnici človeškega očesa .

Z definicijo sija in magnitude je prec ej težav. Nekateri namesto sija
zvezde radi uporabljajo kar izraz magnituda zvezde, vendar velja dogovor:
naj svetlejše zvezde imajo sij prve magnitude (oznaka 1m , beri "ena m" )
ali so prve magnitude, manj svetle imaj o sij 2m , še manj svet le 3m , . . . ,

s prostim očesom komaj vidne 6m . Severnica ima sij 2,1m (zvezda sije z
magnitudo 2,l m ) . Z daljnogledom so vidne zvezde s sijem 7m , S m , . .. ,

22m , 23m , menda ob novejši tehnologiji vid imo že sij okoli 30m in celo
več . Sij vesoljskega telesa pa je lahko tudi nič in negativen . Venera v
največjem siju doseže _4m , Luna ob ščipu - 12,5m , Sonce kot na jsvetlješe
svet ilo na nebu pa kar - 27m .

Slika 1. Zvezde Velikega medveda (Drsa m aior) in drug ih ozvezdij imajo različen sij .

Pomembno je, da povemo medsebojno odv isnost sija in gostote spre­
jetega toka z zvezde (z vesoljskega te lesa) . Povezuje ju enačba

L = 1O-O,4.(m - m ' )

J' '

kjer sta npr. m in m' sija dveh zvezd , j in J' pa gosto t i svetlobnega toka,
ki ju s t eh dveh zvezd sprejm emo na Zemlji . Z zvezde s sijem m' = 1m

sprejmemo gostoto svet lobnega toka J' = 10- 8 W1m2 . Tako lahko za vsak
mizračunamo j in obratno .
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krog Ia s površino 4rrr'

j = P/4rrr"

Slika 2. Zvezda z izsevom P . V človeško oko na Zemlji v razd alj i r od zvezde pad e
svetlobn i tok z gostoto i = P /4rrr2 Gostot a svetlobnega to ka , ki pada s kva dratom
oddalje nosti zvezde, j e torej odločina za jakost sija .

Da bi obravnavane količine utrdili , naved imo poučno vaj o.
Zvezda Sirij ima sij m = -1 ,5m , od nas pa je oddaljena r = 2,7 par­

seka (en par sek je 3,3 svetlobneg a let a , to je 3,1.1016 m). Izračunaj izsev
P Sirij a .

Iz 1, = 1O- 0,4.(m - m ' ) sledi j = 10- 8 .10-0 ,4 .(- 1,5- 1) W /m2 =
.1

= 10- 7 W1m2. Izsev zvezde pa je P = j · 4?Tr2= 10- 7 W 1m2. 4?T(2 ,7 ·3,1·
. 1016 ) 2 m2 = 88 . 1026 W = 22 izsevov Sonca. Sirij t orej v pr ostor oddaja
svet lobo za 22 Sonc.

Za do ma pa predl agam naslednje vaje :

1. Severn ica ima sij m = 2,3m in leži v oddaljenosti r = 240 par sekov.
Kolikšen je P ?

2. Nova (zvez da ) je ob izbruhu po šiljala na Zemljo svet lobni tok z go­
stoto j = 3,6 . 10-9 W1m2

. Kolikšen sij je t ed aj imela?

3. Sij Sonca je m = - 26,8m . Izračunaj sij Sonca , če bi ga op azovali
z najbližje zvezde Proks ime Kentavra v razdalji 270000 as t ronom­
skih enot (oddaljenost Zeml ja- Sonce). Ali bi Sonce videli s pr ostim
očesom?

Rešit ve so na str . 40.
Marijan Prosen
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Marijan Prosen: SKRIVNOSTI DNEVA IN NOČI

25

V zadnji št evilki lanskega let­
nika Preseka smo vam pred­
st avili priročnik Spoznavaj­
mo Zemlj o in vesolj e avtor­
jev Marijana in Stane Prosen,
to krat pa bi vas radi opo­
zorili na knjižico Skrivnosti
dneva in noči, ki jo je napisal
Marijan Prosen . Podnaslov
Knjiga za mlade ved eže pove,
da je t udi to delo namenjeno
najmlajšim br alcem .

Knjigo st a izdala Založ­
ništvo Jutro iz Ljubljane in
Zalo žba Branko iz Nove Go­
rice . Bog ato ilustrirani zve­
zek velikega format a na 48
strane h prinaša opi se in raz­
lage neka t erih vsakdanjih po­
javov, povezanih z gibanjem
Zemlj e, Lune in Sonca.

Knjižica v prvih treh po­
glavj ih na preprost , privla-
čen t er zanimiv način pojasni
vzroke in posledi ce izm enjavanja dneva in noči , razloži, kako, kd aj in zakaj
nastaj ajo letni časi , opiše gib anje Lune, nastanek men ter pojav plime in
oseke . Sp otom a se naučimo , kako naredimo preprosto sončno uro, zvemo,
kaj je zodiak, kd aj vidimo zaj č ka na Luni t er kako naj opazujemo plimo
in oseko .

Četrto poglavje prinaša nekaj vaj in iger za posnemanje do gajanj
v vesolju : po snem anj e vrt enja in kro ženj a Zemlje, prikaz Sončeve pot i,
posnem anje Lu ninega gibanja in prikaz Luninih men .

V pet em p oglavju najdemo nekaj osnovnih podatkov o Zemlji , Soncu
in Luni, preglednic o trajanju dneva in noči (v odvisnosti od zemlje pisne
širine) t er o traj anju letnih časov. Na kon cu je dodan še slovarček s kratko
razlago obravnavanih pojmov.

Knjiga je t ud i na pogled lep a in s svoj o zanimivo vsebino primerno
darilo za mlad e radovedneže .

Marija Vencelj
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TETRAEDRI S PLOŠČINSKO ENAKIMI
MEJNIMI PLOSKVAMI

BcA

Skladni liki imaj o enako ploš čino , to da hkrati ne drži, da bi bili liki z
enako ploščino vselej skladni.

Tetraeder (t rist rana piramida) je omejen s št irimi trikot niki. Kaj
lahko rečemo o tetraedru, če im ajo vse štiri njegove mejn e ploskve enako
ploščino? Ban gov izrek t rdi, da so v te m primeru mejne ploskve skladni
trikotniki. Poskušajmo ta izrek dokazati . Dokaz je elementaren in mate­
matično prav nič za hteven , le nekoliko dolgovezen je in v njem je precej
dolgočasnega računanj a . Če se bralcu računanje up ira, naj kar neha br ati
ta članek . (Dokaz se pr ecej poenostavi , če up or ab imo vektorsko algebro.)

Imejmo tetraeder ABCO (slika 1) . Njegova osnovna ploskev je t ri­
kotnik A BC, njegov vr h pa O. Strani ce osnov ne ploskve zaz namujmo z
A B = c, B C = a in AC = b, stranske robove pa z AO = e, B O = i in
CO = g. Stranske ploskve so trikotniki ABO , BCO in ACO; prvi ima
stranice e , i, c, drugi i . g, a in t retj i e, g , b.

O

Slika 1.

Ploščino trikotnika s stranicami a, b, c izračunamo po Heronovem
obrazcu

p= )s(s - a)(s - b)(s - c),

kjer je s polovični obseg, t ako da je 2s = a +b+ c. Če to vstavimo v izr az
na levi , ga kvad riramo in pomn ožimo s 16, dobimo enačbo

(1)
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Denimo, da imaj o vse stranske ploskve našega tetraedra ABGO enako
ploščino kakor osnovna ploskev , torej ploščino p. Potem veljajo po leg (1)
t udi tele tri enačbe :

2e2f 2 + 2c2e2 + 2c2f 2 - c4 - e4 - f 4 = 16p2

2f2g2 + 2a2J2 + 2a2l - a4 _ J4 _ g4 = 16p2

2e2g2 + 2b2e2 + 2b2g2 _ b4 _ e4 _ g4 = 16p2 .

(2)

Leve strani teh enačb določajo ploščine stranskih ploskev ABO, BGO in
AGO . Dobimo jih tako, da v formu li (1) zamenjamo najprej a z e in b
z J, nato b z J in c z g, nazadnje pa a z e in c z g . Vse mejne ploskve
imajo enako ploščino natanko tedaj , kadar zadoščajo robovi a, b, c, e, J
in 9 enačbam (1) in (2) .

Če je e = a, J = b in 9 = c, so vse enačbe (1) in (2) izpolnj ene.
Mejne ploskve so štirje skladni trikotniki s stranicami a, b, c. Ali obstaja
še kakšna druga rešitev teh enačb?

Zaznam ujmo e2 - a2 = X, J 2 - b2 = y in g2 - c2 = Z , torej

(3)

Vstavimo te izraze v enačbe (2). Če upoštevamo enačbo (1), ki določa

16p2 , dobimo po nekoliko dolgoveznem računu tale sistem enačb :

2(b2 + c2 - a2)x + 2(a 2 + c2 _ b2)y + 2x y _ x 2 _ y2 = O

2(a 2 + c 2 _ b2)y + 2(a 2 + b2 - c2)z + 2yz _ y2 - z 2 = O

2W + c2
- a2)x + 2(a2 + b2 - c2)z + 2x z - x 2 - z 2 = O.

Zaradi krajše pisave zaznamujmo

Pot em lahko zapišemo zgorn ji siste m v ra zmeroma preg ledni ob liki:

2qx + 2ry = x 2 - 2xy + y2 = (x _ y )2

2r y + 2sz = y2 - 2y z + z2 = (y - z )2 (5)
2qx + 2s z = x 2 - 2x z + z 2 = (x - z )2 .

Seštejmo prvo in tretjo enačbo (5) in od vsote odštejmo drugo. Če

krajšamo z 2, dobimo

2qx = x 2 - xy - (x - y) z (6)
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in od tod

(x - y) z = x 2 - x y - 2qx.

Pomnožimo zdaj tretjo enačbo (5) z (x - y)2 in dobimo

(7)

2q x (x - y )2 + 2sz (x _ y)2 = x 2(x _ y )2 _ 2x z (x _ y)2 + z2(x _ y )2 .

Vstavimo za produkt (x - y )z izraz (7) . Po kr aj šem računu pridemo do
enačbe

2qx(x - y )2 + 2s (x - y )( x 2 - x y - 2qx ) = 4q2x2 ,

ki jo lahko zapišemo tudi takole:

(2qx + 2sx)(x - y)2 - 4qsx(x - y) = 4q2x2 .

Prva enačba (5) pove, da je (x - y )2 = 2qx + 2ry, torej

(2qx + 2sx)(2qx + 2ry ) - 4q sx (x - y ) = 4q2x2 .

Če to ur edimo, je pr ed nami tale pr eprosta enačba:

4 (qr + qs + r s )xy = O. (8)

Tako smo ugotovili , da vsaka trojka, ki zadošča siste mu (5), zadošča tudi
enačbi (8) .

Spet nekoliko dolgovezen račun pokaže , da je

kjer seveda pomeni p ploščino osnovnega trikotnika ABe. v tetrae dru
imajo mejn e ploskve od nič različno ploščino , torej je p -j- O. Zato smemo
(8) kraj šati s 64p2 in prid emo do enačbe

x y = O. (9)

Tri možnosti imamo:

a)x-j- O, y= O b)x=O,y-j-O, c) x =O ,y =O .

Oglejm o si najprej možnost a). Iz prve enačbe (5) dobimo 2qx = x 2.

Ker x -j- 0, smemo kraj ša ti z x in je v te m primeru x = 2q . Če to vst avimo
v (7) , dobimo xz = 0, to rej z = O. Tako smo dob ili rešit ev x = 2q , Y = 0,
z = O.



Mat ematika

V primeru b) je x = O. Enačba (7) nam da yz = O. Ker y i-O,
sledi od to d z = O. Iz pr ve enačbe (5) pa dobimo 2ry = y 2 , torej y = 2r.
Pripadajoča rešitev se glasi x = O, y = 2r , z = O.

Na zadnje si oglejmo še zadnji primer c), ko je x = O in y = O. Druga
enačba (5) nam da 2sz = z2. Od tod izhajata dve možnosti: ali je z = 2s
ali z = O.

Tako smo ugot ovili , da obst ajajo nat anko štiri rešit ve sist ema (5) ,
namreč:

1. x= 2q, y= O, z= O.
2. x=O, y=2r , z= o.
3. x=O, y= O, z= 2s.
4. x=O , y= O, z= O.

Oglejmo si pr vo rešitev. Ker je y = Oin z = O, dobimo iz enačb (3) f = b
in 9 = c. (Robovi se izražaj o s poziti vnimi števili. Zato iz p = b2 in g 2 =
= c2 sledi f = b, 9 = c.) Enakost x = 2q pa nam da e2 = 2b2 + 2c2 - a2 .

Torej so robovi med sebo j povezani takole:

(10)

Kakšen je pripadaj oči te t raeder?
Vzemimo v rav nini paralelogram AB OC, pri katerem naj bos ta nev­

zpo redni stranici AB = c in AC = b, diagon ala B C pa naj bo enaka a. S
temi pod atki je paralelogram natanko določen (slika 2) . Drugo diagonalo
označimo z e, to rej AO = e.

c

c

Slika 2.

V vsakem par alelogramu je vsota kvadr atov vseh št irih st ra nic enaka
vsoti kvad ra tov obe h diagonal. V našem primeru je zato

(11)
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Kako ugotovimo, da velja zveza (Ll )? Oglejmo si trikotnika ABC in AB O
na sliki 2. Če je pri oglišču A notran ji kot a , je v paralelogr amu pri oglišču

B notranj i kot 1800 -a. Po kosinusnem izrek u dob imo iz prvega t rikotnika

iz drugega pa

Če ti dve enačb i sešte jemo, je pr ed nami zveza (11).
P aralelogram ABOC imamo lahko za izrojeni t etraeder , vsa njegova

oglišča so namreč v isti ravnini . Robovi osnovne ploskve ABC so BC =

= a, AC = b in AB = c, st ranski robovi pa AO = e, B O = f = b in
C O = 9 = c. Ker velja zveza (11), so robovi takšni , kakor jih določa prva
rešitev (10) . Mejne ploskve tega "te t raedra" so trikotniki ABC , A B O,
ACO in B CO. Če par alelogram ni pr avokotnik , t i trikotniki , ki imajo vsi
enako ploščino (namreč polovico ploščine paralelogr ama) , niso vsi med
seboj sk ladni.

Tet ra eder je s svojimi robovi natanko določen : dva te t raedra z ena­
kimi rob ovi sta bodisi skladna bodisi zrcalni sliki drug dru gega. Zato
je vsak tetraede r , katerega robovi so povezani z enačbami (10), skladen
s paralelogramom ABOC , torej izrojen . Njegov rob AO je diagon ala
par alelogr ama.

Podobno kakor izraža Heronov obrazec ploščino t rikot nika z njegovimi
stranicami, obstaja formula , ki izraža prostorn ino V tetraedra z njegovimi
robovi. Tako formulo naj de br alec v [1] na st rani 130. Če v formulo za
pr ostornino V vstavimo izraze (10), izračunamo, da je V = O. Tako se
ponovno lahko prepričamo, da določajo robovi (10) izroj eni tetraeder.

Kar smo povedali za prvo rešitev sist ema (5) , velja t udi za dru go in
tretjo. Pripadajoči t etraeder je par alelogram , pr i dru gi rešit vi je njegova
diagonala ro b BO , pri tret ji pa rob CO.

P reostane nam še zadnja, četrta reš ite v, ko je x = O, y = O in z =
= O. Iz enačb (3) dobimo e = a, f = b in 9 = c. Mejne ploskve so
skladni t rikotniki s st ranicami a, b, c. Edino t a rešit ev nam da neizro jeni
te traede r . Tako smo dokazali:

IZREK (Bang). Če imajo v (neizrojenem) tetraedru vse štiri
mejne ploskve enako ploščino, so te ploskve skladni t r ikot n ik i.
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Pravilni tetraeder omejuj ejo štirje skladni enakostranični t rikotniki.
Kakšen mora biti trikotnik, da lah ko s štirimi kopijami tega trikotnika
sestavimo površje tet ra edra?

V tetraedru na sliki 1 je oglišče A vr h t reh kotov , namreč kota <r.BAG,
kota <r. B AO in kota <r.GAO. Če so mejne ploskve trikotniki , ki so skladni
s t rikotnikom ABG , le-ta pa ima pr i ogliščih A , B in G zaporedoma
notranje kote a , {3 in "t, so zgoraj navedeni kot i enaki

<r.BAG = o , <r. B A O = {3, <r. C AO = "t .

Vsota katerihkoli dveh kotov pr i ist em oglišču (neizro jenega) tetraedra pa
je vselej večja od tretj ega kota. Zato veljaj o v naš em pr imeru neenačbe

a + "t > {3 ,

Ker je a + {3 + "t = 180 0
, dobimo iz prve neenačbe , da je 1800

- "t > "t,
torej 180 0 > 2"t oziroma "t < 900

• Podobno sledi iz druge neenačbe , da je
{3 < 900

, iz t retje pa a < 900
• Trikotnik ABG je ostrokoten. Zato lahko

sest avimo pov ršje tetraedra le s št irimi skladnimi kop ijami ostrokotnega
t ikot nika.

Bralec se lah ko brez težav prepriča, da je trikotnik s st ranicami a,
b, C ostrokoten natanko tedaj , kadar so vsi t rije izrazi q, r in B, podani z
enačbami (4), pozitivni.

Literatura
[1] 1. Vidav, O neki posplo šitvi Heronovega obrazca . Obzornik za mate­
matiko in fiziko , 46 (1999), str. 129 - 135.

Ivan Vida v

NENAVADNO ŠT EVILO

Ali znate določiti št evilo, katerega decimaIni zapis je

kjer je Cn zadnja šte vka decimalnega zapisa št evila n'"! Torej Cl = 1,
C2 = 4, C3 = 7, C4 = 6 itd .

Martin Juvan

Rešitev je na st r. 46.
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KRIŽANKA "M ATEM ATIKI 17 . IN 18. STOLETJA"l

ZELO RAZGLEDAN
CLOVEK,

'ZIV LEKSIKON"

JUNAK
IZ ILIADE
Z ZELO
MOČNIM
GLASOM

NAJViŠJA
SL ZNANST
USTANOVA

ENAKI
CRKI

MATERIAL, KIGA
NANESETA VETER
ALIVODA, NANOS

ZMAGA PRISAHU

SPOKOJ·
NOST,
TiŠiNA

FARNC.
NOGQ·
MElAS

(NICOLAS)

ANGLESKI
MATEMATIK

(BROOK,
POTENCNE

VRSTE)

PRIPADNIK FR.MATEMA· CEVASTVAS NAVZHODU NEKO. TIK (PI.RRE, NARAVNI PROSTOR PALlČ IO
ŠAVRINSKEGA GRIČ EVJA LJUDSTVA ENACBA LOGARITEM AGENTKA POD NITRAT

V SLOVENSKI ISTRI NA x "+y":Z11) ZEMLJO RAN
BALKANU

FR. MATI
(PIERR
SIMm

DIFEREI
• ENAČB

USTREZ

I
REKA ~

PELOP'
NEZU

EVROTI
NARKOTIK

ZA KRATKO
OMAMO

BETELOVA
PALMA

PAPESKO
MESTO

AM. FILM.
IGRALEC
(RYAN)

ZGODO·
GNUS, VINSKA
STUD, POKRAJINA

OGABNOST V SEVERNI
FRANCIJI

PRIQCESNA POZIVILOV TISTA (
LECA.PRI PRAVEM REKA, KIOPTICNIH CAJU TUDI NAINSTRU· BERE EN
MENTIH SLIKAR SUBI

IT. NARA· SLOV.
VOSLOVEC, PESNICA IMEGl..J
MATEMAT, V MAJDA DRtAVI
FIRENCAH AM.PEVEC

TOZIL,
(GALILEO) (BOB) CERAI

JAPONSKI IZGUBA TVORB!
PISATELJ PROSTOR· NAZIV BOJA PRED ŽELOD(
(KOBO, SKA ZAIZBOR KONCEM PRElVE

ZEN;;!<A S
LIKOVNA SLOVENSKE

IZDELKI VALCE
PESCINJ

UMETNINA POPEVKE
IZ LESA ZAFRA

BRITANSKI NJORKA
FILOZOF IN VAS NADMATEMATIK
(GEORGE) HRAST·

NIKOM

LOJZE VZDEVEK IGRALCA
ZNAK ZA

BESEDA, KI PETERLE RADKA POLICA
ALUMINIJ OZNACUJE AMERISKA

OSEBEK PEVKA SILAMED ATOM I
(MARIAH) V MOLEKULI

ZAHODNA
AVSTRIJ.
DElELA
REKAV

POSARJU

1 Knjižico D . J. St ru ik , Kra tka zgo do vina mate matike lahko ku pite pri DMFA - Založn išt vo.
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KAJNOV IN BIVŠI FR. Ir\ IZ SREBROVEGA SLQV.
LADKO SEDMA . t
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KOROSEC LETALO SMUCAR ~~S~IN BRADAVIC EVIN MOl (PETER) (MICHEL)
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I.
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BENZEN (SEBASTIEN)

IR ROBERTREDFORD HRVASKI AMERISKA FR.MATE·
FR. MATEM. PISATELJ PEVKA MATIK IN

SE PREDZAD· (VJEKOSLAV, (JOAN) FILOZOF
ZAJ Kb~~~N.AKO

NJA I ~ DRU· CUDEŽNI ZNAK ZA (JEAN LE
GACRKA SISTEM PRAH) ARGON ROND)

IV. KOTNA

'E
ENOTA.

:E STOTINA, PRAVEGA
KOTA

, V PUBLI-
;U pSTKA
KO· SUKLJE
V ANG. FIZIK
N (JOHN)

GLAVNO SKLADAT.
MESTO PAHOR
JUŽNE NAJH)T·KOREJE REJSA
100 m2 ZVER

FR.MATEM.
(AORIEN
MARIE)

MESTO NA
SL. KOROS.

NOVO
MESTO

VISOKA
VZPETINA

ROB PRI
ITAL. ZAPOGNJ,

RADIO· TKAN INE
TELEVIZIJA SVETOPIS.

OCAK

KRATICA ZNAK ZA MOSKI V ODNOSU
ZATELE· NATRIJ DOSVOJIHOTROK

VIZIJO
V OBE SOSEDI VIDENJEMOŽNE REŠiTVE
SMERI CRKEU IZ TEŽKEGA POLOžAJA

SERVISER
CASO·

MERILNIH
NAPRAV

POSAMEZNI
VOKALNI

DEL
VECGLASNE

SKLADBE



Fizika I

BAROMETRSKO SVETLIKANJE

Razvoj meri lne t ehnike omogoča, da t udi o poj avih , ki jih že dolgo po­
znamo, zvemo kaj novega . Barom etrsko svetlikanje poznajo tri stoletja
in četrt, a šele najnovejša merj enj a so razkril a o njem nekaj zanimivih
podrobnosti . Čeprav ne gre za pomemben poj av, ga je iz spoštovanja
do fizikov preteklosti in do zmoglj ivost i sodobnih merilnih nap rav vredno
opisati.

O "baromet rski svetlobi" je pr vi poročal let a 1676 J ean Picard fran­
coski akademiji znanosti v Parizu . Na mestu , na katerem se je živo
srebro umaknilo s st eklene stene v cevi, je bilo mogoče zaznat i šibko
svet likanje. Picard je poklicno pot menda začel kot vr tnar in post al
znan astronom. Izb oljšal je zemljevid Francije in izmeril dolžino stopinje
na Zemlji . Izračunal je razdaljo med notredamsko cerkvijo v Parizu ter
kate dralo v Amiensu in ugotovi l, da obseg Zemlj e meri - v današnjih
enot ah - blizu 40 tisoč kilomet rov. Po njegovi zaslugi je prišel v Pariz
danski ast ro nom Ole Romer , ki je ugot ovil, da po t uje svetlo ba s končno

hitrostjo .
V let ih 1700 in 1701 je povzel razpravo o za nimivem po jav u znani

matem atik in meh anik J acob Bernoulli . Potem po javu dolgo časa niso
posvečali posebne pozorn osti . To je mogoče pojas nit i s te m , da ga ne­
kateri raziskovalci niso mogli ponovit i. Danes vemo, da mor a bit i živo
srebro dobro očiščeno. Če ga pu stimo nekaj časa stati na zraku , post an e
svetlikanje najprej celo izrazit ejše, a po daljšem času svet likanja sploh ni
več opazit i.

Za pod obne pojave so se raziskovalci zanimali, ko so izboljšali vakuum
in so začeli raziskovati električni tok po razredčenih plinih . Tako je
Heinri ch Geissler let a 1868 objav il članek o Novih izku šnjah na področju

svetlobnih pojavov. Stene vijačne evakuirane cevke so se svet likale, ko
jih je podgrnil s kožuhom ali ebonitom . Barva svet lobe je bila odv isna
od ostanka plina v cevki in je bila podobn a kot pri električnem to ku po
plinu . Svet loba je bila pri nižji t emperaturi močnej ša kot pri višj i. Tako
so baromet rsko svet likanje povezali z elektriko.

Preskočimo čas do let a 1998, ko je raziskovalna skup ina s kalifornijske
univerze v Los Angelesu , ki so jo sest avljali R . Bud akian, K. Weninger ,
R . A. Hille r in S. J. P utterman, v reviji Nature ob javi la kratek članek

Pikosekiuidne razelek tri tve in trenje z zatikanjem ob gibajoči se gladini
živega srebra na st eklu . Poskusov se je loti la , ker se je v zadnjih desetih
let ih povečalo zanimanje za souobu niuiscenco . Močan zvok v kapljevini
lahko povzroči nastan ek drobnih mehurčkov , ki se periodično večajo in
manjšajo. Lord Rayleigh je že let a 1917 opazil, da mehurček od da šibek
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blisk , ko doseže najmanjši polmer. Nov i merilni načini so omogočili , da
so poj av podrobneje raziskali. Raziskovalci so bili presenečeni , da so
bliski zelo kratkotrajni. Omenj eno skupino je zanimalo, ali so pod obno
kr atkotrajni tudi bli ski pri barometrskem svet likanju.

Valjasto ste kleno po sodico so počasi vr te li okoli vodoravne geome­
t r ijs ke osi (slika 1). V posodici je bilo malo živega sre bra in nad njim
neon ali kak drug plin pri znižanem tl aku. Živo srebro so skrbno prečistili

in ga pred po skusom še poseb ej pustili kapljati skozi aceton. Svetlobo
ob gladini na st eni cevi so op azovali s televizijsko kamero . P oleg t ega
so s hitrim katodnim osciloskopom zas ledovali časovni potek nap et osti
na drobnem konden zatorju, ki je bil nameščen z zunanje st rani posod ice
ob gladini. Kot kondenzator so up orabili kar kratek odsek koaksialnega
kabla , ki so mu ods tranili polovico zunanjega vodnika . Svetlobo so merili
še s fot opomnoževalko , ki je lahko sled ila hi trim spremembam .

Slika 1. V 5 cm dolgi steklen i
cevki z zunanj im p re merom
2 cm je b ilo malo živega sre­
bra in neon pri t la ku 45 0 m ili­
bar ov . Vrt ljaj je trajal 12 s . S
pros tim očesom je mogoče vi­
deti ( rdečkasto, za neon zna­
č i l no) svetlobo, ki jo seva st e­
na cevke in tesni lo iz plastične

mase.

Ugotovili so, da oddaja cent imetrski odsek gladine svetlobo z močjo

2 . 10- 8 W , kar je zlahka mogoče opazovati s prostim očesom . Svetl obo
sestavljajo kratkotrajni bli ski . Trajajo nekaj več kot 10 nan osekund (1 na­
nosekun da je milijardina sek un de, 10- 9 s, pikosekunda je tisočina nano­
sekunde, 10- 12 sekunde) . Sunki električne napetosti t raj aj o prece j krajš i
čas, manj od 1 nan osekunde, Glad ina pa se vrne v začetno lego po precej
daljšem času (slika 2).

Pojav so poj asnili s prehodom elektro nov iz živega srebra na steklo. S
kvadrat nega milimetra povr šine živega srebra ob dotiku s steklom pr eide
kak milij on elekt ronov . Ste klo se naelektri negativno, živo srebro pa
pozit ivno. Zarad i električne sile gladina živega srebra lepi na steklu in
mu sled i, ko se dv iga steklena ste na posodice . Nenado ma pa elektroni
preidejo nazaj s stekla k živemu srebru (slika 3) . Zelo kratkotrajni sun ek
električne napetosti sp remlja kr at kotraj en blisk in gladina živega srebra
se po precej daljšem času zni ža, ker je elektri čna sila prenehala delovati .
Če so gladino živega srebra obsevali z močno ultravij olično svet lobo, ki
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je pri fotoefektu izbij ala elekt rone iz zrvega srebra, ni bilo svet likanja.
Zaradi obilice elekt ronov se je sproti izravnal naboj , ni bilo električne

sile med živim srebrom ter steklom in živo srebro ni lepilo na st eklu .
Posamezni bliski so si sledili po naključju . Za zdaj ni mogoče pojasni ti ,
kako so elektroni z živega sreb ra prešli na steklo, prav tako še ne more mo
pojasni ti porazdelitve elektronov po ste klu .
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Slika 2. Zgorn j i d iagram kaže časovni potek napetosti na kon den zatorju , ki so ga
zasledovali s hitrim oscil oskopom. Nape tost n i sunki so traj ali delna nosekund e. Manj ši
di agram kaže časovni pot ek višin e glad ine, ki se je po bli sku ( puščica) v približno 100
mikrosekundah (1 mikrosekunda je 1000 nanosekund ) vrnila v začetno lego . Spod nj i
d iagr am kaže časovni potek gostote svetlobnega to ka v blisk u , ki ga je dala fotopo­
m noževalka . Bliski so trajali več kot 10 nanosekund.
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Slika 3. S televizijs ko kamero so zasledovali višino gladine na ozkem delu cevi z dušikom
pri tl aku 150 milibarov. E n vrt ljaj je traj al 12 s . Krožci kažejo , da se je naj pr ej glad ina
d vigala , kot se je dvigala steklena stena, nato pa je zdrkn ila naza j . Trikot n iki ka žejo,
da se pri obsevanj u z močno ultravijolično sve t lobo glad ina živega srebra ni dvignila .
Desna stran di agr ama kaže sunke nape tosti na konden zatorju ob zunanji ste ni posodice.

Zatikanje, pri katerem te lesi lepi ta drugo na drugem , nato pa zdr­
sneta, je značilno za trenje z zatikanjem . Preiskani pojav utegn e pomagati
pri ra zlagi takega trenj a.

Janez Strnad



I Zanimivosti - Razvedrilo

PRESEK, SALAMA IN SINUS

V naravi srečujemo različne geometrijske oblike, ko pa jih zagleclamo
na tabli pri matematiki ali fiziki , jih včasih ne prepoznamo ali nas celo
prestrašijo. To so na svoj i koži občutili t udi antični matem atiki, ko so
žele li doka za ti kakšno n avide z oči tno geom etr ij sko r esnico . V t em sestavk u
bo mo pokazali , kje vse srečamo sinusoido.

Premice in ravnine si dobro pr edstavljamo. Kaj pa kr ivulj e? Kr ožni­
co, elipso, parab olo in hip erbolo (tako imenovan e kri vulje drugega reda)
lahko najclemo na stožcu (vs i možni pr eseki plašča stožca z ravnino) in jih
zato imenujemo stožnice. Kje pa najdemo kotne oziroma trigonometrične

funkcije? Že samo ime pove, da so povezan e s koti in s trikotniki. Z njimi
jih definiramo (slika 1), lahko pa se t udi vprašamo, kje v naravi naletimo
na njihove grafe.

y

sinfo +

(a) (b)
Slika 1. (a) Defin iciji funkcij s in us in kosinus . V ravn ini n a r išem o enotsko kr ožnico
J( s središčem O v izhodišču koordin a tneg a sistema. Iz točke X = (1, O) se v smeri,
naspro t ni g ibanj u urinega ka za lca , p oda na pot p o kro žni ci K točka T . Ko im a za seboj
"preho jen" lo k dol žine cl' (t a krat kot <1- X O T m er i cl' ra d ia nov ) , im a točka T koor di na t o
x ena ko co s cl' in koordinato y ena ko sin Cl' . Fu nkcija s inus je pozi t ivna v prvem in
drugem kvadrantu , fu n kc ij a kosi nus pa v prvem in četrtem . Obe fu n kciji s t a perioclični

s per iod o 21r (t j. 36 0° ) . (b) Iz P it agorovega izreka s led i zveza s in 2
cl' + cos 2

cl' = 1, še
lažj e pa se prepričamo o velj avnosti zve ze cos a = s in (cl' + 1r/2) .

Iskanje sinusoide
Ker beremo Presek , bomo sinusoido našli s pomočjo pr eseka . Na valj z
radij em 1 navijemo papir. Primer je črevo , ki obj ema sa lamo. (Saj veste,
to je ti sti nadl ežni "papir", ki ga mo ramo odstra nit i, kad ar želimo nar ezati
sa lamo , ali pa se ga znebit i po rezanju, če t ega nismo storili pr ej .) Velja:
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Če prerežemo salam o (valj zradijem 1) z ravn im nožem pod kotom
45° glede na os valja in razvijemo črevo (papir), dobimo sinusoido (sliki
2(b) in 2(c)).

Prepričajmo se, da je res tako. Vzemimo pravokotni presek po­
končnega valja (slika 2(a)) . To je enotski kro g; njegovo središče označimo

z S (slika 3(a)) .

~ /
" /
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\
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-----

\ /

-, .........._--- . /------ - - _.--.--
(a) (b) (c)

Slika 2. Sinusoida na va lj u . V našem primeru smo papir dvakra t ov ili okoli va lja .

Na sliki 3(a) je AB pr emer kroga, obarvan paje presek valja z ravnino,
ki seka enotski krog vzdolž dalj ice AB pod kotom 45° . Po tej ravnini je
med rezanj em drsel nož . Presek je seveda elipsa (pa naj je videti še tako
okrogla) , a tega pravzaprav ne bomo nikjer uporabili.

Iz točke A se podaj mo na sprehod po robu izbran ega enotskega kroga.
Za t isti del, ko leži pot pod elipso, bomo pokazali, da smo od točke

navpično nad nami oddaljeni natanko za sinus poti, ki smo jo že preho dili.
Na enotski kro žnici izb erimo tako točko C , da bo kot <rASC enak

0:. Potem je dolžina loka AC enaka 0: , kjer je kot o: merjen vradianih .
Nar išimo pravo kot nici iz točke C na premer AB in na ravnino , v kateri leži
izbran i eno ts ki krog. Pravokot nici seka t a premer A B in elipso zaporedoma
v točkah D in E. S slike 1 smo si zapomnili, da je dolžina daljice CD
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enaka sin 0:. Trikotnik DC E je pr avokotni t r ikotn ik, kot pri oglišču D pa
je enak 45° . To pomeni , da gre za enakokraki t rikotnik, za to je C E =

= C D = sin 0: . Ko črevo salame razvijemo, preide enot ska kr ožnica v del
prem ice, ki jo vzamem o za absc isno os. Obravnavan i de l elipse pr eid e v
del sinuso ide, ki leži nad abscisno osjo. Pod obno premislim o, da preid e
preostali del elipse v del sinuso ide pod absc isno osjo.

(a) (b)

Slika 3.

Kj e pa najdemo sinusoido v fiziki ? Najpogost eje naletimo nanjo pri
razni h periodičnih po javih , kot so mehanska ali elektromagnetna nihanja
in valovanj a (npr. pri matemat ičnem nihalu , dokler je odmik od ravnove­
sne lege majhen ).

Slika 4. Fantič vleče papir pod nihalom , ki pušča črnilo .
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Naloge

Za konec zastavimo še nekaj vprašanj. Kako pri ti do kosinusoide čivkajo že
ptiči (slika 1 (b)) , medtem ko je iskanje tangensoide (t an a = sin al cos o,
slika 5) pr ecej t rš i oreh.

Slika 5. Neposredno iz defin icij e funkcije t an gens sled i, da je za O ::::; et < 71"12 vrednost
tan a enaka razdalj i me d točko X in presečiščem prem ice OT s pravokot n ico na os x v
točki X.

1. Dokaži, da je presek plašča valja in ravnine elipsa (slika 2(b)) .
2. Zapi ši enačbo krivulje , ki jo dobimo, če z nožem prereže mo valj s

polm erom 1 pod kotom 60° glede na os valj a.
3. Kakšno senco meče luč s cilindričnim senčnikom na navpično steno?

(Nasvet : Najprej si ogledamo konkret en primer, ko za luč izb eremo
točko (0,0,0) , za senčnik x 2 + y2 = 1, -1 < z < 1, snop luči je rob
sence oziroma stožec x 2 + y2 = z2, stena pa ravnina x = 2.)

Robert Bakula in Al eksandar Juri ši č.

REŠITVE VAJ OB ČLANKU IZSEV ZVEZDE
S str. 24

1. 5200 izsevov Sonca
2. 2,lm

3. 0,4m ; da .

Marijan Prosen
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KAKO STARI SO SANDALI?

Miha kor aka skozi prostore Egiptovskega mu zeja v Kairu in obstoji pr ed
zanimivim predmetom z napisom Sandali iz leta 2300 pred Kristu som .

"Oče, kako vedo , od kd aj so sandali? Saj Egipčani niso vnaprej vedeli,
da se bo Kristus rodil in kdaj bo to."

"Drži. Ampak sandali imajo vgrajeno naravno uro. F iziki znajo
pogledati na to uro in povedati zgodovinarjem, kaj naj napišejo o starost i."

Mihu je bilo jasno čedalje manj , zato mu je oče obljubil daljšo razlago.
Pozabi na sandale. Začela bova s svečo . Misliva si, da imava pol

met ra dolgo svečo , o kater i veva , da pogori vsako minuto za milimeter.
Ta sveča gor i lahko le 500 minut , to je 8 ur in 20 minut . Če najdemo ob
des etih zvečer t ako gorečo svečo, ki je do lga le še 30 cent imet rov, si prav
lahko izračunamo , da je morala gor eti 200 minut, da je je toliko pogorelo.
Nekdo jo je prižgal torej 20 minut pred sedmo. Ta račun velja seveda le
tedaj , če je sveča res ves čas gore la . Najdaljš i čas, ki ga s t ako uro lahko
še izmerimo, je osem ur in dvaj set minut. Potem je s svečo konec.

o 2 3 4 ur

Slika 1. Svečo la hko u pora b imo kot uro .

Podobno kot op isana sveča se obnašajo tudi viri rad ioaktivnega se­
vanja . V nj ih razpadajo atomska jedra, zato vsebujejo čedalje manj radi­
oakt ivnih atomov in zato polagoma usiha njihova spos obnost oddajanja
sevanja. Ta sp osobnost , ki je od visn a od njihovega razp olovnega časa in
začetne akt ivnosti, pa ne pada enakomerno kot dolžina sveče , ampak kot
kaže za radioktivni 14C slika 2. Ker znaša njegov razpolovn i čas pr ibližno
5600 let , pade torej v t em času akt ivnost na polovico. Za vir oglj ika
14 C lahko napravimo pod oben račun kot za gorenje sveče . Če ugotovimo
v viru 3000 razpadov v sekundi, povedali pa so nam , da je v viru ob
pripravi razpadlo vsako sekundo povprečno po 5000 jeder , lahko iz naše
slike ugotovimo, kd aj so ga pripravili . Od naše izmerj ene vrednosti 3000
napravimo kor ak v desn o do kr ivulje, od nje pa kor ak navzdol. Tako
pr idemo do vrednosti 4130 let , kar je starost vira (slika 2) .
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Slika 2. Tudi ak ti vno st oglj ika 14e služi kot ur a .

Če bi torej kdo ob smrt i vsakega dr evesa vložil vanj tak radioak ti vni
vir, bi lahko z ugotavljan jem števila ra zpadov vsak trenutek ugotovili,
koliko časa je že pr eteklo od tedaj . Lahko bi rekli , da je v dr evo vgrajena
ur a. Tako nekako merjenj e starosti t udi v resnici pot eka . Natančno

določene vire radi oak tivnega 14C je v vse žive organizme vložila že narava.
Na to uro je že let a 1946 opo zoril ameriški fizik Libby. Seveda pa ti viri
še zdaleč niso tako močno akt ivni, kot je bil naš namišljeni vir. To je
celo dobro , saj bi bila sicer vsaka lesena klop mnogo preveč aktivna, da
bi mogli brez nevarnosti sedeti na njej .

Poglejmo, kaj se je dogajalo že davno, morda pr ed deset tisoč let i.
Atom du šika 14 se je trdno oklepal drugega atoma dušika in opazoval

Zemlj o, ki je zelenela petnajst tisoč metrov pod njim. Počutil se je
popolnoma varno, saj je tako lebdel že milj one let . Poleg tega se je
dr žal za roke z drugim ato mom du šika. Čez približno deset tisoč let bodo
znanst veniki na Zem lji t ake sku pke poimenovali moleku le. Kd aj pa kdaj
si je s t rkom v drug atom ali molekulo izmenj al pozdrav. Vendar pa je
nenadom a treščilo kot strela z jasnega povsem drugače kot pri t rkih . Ko se
je naš atom spe t zavedel, je bil sa m . Nič več ni bil atom du šika . Zad el ga
je bil nevtron in obtičal v njem , iz jedra pa mu je odneslo proton. To mu
je spremenilo ime v ogljik, pa t udi usodo. Prej je bil praktično nesm rten ,
če se je le izogibal kozmičnim žarko m, ki bombardira jo Zemljo. Zdaj , ko
je postal atom ogljika 14, bo umrl po povprečno 5600 letih. Prazaprav ne
bo umrl , pr ek radioaktivnega razp ad a se bo preobrazil v ato m dušika 14
in pri t em izseval elekt ron, ki mu pravim o tudi delec beta .
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Naš atom pa ni ed ini doživel take usod e. Nova jedra ogljika 14 ves
čas nastajajo in ves čas umiraj o. Pri enakomernem obsevanju Zemlje s
kozmičnimi žarki se je že davno vzpostavilo ravnovesje. Vsako sekundo
nastane prav toliko ogljika 14, kolikor ga razpade. Zato ostaja množina
radioaktivnega ogljika v ozračju ves čas enaka . V gramu oglj ika razpade
vsako minuto približno 16 jeder ogljika 14.

Novonastali atom ogljika 14 pa ni do lgo ostal sam. Srečal je dva
atoma kisika in se spoji l z nj ima v mo lekulo oglj ikovega dioksida CO 2 .

Spet bo preteklo precej časa, da bo novo molekulo zaneslo v nižje plasti
ozračja . Tam jo bo mor da preko fotosint eze pogolt nil dr evesni list , travna
bilka ali smrekova iglica . Kisik bo izšel, ogljik pa si rastlina prisvo j i. Živa li
se hranijo z rastl inami, torej se bo radioaktivni oglj ik znašel t udi v živalih.
Volk požre srno, zato bo t ud i volk de ležen radioaktivnega oglj ika. Ljudje
uživamo hrano rastlinskega in živalskega izvora ter tako postanemo t udi
sami radioaktivni. Ogljikova jedr a v vsej živ i naravi razpadajo, obenem
pa se s presnavljanjem obnavlja njihova koncentracija. Ko pa kat eri koli
organizem umre, jedra ogljika 14 le še razpadajo. P remog, ki je nastal iz
pradreves pred nekaj sto milijoni let , ne kaže več znakov radioaktivnosti.
Šota, ki leži pod zemljo deset tisoč let , je precej manj radioaktivna kot
svež les. Če torej uspemo izm eriti število razpadov, ki se zgode v gramu
ogljika vsako sek undo, lahko povemo, kdaj je organizem umrl.

Pot do takega podatka pa ni niti lahka nit i kratka. Pri meritvi namreč

naletimo na celo vrsto težav in nevšečnosti .

Pri naši me ritvi moramo čim natančneje ugot oviti število delcev, ki
jih vsako minuto izseva ogljik znane teže, recimo enega grama. Razpadi
jeder pa so naklj učni . To pomeni, da nikoli ne vemo, kdaj bo posamezno
jedro razpadlo. Šele pri velikem številu jeder lahko natančneje napovemo
število razpadov v časovni enoti, to je aktivnost . Če preštevamo delce iz
grama svežega ogljika eno minuto, bo rezultat štetja le redko pričakovanih

16. Zakoni statistike pravijo, da bosta dve t retjini rezult at ov med 12 in 20,
tretjina pa celo več od 20 ali manj od 12. Če hočemo natančneje opredeliti
starost , moramo preštet i veliko več razpadov, to pa zahteva daljše štetje
ali pa več oglj ika . Običajno trajajo take meri t ve več dni.

Za zaneslj ivost me ritve je pomembno tudi to , da pri štetju ne pre­
zremo nobenega delca, sa j b i se nam pri taki meritvi vs i pr edmeti zde li
starejši, kot so v resnici . Kosov lesa gotovo ne kaže vtikati v merilce jedr­
skega sevanja, ker bi lahko iz nji h neovirano izstopali le delc i iz ogljikov ih
jeder prav blizu površine. T ist i pa, ki bi se rodili glob lje, bi prav gotovo
ne mogli ven . Takim napakam se naj laže izognem o, če les sežgemo, torej
pripravimo ogljik spet do tega, da se spoj i s kisikom v oglj ikov dio ksid.
Če s t em plinom napolnimo merilnik jedrskega sevanja, gotovo ni več
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nevarnosti , da bi delce izgubljali. V ta namen st a pripravna geigerski in
proporcionalni števec. Oba sta valjaste oblike s tanko žico, napeto po osi
valj a . Običajno ju pol nimo z argo nom, ki mu dodamo alkoholne par e ali
metan . Kot delovni plin pa je up orab en t udi naš oglj ikov dioksid . Če

priključimo primerno električno nap etost med cilinde r in sredinsko žico,
se na uporu R pojavi električen sunek kot odgovor na pr ehod vsakega
delca (slika 3).

vr- u +

Slika 3 . Sestava geigerskega a li p ro­
porcio na lnega števca. Med kov in­
skim cilindrom in tanko žico , napeto
po os i, je primerna električna na­
petost. Števec j avi preh od delca z
elektr ičnim sunkorn , ki se poj av i na
upor u.

Tu naletimo na drugo težavo. Tudi števec, ki ga napolnimo z neak­
ti vnim oglj ikovim dioksidom , ki smo ga dobili s sežigom na milij one let
starega premoga , najavlj a delce. Iz vesolja nas neprest ano bo mbardirajo
kozmični žarki, sevanje pa prihaj a tudi iz radioak ti vnih snovi, ki j ih
najdemo v zemeljski skorji. Sevanj e iz oglj ika 14 je tako neznatno, da
ga je tež ko zaznat i v prisotnosti ob eh virov.

Pa poskusim o zazidati svoj števec v svinčen grad, ki naj bi ustavil
sevanje od zunaj . Svinčene op eke sicer precej sevanja oslabe, v zame no
pa vsiljujejo svoje sevanje. Svinec je namreč nast al iz ur an a , torija in
aktinija , ko so t i raz padali. Zato ne preseneča, da vsebuj e še nekaj svoj ih
akt ivnih prednikov. Svinec bomo uporabljali torej le za zunanje stene
gradu, za notranj e je primernejše železo, ki nima radioaktivnih prednikov.
Kljub skr bni zaz idavi pa se zunanjega sevanja ne moremo pov sem iznebi t i.
Če že vsilj ivcev ne moremo ustaviti , pa lahko postavim o okoli svojega
števca stražo, ki nas bo posvarila vsakokrat , preden bo vsiljivec dosegel
naš števec. Posvarj eni takega dogod ka ne bo mo šteli.

Kot st ražo namestimo okoli svo jega valjast ega števca obroč drugih
valj astih št evcev . Elektronski sist em , ki zazna vdor delca od zunaj , št eje
dogodek v glavnem števcu le tedaj , kad ar obroč ni zaz nal ničesar . Tedaj
dogodek velja . P ripišemo ga razpadu jed ra oglj ika 14 (slika 4).

Zdaj imamo končno vse , da se lahko lotimo določanja starosti. Meja
zaznavnosti sega nazaj tja do 40 tisoč let . Vzorc i tako starega ogljika
oddaj o vsako minuto v povprečju le približno 0,1 delca , torej lahko priča­

kuj emo v desetih minutah le en sa m razpad.
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Sl ika 4. G lavni štev ec varuj ejo sv mcerie s te ne in
zaščitni obroč . Svinčene stene so ust a vile delec 1 in
d elec 2. Zelo p rodorni d elec 3 je pr ed vstopom v glav ni
števec naj av il obroč , zat o smo ga i z loči li. Delec 4 je
p rispeva l ogljik 14 v glavne m št even . Za rad i majhne
prodornost i je d elec končal svo jo pot v glav ne m št eveu .
Šteli sm o le njega.

Aktivnost nekega radioaktivnega vir a izražamo tako, da povemo
število razpadlih jeder v časovni enot i, recimo v sekundi ali pa minuti ,
kad ar je akt ivnost zelo majhna. Aktivnost A(t ) ogljika 14C upada
eksponencialno s t .i. razpolovnim časom 5600 let :

A(t ) = A(O ) . r t /5600 ,

A(O) je začetna akt ivnos t , t pa vstavimo v letih. Po 5600 let ih se torej
akt ivnost zmanjša na polovico.

Rekli smo , da lahko negotovost pri pr eštevanju delcev zmanjšamo ,
če pr eštejemo več delcev . Pri pr eštetih N delcih je ta nap aka ±VN. Pri
pr eštetih 100 delcih je potemtakem relativna napaka 10 odstotkov, na
odstot ek pa se zmanjša, če pr eštejemo 10000 delcev. Zato poskušamo
pri meri t vah up orabi t i več ogljika kot pa le gram. Liter oglj ikovega
dioksid a pri atmos ferskem t laku vsebuje približno 0,6 grama ogljika .
Geigersk i števci , ki jih je up orabljal t udi Libby, dr že le 100 do 200 ml
plina. Bolj pripravni so kovin ski prop orcion alni števci, ki jih lahko nare­
dimo po ljubno velike in jih tudi lahko po lnimo s plinom do t laka nekaj
at mosfer . Seveda pa ne bomo dr agocenih zgodovinskih pr edmetov v
celot i pokurili , da bi tako pri dobili čim več ogljikovega dioksida .

Grob a ocena za sevanje iz vesolja - kozmične žarke - je 2 na
kvadratni centimeter na minu to. Zato so tudi števci z večj im presekom
bolj dovzetni zanje. Skrbna zaščita in uporaba zaščitnega šte vca pa
lah ko zmanjšata vp liv nezaželenega sevanja do 200 krat .

Danes uporablj am o za določanje starosti scintilacijske števce s te­
kočim scint ilatorjem, ki mu dodamo primerno ogljikovo spojino. Kaj
je scint ilac ijski števec, pa bom o morda zvedeli kdaj drugič .

Jože Paho r
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NENAVADNO ŠTEVILO - Rešitev s str. 31

Naj bo x iskano število. Najprej bomo pokazali , da imata števili
(n + 20)n+20 in n" enako zadnjo števko . Od tod bo sledilo , da se v
(neskončnem) decimalnem zapisu šte vila x števke ponovijo na vsakih 20
mest. Število x bo torej racionalno, njegov zapis v obliki ulomka pa bomo
našli tako, da bomo izračunali prvih 20 števk in reš ili pripadajočo linearno
enačbo .

Trdimo to rej, da je za vsako naravno število n razlika

deljiva z 10. P rvi sumand je deljiv celo z 20, sa j je oblike

kjer je a = k = n + 20 in b = n. Z drugim sumandom je nekaj več dela .
Zapišimo ga kot

Števili n" in n 4
- 1 sta različne parnost i, tako da je njun produkt ved no

deljiv z 2. Ost an e še deljivost s 5. Tu uporabimo mali Fermatov izrek
(druga možnost je, da vsakega od petih možnih ostankov obrav navamo
ločeno) . Ta izrek pr avi, da je za vsako pr aštevilo p in vsako naravno
število n , ki je tuj e s p , razlika n P- 1 - 1 deljiva s p . Za p = 5 to pomeni ,
da je bodisi izra z n4 - 1 deljiv s 5 ali pa da n ni tuj s 5 (tedaj pa je izraz
n n deljiv s 5) . Dokazali smo torej deljivost z 2 in s 5, kar je enakovredno
deljivosti z 10. Matematično bolj izurjeni br alci ste gotovo tudi opazili,
da bi bilo moč gornji raz mislek pr ecej skrajšati z uporabo kongruenc.

S kr aj šim računom poiščemo pr vih 20 števk števila x :

x= 0.14765636901636567490 .
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Izraz pomnožimo z 1020 in dobimo enačbo

1020
. x = 14765636901636567490 + x .

Iz nje nazadnje iz računamo

14765636901636567490
x =

1020 - 1
14765636901636567490

99999999999999999999

Če st e se rav no dobr o ogreli za računanj e , lahko poskusite nalogo
rešit i še pri kaki osnovi, različni od 10. Najlažje gre pri dvo jiškem zapisu,
pa t ud i pri osnovi 4 ni veliko računanj a . P ri osnovi 2 dobimo vrednost ~ '

pr i osnovi 4 pa (hja , vsega vam pa t ud i ne mo rem povedat i)...

Mari in Juvan

KRIŽANKA "MATEMATIKI 17. IN
18. STOLETJA" - Rešitev s str. 32
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38. TEKMOVANJE ZA ZLATO VEGOVO
PRIZNANJE

Najboljš i sedmošolci in osmošolci s področnih tekmovanj so se v sob oto,
20. aprila 2002 , pomeri li v sedmih regijah na dr žavnem tekm ovanju za
zlato Vegovo pri znanje. Na nj se po veljavnem pravilniku uvrsti 0,5% vseh
sedmošolcev s posameznega področja, 1% vseh osmošolcev s pos am eznega
področj a in še učenci, ki jih na podlagi dosežkov na področnem t ekmova­
nju izbere dr žavna tekmovaln a komisija.

REGIJA 7. razred 8. razred
Ljubljan a 70 99
Kr anj 26 31
Maribor 43 74
Celje 25 46
Koper 17 22
Nova Gorica 16 14
Novo mesto 20 38
SKUPAJ 217 324

Zlato Vegovo pri znanj e prejmejo sedmošolci, ki so osvojili najmanj 15
od 25 možnih točk, in osmošolci, ki so osvojili najmanj 13 od 25 možnih
točk.

Nag rade najuspešnejšim te kmovalcem:

7 . razred

I. nagrada

Tomaž Hočevar , OŠ Prule, Ljubljana; Uro š Marolt , OŠ Menge š.

II. nagrada

Tim Dobovšek , OŠ Narodnega heroja Maksa Pečarj a, Lju bljan a.

III. nagrada

Timotej Lazar , III . OŠ Murska Sob ota; Lovro Or ažem, OŠ Dr. Francet a
Prešerna , Ribnica ; Lea Retelj , OŠ Bršljin; Tanja Srednik, OŠ Solkan .

8 . razred

I. nagrada

Matjaž Berčič, OŠ Škofja Loka - mesto; Moj ca Berd en , OŠ Vodmat , Lju­
bljana; Patricia Cotič , OŠ Mir en; Katarina Čakš , OŠ Šmarje pri Jelšah;
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Tadej Grobelšek, OS Sm arj e pri J elšah; Jože Mužerlin , OŠ Šmarje pri
J elšah ; Simon Jazbec , OŠ Majde Vrhovnik, Ljubljana; Primož Koželj, OŠ
Majde Vrhovnik, Ljublj ana; Boštjan Kovač , OŠ Log - Dragomer ; Vasja
Susič , OŠ Ton et a Čufarja, Ljubljana ; Špela Šp enko, OŠ Vodice; Gašper
Zadnik, OŠ Vrhovci, Ljublj ana .

I I. nagrada

Mar tin Ambrožič , OŠ Fr ancet a P rešerna, Kranj ; Nino Bašič , OŠ Ket t eja
in Murna, Ljubljana ; Matej Huš, II. OŠ Celje; Tadej Kod erman, OŠ Dob;
Zala Lenarčič , OŠ Miroslava Vilharj a , Postojna; Neža R ugelj, OŠ Men geš.

III. nagrada

Ambrož Kregar , OŠ Preserje pri Radomljah; Matej Skernišak, OŠ P rež i­
hovega Voranca , Maribor.

Aleksander Potočnik

22 . DRŽAVNO TEKMOVANJE IZ FIZIKE ZA
OSNOVNOŠOLCE IN OSNOVNOŠOLKE ZA
ZLATA STEFANOVA PRIZNANJA

Društvo matem atikov , fizikov in ast ro nomov Slovenij e, Oddelek za fiziko
P edagoške fakultet e v Mariboru in Zavod RS za šolstvo so bili organiza­
t orji t ekmovanj a iz fizike za osnov nošolce in osnov nošolke. V pr ed avalni­
cah in labor atorijih Pedagoške fakultet e v Maribo ru se je 13. aprila 2002
pomeri lo 79 učencev in učenk iz 7. razred a ter 84 iz 8. razred a . Tekmovalci
in t ekmovalke so reševali t ri teoretične in dve eksperime ntalni nalogi.

Šolskih te kmovanj se je let os ud eležilo 4272 učencev in učenk iz
7. razreda t er 4169 iz 8. razreda. P red državnim tekmovanj em so bil a
23. mar ca 2002 področna t ekmovanj a v devetih kr aj ih , kjer so tekmovanja
organizirali in vodili : Rajko Dudari č (Ce lje, t ekmovalo je 53 ekip iz
7. razreda in 59 ekip iz 8. razreda ), Darj a Vrhovnik (Ravne na Koroškem,
tekmovalo je 16 in 18 ekip) , Mirko Cvahte in Zlatko Bradač (Maribor ,
t ekmovalo je 64 in 66 ekip), J anja Bric Pečar (Divača, t ekmovalo je 20 in
22 ekip), Valent ina Mlakar (Sevnica , tekmovalo je 41 in 44 ekip) , Milojka
Frank (Nova Gorica, te kmovalo je 16 in IG ekip ), Igor Kulčar (Lendava,
tekmovalo je 21 in 21 ekip) , Milan Bohinec (Naklo, t ekmovalo je 42 in 39
ekip) ter Vesna Harej in Jelka Sakelšek (Ljub ljana, te kmovalo je lIG in 119
ekip). Skupno je na področnih t ekmovanj ih sodelovalo 382 dvočlanskih

ekip iz 7. razreda in 401 ekipa iz 8. razreda , sku paj 1566 učencev in učenk.

Tekmovalci so na področnih t ekmovanjih reševali p et teoretičnih nalog.



OŠ P reserje
OŠ Simo na Jenka , Kr anj
OŠ Valentina Vodnika , Ljubljan a
OŠ Log - Dragom er
OŠ Polzela
OŠ Fran ceta Prešerna , Kranj
OŠ Ljudsk i vrt Ptuj
OŠ Dr . France t a Prešerna, Ribnica
OŠ Valentina Vodnika, Ljub ljana
OŠ 8 talcev, Logatec
OŠ Simona Jenka, Kranj
III. OŠ Murska Sobota
OŠ Franca Lešn ika-Vuka, Slivnica pr i Mar ibo ru
OŠ Lava , Ce lje
OŠ Kamnica
OŠ Trnovo, Ljubljana
OŠ Prof. dr . Josipa P lem lja , Bled
OŠ Janka Premrla-Vojka Koper
OŠ Log - Dragom er
OŠ Ivan a Groharja, Škofja Loka
OŠ Preserje
OŠ Lava , Ce lje
OŠ Sava Kladnika, Sevn ica
OŠ Fran cet a Prešerna , Kran j
OŠ Dr . Franceta Prešerna , R ibnica
OŠ Preb old
OŠ Notranjs kega odreda, Cerknica
OŠ Ivan a Groharja, Škofja Loka
OŠ P rof. dr. J osipa P lemlja , Bled
OŠ Fran ca Lešnika-Vuka, Slivni ca pri Mariboru
OŠ Ljud ski vrt, Ptuj
OŠ Bežigrad, Ljubljana
OŠ Majde Vrhovnik, Ljub ljana
OŠ Trnovo, Ljubljana
OŠ Metl ika
OŠ Gab rovka
OŠ France ta P rešerna, Črenšovci

OŠ Po lzela
OŠ Milojke Štrukelj, Nova Gorica
JZ OŠ Marj ana Nemca , Radeče

Tekmovanja I

Mladim tekmovalkam in tekmovalcem ter njihovim mentorjem is­
kreno čestitamo za dosežene rezultate, vsem, ki so pr ipomogli k usp ešni
izvedbi šolskih, področnih in državn ega tekmovanja, pa se naj lepše zahva­
ljujemo.

Na dr žavnem te kmovanju so zlata Stefanova pri znanj a prejeli:

7. razred
Blaž Kirn
Jure Ausec
J aka Gogala
Rober t Armič

Rok Sevčnikar

Gr ega Šoič
Peter Ferme
Lovro Or ažem
Katarin a Kosovelj
Rok Škrlj
J aša Markun
Timot ej Lazar
Martina Škorjanc
Miha Milosav
Dav id Zinrajh
Uroš An zeljc
J an Kralj
Elvi s S ladič

Aleš Svete
J akob Boh
Monika Grom
Matic Žirovec
Sašo Špan
Slavko Vujinovic
Rosan a Ahčin

Vasj a Povše
Miha Otoničar

Sabina Pint ar
J aka Sušnik
Uroš Žunkovič

Mih a Brenčič

Bor Gregorčič
Sanja Martinec
Mojca Škafar
Valeri ja Kramarič

J an Jevšovar
Luka Nerad
Andrej Čremožnik
Mateja Pipan
Blaž Kramer
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8. razred
Matjaž Berč ič

Vasja Susič

Nino Bašič

Anže Babič

Nej c Jelovčan

Matjaž Krnc
Marko Weilgu ny
Martin Ambrožič

Lojze Gačnik

Zala Lenarčič

Matjaž Gomilše k
Mitj a Za jec
J ure Gujt
Simo n J azb ec
Tadej Grobelšek
Gregor Hostnik
Jakob Kom el
Andrej Kregar
Uroš Orthaber
Rok Močnik

Matej Huš
Peter Lendero
Daša Ko lar
Boštja n Kovač
Tomaž Šuštar
Katja Za lokar
Barja Drnovšek
Miha Marolt
J ernej Bernik
Anja Kirn
Erik Raspet
Matic Vidmar
Sebastijan Jurendi č

Primo ž Koželj
Matevž P intar
Špe la Špenko
Vid Kočar

Nina Kušar
Anita Mirtič

Sara Sabrina Zemlj i č

Moj ca Berden
Drago Brčina

Miha Ciringe r
Ana Matavž
T ina Virtič

Andraž Vrabič

OŠ Ško fja Loka - mesto
OŠ To neta Čufarj a, Ljublj ana
OŠ Ketteja in Murn a , Ljublj ana
OŠ Naklo
OŠ Naklo
II . OŠ Slovenj Gradec
OŠ Toneta Čufarja, Ljubljana
OŠ Francet a Prešerna , Kranj
OŠ Koseze, Ljubljana
OŠ Miroslava Vilharja, P ost ojna
OŠ Tabor II , Maribor
OŠ Tabor II , Maribor
OŠ Antona l ngoli č a , Sp . Po lskava
OŠ Majde Vrhov nik , Ljublj ana
OŠ Šmarje pri J elšah
OŠ Gabrovka
OŠ Šempas
OŠ Ket te ja in Murna , Ljublj ana
OŠ Antona Ingoliča , Sp . Po lskava
OŠ Idrij a
II. OŠ Ce lje
OŠ Liva da, Velenje
OŠ Go rica , Velenje
OŠ Log - Dragomer
OŠ Do brepolje
OŠ Šentjernej
OŠ Ivana Groharja, Škofja Loka
OŠ Francet a Prešerna, Kranj
OŠ Ivan a Groharja, Škofja Loka
OŠ Livad a , Velenje
OŠ Idrij a
OŠ Dobrova
OŠ To neta Čufarja, Maribor
OŠ Majde Vrhov ni k, Ljublj ana
OŠ Ško fja Loka - mest o
OŠ Vodice
OŠ To neta Čufarja, Maribor
OŠ Vodmat , Ljublj ana
OŠ Vavta vas , Straža pri Novem mestu
OŠ Gornja Radgona
OŠ Vod mat , Ljubljana
OŠ Go rica, Velenje
OŠ Rače
OŠ Go rnja Radgona
1. OŠ Slovenj Gradec
OŠ Gorica , Vele nje
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Rezultati državnega tekmovanja so ob javljen i na sp letni strani Društva
matematikov, fizikov in astronomov Slovenij e http ://www. dmf a . sil

Zlatko Bradač, Mirko Cvahte

2. TEKMOVANJE DIJAKOV TER DIJAKINJ
SRED N JIH POKLICNIH ŠOL V ZN AN JU
MATEMATIKE

Na šolskih tekmovanjih v znanju matematike za dijake in dijakinje sre­
dnjih poklicnih šol je t ekmovalo 1592 tekmovalcev . Dne 20. 4. 2002 se je 62
uvrščenih te kmovalcev prvih , drugih in tretjih letnikov iz 35 slovenskih šol
zbralo v Tehniškem šolskem cent ru v Novi Gorici na državnem te kmova­
nju. Na tem tekmovanju so bila podeljena zlata priznanj a te kmovalcem iz
trinajstih srednjih p oklicnih šol. V vsakem od let nikov je bilo podeljen ih
po šest zlat ih pr iznanj. Organ iza tor državnega tekmovanja je prvim trem
najbolje uvrščenim iz vsakega let nika podelil praktične nagrade. Prejeli
so jih:

1. letnik

1. Rob ert Furman, Srednj a st rokovna in poklicna šola , Ce lje
2. Kristina Tavčar , Srednja frizerska šola , Ljubljana
3. Urška Kosančič, Srednja šola za gost instvo in t ur izem, Ce lje

2. let nik

1. Dejan Bukovec, Srednja šola tehniških strok Šiška, Ljubljana
2. J ernej Šeško , Poslovno-komercialna šola , Celje
3. Ana Osreclkar, Srednja frizer ska šola, Ljubljan a

3 . letnik

1. Niko Stipetič , Šolski center Ptuj - Pokli cn a in t ehniška elektro šola
2. Slobodan Stjepanovi č , Srednja elektro-računalniška šola, Maribor
3. Gregor Vogrin, Srednj a elektro-računalniška šola , Maribor

Dušanka VrenčU7'
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2. TEKM OVAN JE DIJAKOV TER DIJAKIN J
SREDNJIH TEHNIŠKIH IN STROKOVNIH ŠOL
V ZN A N JU MATEMATIKE

V letošnj em šolskem letu so se dij aki t er dij akinje srednjih t ehniških in
strokovnih šol drugič spo padli v znanju matematike. Šolskih t ekmovanj
se je ud eležilo 2775 dij akov in dijakinj , od tega jih je 587 nadalj evalo na
regijs kih te kmovanj ih , 104 dij ak i in dijakinje pa so se ud eležili državnega
t ekmovanja, ki je bilo v soboto, 20. 4. 2002, na Srednj i šoli za gostinstvo
in t urizem v Celju.

Tekmovanje se je pričelo ob 9.15 uri z otvoritvijo in končalo ob 15. uri
s podelitvijo zlat ih priznanj in nagr ad najboljšim tekmovalcem.

Podeljenih je bilo 34 zlatih prizn anj. Najbo ljš i me d najboljšimi pa
so prejeli praktične nagr ade, ki jih je prispevalo Dru štvo matem ati kov,
fizikov in astrono mov Slovenije .

Nagrade so pr ejeli:

1. letnik

1. Miha Nagelj , Srednja šola za elektrotehniko in računalništvo , Lju­
blj ana

2. J ožef Klepec, Šolski cent er Novo mesto - Pokli cn a in te hni ška grad­
ben a in lesar ska šola

3. Alojzij Markelj , Srednja elektro in strojna šola , Kranj

2. letnik

1. Duro Drljača, Srednj a šola za elektrote hniko in računalništvo , Lju­
bljana

2. Moj ca Sporiš, Sred nj a šola za farmacijo, kozm etiko in zdravstvo,
Ljubljana
Goran Stojakovič , Šolski center Velenje - Pokli cn a in te hniška elekt ro­
računalniška šola

3. letnik

1. Matevž Per havec, Tehniški šolski center Nova Gorica - P oklicna in
te hniška elekt ro šola

2. Matej Koprivšek , Srednja šola za elekt ro t ehniko in računalništvo,

Ljubljana
3. Mihael Rebernik, Šolski cente r Celje - Poklicn a in te hniška st ro jna

šola
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4. letnik

1. Uroš Majerič, Srednj a elektro-računalniška šola, Maribor
Nina Vod išek , Ekonomska šola, Novo mesto

3. J ernej a P avlin , Šolski center Novo mesto - Srednja zdravstvena ter
poklicna tehnična in kemijska šola

Sonja Perko

46. MATEMATIČNOTEKMOVANJE
SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE

V sobotnem do poldnev u 20. aprila 2002, se je 161 dij akov in dij aki nj iz
48 gimnazij in srednj ih šol v prost orih Gimnazije Škofja Loka spopadlo z
nalo gami na 46. matematičnem te kmovanju srednješolcev Slovenij e, po­
poldan pa so se odpravili na izlet v Železnike ali na ogled mesta in filmske
predst ave. Za uspešno reševanj e nalog je državna tekmovalna komi sija
podelila naslednje nagrade:

1. letnik

Druga nagrada
Matj až Škorjanc, 1. gimnazija Maribor; P et er Kacin , Šolski center Nova
Gorica - Gimnazija.

Tretja nagrada
Špela Pohar, Gimnazija Kočevje ; Nina Blagovič , Gimnazija Murska So­
bota; Mateja Čuden, Gimnazija Bežigr ad, Ljubljana ; Urška Gabršček ,

Gimnazija Tolmin; J ernej Pavšič , Šolski center Nova Gorica - Gimnazija.

2. letnik

Druga nagrada
Peter Nose, Gimnazija Bežigrad , Ljubljana; Mediha Šiljic, Gimnazija
Novo mes to.

Tretja nagrada
Martin Stro jnik, Gimnazija Bežigrad, Ljubljana; Katj a Bobovnik, II. gim­
nazij a Maribor; Boštj an Hamler , Gimnazija Fr an a Mikloši č a, Ljutome r;
Peter Jakopič , Gimnazija Želimlje; Petra Merčun, Gimnazij a Bežigrad ,
Ljubljana; Maj a Štalekar , Šolski center Slovenj Gradec - Gimnazija;
Gregor Weiss, II. gimnazija Maribor,
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3. le t n ik

Prva nagrada
Rok Končina, Šolski center Celje - Splošna in strokovna gimnaz ija Lava;
Ivo List , Gimnaz ija Bežigrad , Ljublj ana ; Tine Porenta , Gimnaz ija Škofja
Loka; J an ez Šter , Gimnazija Želimlje.

Druga nagrada
Žiga Novšak, 1. gimnazi ja v Celju; Gašp er Žerovnik, Gimnazija Bežigrad ,
Ljubljan a .

Tretja nagrada
Tadej Pajnhart J arc, Gimnazija Bežigrad , Ljubljana; Anj a Jutraž, Gim­
nazija Šentvid , Ljub ljana.

4 . letnik

P r va nagrada
Klemen Šivic, Gimnaz ija Bežigrad, Ljubljana.

Tretja nagrada
Tone Gr adiš ek, Gimnazija Bežigrad , Ljub ljana; Matija Perne, Gimnazija
Škofja Loka; Ma rtin Čokl , Šolski cente r Celje - Splošna in st rokovna
gimnaz ija Lava ; Aleksandra Fran c, 1. gimnazija v Celju.

Po določilih Pravilnika o tekmovanj u srednješolcev v znanj u m atema­
tike je državna tekmovalna kom isija na podlagi rezultatov dveh izbirn ih
testov in državnega tekmovanj a izbr ala ekipo, ki bo zastopala Slovenijo na
Mednarodni matematični olimpiadi v Glasgowu v Veliki Britan iji. V ekipo
so se uvrstili: Aleksandra Franc , Tone Gr adišek , Tine Porenta , Klemen
Šivic , J anez Šter in Erik Št rumbelj .

Matjaž Ž eljko

40. FIZIKALNO TEKMOVANJE
SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE

Tekmovanj e je t udi letos potekalo v treh stopnjah : regijsko, državno in
izb irno tekmovanje za olimpijsko ek ipo. Na prvih dveh stop njah so bili
t ekm ovalci razdeljeni v tri skupine , ki so se razlikovale po snovi.

R egij skega t ekmovanja se je ud eležilo okrog 700 dijakov in dijakinj
iz 54 srednjih šol. Tekmovanj e je potekalo 23. marca 2002 istočasno na
osmih srednjih šolah po vsej Sloveniji . Organizirale so ga naslednje srednje
šole: Gimnazija Bežigrad, Ljub ljana, Gimnaz ija Lju blj ana-Šiška, Škofijska
gimnaz ija Antona Martina Slomška, Maribor, Šolski cente r Slovenj Gradec
- Gimnazija , Gimnazija J esenice, Šolski cente r Nova Gor ica - Gimn azija,
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Gimnazija Kop er in Gimnazija Novo mest o. Tekmovalne komisije, sesta­
vljene iz učitelj ev fizike s sodelujočih šol, so popravile izdelke in predložile
tekmovalce za državno tekmovanj e iz posam ezne regije. Na tekmovanju je
165 tekmovalcev osvojilo bronasto pri znanj e, 125 predlaganih za dr žavno
te kmovanje pa tudi srebrno pri znanj e.

Državno tekmovanje je bilo 13. aprila 2002 na II. gimnaz iji Ma ri­
bor. Po predlogu regijskih komisij se ga je v 1. skupin i udeležilo 54 tekmo­
valcev, v II. skupini 39 in v III. skupini 30, skupaj 123 te kmovalcev iz 39
srednjih šol (dva pr edlagana tekmovalca se nist a ud eležila tekmovanja) .
Tekmovanje je izvedlo DMFA Slovenij e, st roške pa sta krila Ministrstvo
za šolstvo, zna nost in šport ter soorganizato r - II . gimnazija Maribor . P ri
izvedbi te kmovanja in ocenit vi izdelkov so pomagali št udent je in sodelavci
FMF, Oddelek za fiziko, te r sodelavci Inšti tuta Jožef Stefan. Na razgla­
sit vi rezult atov je komisija podelila št iri prve nagrade, sedem drugih , pet
t ret jih in 35 poh val. Komisij a je tudi podelila šestna jst zlatih pri znanj.

Podeljene nagrade in pohvale:

Skupina 1

1. nagrada
Simon J esenko, Gimnazija Škofja Loka .

II. nagrada
Gregor Don aj , II . gimnazija Maribor; Gr egor Posnj ak, Gimnazija Kr anj .

III. nagrada
Klemen Pirnat , Gimnazija Bežigrad , Ljubljan a ; Matej Urbas , II . gimna­
zija Maribor ; Jernej Leben , II . gimnazija Maribor.
Pohvala
Klemen Blokar , Gimnazija Šentvid, Ljubljana; Igor Cesarec, Gimnazija
Bežigrad, Ljublj an a; Sašo Gro zdanov , II. gimnazija Maribor; Domen Sta­
dler , Srednja elekt ro in strojna šola, Kr anj ; Peter Nose, Gimnazija Beži­
grad, Ljubljana; Martin Strojnik, Gimnazija Bežigrad , Ljublj ana; Gregor
Weiss, II . gimnazija Maribor ; Simon Čopar , Gimnazija Litij a ; Gašper
Matič , Srednj a šola za elekt rotehniko in računalništvo , Lju bljana ; Mitja
Trampuš, Gimnaz ija Bežigrad , Ljubljan a; Domen Zafred , II. gimnazija
Maribor; Lan Žagar , Gimnazija Bežigrad , Ljubljan a ; Matj až Cebron,
Tehnični šolski center Nova Gorica - Poklicna in tehniška elekt ro šola ;
Andrej Ondračka, Gimnazija Bežigrad, Ljubljana; Andrej Perkuš, Šolski
cent er Slovenj Gradec - Gimnazija ; Rok Prislan , Šolski center Nova Gorica
- Gimnaz ija; Jurij Kodre, Škofijska klasična gimnazija , Ljubljan a.
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Skupina II

1. nagrada
Gašp er Žerovnik, Gimnazija Bežigrad , Ljubljana; Tadej Pajnhar t J ar c,
Gimnazija Bežigrad , Ljublj an a; Klemen Žiberna, II. gimnaz ija Maribor.

II. nagrada
Ivo List , Gimnaz ija Bežigrad , Ljubljan a; Simon Kolar , Gimnazija Murska
Sob ota .

III. nagrada
Rok Končina , Šolski center Celje - Splošna in st rokovna gimnaz ija Lava.

Pohvala
Uroš Ku zman , Šolski cente r Velenj e - Splošna in st rokovna gimnazija;
Matj až Žganec, II. gimnazija Maribor; Pet er Jakopič , Gimnazija Želimlj e;
Anton Potočnik , Šolski cente r Celje - Splošna in strokovna gimnaz ija
Lava; Matej Rožič , Šolski center Novo mesto - Tehniška gimnaz ija; Jer­
nej Škvarč, Tehniški šolski cente r Nova Gorica - Poklicna in tehniška
elekt ro šola; Jure Božič, Gimnazija Brežice; Gorazd Gotovac, Gimna­
zija Bežigrad, Ljubljana; Matj až Kavčič , Srednja elekt ro in strojna šola,
Kr anj ; Mitja Pi šlar, Gimnazija Koper; Matj až Šega, Gimnazija Kočevje ;

Bojan Žunkovič , II . gimnazija Maribor; Denis Udovič , Gimnazija Kop er.

Skupina III
1. nagrada
Ni bila pod eljena.

II. nagrada
Klem en Šivic, Gimnazija Bežigrad , Ljubljana; Matjaž Humar, Šolski cen­
ter Nova Gorica - Gimnazija ; Mat ija Perne, Gimnazija Škofja Loka.

III. nagrada
Marko Žagar , Gimnazija Tolmin.

Pohvala
Andraž Bri ški-Javor, Gimnazija Kranj ; Lovro Kuščer , Gimnaz ija Brežice;
Andra ž Stožer , II. gimnazija Maribo r; Tone Gr adi šek , Gimnazija Beži­
grad, Ljubljana ; D avorin Učakar, Ško fijska klasična g im nazij a , Ljubljana .

Zlata priznanja so pr ejeli: Sim on J esenko, Gimnazija Škofja Loka; Gre­
gor Don aj, II. gimnazija Maribor ; Gregor Posnjak, Gimnazija Kr anj ;
Klem en Pirnat, Gimnazija Bežigra d, Ljubljana; Matej Urbas, II . gim­
nazija Maribor; Jernej Leb en , II. gimnazija Maribor; Gašper Žerovnik,
Gimnaz ija Bežigrad, Ljubljana; Tad ej Pajnhart J ar c, Gimnazija Bežigrad,
Ljublj an a; Klemen Žiberna, II. gimnaz ija Maribor; Ivo List , Gimnaz ija
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Bežigrad, Ljubljana; Simon Kol ar , Gimnazija Murska Sobota; Rok Kon­
čina , Šolsk i cent er Celje - Sp lošna in strokovna gimnazija Lava; Klemen
Šivic, Gimnazija Bežigrad, Ljubljana; Matjaž Humar, Šolski center Nova
Gorica - Gimnazija; Matija Perne, Gimnazija Škofja Loka; Marko Žagar,
Gimnazija Tolmi n .

I zbirno tekmovanje za olimpijsko ekipo je bilo 10. maja 2002 na
Fakulteti za matematiko in fiziko, Oddelek za fiziko . Udeležilo se ga je
devet najboljših tekmovalcev iz III . skupine in trije najboljši iz II . skupine
z državnega t ekmovanj a , t ekmovali pa so iz snovi III. tekmovalne skupine.
Na let ošnjo 33. mednarodno fizikalno olimpiado, ki je potekala med 21. in
30 . julijem v mestu Nusa Dua, Bali , Indonezija, so se uvrstili: Matija
Perne, Gimnazija Škofja Loka; Matjaž Humar , Šolski center Nova Gorica
- Gimnazija; Gašper Žerovnik, Gimnazija Bež igrad, Ljubljana; Davorin
Učakar, Škofijska klasična gimnazija, Ljubljana in Andraž Stožer , II . gim­
nazija Maribor.

Ciril Dominko

23. M E D NAROD NO MATEMATIČNO

TEKMOVANJE M EST - Rešitve nalog
jesenskega kroga iz XXIX, P-6, str. 376

Prva skupina (prvi de l)

1. Naj bo H presečišče st ranice CD in premice skozi točko A , vzporedne
z daljico KC. Dokazati moramo, da sta daljici BH in KD vzporedni .
Če sta stranici AB in CD vzporedni, sta ABCD in AKCH paralelo­
grama, za to je AB = DC in AK = HC . Od tod dobimo BK = AB ­
- AK = DC - HC = DH, kar pomeni, da je BHDK paralelogram.
Če stranici AB in CD nista vzpo- G

redni , se njuni nosilki sekata v
točki G. Dobimo dva para podob­
nih trikotnikov : GBC in GAD ter
GKC in GAH. Od tod sledi g~ =

GC · GA GH d k d= GD m GK = GC ' o o er z
- . d bi GB GH 'T'mnozenjem o Imo GK = GD' r o

pomeni, da sta t r ikotnika GBH in
GK D podobna, zato sta stranici
BH in K D res vzporedni. A D
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2. Če se Klara in Valerija nist a zmot ili, je n ! = 2m m !, tri ~ 2. Tedaj je
nujno n > 3, zato sta ob e šte vili n! in m ! deljivi s 3. V vsakem izmed
pr oduktov je vsak tretj i fak tor večkratnik št evila 3. Ker morata oba
pr odukt a vsebovati isto potenco števila 3, je lahko število n kvečj emu

za dva večje od m . Če je n = m + 1, iz n ! = 2m m ! sledi rti + 1 = 2m
,

kar pomeni m = 1. Če je n = rti + 2, dobimo (m + l )(m + 2) = 2m
,

kar je možno le, če je m = O. Obe možnosti sta v pr oti slovju s
predpostavka m ~ 2, zato se je vsaj eno od deklet zmotilo.

3. Klemen svoj sum lahko potrdi . Najprej označ i kovan ce s črkami A,
B, C in D . P ri prvem tehtan ju položi na eno st ra n tehtnice kovan ca
A in B , na drugo pa kovanca C in D. Naj oznaka na kovan cu v
nad aljevanju pomeni hkrat i t udi 'težo' tega kovan ca. Denimo, da po
prvem tehtanju velja A + B = C + D. Tedaj v drugem tehtanju
po loži kovanec A na eno stran in kovan ec B na drugo stran te htnice .
Če je A # B , je natanko eden izmed kovan cev A in B ponarejen ,
pr av t ako pa je ponarejen natanko eden izmed kovan cev C in D.
Če po drugem tehtanju ugotovi , da je A = B , velja A = B =
= C = D . Denimo, da Klemen po prvem te ht anju ugotovi, da
je A + B ol C + D . Ted aj v dr ugem te htanju po loži na eno stran
tehtnice kovan ca A in C ter kovan ca B in D na drugo st ra n. Če je po
te m te htanju A + C = B + D , je število ponarejenih kovan cev sodo
in ni enako niti Oniti 4. Če je A + C # B + D , je število ponarejenih
kovan cev liho.

4. Označimo krog lice s števili od 1 do 10. Kadar se dve kro glici zalet it a
in odbijeta, je položaj po t rku enak, kot če bi šli kro glici ob srečanju

druga skozi drugo (zamenjamo oznaki na kroglicah ) . Vsaka kroglica
z desne se tako 'prebije' skozi pet kroglic z leve, zato je število vseh
trkov ena ko 5 x 5 = 25.

5. Naj bo ABC ena kokraki trikot nik, kjer je AB = AC in <r..CAB =
= 36° . Naj bo D točka na AC , z lastnostjo B D = B C . Te­
daj je <r.. B D C = <r.. BCD = <r.. AB C = 72°, od koder sled i <r.. ABD =

= <r.. DBC = 36° , zato je B D = AD. Množica {A , B ,C, D} nima
simetrijske osi. Ni se tež ko prepričati , da ima po odstrani tvi katere­
koli izmed točk množica pr eostalih t reh točk simetrijsko os .

Druga skup ina (prvi de l)

1. Naj bo AB e D E dan i petkotnik in A', B' , C' , D' t er E' zapo red
razpolovišča st ra nic CD , DE, EA , AB t er BC. Srednjica AA'
je kvečjemu daljša od višine iz oglišča A. Ker imajo vse višine in
srednjice enako dolžino, je AA' tudi višina. Ena ko velja t udi za vse
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ostale sr ednj ice. Ker je AA' = CC' in <t A A'C = <tCC' A = 90°, sta
trikotnika ACA' in CAC' skladna; zato je C D = 2CA' = 2AC' =
= EA. Sledi , da so vse stranice petkotnika ABCDE enako dol ge. Iz
skladnosti trikotnikov ACA' in C AC' dobimo t udi <t ACD = <t E AC.
Ker je AB = B C , velja še <t B C A = <tCAB, od koder dobimo
<t B C D = <t E A B . Od tod sledi , da so tudi vsi koti danega petkotnika
enaki, torej je petkotnik res pr avi len .

2. Prem aknimo dani nabor 1000 šte vil t ako, da vsako število zmanjšamo
za 1. Zop et dobimo 1000 zapore dnih števil. Ker je med šte vili od 1 do
1000 več kot pet praštevi l in v našem začetnem naboru ni praštevil ,
z zaporednim premikanjem zagotovo dobimo nabor 1000 zaporednih
števi l, v katerem je natanko pet praštevil.

3. Glej rešitev 4. nalog e za prvo skupino.

4. To ni vedno možno. Slika prikazuje razporeditev štirih skladnih
pravokotnih trikotnikov, za katero velja, da zveznica središča kva­
dr ata in oglišča ob manjšem ostrem kotu pos ameznega trikotnika seka
eneg a od preost alih trikotnikov. Središče pite tako ne more leža ti v
konveksn em ve čkotniku , ki bi vseboval natanko en t rikot nik.

5. V vsakem trenutku se trdnjave nahajajo v treh ogliščih nekega pravo­
kotnika. Obstajata dve možni vr sti potez. V prvi spremenimo eno od
dimenzij pr avokotnika , t rdnjave pa stoj ijo v 'ist ih' ogliščih , v drugi
pa se en a izmed trdnjav premakne v sosednje pr osto oglišče pravoko­
tnika. V nobenem primeru se ne spremeni ori entacij a trikotnika, ki
ga t vorijo tri ob arvane trdnjave. Ker se začetna ori entacij a razlikuje
od orientacije predpisane končne razporedi tve, tako zaporedje po tez
ne obstaja.
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Prva skupina (drugi del)

3. V vsakem st olpc u manjkat a nat anko dve števili in vsako štev ilo manj­
ka v natanko d veh stolpc ih . Kon st ruirajmo gra f, ka ter ega vozlišča

pred st avlj aj o števila od 1 do n . Vozlišči povežemo, če ustrezni števili
manjkat a v ist em sto lpc u . Graf, ki ga dobimo, im a tako natanko
n povezav, stopnja vsakega vozlišča (t .j . število povezav, ki izh a­
jaj o iz tega vozlišča) pa je enaka 2. Ted aj je graf unij a ciklov , pri
čemer štejemo t udi ' izrojene' cikle (t .j . cikle z dvem a ogliščema) . Če

orientiramo vse cikle v smeri gibanja urinega kazalc a , vod i v vsako
vozlišče ena povezava in iz njega izhaja ena povezava . Izb erimo
stolpec razširjene kvadratne t abe le in poiščimo usm erj en o povezavo
med številoma, ki manjkata v tem sto lpc u . Nato na (n - l )- to mesto
stolpca vpi šemo začetno število te povezave in na n-t o mesto končno

število te povezave. J asn o je, da so t edaj števila v vsakem sto lpc u
različna , ker pa v vsako vozlišče vodi ena povezava in iz njega izh aj a
ena povezava, se vsako šte vilo pojavi natanko enkrat v (n - l )-ti
vr stici in natanko enkrat v n-ti vrstici. S t em je dokaz končan.

4. Opazujmo za 2 ::; k ::; n pot iz k za porednih stranic danega pra­
vilnega (2n + l )-kotnika . P ravimo , da im a di agon ala, ki povezuj e
začetek take poti s konce m , raztežaj k . Diagon ala raztežaja 2 tako od
ve č kotnika odreže enakokraki trikotnik , katerega kraka sta sosednj i
stranici večkotnika. Če t ri izmed danih diagonal tvorijo t r ikotnik ,
lahko večkotnik razrežemo vzdo lž teh t re h di agonal in dobimo tri
kose, ki vsi vse bujejo kako d iagonalo razt ežaj a 2, torej obstajajo vsaj
t rij e enakokraki trikotniki. V preostalem primeru vseb uje vsak t riko­
tn ik vsaj eno stran ico večkotnika . Tedaj trikotniki tvorijo zaporedje,
v kater em je sk upna stranica sosednj ih dveh t r ikotnikov ena izmed
diagonal. P rv i in zadnj i t rikotnik iz t ega zaporedja odrežeta diagonali
razt ežaja 2, zato sta t a dva t rikotnika enakokraka . Če se po mi kamo
po zaporedju t rikotn ikov v eno ali drugo smer, raztežaj diagonal na
prehodih ras t e p ro ti n. Ker je d iagonaI2n-2 , najdemo dve diagonali
ra ztežaja n , ki skupaj s st ranico večkotnika tvorita tret ji enakokraki
trikotnik.

7. Štev ilo števk v zaporedju {2k11 ::; k ::; 332 } je nepadajo č e in se ne
poveča za več kot 1, če k povečamo za 1. Vsakič, ko se to število
poveča, se doblj en a pot enca števila 2 začne s števko 1. Ker je 2333

10l-mes t no število s prvo števko 1, je v gornjem zaporedju natank o
99 števil, ki se začnejo z 1. Kadar se število mest ne poveča , se prva
št evka menja po enem izm ed pravil 1 - 2 - 4 - 8, 1- 2 - 4 - 9, 1- 2 - 5,
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1 - 3 - 6 ali 1 - 3 - 7, torej 99 števil s pr vo števko 1 deli zaporedj e
na 100 blokov dolžin 2 ali 3. Naj bo x št evilo blokov dolžine 2 in y
število blokov dolžine 3. Tedaj velja x + y = 100 in 2x + 3y = 233,
od koder sledi x = 67 in y = 33. Ker noben blok dolžine 2 ne vsebuj e
šte vila s prvo števko 4, vsak blok dolžine 3 pa vsebuje natanko eno
število s pr vo števko 4, je v zaporedj u 33 števil s pr vo števko enako 4.

Druga skupina (drugi del)

2. Označimo z an n-ti člen zaporedja in ohranimo to oznako, četudi

med konstrukcijo spreme nimo vrednost tega člena . V prvem ko­
raku definir amo agg = 9 in alOO = 10. Tedaj je v (agg, alOo) =
= 90. V k-t em koraku, 1 < k < 100, definiramo alOO - k = 10a lO l - k ­
- 1 in za vse n > 100 - k člen an zamenjamo z IOan' V dr ugem
koraku tako dobimo a9S = 10agg - 1 = 89 ter redefiniramo agg =
= 90 in alOO = 100, zato je v (a9S, agg) = 8010 > 900 = v (agg, alOO )'
Ko prvič definiram o člen an- l, za n > 1, velja an-l = an - 1 =
= an+l - Il. Ker je an- l > 1, velja 10a n - 1 > an- l + 11 = an+l ,
zato je v(an- l ' an) = an- l an > lloanan+l = v (an, an+d . Opazimo,
da neenačba v( an- l' an) > v( an, an+d ostane veljavna v vseh na­
daljnjih korakih , saj vsa, že definirana št evila, pomnožimo s skupnim
faktorjem 10. Tako smo definirali iskan o zaporedje .

4. Dokažimo, da lahko dobimo največ šest neskladnih št irikotnikov. Oz­
načimo z a, b, c in d dolžine stra nic štirikot nika FI t er z x in y vsoti
parov nasprotnih kotov v FI . Očitno je, da se dolžine stranic ob
opisani sp remembi ohra nijo , pr av tako pa se ohr anita vsoti parov na­
sprotnih kotov. Denimo, da se v zaporedju po javi sedem neskladnih
štirikot nikov. Tedaj lahko pri vzamemo, da obstajata v zaporedju dva
št irikot nika F in G, v katerih si stranice a, b, e te r d sledijo v pozitivn i
smeri in za katera je vsota kotov med st ranicama a in b t er st ranicama
b in c enaka v F in G . Naj bo f dolžina diagonale štirikotnika F ,
ki deli F t ako, da sta a in b na eni st rani f t er c in d na drugi
st rani. Če bi bila dolžina ustrezne diagonale v G večja, bi bila vsota
kot ov nasprot i t e diagonale večja kot v F. To pomeni, da sta dolžini
ustreznih diagonal v F in G enaki, zato sta F in G skladna. Od to d
sledi, da je največj e možno število neskladnih štirikot nikov kvečj emu

6. Če za FI vzamemo št iriktnik s paroma različnimi stranicami in
različnima vsotama x ter y , se lahko prepričamo, da dobimo natanko
6 neskladnih štirikot nikov.
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6. Z indukcijo dokažimo , da lahko z opis anim postopkom dosežemo
poljubno permutacijo števil od 1 do n (v našem pri meru je n = 23) .
Za n = 1, 2 trdit ev očitno drži. Denimo, da dr ži za vse k < n . Z
opisanim postopkom lah ko to rej dobimo po ljub no permutacijo števil
od 1 do n - 1. Če je v zadnji škatli n kroglic, pr euredi mo le še kroglice
v prvih n - 1 škatlah .

Denimo, da v zadnji škatli ni n kroglic.

Naj bo n sodo število, n = 2m. Števila od 1 do n - 1 z opisanim
postopkom pr euredimo tako, da je m kroglic v zadnji škatli. Tedaj
iz škatle z n kroglicami pres tavimo m kroglic v zadnjo škatlo, ki po
tem vsebuje nat anko n kroglic. Nato preuredimo še kroglice v pr vih
n - 1 škatlah v pravilni vrstni red .

V preostalem pr imeru je n liho število, n = 2m + 1. Najprej presta­
vimo s per mutacijo števil od 1 do n - 1, število 2m v n-to škat lo. Iz
ška tel z 2m + 1 in 2m kroglicam i lahko dobimo škatli s 4m krog licami
in z 1 kroglico. Nato iz škatel s 4m in 2m - 1 tvorimo škatli s 4m - 2
kroglicama in z 2m + 1 kroglico. Zatem iz škate l s 4m - 2 in 2m - 2
tvorimo škatl i s 4m-4 krog licami in z 2m kroglicami. Če ponavljamo
ta postopek, dobimo permutacijo, kjer je v n-t i škatl i n kroglic. Nato
pr euredimo še kroglice v prv ih n - 1 škatlah v pr avilni vrstni red.

7. (a) Slika kaže , da je lahko ploščina trikotnika enaka ~ . Tr ikotnik je
enakokrak z vrhom in nožiščem višine v nesos ed njih ogliščih kvadrata
s celoštevilskimi koordinatami oglišč, njegova kraka pa potekata skozi
razpolovišči stranic kvadrata .
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(b ) Predpostavimo lahko, da oglišča t rikot nika T ležijo na st ranicah
t rikotnikov, slik ustrezno premaknjenega t rikot nika T , po dobno kot
kaže slika v točki (a) (v nas protnem primeru, bi lahko t rikotnik T
še malo povečali ) . Denimo, da slika prikazuje t a splošnejš i primer ,
kjer je T t rikot nik levo spodaj. Osenčena t rikotnika in trikotnik T
tvo rijo lik L , katerega 'celoštevilski premiki' pokrijejo vso rav nino
br ez pr ekrivanja (not ranjost i dveh pr emikov se na sekata). Od tod
sledi, da je ploščina lika L enaka 1. Osenčena t rikotnika TI in T2

st a podobna trikotniku T, vsota dolžin st ranic t rikotnikov TI in T2 ,

ki ustrezata skupni stra nici trikotnika T , pa je kvečj emu večja kot
dolžina te stranice. Od t od sledi, da je skup na ploščina t rikotnikov
TI in T2 enaka vsaj po lovici ploščine t rikot nika T , kar pomeni , da je
ploščina t rikotnika T kvečjemu ~.

Gregor Cigler
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