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STIRI MUHE — Nagradna naloga

Z vrha 3 m visokega droga, ki stoji na kmeckem dvoriscu, odlete toéno
opoldne v zrak stiri muhe. Vsaka leti premoértno in s konstantno hitrostjo:
prva 36 m/min, druga 49 m/min, tretja 64 m/min in éetrta 81 m/min. Ob
129 ge izkaze, da so vse §tiri muhe v isti ravnini. Ali so Se ob kaksnem
Casu vse Stiri v isti ravnini, ¢e nobena od njih med lefom ne naleti na
oviro? Ce so, navedite vse moznosti!

Resitve posljite najkasneje do 15. julija na nas naslov:

Presek, Jadranska c. 19, 1001 Ljubljana, p.p. 2964.

Izmed resevalcev, ki nam bodo poslali pravilno resitev naloge, bomo
izzrebali nagrajenca, ki bo prejel knjizno nagrado.

Marija Vencelj

REUSITVE NAGRADNIH NALOG 1Z 3., 4. IN
5. STEVILKE PRESEKA

Na Vrtnarjevo nalogo, ki jo je v tretji stevilki Preseka zastavil Bojan
Mohar, nismo od bralcev, kljub podaljSanemu roku za reSevanje, pre-
jeli nobenega odgovora. Pa¢ pa je ¢lan naSega uredniitva, urednik za
racunalnistvo Martin Juvan, na eno od vpradanj prispeval zanimiv odgo-
vor, ki si ga lahko preberete v nadaljevanju pod naslovom O vrtnarjevi
nalogi.

Na nalogo Tri enice in enajst fizolckov iz cetrte stevilke smo
prejeli kar nekaj resitev. OCcitno so se z njo spopadli tudi osnovnosolci.
Zal vsi odgovori niso izpolnjevali pogojev naloge. Pravilne resitve so nam
poslali: Marta Cviji¢ z Nomenja pri Bohinjski Bistrici, Felicita Hromc
iz Kotelj, Barbara Valentinéic iz Krskega, Jost Novak z Bleda in Alenka
Terziev iz Sebenj pri Krizah.

Zreb je knjizno nagrado namenil Barbari Valentinéié. Cestitamo!
Knjigo smo ji ze poslali po posti.

Srednjedolci, kje ste? Naloga Produkt = vsota, zastavljena v peti
stevilki Preseka, je bila takorekoé pisana vam na koZo, ¢eprav zadoica
za njeno resevanje ze osnovnosolska matematika. Pa od vas nanjo nismo
dobili nobenega odgovora! Je temu kriva bitka za ocene pred koncem
Solskega leta?
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Pravilno resitev naloge pa nam je poslal student 1. letnika Matija
Pretnar iz Crnué. Vprasanje je celo razsiril s k = 5 na poljubno konéno
mnogo faktorjev v produktu oziroma ¢lenov v vsoti in poiskal sicer neko-
liko dolg postopek, s katerim lahko najdemo vse resitve enache

ai ...-ag=a1+---+ag, kelN,

v naravnih Stevilih. Postopek je ilustriral za &k = 5 in s tem nasel tudi
resitev zastavljene naloge. Seveda tudi njemu pripada knjizna nagrada.

Ker se metoda Matije Pretnarja pri reSevanju naloge razlikuje od poti
do resitve, kot jo je pripravil avtor naloge, objavljamo oba nacina.

Marija Vencelj, odg. ur.

TRI ENICE IN ENAJST FIZOLCKOV —
Resitev nagradne naloge iz 4. Stevilke, str. II

Razkriti racun mnozenja je takle:

2 3 ® T 9
1 6 1

2 0 7
1 & 1 ¥

Peter Petek

PRODUKT = VSOTA — Resitev nagradne naloge
iz 5. stevilke, str. 258

V mmnozici naravnih stevil bomo poiskali vse resitve enache

a-az-az-a4-05 =0a;+az+az+aq+as,

za katere velja a1 > ag > ag > ay4 > a5 > 1.

Poglejmo najprej, kaj se zgodi, ¢e je as > 2. Zaradi predpostavke o
urejenosti a-jev je tedaj produkt na levi strani enacbe vecji ali enak 16a4,
vsota na desni pa ni vecja od 5ay. Ker je 16a; > 5a;, mora biti a5 = 1.
Podobno vidimo, da je tudi ay = 1. Pri ay > 2 je namrec

ayj-az-az-aq-1>8ay >4a1+1>a1+ag+az+ag+1.
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Naj bo sedaj az > 2. Potem imamo
ayraz-az-1-1>4ay 231 +2>2a1+ax+az+1+1.
Enakost 4a; = 3a; + 2 velja le za a; = 2. Tedaj dobimo resitev
ay =as =ag =2 in da=ag=1.
Ostane Se moznost ag = 1. Poenostavljena enacba se glasi
ay-az=a;+az+3.

Glede na vrednost as loéimo veé moznosti. Pri az = 1 ne dobimo resitve,
saj je a1 # a1 +4. Za az = 2 dobimo ay = 5, za a; = 3 pa ay = 3. Pri
as > 4 ni ve¢ novih resitev, saj je ay - as > 4ay > 2a; +3 > a; + as + 3.
Naj povzamem. Enacba ima tri resitve. Poleg Ze v besedilu naloge
omenjene peterke (5,2, 1,1, 1) sta to e peterki (2,2,2,1,1)in (3,3,1,1,1).

Martin Juvan

PRODUKT = VSOTA - 2. resitev

Ker smo matematiki, ne bomo resevali naloge zgolj za k = 5, temve¢ bomo
pogledali, kako dobimo vse resitve za poljubno naravno stevilo k.
Ce predpostavimo, da je a; > as > ... ay, dobimo

ay ... =a1+ - -+apr<a+--+a =ka

oziroma az ... ay < k. Torej bodo stevila as, ..., ay nastopala v razcepu
stevila, manjsSega ali enakega k, na k& — 1 faktorjev, kjer je med faktorji
lahko tudi vec enic.

Najprej poglejmo, kako bi poiskali vse take razcepe poljubnega narav-
nega Stevila n na m faktorjev ay, ..., an, daboveljaloa; > as > ... > ap,.
Velja

N=01 e B 2 O "0 e = G, = gy

Torej je a,, je delitelj stevila n, manjsi ali enak 3/n.
Poiséemo vsa Stevila a,,, ki ustrezijo pogojem. Za vsak mozen a,,
dobimo enaébo, iz katere razberemo pogoje za G, —1:
n

2 g m—1
— =01 Q-1 Z Q1" O] = CQpy_q .
A
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Stevilo @, je torej delitelj stevila ﬁ (ki je naravno stevilo, saj a,, deli
n), manjsi ali enak "'—Hﬁ ter vecji ali enak a,,.
Ta postopek nadaljujemo, dokler ne pridemo do enaébe
T
ag=—":
ag * ... Ay

Na ta naéin lahko poiséemo vse razcepe Stevila n na m faktorjev.!
Sedaj pa se lotimo iskanja razcepa vseh Stevil, manjsih ali enakih &,
na k — 1 faktorjev.

Iz vsakega razcepa preberemo étevil‘c} as,...,04, izenacbeay ... ap =
= a1 + -+ -+ aj pa izracunamo Se a;. Ce bi bilo as = ... = a; = 1, bi
dobili a; = a; + (k — 1), ta enacba pa pri k > 2 nima resitve. Tako lahko
predpostavimo, da as - ...-ap # 1 in

ag+---+ag
ag=——.
az-... Qg — 1

Rezultate, kjer a; ni naravno stevilo, vecje ali enako as, ovrzemo in
ostanejo nam natanko vse iskane resitve.

Za resitev enacbe a; - ...-a; = aj + - -- + a5 torej najprej poiscemo
vse razcepe Stevil 1, 2, 3, 4, 5 na 4 faktorje, potem pa izracunamo tem
razcepom pripadajoce vrednosti Stevila a,. Razcepe za tako majhna
naravna Stevila zlahka izracunamo “na pamet”, brez uporabe algoritma.

G2 | Q3 | Q4 | G5 ay
511|1(1]|8/4=2
4 (11111 7/3
2(2|1]|1(6/3=2
;8 A e g | 6/2:3
2ol B & 5/1 =5
Y I L0 e I /

Ce upostevamo, da je a; naravno Stevilo, vecje ali enako as, ustrezajo
reSitvi enacbe le peterke (2,2,2,1,1), (3,3,1,1,1) in (5,2,1,1,1). Opa-
zimo, da je reSitev, kjer je a; naravno Stevilo, a manjse od ag, le permu-
tacija neke druge resitve, kjer je ay > az. To smo tudi pricakovali, kajti

I Postopek lahko moéno skrajsamo, ée dolot¢imo najprej najmanjse mozno Stevilo
enic, ki nastopajo v razcepu §tevila n na m faktorjev. Premislite, kako! Pri parametrih,
ki nastopajo v dani nalogi, je enic kar precej. (Op. ur.)
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mnozenje in sesStevanje sta komutativni operaciji, pri iskanju razcepov
pa smo pazili le na urejenost stevil as,...,a; (nismo izkljuéili moznosti

az > ay). .
Matija Pretnar

O VRTNARJEVI NALOGI

V tretji Stevilki tega letnika Preseka je Bojan Mohar zastavil nekaj vpra-
Sanj o Vrtnarjevi nalogi, ki jo je v prispevku Predal¢no nacelo v prvi
stevilki tega letnika opisal Joze Grasselli.

Zastavljena vprasanja so tezka, da pa ne bodo ostala povsem neod-
govorjena, bom podal odgovor na drugi del vprasanja (B). Opisal bom
tako razporeditev vec kot 300 tock znotraj kvadrata s stranico 100 enot,
da noben krog polmera 8 enot ne bo vseboval ve¢ kot 6 danih tock.
Konstrukeija sploh ne bo zapletena, bo pa nekoliko odstopala od nasveta
iz besedila naloge. Ta namre¢ priporoca “dokaj enakomerno” razporeditev
tock po kvadratu.

Skica razporeditve je prikazana .
na sliki na desni. Vsaka pika pomeni ¥ ¥ ® W 8
gruco 6 tock, ki so zelo zelo blizu A = E B G
druga drugi. Vodoravne razdalje
med grucami so malenkost vecje od
2.8 = 16 enot, tako da noben krog § R B B W @
polmera 8 ne more vsebovati tock iz
dveh razliénih grué¢, ki sta v isti vr-
sti. Zaporedni piki iz iste vrste sku- S
paj s piko nad razpoloviséem njune 2
zveznice tvorita enakostranicni tri-
kotnik. Navpiéne razdalje med vr- ==
stami so tako malenkost vecje od ' = : ) '
161/3/2 = 13.86 enot. Noben krog
polmera 8 tako ne more vsebovati tock iz grué v dveh razliénih vrstah.
Krog polmera 8 lahko tako vsebuje le tocke iz ene same gruce, teh pa je
le 6.

Kadar zaénemo na robu, lahko v vrsto zlozimo 7 pik (6-16 =
= 96 < 100)y, v vrsto z zamaknjenim zacetkom pa jih lahko postavimo
6. V kvadrat gre 8 vrst (7-8y/3 = 96.99 < 100). V celoti smo torej
razporedili 6 - (4 -7+ 4 - 6) = 312 toék, in to v pravokotnik s stranicama,
ki merita dobrih 96 in slabih 97 enot.

Martin Juvan
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NOGOMETNA KOMBINATORIKA

Svetovno prvenstvo v nogometu je pred vrati. Selektor slovenske repre-
zentance Srecko Katanec je v Korejo pripeljal 23 igralcev: 3 vratarje,
6 branilcev, 9 veznih igralcev in 5 napadalcev. Ceprav je s tem ze odpravil
Stevilne dvome in skrbi, ga se vedno muéi cel kup vprasanj. Pomagaj mu
poiskati odgovore.

s I

Na koliko na¢inov lahko Srecko sestavi enajsterico, v kateri bodo
vratar, trije branilci, Stirje vezni igralci in trije napadalci?

Kaj pa enajsterico, v kateri bo poleg natanko enega vratarja vsaj en
napadalec?

Na koliko naéinov lahko Srecko razdeli drese s stevilkami od 1 do 11
med svojih 23 izbrancev?

Kaj pa, ¢e mora stevilko 1 dobiti vratar, ostale pa drugi igralci?

Koliko razliénih petmestnih Stevil lahko sestavimo, ¢e se v vrsto
postavi nekaj igralcev, ki imajo na hrbtu stevilke od 5 do 117

V korejskem hotelu Mitsa-Matsa bodo slovenskim reprezentantom
in selektorju na voljo 3 razlicne stiriposteljne sobe ter 6 razlicnih
dvoposteljnih sob. Koliko razliénih razporeditev 24 oseb po sobah je
moznih?

Vstopnice za tekmo slovenske reprezentance menda stanejo 20 (sedezi
2. kategorije), 30 (sedezi 1. kategorije) in 70 evrov (sedezi v poseb-
nih lozah). Skupina navijaéev namerava za nakup vstopnic porabiti
natanko 200 evrov. Na koliko na¢inov lahko kupijo vstopnice, ¢e nas
zanima samo Stevilo vstopnic posamezne vrste?

Cimerotié, A¢imovi¢ in Ceh so na zadnjih treningih skupaj dosegli
7 golov, a ni nujno, da je vsak od njih res dosegel gol. Na koliko
nacinov se je to lahko zgodilo?

Zahovi¢, Pavlin, Osterc in Rudonja pa so na zadnjih treningih skupaj
dosegli 15 golov. Na koliko nac¢inov so to lahko storili, ¢e je dal vsak
vsaj dva gola?

10.* Enajsterica, primerna za tekmo, je sestavljena iz enega vratarja,

vsaj dveh branilcev in vsaj enega napadalca. Med koliko primernimi
enajstericami lahko izbira slovenski selektor?

Bostjan Kuzman, Martin Juvan

Resitev je na str. 365.
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KRISTALNE MREZE — 2. del
Zlaganje krogel

V prejanji stevilki Preseka smo si v ¢lanku Kristalne mreze, 1. del, ogledali
dva nacina zlaganja skladnih krogel. Tu bomo predstavili e enega.

Narigimo kocko ABCDA'B'C'D' z robom a. Na njej oznaéimo vsa
oglis¢a in vsa srediséa osnovnih ter stranskih ploskev (slika 1), to je skupaj
8+ 6 = 14 tock.

Nato zlagamo skladne kopije te “osnovne celice”, ki ji pravimo
“ploskovno centrirana kocka”, tako da imata sosednji kocki skupna Stiri
oglisca.

Ogliséa in srediiéa mejnih ploskev tako zlozenih kock sestavljajo mno-
zico tock v prostoru. Kot je razvidno iz vprasanja 3 na koneu tega ¢lanka,
je ta mnozica tock trirazsezna mreza, kakrsno smo opisali v prvem delu
clanka o kristalnih mrezah.

| .
7 e

Vsaka tocka te mreze naj bo sredisée krogle s polmerom

1
RZEG\/ﬁ.

Na sliki 1 se potem krogla s srediscem v H dotika krogel s srediséi v tockah
A B, A'in B,

Izraéunajmo delez prostora, ki ga zavzemajo krogle. V osnovni celici
imamo osemkrat po eno osmino krogle in Sestkrat po polovico krogle
(slika 2), skupaj stiri prostornine krogle, kar je

4

4. g?TRS.
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Delez dobimo, &e to delimo s prostornino kocke, torej z

a® = 16V2R% .
Koliénik je
iy
—— =740%.
32 ‘

To je vet kot pri “telesno centrirani kocki” iz prejsnjega clanka.

Veliki nemski matematik Carl Friedrich Gauss je Ze pred dvema
stoletjema dokazal tole: Ce sredisca krogel sestavljajo trirazsezno mrezo,
ni mogoce doseci veéje zapolnjenosti prostora. Zato temu nac¢inu zlaganja
krogel pravimo kubiéno najgostejsi sklad.

V letu 1998 je bil predstavljen izredno dolg dokaz, da tudi sicer ni
mogoce zloziti krogel uéinkoviteje. Dokaz je oprt na obsezna preverjanja
z racunalnikom.

Opozorimo pa, da obstajajo §e drugi nacini zlaganja krogel, ki so
enako uc¢inkoviti kot kubi¢no najgostejsi sklad.

1z osnovne celice ni takoj jasno, kako bi v praksi zlozili krogle v
kubi¢no najgostejsi sklad. Zato e enkrat narisimo osnovno celico (slika 3).

Tocke A, E, C, I, B', H lezijo vse v isti ravnini in so sredisca krogel.
Z malo érko ozna¢imo kroglo, ki ima sredisce v tocki, oznaceni z ustrezno
veliko érko. Paroma se dotikajo krogle a, h in e (saj je |HE| = |AH| =
= |AE|). Se pravi, vsak par krogel iz mnozice {a, h, e} se dotika. Podobno
velja za krogle iz mnozic {e, c,i}, {V', h,i} in {e, h,i}.

Ce krogle a, e, ¢, i, b, h pravokotno projiciramo na ravnino trikotnika
ACB’, dobimo sliko 4.

D’ c
' o o
i 1 se
y ) p l
k .
R AT Y
| A
1.
.-‘,'“l:) ‘‘‘‘‘‘‘‘‘ . Y Y
A B
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Ker je |GH| = 2V/2, se g in h dotikata. Enako vidimo, da se
g dotika krogel a, h, e,
j dotika krogel i, e, c,
[ dotika krogel ¥', h, i.
Zdaj vemo, kam moramo poloziti krogle g, j, f. Oglejte si tudi sliko 5
in fotografijo na naslovnici.

Slika 5.

Vprasanje 1. Kje na sliki 4 je projekcija tocke B? (Namig: Katerih
oznacenih krogel se dotika krogla b7)

Uporabimo zdaj pridobljeno znanje za resevanje zanimivega problema.

Relativna atomska masa aluminija je 26,98, zato ima 1 mol atomov
aluminija maso m = 26,98g. Gostota aluminija je 2,70 kg/dm?®. Alu-
minij kristalizira v kubicno najgostejsem skladu. Doloé¢i polmer atoma
aluminija.

Resitev. V 1 molu je Avogadrovo &tevilo N4 = 6,02 - 10%% atomov
aluminija. vsak ima torej maso m - (N4)~!.
Ce je R polmer atoma aluminija, ima osnovna celica rob a = 2v/2R.
4m

Na osnovno celico odpadejo, kot smo ugotovili, 4 atomi, torej masa Ny
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Gostota je
_dm 4m
P Ny -a NA_IGV@RS :
Od tod je
g . m 26,98 10-29 = 269.8 1030 3
4/2Nap  4/2-6,02-2,70 44/2- 6,02 - 2,70
in
P Bl oSS & 1,43-107%m
4v/2-6,02 - 2,70

V nadaljevanju zahtevamo od bralca vet samostojnega dela.

Vprasanje 2. Svinec ima gostoto 11,34 g/ em® in relativno atomsko
maso 207,2. Kristalizira v kubiéno najgostejsem skladu. Doloc¢ite polmer
atoma svinca.

Opomba. V staljenem svincu so atomi bolj neurejeni kot v kristalu
in prostora ne zapolnjujejo tako ucinkovito. Zato se pri strjevanju svinec
skréi.

Kovine, ki kristalizirajo v manj gostih skladih, pa pri strjevanju lahko
zvecajo prostornino. Take kovine niso najbolj primerne za vlivanje.

Poseben primer je kositer, ki pri nizkih temperaturah kristalizira v
manj gostem skladu kot pri sobni temperaturi. To je varok t.i. “kositrove
kuge”, ki je povzrocila mnogo skode.

Vprasanje 3. Vrnimo se k sliki 3. Naj bo P paralelepiped z osnovno
ploskvijoB' HET in s stranskim robom B'F.

a) Dolocite preostala ogliéa paralelepipeda.

b) Ce ima kocka rob a, doloéite robove paralelepipeda.

¢) Doloéite kota, ki ju B'F oklepa z B'H in B'I.

d) Iz trSega papirja naredite nekaj modelov za P, ¢e rob paralelepipeda

P meri 6 cm. Zlozite modele tako, da imata sosednja modela skupna

4 oglisea. Ogliséa zlozenih paralelepipedov sestavljajo mrezo sredisé

krogel kubi¢no najgostejSega sklada. Primerjajte s sliko 3. Da je to

res prava mreza, _]e ra.zvn:lno iz naslednje tocke.
e) Naj bo B'l= a, B'H = b, B'F = ¢. Ce za izhodisée vzamemo totko

B', izrazite krajevne vektorje vseh oglis¢ kocke in vseh sredisc mejnih

ploskev v bazi {a,b.¢}.
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VprasSanje 4. Na sliki 3 postavimo pravokotni koordinatni sistem
tako, da bo A izhodisée O, OB = 21, OD = 2j, OA’ = 2k.
Kaj je mnozica vseh tock T. za katere je

W:m"z'+nj+pfs:‘,

kjer so m,n,p € Z in je vsota m + n + p sodo stevilo?
Odgovori na vprasanja:
1. Projekcija tocke B je v srediséu trikotnika AC'B'.
2. 1,75-107 % m,
3. 8 G D, J
b) sa
¢) 60°
¢) OA=2, OB=id+b-¢ OC=2, OD=id+b+¢
OA' =—i+b+¢é OB =0, OC'=a-b+¢,
OE=id+b OF=¢ O0OG=0b+¢ OH=b, OI=a,
0J=id+é.
4. To je mreza kubi¢no najgostejsega sklada, katerega osnovna celica je
kocka ABCDA'B'C'D’.
Peter Legisa

Judita Cofman: KAJ NAJ RESUJEMO? — 1. in 2. del

V zbirki Knjiznica Sigma je pred krat-
kim v dveh delih izsel prevod knjige
What to Solve?, avtorice Judite Co-
fman. Original je v angleskem jeziku
leta 1990 izdala ugledna zalozba Cla-
rendon Press.

Avtorica je po rodu Madzarka iz
Vojvodine, ze vrsto let pa poucuje na
razliénih univerzah v Angliji, Nemgéiji
in na Madzarskem. Podnaslov knjige
Naloge in nasveti za mlade mate-
matike pojasnjuje, kaksna je vsebina
dela. Le-to je nastalo na osnovi gra-
div, ki jih je avtorica skupaj s sode-
lavei pripravljala za seminarje in razi-
skovalne tabore za mlade matematike.

RESUIEMOT - | del
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Sestavljeno je iz stirih poglavij in treh dodatkov. Vsako poglavje se zaéne
z uvodom, ki mu sledijo naloge in nato Se njihove resitve. Lazje naloge,
namenjene manj izkuenim bralcem, so posebej oznacene.

Prvi del ima dobrih 150 strani in poleg predgovora vsebuje prevod
prvega in drugega poglavja originala. V prvem poglavju, ki ima naslov
Naloge za raziskovanje, so predstavljeni nekateri prijemi, ki jih pogosto
uporabimo ob prvem srecanju z matemati¢nim problemom. Sem sodi
uporaba analogij, iskanje vzorcev, posplosevanje ipd. Nacini resevanja
nalog je naslov drugega poglavja. Tu spoznamo preverjene metode za
reSevanje problemov: uporabo invariant, matemati¢no indukcijo, dokazo-
vanje s protislovjem, pa tudi kakSen manj znan prijem, kot je npr. metoda
neskonénega spusta.

Drugi del je nekoliko krajsi ter poleg tretjega in etrtega poglavija
originala vsebuje e vse tri dodatke. Tretje poglavje predstavi nekatere
znamenite probleme iz zgodovine matematike: trditve o prastevilih in
o &tevilu 7, uporabo kompleksnih stevil in kvaternionov, odkritje neev-
klidskih geometrij in razvoj “umetnosti stetja”. V zadnjem poglavju so
opisani izbrani elementarni problemi, s katerimi so se ukvarjali znameniti
matematiki 20. stoletja. Med njimi je tudi slavni zadnji Fermatov izrek.

Prvi dodatek sluzi predvsem kot slovar, saj vsebuje definicije in poja-
snila matematic¢nih pojmov, ki jih sre¢amo v besedilu. V drugem dodatku
so kratki biografski podatki o matematikih, omenjenih v besedilu, tretji
dodatek pa je obSiren seznam knjig, priporocenih za nadaljnje branje.

Knjigi nista tezko branje, mo¢ pa ju je prebirati tudi po delih. Dejstva
iz zgodovine matematike, ki so vpletena v besedilo, le-to lepo pozivijo in
naredijo zanimivo tudi samo za listanje. Med nalogami je kar nekaj takih,
ki jih Se nisem srecal. Tudi reSitve so veckrat napisane bolj “na dolgo”, ne
tako izpiljeno, kot jih obi¢ajno srecamo v zbirkah tekmovalnih nalog. Tak
nacin podajanja bo verjetno blizji matemati¢no manj izkuSenim bralcem,
saj je iz njega obicajno lazje razbrati, kako je nastala ideja za resitev
naloge. Seveda pa so predstavljene reditve Se vedno povsem pravilne in
matemati¢no korektne.

Ce vas torej zanimajo matematiéne naloge, popestrene s §¢epcem

Knjigi lahko kupite pri DMFA — zaloznistvo, Jadranska 19, Ljubljana,
ali ju naroéite po telefonu (01) 4766-553.

Martin Juvan
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ZAKRITJE

Zakritje ali okultacija (occultatio, lat. skrivanje, tajenje) v astronomiji na
splogno pomeni pojav, da prvo vesoljsko telo zakrije ali okultira drugo.
V tem primeru lezi drugo, to je zakrito telo, bolj dale¢ kot prvo telo.
Zakritje veckrat uporabljamo kot pomo¢ pri ugotavljanju, katero od dveh
vesoljskih teles, ki sta udelezeni pri zakritju, je od nas bolj oddaljeno.

7 roko zakrijmo (zastrimo) lué na steni. Kaj je od nas bolj oddaljeno,
roka ali lue?

Tako lahko Luna pri svojem navideznem meseénem gibanju na nebu
zakrije zvezde, planete, glave kometov, radijske vire, kar vse pomeni, da so
zvezde, planeti, kometi, radijski viri od nas bolj oddaljeni, kot je oddaljena
Luna.

Planet lahko zakrije zvezdo (leta 1679 je Saturn zakril zvezdo Omi-
kron Bika, 1976 je Mars zakril zvezdo Epsilon Dvojéka, 1981 pa Venera
zvezdo Sigma Strelca). Znani so primeri, da planet zakrije planet (leta
1590 je Venera zakrila Mars) ali da planet zakrije satelit, ki krozi okrog
njega (npr. da Jupiter zakrije kako svojo luno; o tem najdete podatke v
astronomskih efemeridah Nase nebo).

Najbolj znana, stevilna, raziskana in tudi pomembna so Lunina zakri-
tja zvezd. Zato tu predstavimo predvsem ta pojav (slika 1). Pri Luninem
zakritju zvezda v hipu zaide za Luno, véasih pa prav tako tudi vzide izza
nje. Ker se Luna premika glede na zvezde od zahoda proti vzhodu, zvezda
(planet ali kako drugo vesoljsko telo) izgine za Luninim vzhodnim robom
(pojav imenujemo tudi imersija), pojavi pa se izza njenega zahodnega
robu (emersija). Od mlaja mimo prvega krajca do polne lune se izginotje
zvezde torej dogaja na temnem vzhodnem robu Lune, od 5¢ipa mimo
zadnjega krajca do mlaja pa se ponovni pojav zvezde kaze na temnem
zahodnem robu.

Lunina zakritja zvezd uporabljajo za dolo¢itev natancne lege Lune,
za katero vemo (glej Presek 28, 2000-2001, 206), da ima zelo zamotano
gibanje, njeno natanéno lego pa pogosto potrebujemo v raznih izraéunih.

Lege zvezd na nebu so dolocene zelo natanéno, ker gre za tockasta
telesa z gibanji, katerih lastnosti dobro poznamo. Luna pa ni tockasta,
pravzaprav je navidezno zelo razsezno telo, pa Se njeno gibanje je zelo
tezko natanéno predvideti. Lege Lune torej ni mozno napovedati z enako
natanénostjo kot lege zvezd. Ce pa na primer izmerimo &as (trenutek), ko
Luna zakrije zvezdo, je lega tot¢ke na Luninem robu (to je zvezde, ki se
ravno dotika Luninega diska, kjer se odigra pojav) v tem ¢asu tudi znana.
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Slika 1. Ko Luna precka nebo, obcasno pride pred kaksno zvezdo v ozadju tako, da jo
zaCasno zastre in prepreéi, da bi jo opazovali — re¢emo, da Luna zakrije zvezdo. Raz-
meroma pogosto zakrije dovolj svetlo zvezdo, ki jo lahko opazujemo Ze z daljnogledom
manjse povecave.

Slika prikazuje, da bo Luna kmalu zakrila zvezdo — zgodilo se bo Lunino zakritje zvezde.
Pojav se odigra v nekaj stotinkah sekunde. Zakritje je mogo€e posneti na filmski trak, s
TV kamero, fotocelico, fotometrom, videom. Kot zanimivost naj povemo, da natanéni
pregledi posnetkov kazejo, da Luno obkroza skrajno redka atmosfera (tako redka, da bi
lahko rekli, da je nima). Pri izredno natanénem opazovanju sij zvezde nekako dve do
tri sekunde preden zvezda izgine za Lunin rob zelo rahlo pade, svetloba zvezde nekako
sibko “zamigota” oziroma zvezda “obledi”.

Na zgornji sliki je zvezda Se nekoliko navidezno oddaljena od Luninega robu; Luna se
ji navidezno priblizuje od zahoda proti vzhodu (giblje se v levo). Spodaj je zvezda tik
pred zakritjem.
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Iz teh podatkov lahko nato dolo¢imo natancéno lego Lune, pravzaprav
srediséa njenega diska ob zakritju (slika 2). Zato Lunina zakritja zvezd
pazljivo opazujejo. V preteklosti so opazovanja teh zakritij pomagala tudi
pri odkrivanju sprememb v vrtenju Zemlje.

Slika 2. K dologitvi natanéne lege Lune s pomogjo Luninega zakritja zvezde.

Zaradi Luninega gibanja glede na zvezde proti vzhodu zvezda 7Z; izgine (zaide) za
Luno — zakritje (imersija), zvezda Zo pa se pojavi (vzide) — odkritje (emersija). Zvezde
imajo kot totkasta telesa natanéno doloceni nebesni koordinati (rektascenzijo a in
deklinacijo §), Luna kot razsezno in zelo “muhasto” telo pa ne. Natané¢nejsi koordinati
Lune (pravzaprav srediséa Luninega diska) ob zakritju dobimo, da upostevamo smer
Luninega gibanja na nebu, podanega npr. s kotom &, in znanim navideznim polmerom
p Lune,

Naj ima zvezda Z; znani koordinati a; in §;. Teda] sta koordinati srediséa Th(an, dp)
Luninega diska enaki: o«p = @1 — pcose in dp = d1 — psine (o se veta v levo, & pa
navzgor). Pa &e vedno je tako dolocena lega srediséa Luninega diska priblizna, kajti
Luna se giblje zelo nepravilno. To povemo zato, da zacutite vso zamotanost Luninega
gibanja.

Nastop pojava in okoliséine Luninega zakritja zvezde, kar nekako
spominja na mrk zvezde, lahko predvidimo (izraéunamo) po posebno
zapletenih formulah (zaradi prezahtevnosti jih seveda ne navajamo).

Trenutke zakritja svetlih zvezd, vidnih z lovskim daljnogledom, pri-
nasajo stevilne astronomske efemeride. Opazovanje teh pojavov, ki jih
spremljajo na Stevilnih observatorijih, in njihova teoretiéna analiza se
uporablja za natanéno dolo¢itev osnovnih elementov tira Luninega gibanja
okrog Zemlje.
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Slika 3. Ce zvezda zaide (vzide) skoraj v
hipu, pa planet, ki je z daljnogledom viden
kot majcken disk-plosdcek, kar nekaj ¢asa za-
haja (leze) za Lunin rob (vzhaja izza robu).
Iz €asa zahajanja vesoljskega telesa za Lunin
rob je mogoée izmeriti zorni kot vesoljskega
telesa in pri znani oddaljenosti Se njegovo
velikost — premer.

Slika prikazuje vzhajanje Saturna izza Luni-
nega robu. Mimogrede, leta 1983 smo lahko
opazovali, kako je Luna zakrila planet Jupi-
ter.

Prav pred kratkim je Luna tudi zakrila neki
svetel planet. Poskusite ugotoviti, kateri.

Tudi zemljepisno dolzino je zelo
prikladno dolo¢iti po trenutku, ko Lu-
na zakrije zvezdo, saj so v nekate-
rih efemeridah navedeni potrebni po-
datki za skoraj vse svetlejSe zvezde in
sicer toéni ¢as zakritja kot tudi mesta
vstopa in izstopa zvezde za poljuben
kraj na Zemlji, kjer lahko pojav (za-
kritje ali odkritje) opazujemo.

V sredini preteklega stoletja so
Lunina zakritja zvezd zaceli upora-
bljati tudi za dolocevanje polmerov
(velikosti) zvezd. Metoda se je izka-
zala za uspesno in jo uporabljajo se
danes.

Govoriti oziroma pisati o vsem
tem pa so ze druge, kar zahtevne zgod-
be. Morda o njih kdaj drugic.

Marijan Prosen

- -
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RESITEV POZABLJENE NALOGE - s str. 290

Kolega Martin ima odliéno urejen arhiv. Sam sem medtem na “pozabljeno
nalogo” zares ze cisto pozabil. Najprej je vprasevala po prastevilu z
najdaljsim desetiskim zapisom, ki ob értanju stevk z desne ves cas ostaja
prastevilo. Izkaze se, da imajo taksna prastevila osem Stevk in da jih je
pet, namreé 23399339, 29399999, 37337999, 59393339 in 73939133. Vsa
stevila v zaporedju 23399339, 2339933, 233993, 23399, 2339, 233, 23, 2 so
prastevila, podobno velja za ostala stiri stevila.

Ce namesto na desni értamo stevke na levi, pridemo do dolzine 24 (ne
23, kot sem leta 1995 napaéno napisal v pismu Martinu!) in do enega sa-
mega prastevila, namre¢ 357686312646216567629137. Vsi ¢leni zaporedja
357686312646216567629137, 57686312646216567629137, ..., 137, 37, 7 so
prastevila.

Ce lahko értamo stevke na levi in desni, dobimo tri “najdaljsa”
prastevila (dolzine 31), in sicer

6279821572756282163864793777199 ,

8833367216294578819534799139337 ,
8939662423123592347173339993799 .

Zdaj je treba na vsakem koraku povedati, ali értamo Stevko na levi ali na

desni. Za srednje od gornjih treh stevil dobimo npr. naslednje zaporedje
prastevil:

8833367216294578819534799139337 457881953479913
833367216294578819534799139337 57881953479913
83336721629457881953479913933 7881953479913

3336721629457881953479913933 788195347991
336721629457881953479913933 88195347991
36721629457881953479913933 8195347991
6721629457881953479913933 819534799

721629457881953479913933 195634799
21629457881953479913933 9534799
2162945788195347991393 534799
216294578819534799139 53479
16294578819534799139 5347
6294578819534799139 347
294578819534799138 47
94578819534799139 7

9457881953479913
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Zanimivo: Zaporedje odlocitev, katero stevko odvreéi (prvo ali zadnjo),
je skoraj enoliéno doloéeno. Edino mozno variacijo gornjega zaporedja
dobimo, ¢e predzadnje Stevilo v levem stolpcu (94578819534799139) na-
domestimo s stevilom 29457881953479913.

Daljsih prastevil z nastetimi lastnostmi ni. Kako sem vse to ugotovil?
Seveda ne “roéno”, ampak s programom Mathematica. Stevk nisem
értal, temvec dodajal. Zacel sem z enomestnimi prastevili 2, 3, 5, T,
na desni dodajal stevke 1, 3, 7, 9 (zakaj ne tudi drugih?), na levi pa
vse razen 0. Iz mnozice tako dobljenih Stevil sem na vsakem koraku
izbral prastevila. Najve¢jo “vmesno mnozico” prastevil sem dobil, ko
sem dopuscal dodajanje na levi in desni, in sicer 15923 prastevil dolzine
13. Iz vsakega od njih lahko s értanjem Stevk na levi oz. desni (vendar
v pravilnem vrstnem redu) dobimo zaporedje trinajstih prastevil. Ali je
Stevilo prastevilo, sem preverjal s funkcijo PrimeQ+, ki je hitra, a upo-
rablja verjetnostni algoritem. Ce rece “ne”, je stevilo gotovo sestavljeno,
¢e pa rece “da”, stevilo ni nujno prastevilo. Znano je, da pri &tevilih do
10'® program ne napravi napake, vendar v tem primeru to ne zadoséa,
saj imamo opraviti z 31-mestnimi prastevili. Mathematica pozna tudi
funkcijo ProvablePrimeQ+, ki ne dela napak, je pa precej po¢asnejsa.
Zgoraj omenjena prastevila sem poiskal s funkcijo PrimeQ+, nato pa
jih preveril se s ProvablePrimeQ+, a napake ni bilo. Za preverjanje 31-
mestnega prastevila je funkcija PrimeQ+ potrebovala med 0.01s in 0.02s,
funkcija ProvablePrimeQ+ pa med 6s in 7s.

Kolega Martin me je opozoril tudi na internetno stran z naslovom
mathworld.wolfram.com/TruncatablePrime.html+, kjer dobimo e veé po-
datkov o teh prastevilih. Tako se npr. prastevila, ki pri értanju stevk z
leve ves cas ostajajo prastevila, ne moremo pa jih na levi z od nic razliéno
stevko podaljsati v prastevilo, imenujejo prastevila Henrika VIII.

Vprasanja:

1. Kako dolga prastevila z zgoraj opisanimi lastnostmi dobimo v drugih
gtevilskih sestavih (npr. trojiskem, §tiriskem, ..., Sestnajstiskem)?

2. Kako dolga prastevila dobimo, ¢e dovolimo ¢rtanje katerekoli stevke,
ne nujno prve ali zadnje?

3. Kako dolga prastevila lahko dobimo, ¢e dopuséamo tudi zapise, ki
imajo na zacetku eno ali ve¢ nicel? Primer: Stevilo 102697 4 3 je
prastevilo, §tevilo 3 pa tudi, torej je (¢e ¢rtamo stevke z leve) odgovor
vsaj 2608.

Marko Petkovsek
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ATOMI SO SESTAVLJENI

Ne bi bilo prav, ¢e v vrsti prispevkov o atomih ne bi nazadnje omenili,
da so atomi sestavljeni. Atomi so veljali za nedeljive in nesestavljene
pred poltretjim tisocletjem, ko so le razmisljali o deljivosti snovi, in v
19. stoletju, ko so z njimi pojasnili osnovne kemijske zakone. Po tej
lastnosti so dobili ime. Danes bi rekli, da so atome imeli za osnovne
delce.

Vendar so se razmeroma zgodaj pojavila osamljena nasprotna mne-
nja. André Marie Ampére je ze leta 1814 mislil, da atome sestavljajo
manjsi delci. Sledili so mu nekateri drugi francoski fiziki. ki so menili,
da atoma osrednji del z maso obdajajo stevilni “etrski delci” brez mase.
Po letu 1826 je nemski fizik in psiholog Gustav Theodor Fechner atome
primerjal z vesoljskimi telesi in trdil, da oboje povezujejo enake sile.
Wilhelm Eduard Weber! je leta 1871 opozoril na to, da med telesi v
vesolju deluje gravitacija, med deli atomov pa elektriéna sila.

Taka in podobna razmisljanja sprva niso imela opore v opazovanjih in
so jih nekateri fiziki kot izmisljotine s poudarkom odklonili. Zaradi njih je
FErnst Mach nasprotoval atomom in je prislo do spora, ki smo ga omenili
v ¢lanku Atomi in Perrinova merjenja v prejsnji stevilki Preseka. Pozneje
pa so izidi poskusov omenjene zamisli postopno podprli. Od leta 1858 so
Julius Pliicker in drugi fiziki raziskovali elektriéni tok v razredcenih plinih.
Opazovali so katodne zarke, svetel pramen, ki je izhajal iz katode, to je
negativne elektrode v stekleni cevi z razredéenim plinom. Nanj je bilo
mogoce vplivati z magnetom. Vecina nemskih fizikov je mislila, da gre
za nekaksno valovanje, vecina angleskih pa stavila na naelektrene delce.
Leta 1897 se je Joseph John Thomson z odklanjanjem v elektricnem in
magnetnem polju preprical, da so katodni zarki negativno naelektreni delci
s skoraj dvatisockrat manjSo maso od vodikovega atoma. Pozneje so jih
imenovali elektroni. K temu spoznanju, ki se je le pocasi uveljavilo, je
prispevalo veliko fizikov.?

Iz leta 1897 izvirajo tudi poskusi, ki so nakazali, da so elektroni
sestavni del atomov. Pieter Zeeman je raziskoval sevanje natrijeve pare
v magnetnem polju. Z mocénim magnetom in odbojno uklonsko mrezico
je ugotovil, da se rumena natrijeva spektralna érta v magnetnem polju

! Po njem ima ime enota za magnetni pretok. Bil je starejsi brat fiziologa Ernsta
Heinricha Webra, ki si je zamislil Weber-Fechnerjev zakon, da je odziv, npr. v ocesu
ali usesu, sorazmeren z logaritmom drazljaja.

2 Curek elektronov, ki ga pospesi napetost 10 tisoé voltov in veé, ustvari sliko na
zaslonu televizijskega sprejemnika ali racunalnika.
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razsiri. Kadmijeva spektralna érta pa se je v moénem magnetnem polju
razcepila na dve bliznji érti, ¢e je opazoval svetlobo v smeri magnetnega
polja, in na tri, ¢e je opazoval svetlobo pravokotno na to smer. Antoon
Hendrik Lorentz, kateremu je porocal o svojih opazovanjih, je pojav teo-
reticno pojasnil.

Lorentzov ra¢un. Elektron z negativnim osnovnim nabojem —eq, ki so
ga poznali od merjenj pri elektrolizi, in maso m naj v doloeni smeri
niha s frekvenco v in s to frekvenco krozi po krogu s polmerom r v
ravnini, pravokotni na to smer. Elektron veze na atom centripetalna
elektricna sila Ze? /dmsr? = m(2mv)?r. Pri tem je Z stevilo pozitivnih
osnovih nabojev v atomu in £¢ influenéna konstanta. Magnetno polje
z gostoto B ne vpliva na elektron, ki niha v smeri polja. Z majhno
dodatno silo egvB pa deluje na elektron, ki krozi v pravokotni ravnini s
hitrostjo v = 2wvr. Smer sile je odvisna od smisla krozenja. Magnetna
sila malo poveca centripetalno silo ali jo malo zmanjsa in zaradi tega
krozi elektron malo hitreje ali malo pocasneje. Frekvenca nihajocega
elektrona se v magnetnem polju ne spremeni, frekvenca krozecega elek-
trona pa se spremeni za +dv:

2
Zey + 27veor B = m(2n)% (v + 6v)*r = m(2nv)?r + dnPmr - 0oy
4dmegr?
in
B €p
v=—- -—.
"Tmm

Clen s (6v)? smo zanemarili. Izid ra¢una je dobro opisal izide pri
merjenju in specificni naboj eg/m pri tem Zeemanovem pojavu se je v
okviru natanénosti pri merjenju ujemal s specificnim nabojem katodnih
zarkov,

V tistem ¢asu so uspela Se druga odkritja. Leta 1895 je Conrad
Wilhelm Réntgen odkril rentgensko svetlobo in leto zatem Henri Beequerel
radioaktivnost. Prva leta naslednjega stoletja so dala spoznanje, da so
delci 3. ki jih oddajajo radioaktivne snovi, elektroni in delci e helijevi ioni.
Zacela se je uveljavljati misel, da so atomi sestavljeni in da jih sestavljajo
elektroni. Atomi so navzven elektriéno nevtralni, zato jih poleg negativnih
elektronov sestavlja tudi pozitivni elektriéni naboj. Ker imajo elektroni
zelo majhno maso, odpade domala vsa masa atoma na pozitivni naboj.
O tem tedaj ni bilo eksperimentalnih podatkov, zato so si zamislili veliko
razliénih atomskih modelov.
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V letih 1903 in 1904 si je J. J.
Thomson predstavljal, da je pozitivni
naboj enakomerno porazdeljen po vsem
atomu in elektroni v njem mirujejo “kot
cesplje v pudingu”. V tem casu je ja-
ponski fizik Hantaro Nagaoka predlagal
drugacen model (slika 1). V njem se
okoli majhnega osrednjega pozitivnega
naboja giblje ve¢ skupin elektronov.
Sevanje atomov je pojasnil z dodatnim

nihanjem teh skupin s frekvenco izse-

vane svetlobe. Nekateri drugi fiziki so Slika 1. Model atoma, ki ga je v letih

vztrajali pri pozitivnem naboju, poraz- éig_g I:Lﬂﬁg?i:g?ﬁ"f;; d}ézgﬁzr?a:;?i;

deljenem po vsem atomu, in so poskusili  James Clerka Maxwella o Saturnovih

pojasniti sevanje atomov z motnjami v  obrocih, zato so ga imenovali satur-
: : novski model.

gibanju elektronov.

Na ingtitutu Ernesta Rutherforda v Manchestru sta Hans Geiger in
Ernest Marsden v letih 1908 in 1909 opazovala prehod delcev a skozi
zelo tanke kovinske listice. Malostevilni delci a so se na listicih odklonili
za velik kot (slika 2). Nekateri so se celo odbili. Iz tega je izhajalo,
da pozitivni naboj atoma deluje na delec a z veliko silo. Zato mora
biti pozitivni naboj v atomu zbran v zelo majhnem prostoru (slika 3).

Slika 2. Prispodoba za gibanje delca v v atomu, v katerem bi pozitivni naboj izpolnil
ves atom (levo), in v atomu 2z jedrom (desno). Elektriéni potencialni energiji delca o
priredimo tezno potencialno energijo in si mislimo, da zakotalimo kroglico proti hribu.
(Na desni je hrib tako visok, da ves ne pride na risbo in smo ga zato odrezali.) V
prvem primeru bi se delci a le neznatno odklonili o prvotne smeri, v drugem pa se
nekateri moéno odklonijo. Le z drugim je mogoée opisati opazovano vedenje delcev a
pri prehodu skozi tanek kovinski listic. Polmera atoma in jedra nista narisani v pravem
TAZITIET]1L.
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Slika 3. Elektricna sila (levo) in potencialna energija (desno) naelektrenega delca v
enakomernem oblaku pozitivnega naboja v odvisnosti od oddaljenosti od srediséa.
Koli¢ini smo izracunali za tockast delec, medtem ko je delec a jedro helija s polmerom
1,7-107'% m. Na navpiéno os smo nanesli razmerji F/Fg in W /W, €e sta Fg sila
in Wy, potencialna energija na robu oblaka pri r = R, na vodoravno os pa r/R.

Rutherford je leta 1911 zapisal: “Da bi pojasnili te in druge izide, moramo
privzeti, da gre naelektreni delec v atomu skozi mocno elektriéno polje.
Gibanje tega delca obravnavamo za vrsto atoma, ki ga sestavlja osrednji
elektri¢ni naboj, zbran v tocki in ki ga obdaja enakomeren krogelni naboj
drugega znaka enake velikosti.” Tako je v fiziko stopilo atomsko jedro.

Sila med naelektrenima delcema in potencialna energija. Na tockast

delec z nabojem Z,ep deluje delec z nabojem Zjey in polmerom R z
odbojno silo

2
Pl o Oxt<l tholee Fy oh R,
R 72
Fr = Z1Z2€2/4meoR? je sila na robu naboja pri 7 = R.

Elektriéna potencialna energija je
R
Wp:(g&g—;f)wpﬁ pri 0<r<R in W,==W,p pri r>R.

Wyr = Z3 Zyel/AwegR je potencialna energija na robu naboja pri r =
= R. Za delec a je Z; = 2 in za atom zlata Z; = 79. Atom zlata
ima polmer 1,44-1071° m, jedro zlata z relativno atomsko maso 197 pa
6,40-1071® m. Poenostavljeno smo vzeli, da je delec a tockast, medtem
ko ima jedro helija polmer 1,7- 107! m.
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Odbojna elektricna sila na robu jedra je (1,44-10719/6,4-10715)% =
= 5- 10%-krat veéja od sile na robu atoma, ki bi ga enakomerno izpol-
njeval enak pozitivni elektri¢ni naboj. Elektriéna sila na robu atoma,
ki bi enakomerno izpolnjeval pozitivni elektriéni naboj, ne more znatno
odkloniti hitrega delca a.. Velik odklon delca pri prehodu skozi kovinski
listic lahko pojasni le velika sila na veliko manjsem jedru. Potencialna
energija na robu jedra je 1,44-107'9/6,4.1071° = 2,3 - 10%-krat vecja
od potencialne energije na robu atoma, ki bi ga enakomerno izpolnjeval
pozitivni naboj. Negativnih elektronov ni treba upostevati, ker imajo
zelo majhno maso in jih delec @ z veliko kineti¢no energijo brez tezave
odrine iz atoma. Pri tem se samo malo zmanjsa njegova kinetiéna
energija.

Delec a, za katerega je Rutherford ugotovil, da se giblje s hitrostjo
vg = 2,09-10" m/s in ima maso M = 4-1,6-107%7 kg, se odbije od jedra
zlata, ko se mu pribliza do najmanjse razdalje sredis¢ rp. V tej raz-
dalji je potencialna energija enaka kineticni energiji: Z; Zoe /dmeqry =
= Wy, = 1 Mv3. Pri tem vzamemo, da ostane jedro pri miru. Dobimo

Zl ZQC%
M=
dregWi

Izid je pokazal, da je jedro veliko manjse od atoma. Z danasnjim
podatkom za jedro zlata bi se delec a zapicil v jedro.

=25-100Y m.

Spocetka niso poznali stevila elektronov v atomu in so ga precenjevali.
Rutherford je po prehodu delcev « skozi tanek listic zlata sklepal, da je v
atomu zlata sto (namesto 79) elektronov in ima jedro zlata sto (namesto
79) pozitivnih osnovnih nabojev. Nekateri so trdili, da je stevilo elektro-
nov v atomu enako polovici relativne atomske mase. Pozneje so uvideli,
da stevilo elektronov v atomu in Stevilo pozitivnih osnovnih nabojev v
jedru dolo¢a vrstno ali atomsko stevilo, to je zaporedno Stevilko elementa
v periodni preglednici.

Rutherford je spoéetka dopustil moznost, da so elektroni razporejeni
po vsem atomu in mirujejo. Z Osonéjem so atom zaceli primerjati pozneje.
Tedaj so se zavedali pomanjkljivosti modela. Elektroni v atomu z jedrom
ne morejo mirovati in njihovo gibanje je pospeseno, saj je tudi enakomerno
krozenje pospeseno gibanje. Pospeseno se gibajoéi naelektreni delec pa
seva in s tem izgublja energijo. Zaradi sevanja bi se zmanjsevala energija
atoma, elektroni bi se priblizali jedru in nazadnje padli vanj.
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Na to, da so atomi sestavljeni, bi lahko sklepali Ze po periodni
preglednici elementov, ki jo je sestavil Dimitrij I. Mendelejev leta 1869.
Ce obstaja veliko razliécnih delcev, ki veljajo za osnovne, in jih je
mogoce razvrstiti v urejeno preglednico, ti delci niso osnovni, ampak
sestavljeni. Spoznanja ne moremo imeti za zakon narave, a se je doslej
obneslo. Uporabili so ga pri atomskih jedrih, ki jih sestavljajo protoni in
nevtroni, in pri protonih, nevtronih in sorodnih delcih, ki jih sestavljajo
kvarki. Po izkuSnjah z atomi nas ne preseneti, ¢e nekateri fiziki ze
domnevajo, da so tudi kvarki sestavljeni, ¢eprav za to nimajo trdne
eksperimentalne opore.

Fiziki so se znasli v zagati, saj so atomi obstojni. Resitev je ponudil
nov naéin razmisljanja. Max Planck je leta 1900 sevanje crnega telesa,
to je telesa, ki absorbira vse vpadno sevanje in ki od vseh teles pri dani
temperaturi najmoéneje seva, pojasnil z nenavadno zamislijo. Sevanje
izmenjuje energijo s steno telesa le v obrokih, energijskih kvantih, ki
so jih pozneje imenovali fotoni. Arthur Erich Haas z Dunaja leta 1910
in John William Nicholson iz Londona in Oxforda leto zatem sta med
prvimi poskusila po novem pojasniti gibanje elektronov v atomu. To je
uspelo leta 1913 Nielsu Bohru, ki je bil od vsega zacetka prepri¢an, da
gibanja elektronov v atomih ne bo mogoce pojasniti po starem, klasicno.
V klasi¢éni elektrodinamiki naelektreni delci sevajo elektromagnetno va-
lovanje s frekvenco, ki se ujema s frekvenco njihovega krozenja ali ni-
hanja. Bohr se je naslonil na Planckovo kvantno zamisel in privzel, da
v vodikovem atomu elektron lahko krozi okoli jedra samo po krogih z
doloéenim polmerom, ko ima doloceno energijo. Seva le, ko z enega od
krogov preide na manjsi krog in pri tem razliko energij prevzame foton. S
tem je dosegel, da se je frekvenca izsevane svetlobe razlikovala od frekvence
krozenja elektronov. Bohrov podvig bi morda kazalo opisati posebej drugo
leto ob devetdesetletnici. Za zdaj se zadovoljimo s spoznanjem, da atome
sestavljajo elektroni, jedra in moéno elektri¢no polje med njimi.

Okvirni razvoj spoznanj o zgradbi atomov je opozoril na to, da se je
zamisel o osrednjem delu atoma pojavila, ko Se ni imela eksperimentalne
opore. V fiziki danes ne zavrzemo takih zamisli, kakor je zahteval Mach,
zavedamo pa se, da jih merjenja ne podpirajo. Dokonéno sprejmemo samo
tisto, kar podpirajo merjenja. K spoznanju, da sestavljajo atome elektroni
in jedra je prispevalo veliko veé fizikov, kot smo jih omenili. Njihovi koraki
so §li v razliéne smeri in pogosto se je Sele po daljsem casu pokazalo, kateri
SO uspesni.

Janez Strnad
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EVARISTE GALOIS (1811-1832) —
Svetli komet na matemati¢cnem nebu 19. stoletja

Tragicno zgodbo norveskega matema-
tika Nielsa Henrika Abela, opisano v
prejsnji Stevilki Preseka, malodane vsi
pisci zgodovine matematike 19. stoletja
primerjajo s temno usodo drugega mate-
mati¢nega genija tistega casa, Francoza
Evarista Galoisa. Njuni kratki zivljenji
sta se éasovno deloma pokrivali, delovala
sta v veliki meri na istih matemati¢nih
podrocjih, oba sta umrla zelo mlada.
Toda Abela je ubila reviéina, Galois pa je
umrl po neumnem. Padel je v dvoboju,
star komaj enaindvajset let in pol. Te
dni (31. maja) mineva 170 let od njegove
smrti.

Evariste Galois se je rodil na obrobju Pariza, v kraju Bourg-la-Reine,
kjer je bil njegov oce Nicolas-Gabriel Galois Zupan. Evaristova izobrazena
starSa sta bila brez matematiénega talenta, je pa sin po njiju podedoval
nespravljivo mrznjo do tiranije. Kaze, da je imel sreéno otrostvo.

Dvanajstleten se je Galois vpisal na licej Louis-le-Grand v Parizu.
Dotlej ga je, v nekoliko ekscentriénem filozofskem duhu, poucevala mama
Adelaide-Marie Demante, Ker se na liceju ni hotel podvreci trdi disciplini,
ki sta jo v ¢asu restavracije solam vsilili oblast in Cerkev, je kljub bistrosti
veljal za problemati¢nega ucenca.

V Soli se je pravzaprav prvic srecal z matematiko. Toda ni ga zani-
mala algebra, kakrino so tedaj poucevali v Solah, prevzela ga je Legen-
drova Géométrie. Petnajstletnik jo je na dusek prestudiral in nadaljeval
z branjem Lagrangejevih del, s ¢imer si je pridobil solidne matematicne
osnove. Ob vzpodbudi odlicnega uéitelja matematike Louis-Paul-Emila
Richarda je odkril svoj matematicni talent. Ko je bil star 17 let, je zacel
studirati najnovejsa dela iz teorije enach, teorije stevil in teorije eliptiénih
funkeij. Redno Solsko delo je puscal ob strani. V ta ¢as sodi tudi njegov
prvi objavljeni ¢lanek, v katerem je dopolnil neki Lagrangeov rezultat o
veriznih ulomkih.

Ne da bi poznal Abelove rezultate, je leta 1828, podobno kot Abel
osem let pred njim, najprej napak verjel, da je za splosno algebrsko
enacho pete stopnje nasel resitev z radikali. Hitro je uvidel svojo zmoto,
nadaljeval s teorijo algebrskih enacb na povsem novih osnovah, dokler ni
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uspesno pojasnil splosnega problema z uporabo teorije grup. Dobljene
rezultate je maja 1829 predlozil francoski akademiji znanosti. Ocenil naj
bi jih zanje najprimernejsi razsodnik, Augustin Cauchy.

Sledili so dogodki, ki so iznicili blestec¢i zacetek in pustili globoke
sledi v osebnosti mladega matematika. Najprej je njegov oce, preganjan
in zintrigiran zaradi svojega liberalnega delovanja, v zacetku julija 1829
napravil samomor. Mesec kasneje je Galois padel na sprejemnem izpitu
za Ecole polytechnique, ker je pri matematiénem delu izpita odklonil,
da bi odgovarjal na nacin, ki so ga zahtevali izprasevalci. Ko je tako
izgubil upanje, da bi nadaljeval Solanje na Soli z visokim znanstvenim
ugledom in liberalno tradicijo, materi velikih francoskih matematikov,
se je prijavil na Ecole préparatoires, danasnjo Ecole normale supériere,
ki je vzgajala bodoce srednjesolske ucitelje. Novembra 1829 je bil na
solo sprejet predvsem zaradi odliéne ocene iz matematike pri sprejemnem
izpitu.

Priblizno tedaj je Galois iz Bulletin des sciences mathématiques iz-
vedel za nedavno Abelovo smrt in, kar je pomenilo nov udarec, da Abelov
zadnji objavljeni ¢lanek vsebuje precej rezultatov, ki jih je on sam, kot
originalne, predlozil akademiji v oceno. Cauchy je Galoisu svetoval, naj
svoje delo popravi, tako da bo uposteval Abelove raziskave nasploh in
tudi njegove najnovejse rezultate. Tako je nastal nov tekst, ki ga je
Galois predlozil akademiji februarja 1930, upajoé, da bo zanj prejel veliko
nagrado akademije za tisto leto. Toda delo se je nesrecno izgubilo, ko je
njegov ocenjevalec, to pot Joseph Fourier, nenadoma umrl. Nepricakovano
odstranjen iz natecaja za nagrado je bil Galois preprican, da gre za nacrtno
preganjanje, tako s strani uradne znanosti kot druzbe nasploh. Nekaj
rezultatov iz izgubljenega dela, ki so se mu ohranili v zapiskih, je aprila
1830 objavil v Bulletin des sciences mathématiques in nato do junija se dva
¢lanka. To dokazuje, da je kljub smoli, ki ga je spremljala, kot matematik
ze stopal iz anonimnosti.

Burzoazna revolucija julija 1830, ki je pometla z Bourboni in ustolicila
Louisa Philippa, je ostro vplivala tudi na Galoisovo zivljensko pot. Eva-
riste se je strastno zagrizel v politiko, seveda na strani republikancev.
CedalJe teze je prenasal strogo disciplino na Ecole préparatoires, ki je di-
jakom prepovedovala udelezbo na demonstracijah, objavil v opozicijskem
casopisu divji ¢lanek proti direktorju Sole — in bil decembra 1830 iz Sole
izkljucen.

Prepuséen sam sebi je Galois veéino svojega ¢asa posvetil politiéni
propagandi ter sodeloval v demonstracijah in neredih, ki so tedaj pretresali
Pariz. Do neke mere je nadaljeval tudi matematiéno delo. Objavil je
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krajsi ¢lanek iz analize in daljsi élanek o pouku naravoslovja. Na Poisso-
novo pobudo je v naglici napisal novo verzijo svoje razprave o reSevanju
algebrskih enacbh in jo januarja 1831 predlozil akademiji. Poisson je o tem
najpomembnejsem Galoisovem delu porocal v zacetku julija. Menil je, da
del prikazanih rezultatov lahko najdemo v nedavno posmrtno objavljenih
Abelovih élankih, ostanek pa je nerazumljiv. Globoko nepraviéna ocena,
kot se je izkazalo kasneje, je lahko samo Se zakrknila mladega Galoisa v
njegovi upornosti.

9. maj 1831 je pomenil zacetek konca. Galoisa so aretirali, ker je
v zdravici na banketu republikancev zazelel smrt kralju, a ga je dober
odvetnik izvlekel iz zapora. Med republikanskimi demonstracijami ob
obletnici francoske revolucije 14. julija istega leta je bil Galois ponovno
aretiran in pridrzan v zaporu Sainte-Pélagie, kjer je v neprimernih razme-
rah nadaljeval z matematiénimi raziskavami. Popravil je svojo razpravo
o reSevanju algebrskih ena¢b in se ukvarjal z uporabo svoje teorije ter
z eliptiénimi funkcijami. Marca 1832 so ga zaradi grozece nevarnosti
epidemije kolere preselili v bolnisnico. Tam je v svobodnejsem ozracju,
tudi z moznostjo izhoda, urejeval svoja matemati¢na dognanja, napisal
nekaj esejev o filozofiji znanosti in se zapletel v ljubezensko afero, katere
nesrecni razplet je njega in njegov ponos hudo prizadel. V nerazjasnjenih
okolis¢inah, ki so sledile tej zgodbi, je bil izzvan na dvoboj.

V slutnji bliznje smrti je Galois 29. maja, na predvecer dvoboja,
napisal nekaj obupanih pisem svojim republikanskim prijateljem, hlastno
uredil svoje matematiéne zapiske, namenjene akademiji, in prijatelju Au-
gustu Chevalierju napisal oporocno pismo, tragiéni dokument, v katerem
je poskusal skicirati glavne rezultate svojih najnovejsih matematicnih
dognanj. Zavedajo¢ se pomembnosti svojih zadnjih odkritij, je prosil
Chevalierja, naj pismo izro¢i ali Gaussu ali Jacobiju. Ne v potrditev
pravilnosti rezultatov, ampak v oceno njihove vrednosti za razvoj mate-
matike. Ob zori, 30. maja, je bil v dvoboju smrtno ranjen. Prepeljali so ga
v bolnisnico, kjer je naslednjega dne umrl. Njegov pogreb 2. junija je bil
priloznost za republikanske demonstracije, predhodnico krvavih nemirov
naslednje dni v Parizu.

Kaze, da se noben od Galoisovih sodobnikov ni zares zavedal vre-
dnosti dela mladega matematika. Cauchy. ki je bil sposoben dojeti nje-
gov pomen, je videl le prve orise, saj je kot vnet pristas3 Bourbonov ze
septembra 1830 zapustil Francijo. Nekaj ¢lankov, ki jih je Galois e za
zivljenja objavil, ni nudilo dovolj vpogleda v njegovo delo. Se posebej ne
v teorijo algebrskih enach, ki jo je zavrgel Poisson. Tudi objava slovitega
oporocnega pisma septembra 1832 ni pritegnila zasluzene pozornosti. Ko-
likor je znano. pismo nikoli ni prislo niti do Gaussa niti do Jacobija.
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Sele septembra 1843 je Joseph Liouville, ki je pripravljal Galoisove
rokopise za objavo, uradno obvestil francosko akademijo, da je Galois
v oporocnem pismu dejansko resil problem o dolo¢itvi vseh enach, ki
jih lahko regimo z radikali.! Kljub temu sta delo, ki je bilo 1931. leta
predlozeno Poissonu, in ¢lanek o resljivosti primitivnih enach z radikali
izsla Sele jeseni leta 1846 v Journal mathématiques pures et appliquées.

Tako je sele stirinajst let po Galoisovi smrti matematicéni svet izvedel
za najpomembnejsa odkritja mladega matematika, ki so nato bistveno
vplivala na razvoj moderne matematike. Teorija grup, ki jo je Galois razvil
za reSevanje problema algebrskih enacb, je bila kljué¢ do moderne algebre
in moderne geometrije. Danes velja Galoisova teorija in njen povezujoci
princip za enega najvidnejsih dosezkov v matematiki 19. stoletja. Seveda
se njene razlage v Preseku Se zdale¢ ne moremo dotakniti.

Marija Vencelj

POVEZANA KRIPTARITMA
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tako, da v obeh nadomestite enake érke z enakimi desetiskimi tevkami,
razliéne z razlicnimi. (Odgovor je na str. 364)

Marija Vencelj

ROJSTNE LETNICE PETTH MATEMATIKOV

Pred 180 leti so hkrati ziveli: norveski matematik Abel, nemska matema-
tika Gauss in Jacobi ter francoska matematika Cauchy in Galois.

Tistega leta so bili vsi skupaj stari 127 let. Skupna starost prvih treh
je bila tedaj 83 let, zadnji trije so bili skupaj stari 62 let. Poiscite njihove
rojstne letnice. (Odgovor je na str. 364)

Marija Vencelj

1V zapisu o Abelu v prejénji stevilki Preseka smo izvedeli, da se je s tem problemom
ukvarjal ze Abel, a je delo na njem prekinil zaradi slovitega matematicnega dvoboja =z
Jacobijem.
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ZVEZDE, KI SE DOTAKNEJO OBZORJA

Med nadobzornicami, to je zvezdami, ki so stalno nad obzorjem, so po-
sebno zanimive tiste, ki se pri svojem navideznem dnevnem krozenju v
kaksnem kraju dotaknejo obzorja (horizonta).

Oglejmo si idealno situacijo. Recimo, da v dolocenem kraju na
severni zemeljski poluti opazujemo taksno zvezdo. Ko pride v spodnjo
kulminacijo (prehod ¢ez krajevni meridian), se dotakne idealnega obzorja
natanko na severu (slika 1). Njen visinski kot je tedaj nic.

Z

zg. kulminacija

sp. kulminacija

oot
torizont meridian

7

Slika 1. Navidezna dnevna pot nadobzornic ¥q,¥a2,¥s,..., ki se v danem kraju na
severni zemeljski poluti dotaknejo obzorja.

Pa izpeljimo pogoj, ki velja za te zvezde. Ker je visinski kot taksne
zvezde v spodnji kulminaciji enak ni¢, hitro razberemo (slika 2), da je
6 — (90° — ¢) = 0, od koder sledi § + ¢ = 90°. Velja torej, da sta dekli-
nacija d (§ > 0) zvezde in zemljepisna sirina kraja ¢ (¢ > 0) na severni
zemeljski poluti komplementarni.

Poglejmo razmere pri nas, kjer za vso Slovenijo lahko vzamemo kar
w = 46°. Sledi, da je 6 = 44°. Tako imajo torej vse zvezde, ki lezijo
na nebesnem vzporedniku z deklinacijo 44°, v nasih krajih lastnost, ki je
zapisana v naslovu — dotaknejo se idealnega obzorja.
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Slika 2. K izpeljavi enacbe (pogoja) za nadobzornice, ki se v danem kraju (¢ > 0)
dotaknejo obzorja.

Zelo zanimiv primer nastopi, ko je § = ¢ = 45°. V tem primeru
so vse zvezde, ki se dotaknejo obzorja, hkrati Se zenitne, saj se njihova
zgornja kulminacija odigra prav nad naSo glavo, v zenitu (glej prispevek
Zenitne zvezde v prejsnji §tevilki Preseka).

Da bi si utrdili snov, predlagam naslednje naloge:
1. Kako je z nadobzornico, ki se dotakne idealnega obzorja v kraju z
zemljepisno Sirino:
a) p=0°,
b) p=90°7
2. Koliksna je deklinacija nadobzornice, ki se dotakne idealnega obzorja

v kraju z zemljepisno §irino ¢ = 30°? Dnevno pot nadobzornice
(ustrezni nebesni vzporednik) nakazi le shematiéno z daljico.

3. Kolikdna je deklinacija nadobzornice, ki se dotakne obzorja v kraju
z zemljepisno §irino ¢ = 75°7 Dnevno pot nadobzornice (ustrezni
nebesni vzporednik) nakazi le shemati¢no z daljico.

Marijan Prosen
Resitve so na strani 366.
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ZALIVSKI TOK SLABI

Morski tokovi nastanejo predvsem zaradi razlike v gostoti morske vode,
ki nastane zaradi razlik v temperaturi in slanosti. Poleg tega nastajajo
morski tokovi zaradi vetrov in nekaterih manj pomembnih vplivov.

Od juzne obale Floride te¢e iz Mehiskega zaliva v smeri proti seve-
rovzhodu zelo mo¢an morski tok, imenovan Zalivski tok. Pri rtu Hateras,
to je pri 35° severne Sirine, ima hitrost 2,5 m/s, pretok pa je 80 milijo-
nov m?/s. Jugovzhodno od Nove Funlandije se razcepi tako, da del tece
proti vzhodu, del pa nadaljuje pot proti severovzhodu in ogreva severni
del Atlantika, zlasti severno obalo Skandinavskega polotoka. Voda, ki se
ob dotiku s polarnim ledom ohladi, se zaradi povecane gostote potopi in
se z globinskimi morskimi tokovi vraéa nazaj proti jugozahodu, kjer se
segreje in dviga ter krepi Zalivski tok. Vzhodna veja se pred Spansko
obalo obrne proti jugu, nato pa v loku zavije proti zahodu in ponovno
precka Atlantski ocean. Pred Velikimi Antili se tok razcepi. Juzna veja
tece skozi Karibsko morje v Mehiski zaliv, kjer zavije proti severovzhodu,
severna pa tete ob Zahodni Indiji proti jugu Floride, kjer se obe veji
zdruzita in napajata glavno vejo Zalivskega toka. (Zemljevid morskih
tokov v severnem Atlantiku najdete na II. strani ovitka; op. ur.)

Na smer morskih tokov odlocilno vpliva Coriolisova sila, ki nastaja
zaradi vrtenja Zemlje in deluje na telo, ki se po povrdini Zemlje giblje
premocrtno. Ta sila, ki je usmerjena pravokotno na smer hitrosti, je enaka

F =2mwusing, (1)

kjer je m masa telesa, w kotna hitrost vrtenja Zemlje, v vodoravna rela-
tivna hitrost telesa glede na povriino Zemlje in ¢ geografska Sirina. Na
severni polobli je usmerjena proti vzhodu, ¢e se telo giblje proti severu,
ce se telo giblje proti vzhodu, je usmerjena proti jugu. Zato Zalivski
tok tece proti severovzhodu in ne proti severu, kot ga poganja razlika v
gostoti vode. Globinski morski tok hladne vode pa iz podobnega razloga
tece proti jugozahodu in ne proti jugu.

Zaradi Coriolisove sile ne more nastati morski tok, ampak le spre-
memba smeri gibajoce se tocke. Ker je Coriolisova sila usmerjena pra-
vokotno na smer hitrosti, se zaradi nje prosto gibajoca tocka navidezno
giblje priblizno po kroznici. Od kroznice odstopa na eni strani zaradi
morebitne spremembe velikosti relativne hitrosti, na drugi strani pa zato,
ker se jakost Coriolisove sile spreminja z geografsko sirino. Ta odstopanja
so posebno velika v blizini ekvatorja. Zaradi Coriolisove sile je v vsakem
od treh oceanov severno od ekvatorja velik morski vrtinec v smeri urinega
kazalca, juzno od ekvatorja pa v nasprotni smeri.
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Vzemimo primer Zalivskega toka ob jugovzhodni obali Floride, kjer
otok Grand Bahama preprecuje, da bi se tok usmeril proti vzhodu. Pri
26° severne Sirine ima tok smer proti severu in pretok 30 milijonov m? /s,
kar da masni pretok M = 30 milijonov t/s. Zanima nas, koliksna bo¢na
Coriolisova sila odpade na meter toka.

Maso vode, ki se pretaka na razdalji enega metra, dobimo tako, da
sekundni pretok M delimo s hitrostjo v. Torej je

M
m=—.

v
Zaradi krozenja Zemlje okrog Sonca se Zemlja v enem dnevu zavrti okrog
svoje osi nekaj manj kot za en obrat. Ce upostevamo, da je na 100 let
24 prestopnih let, uvidimo, da v 365,24 dneva Zemlja obkrozi Sonce. V
tem casu se zavrti 366,24-krat, zato za en obrat potrebuje 86 164 sekund.
Kotna hitrost w je enaka

_ 2
T 86164 s

Pri nasi oceni seveda ne potrebujemo tako natanéne vrednosti za kotno
hitrost. Iz (1) izhaja, da je iskana sila enaka

w = 0,000072921 s~ .

F =2Muwsinp = 1918 kN/m .

Ce bi vedeli, koliken tok odpade na meter globine, bi lahko ocenili boéni
tlak. Grobo oceno dobimo, ée vzamemo, da tok sega do globine 400 m in
da je v vseh globinah do 400 m enako moéan. Potem sila 1918 kN odpade
na 400 m?, kar da tlak priblizno 4800 N/m?.

Poglejmo Se, za koliko bi se v nasem primeru masna tocka, ki se
premika s hitrostjo 2 m/s proti severu, zaradi Coriolisove sile v eni minuti
pomaknila proti vzhodu, ¢e nanjo ne bi delovale druge sile. Pri majhnih
premikih smemo vzeti, da imamo enakomerno pospeseno gibanje, zato je
premik p priblizno enak

at?
p = .7 = w’utz sin 26° = 0,23 m.,

kjer je a Coriolisov pospesek, ki je enak 2wwv sin ¢. V 60 sekundah se tocka
premakne 120 m proti severu in 0,23 m proti vzhodu. Smer gibanja se
spreminja, s tem se tudi smer pospeska spreminja, kar smo pri nasi oceni
zanemarili.

Med Ferskimi otoki in severno Skotsko je razmeroma blizu gladine
hrbet, ki ima 840 m globoko zarezo. Skozi to odprtino tece manjsi del
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hladnega globinskega morskega toka iz Norveskega morja v Atlantski
ocean. Tok skozi to zarezo ima jakost okrog 2 milijona m®/s. V primerjavi
z rekami je to ogromen tok, saj vse reke odvedejo v morja le okrog 1,5 mi-
lijona m? vode v sekundi. Bogi Hansen in sodelavei ribiskega instituta
v Torshavnu na Ferskih otokih od novembra 1995 na osnovi meritev
ugotavljajo koli¢ino vode, ki tece skozi omenjeno zarezo. Ocenjujejo, da
se ta pretok letno zmanjsa za 2 do 4%, in da se je v zadnjih 50 letih jakost
severnoatlantske veje Zalivskega toka zmanjsala za 20%.

ZmanjSevanje jakosti morskega toka je povezano s splosnim segre-
vanjem. Koli¢ina padavin se ve¢a, izhlapevanje pa se ve¢a predvsem v
tropskem in zmernem pasu, v arktiénih predelih se bistveno ne veca. Za-
radi povecane kolicine padavin se tudi recni dotok sladke vode v arktiéna
morja veca. Tam, kjer je morje stalno pokrito z ledom, so padavine v obliki
snega. Ce so temperature skozi vse leto pod 0° C, se ta sneg spreminja
v led, ki se tali v dotiku z morsko vodo. V zadnjih letih se stali ve¢
tako nastalega sladkovodnega ledu, kot ga nastane, saj se z ledom pokrite
povrsine manjsajo, hkrati pa se manjsa debelina ledu. Poveéana koli¢ina
padavin in taljenje plavajocega sladkovodnega ledu povzrocata znizevanje
koncentracije soli in s tem gostote vode v arkticnih morjih. Zato se manjsa
razlika v gostoti vode v arktiénih morjih in tople vode v ekvatorialnih
morjih. Ta razlika pa poganja Zalivski tok.

Ob upostevanju Coriolisovih sil so z modeli ugotovili, da sibak tok
skozi severni Atlantik ne more obstajati. Ce bi se jakost toka zmanjsala
na 30% prvotne jakosti, bi se po teh ugotovitvah Zalivski tok pri Novi
Funlandiji v celoti usmeril proti vzhodu.

V pleistocenu, ki se je zacel pred 1,7 milijona leti in konéal pred deset
tisoé leti, se je severnoatlantska veja Zalivskega toka nekajkrat nenadoma
ustavila, zaradi cesar se je del severne Evrope prekril z ledom. Ker
z ledom pokrite povrsine odbijajo ve¢ son¢ne svetlobe, se je popreéna
temperatura na Zemlji znizala. Zadnja taka ledena doba se je koncala
pred priblizno deset tiso¢ leti. Tudi v holocenu, ki sledi pleistocenu, se je
Zalivski tok nekajkrat upocasnil, kar je povzrocilo majhne ledene dobe. V
17. stoletju je na primer Temza v Londonu vsako zimo zamrznila, kar se
je v 20. stoletju zgodilo samo enkrat. Sedanje slabitve severnoatlantskega
morskega toka zaradi splosnega segrevanja ne obéutimo kot ohladitev,
popolna ustavitev pa bi imela hude posledice za severno Evropo, ker bi se
kljub splosnemu segrevanju nenadoma moéno ohladilo.

Tvan Mesko
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ULAMOVA SPIRALA

Razporeditvi naravnih stevil na (neskonéno) kvadratno mrezo, katere osre-
dnji del je prikazan na levem delu spodnje slike, pravimo Ulamova spirala.

37(36(35(34(33|32(31]56 :
38[17]16[15|14]13]30(55 i
39(18| 5] 4| 3]12|29|54
4019 6| 1|2 [11]28]53
41(20| 7| 8| 9|10]27]52
42(21(22]23|24|25(26|51 e i i
43|44 |45|46|47 |48 [49]50 g

Ime je dobila po matematiku Stanislawu Ulamu (1909-1984), znana pa
je predvsem po zanimivem vzorcu, ki ga dobimo, ¢ée na njej oznacimo
polja, ki vsebujejo prastevila (ta so na sliki osenéena; glej tudi desni del
slike). Pred skoraj tridesetimi leti je bil ta vzorec tudi na naslovnici druge
stevilke prvega letnika Preseka. Vec¢ o Stanislawu Ulamu in o, po njem
poimenovani, spirali lahko izveste na naslovih

- www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Mathematicians/Ulam.html
- www.maths.ex.ac.uk/ " mwatkins/zeta/ulam.htm
- www.alpertron.com.ar/ulam.htm

Zdaj pa k nalogi. Na kvadratno mrezo vpeljimo koordinatni sistem tako,
da se Stevilo 1 nahaja na polju (0,0), stevilo 2 na polju (1,0), stevilo 4 pa
na polju (0,1). Sprasujem vas,

(a) katero Stevilo se nahaja na polju (2002, 2002) in

(b) na katerem polju se nahaja stevilo 2002.

Ce se vam vprasanji ne zdita dovolj zahtevni, lahko poskusite izpeljati e

splosna pravila, s katerimi ugotovimo, katero stevilo je na izbranem polju
0z. na katerem polju je dano stevilo.

Martin Juvan

Odgovore najdete na str. 372.
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KAKO DELITI SKRIVNOSTI?

Danes Ze vsi vemo, da imajo informacije enako, véasih celo vecjo vrednost
kot denar. Zato moramo biti pri dodeljevanju dostopa do informacij samih
skrajno previdni. 1z izkuSenj vemo, da ni dobro povsem zaupati nobenemu
posamezniku, se posebej, ¢e je v njegovih rokah usoda mnogih. Vedno se
tudi lahko zgodi, da je uporabnik neupraviceno izklju¢en iz sistema (npr.
¢e izgubi kljuée) ali da nepooblaséeni uporabnik uspe vdreti v sistem.

V prispevku bomo predstavili nekaj splosnih postopkov za deljenje
skrivnosti. Le-ti sodijo med osnovne prijeme za povecanje zaupanja v
delovanje informacijskih sistemov. To podro¢je predstavlja enega izmed
stebrov moderne kriptografije in je tesno povezano s skrbjo za varno in
odgovorno ravnanje s kljuci.

Za zacetek si oglejmo nekaj zanimivih primerov deljenja skrivnosti.

Na tajnem projektu dela n oseb, materiali o projektu pa so spra-
vljeni v trezorju z veé kljucavnicami. Dostop do materialov je dovoljen
le tedaj, kadar se zbere vecina, t.j. ve¢ kot polovica oseb. Vsak sodela-
vec dobi enako stevilo kljucev. Koliko najmanj kljucavnic je potrebno
in koliko kljucev mora dobiti vsak?

Predno si pogledate resitev, poskusite resiti nalogo za n = 2, 3.4, ..., nato
pa tvegajte z napovedjo, kaj bi utegnila biti dobra spodnja meja za stevilo
kljucavnic.

Resitev. Predpostavimo najprej, da nam je kljuce uspelo razdeliti tako,
kot zahteva naloga, in poglejmo, kaj znamo ugotoviti o stevilu kljucev.
Naj bo k = [(n+1)/2] in s = (}). Potem obstaja natanko s razlicnih k-
elementnih podmnozic G, Gy, ..., G, oseb, ki delajo na tajnem projektu.
Vsaka skupina G; vsebuje vsaj n/2 oseb, zato osebe zunaj te skupine
nimajo vseh kljuéev. Naj bo K; mnozica kljucev, ki jim manjkajo. Potem
nobena izmed mnozic K;, i € {1,...,s}, ni prazna. Skupaj s katerimkoli
¢lanom skupine G; pa imajo vse kljuce, torej ima vsaka oseba iz G; vse
kljuce iz K;. Naj bo i # j. V mnozici G; obstaja oseba, ki ni v G;. Ta
oseba nima nobenega izmed kljucev iz Kj, torej je K; N K; = 0. Ker sta
bila 7 in j poljubna, od tod sledi, da je razlicnih kljucev vsaj s.

Sedaj pa pokazimo, da je s kljucev ki,...,ks vedno tudi dovolj za
reditev zastavljene naloge. Kljuée razdelimo tako, da dobijo klju¢ k;
natanko vse osebe iz skupine ;. Tako dobi vsaka oseba (}::]1) kljucev.
Le veéinska skupina ima neprazen presek z vsemi podmnozicami G;, tako
da lahko le taka skupina odpre trezor.
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Najprej smo ugotovili, da mora biti kljuéavnic vsaj s, nato pa smo nasli
nacin, kako dodeliti vsaki osebi (} 1) kljuéev, tako da bodo lahko le
vecinske skupine odklenile vse kljucavnice.

V banki morajo trije direktorji vsak dan odpreti trezor, vendar
pa kombinacije ne zelijo zaupati nobenemu posamezniku. Zato bi radi
imeli sistem, po katerem lahko odpreta trezor poljubna dva med njimi.

Zgornja reditev nam svetuje (n = 3, k =2, s = (;) = 3), da nastavimo
na trezor tri kljucavnice in damo vsakemu direktorju dva kljuca (seveda
pa nobenemu istega para). Vendar pa lahko v tem primeru vsak direktor
odklene dve kljucavnici in Ze s tem bistveno oslabi varnost, npr. za trikrat
skrajsa ¢as, potreben za odstranitev kljucavnic.

Zelimo najti resitev, pri kateri ne bo imel nihée ve¢jih moznosti kot
zunanji vlomilec. Ta problem lahko resimo z (2, 3)-stopenjsko shemo za
deljenje skrivnosti (glej sliko 1). Taksne sheme sta leta 1979 neodvisno
odkrila Blakley in Shamir.

4
. A

X X3 X3 X X2 X3

(a) (b)

Slika 1. (2, n)-stopenjska shema za deljenje skrivnosti, n € IN. Delivec si v ravnini
izbere premico £, ki ni navpiéna, in za vsako osebo na tej premici izbere svojo tocko,
ki ne lezi na osi y. Za zgornji sliki si izberemo n = 3.

(a) Vsaka oseba dobi le koordinato y svoje togke, ki jo shrani, npr. na pametni kartici.
Program v trezorju pozna Se ustrezne od 0 razliéne koordinate x, zato lahko izraéuna
kljué y(0), ki je enak odseku, kjer premica ¢ seka os y. Vsaki dve to¢ki natanko dolo¢ata
premico in s tem kljué.

(b) Ce imamo eno samo tocko, ne moremo ugotoviti, kateri kljué je pravi, saj so vsi
videti enako dobri.

V Rusiji so v 90-ih letih prejsnjega stoletja uporabljali (2, 3)-stopenjsko
shemo za kontrolo jedrskega orozja (predsednik, obrambni minister, vr-
hovni vojaski poveljnik).
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V splosnem je (t,n)-stopenjska shema za deljenje skrivnosti K
med n oseb, 2 < ¢t < n, metoda, za katero velja:

e poljubnih  oseb lahko izracuna skrivnost K,

e nobena skupina s £ — 1 (ali manj) osebami ne more izracunati prav
nobene informacije o skrivnosti K.

Sheme za deljenje skrivnosti so vsestransko uporabne. Lahko jih upora-
bimo povsod, kjer do podatkov dostopamo hierarhiéno. Tak nacin dostopa
je pogost v velikih podjetjih, bankah in vojski.

Ce raéunamo z obi¢ajnimi tipi Stevil, ki so na voljo v standardnih
programskih jezikih, moramo rezultate izracunov zaradi omejene velikosti
teh tipov nenehno zaokrozati (posebno ko postajajo Stevila vse veéja in
vecja ali pa jih delimo). V kriptografiji pa priblizki ne zados¢ajo, zato si
za racunanje raje omislimo konéne mnozice kot pri stevilénici na uri. Tak
zgled so kolobarji Z,,, n € IN, v katerih ra¢unamo po modulu stevila n.
Za elemente vzamemo {0,1,...,n — 1}, ratunamo pa tako, da sestejemo
ali zmnozimo dve stevili tako, da pravi rezultat nadomestimo z njegovim
ostankom pri deljenju z modulom n.

Zan=Tupr. veljad4d+5 (mod 7) = & T,

= 2in 5-4 (mod 7) = 6, saj ima C )

vsota 9 ostanek 2 pri deljenju s T <\

7, produkt 20 pa ostanek 6 (glej | /6 1 \ O\
sliko 2). \

Videli smo ze, kako z geometrij- '
skim argumentom zasnujemo (2, n)-
stopenjsko shemo za deljenje skriv- NN
nosti. Poglejmo sedaj, kako skon- \4 3 s
struiramo (¢, t)-stopenjsko shemo za Bl
deljenje skrivnosti. Slika 2. Racunanje po modulu 7.

(1) Naj bo m dovolj veliko naravno Stevilo (m > t+ 1), K € Z,,
(skrivnost) in P = {Py,..., P} mnozica oseb, ki jim zelimo
razdeliti skrivnost.

(2) Delivec D ¢ P neodvisno izbere nakljuéna stevila yy, ya, ..., 41 €
€ Z,, in izracuna

y=K—(y1+--+y—1) (mod m).
(3) Oseba P; dobi del y;, 1 <i <f{.
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Osebe Py, ..., Pi_1,Pi1,..., P lahko izracunajo samo K —y;, kar pa jim
nié¢ ne pomaga. saj je bilo stevilo y; nakljuéno izbrano, medtem ko vsi
skupaj samo seStejejo svoje dele in razkrijejo skrivnost K.

Shamir je skonstruiral splosno (f,n)-stopenjsko shemo za deljenje
skrivnosti za poljubni naravni stevili ¢ in n, 2 < ¢ < n. Za tako shemo
je dovolj, da v (2, n)-stopenjski shemi za deljenje skrivnosti nadomestimo
premico s polinomom stopnje ¢t — 1, saj je tak polinom dolocen s ¢ tockami.

Spomnimo se, da je polinom spremenljivke x definiran s predpisom

flx)=ap+az+ -+ azx", a; €0

kjer je O neki obseg (npr. IR ali pa Z,, p prastevilo). Ni€la polinoma f
je taka vrednost a € O, za katero je f(a) = 0.

V prastevilskih kolobarjih Z,. kjer je p prastevilo, je mozno tudi
deljenje z vsakim od 0 razlicnim elementom a € Z,. Zato ti kolobarji
tudi sodijo med obsege, deljenje je namre¢ kar mnozenje z reciprocnim
elementom. Ce le-tega ozna¢imo z z, potem velja a-z (mod p) = 1, zato
ga lahko poiséemo kot resitev diofantske enacbe ax +py = 1 z razsirjenim
Evklidovim algoritmom (glej élanek M. Juvana, O Evklidovem algoritmu,
Presek 21 (1993-94), str. 116-121). Ta enac¢ba je vedno resljiva, saj sta si
a in p tuja.

Izrek 1. Od nié razli¢en polinom stopnje n ima v obsegu najve¢ n nicel.

Zgornji izrek ne velja vedno, ¢e koeficienti polinoma niso iz obsega. V
kolobarju Zg npr. zgornja trditev ne drzi, saj ima kvadratni polinom
f(z) = (z — 1)z kar stiri niéle: 0,1,3,4. Za prvi dve ni¢li potrebujemo
prisotnost le po enega faktorja, za zadnji dve pa potrebujemo hkrati
oba faktorja. V obsegih je produkt lahko ni¢ le tedaj, ko je vsaj en
izmed faktorjev enak ni¢. Ce je a ni¢la polinoma f, potem nam razcep
' —a' = (z —a)(x" ' + -+ + a' 1) zagotavlja, da lahko zapisemo f(z) =
= f(z) — f(a) = (z — a)g(x), kjer je g polinom stopnje n — 1. Torej se
nam za vsako niclo, ki jo izpostavimo, zmanjsa stopnja preostanka za 1
in zato Stevilo nicel res ne more preseci stopnje polinoma.
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(1) Naj bo p dovolj veliko prastevilo (p > n + 1), K € Z, (skriv-
nost) in P = {P,,...,P,} mnozica oseb, ki jim Zelimo razdeliti
skrivnost.

(2) Delivec D ¢ P izbere n razlicnih elementov @1, @s, ..., 2, € Z,\{0}
in dodeli del z; osebi P, € P (vrednosti z; so lahko javne).

(3) Za delitev klju¢a K delivec D nakljuéno in neodvisno izbere t — 1
elementov ay,...,a;_1 €Zy ter zat = 1,...,n izra¢una y; = a(x;),
kjer je

a(z) = K+ a1+ -+ a1z (mod p),
in da del y; osebi P;.

Primer. Naj bo p =17, t = 3 in n = 5. Za javne koordinate = izberimo
x; =1, 1 <i < 5. Predpostavimo, da osebe P, P; in P5 zdruzijo svoje
dele, ki so zaporedoma enaki 8, 10 in 11. Ce vzamemo a(z) = ag+ a1z +
+ asz? in izraéunamo a(1), a(3) ter a(5), dobimo sistem treh linearnih
enacb v Z-:

ag + a; -+ g = 8,
agy + 3a; + 92 = 10,
ag + 9a; + 8Baz = 11,

ki ima v Z; enolicno resitev ag = 13, a; = 10 in ay = 2. Kljué je torej
enak K = ag = 13.

V primeru splosne Shamirjeve sheme osebe Py, Ps,..., P dolocijo
kljué K iz enacb

yt-za(wi)zag+alxi+...+a¢_1xﬁ_l zal <i<t.

S pomoéjo metod, ki moéno presegajo srednjesolsko matematiko, lahko z
matrikami in determinantami pokazemo, da ima ta sistem enoli¢no resitev
v Zy. Drugi nagin pa je, da si pomagamo s polinomom p(z) stopnje najve¢
t—1, ki ga zna izracunati vsaka skupina t oseb iz svojih delov. Poznamo ga
pod imenom interpolacijski polinom (glej sliko 3) in ga vpeljemo preko
polinomov pi(z) = (z —x1)(z — 23) -+ (2 — zi1) (& — Tig) -+ - (T — ),
t.j. produktov faktorjev (z — ;) za j # i

pi(x) - pelx)
p1(z1) ‘Delz)

plz) =wn
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—B B
P < -
Pl-1 (.r)
R,
}l - _.i:-z_ ) X] = -t;" X

Slika 3. Interpolacijski polinom.

Faktor v i-tem sumandu ob y; zavzame vrednost 1 za z = 2; in 0 za
vsak drug z;. Z neposrednim rac¢unom ugotovimo, da velja p(zx;) = a(z;),
i = 1,...,t. Od tod sledi, da ima polinom p(z) — a(z), ki je stopnje
kvecjemu t — 1, vsaj t nicel. Izrek 1 nam potem zagotovi, da je to mozno
le, kadar sta polinoma a(x) in p(x) enaka. Zato je K = p(0).

Da se prepricamo, da je to res (t,n)-stopenjska shema za deljenje
skrivnosti, moramo utemeljiti Se, da £ —1 oseb ne more izkljuciti nobenega
kljuéa. Ce k t — 1 osebam (te poznajo t — 1 delov skrivnosti) dodamo za
poljubni ag € Z, se del yy = ag, ki predstavlja vrednost polinoma a(x)
v tocki zg = 0, potem z zgornjo formulo zopet dobimo polinom a(x), ki
ustreza vsem podatkom, ki so trenutno na voljo.

Ko zeli skupina t oseb izracunati kljué K iz svojih delov, pravzaprav
ne potrebuje celotnega polinoma p(zx), paé pa samo vrednost

e Pl{U) ) p:(0)
5= 'pi(ar) “pe(ze)

Od tod se lepo vidi, da je iskani kljuc¢ linearna kombinacija delov ;.
K = byy1 + baya + -+ + beye, Kjer je

_ pi(0) _ L1xg - Ty—1T441 - Ty

pi(zi) (21— xi)(@2 — i) - (Tim1 — i) (@igr — &) -~ (T — x3)

torej je bila (£, t)-stopenjska shema za deljenje skrivnosti le poseben primer -
splosne sheme. Se veé, za samo uporabo splogne sheme za deljenje skriv-
nosti v resnici ne potrebujemo ne rac¢unanja interpolacijskih polinomov
ne reSevanja sistemov enach, temvet le sestevanje, mnozenje in deljenje v
konénem obsegu.
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Nadaljevanje primera. Osebe P, Py in P lahko izracunajo by, bs,
bs po zgornji formuli. Ce izraéunamo reciproéne elemente z razsirjenim
Evklidovim algoritmom, dobimo

I3Ts

B (#3 — z1) (25 — 21)

by (mod 17) =3-5-27'.471 (mod 17) =4.

Podobno izrac¢unamo tudi b3 = 3 in by = 11 ter za dele 8, 10 in 11 dobimo
K=4-84+3-104+11-11 (mod 17) = 13.

Za konec poudarimo, da je varnost Shamirjeve sheme za deljenje
skrivnosti brezpogojna, t.j. noben klju¢ ni na podlagi informacij, ki jih
imajo nepooblascene mnozice, bolj verjeten od drugega. MozZne so seveda
Se razne posplositve, kot je dodelitev razliénih prioritet razliénim osebam
(npr. za dostop do vojaske skrivnosti sta potrebna dva generala ali pet
majorjev), a to je ze druga zgodba. Prav tako spadajo v posebno zgodbo
tudi kriptosistemi, ki so odvisni od racunsko zahtevnih problemov, kot je
na primer faktorizacija stevil (Sifrirne sheme RSA) ali pa diskretni loga-
ritem (ElGamalovi kriptosistemi in digitalni podpis DSA). Ve¢ o deljenju
skrivnosti si radovedni bralec lahko poisée v uébeniku D.R. Stinsona,
Cryptography — Theory and Practice, CRC Press, 1995 ali pa na moji
domagi strani (http://valjhun.fmf.uni-1j.si/~ajurisic/).

Aleksandar Jurisié

POVEZANA KRIPTARITMA — Resitev s str. 349

38977 + 29026 = 68003 in 29026 + 42651 = T1677.
Marija Vencelj

ROJSTNE LETNICE PETIH MATEMATIKOV —
Resitev s str. 349

Abel 1802, Gauss 1777, Jacobi 1804, Cauchy 1789 in Galois 1811. (Za
Abela in Galoisa razberemo rojstni letnici in starost iz ¢lankov v tej in
prejénji stevilki Preseka, nato jih za preostale izrac¢unamo iz podatkov v
nalogi.)

Marija Vencelj
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NOGOMETNA KOMBINATORIKA —
Resitev s str. 327

1.

o

10.

(D) (5) () (5) = 75600.

Od vseh mozZnosti odstejemo tiste brez napadalca (vratarja obravna-
vamo loéeno): (3) (6*’3;' %) - S )(ﬁf[,g] = 545259.

23) . 11! = 53970627110400.
() (%) - 10! = 2011327713400.

Loc¢imo glede na Stevilo enomestnil in dvomestnih stevilk na dresu:

)33+ ) ()4l + ) (3)5! = 630.
YD DO OO = ity =70- 107

200=2-710+2-30=2-70+3-20=1-70+3-30+2-20 = - -- = 10-20,
skupaj 8 nacinov.

Kombinacije s ponavljanjem: (?‘:Egl) = 36.

Naj bo £ mnozica vseh enajsteric z enim vratarjem, B C £ tiste
enajsterice, ki vsebujejo vsaj 2 branilca, in N' C £ tiste, ki vsebujejo
vsaj 1 napadalca. Is¢emo [BNN|. Z B; C B oznaéimo enajste-
rice z natanko i branilci. Naj bo se X = E\X. Potem je B° =
— By UB,, |Bo| = (%) (4) = 3003, |B1] = (%) (%) (5¥) = 36036 in | B =
= |E] — |Bo| — |Bi|. 1z Bo N N = @) (imamo samo 9 veznih igralcev)
sledi

BUN = (B°NN®)° = ((Bo UB) NN®) = (BiNN*)°.

Ker je |Bi NN® =36 = 18 (1 vratar, 1 branilec, vsi vezni igralci),
je

IBUN]| = |€] - 18.
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Nazadnje ob upostevanju |[N| = 3((?3) — (32)) = 545259 dobimo

IBNN| = |B|+ |N| - |BUN]|
= (€] — |Bo| — [B1]) + IN| — (|€] — 18)
= [N~ |Bo| — |Bi1] + 18
= 545259 — 3003 — 36036 + 18 = 506238 .

Bostjan Kuzman, Martin Juvan

ZVEZDE, KI SE DOTAKNEJO OBZORJA —
Resitve s str. 350

1.a) V krajih na zemeljskem ekvatorju (¢ = 0°) take zvezde ni. Vse zvezde
so namrec¢ vzhajalke.

1.b) Na severnem zemeljskem polu (¢ = 90°) take zvezde ni. Zvezde
namret navidezno krozijo okrog severnega nebesnega pola (= zenita)
vzporedno z obzorjem.

2. Deklinacija take nadobzornice meri 60° (slika 1). Po sliki poskusi
opisati navidezno krozenje zvezde.

2. kulminacija

Slika 1.

Slika 2.

3. Deklinacija take nadobzornice meri 15° (slika 2). S pomoéjo slike
poskusi opisati navidezno krozenje zvezde.

Marijan Prosen
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BINE IN MLEKO

“Slovensko mleko vsebuje dvakrat ve¢ mikroorganizmov kot pa mleko v
Evropski skupnosti,” je na glas brala Ursa in ugotovila. “Dobro bi bilo, da
ga prevreva. Bine, pravis, da si izumitelj. Potuhtaj nacin za ¢im varnejse
vretje!”

Bineta je toplo presinilo, saj ga potrebuje domovina. Mogoce ne vsa,
pac pa le njen del. Tokrat se bo lotil izumljanja s poskusom in ne ve¢ z
razmisljanjem kot doslej.

Bine torej sedi pred elektriénim stedilnikom in opazuje lonec z mle-
kom na ogreti ploséi. Ker nima termometra, vtika obc¢asno prst v mleko,
da bi nadzoroval rast temperature. Toda mleko je, kot je splosno znano,
zahrbtno. Dokler ga opazujes, se za vretje ne zmeni. Ko pogledas vstran,
izkoristi priloznost, prekipi in se ti porogljivo hihita, ko veselo cvréi po
ploséi in ti napolni vso kuhinjo ter celo ob odprtem oknu noce ven.

Bine je moder in dobro pozna mle¢ne ukane. Mleko ga tokrat ne bo
prevaralo. Zdaj je ze prevroce za prst, torej je nekje na pol poti do vretja.
Minute teko. Slednjic se za¢ne gladina dvigati. Bine zasuce gumb grelne
plosce na ni¢. Gladina se dviga Se naprej. Bine zgrabi rocaj lonca, zavpije
*ajsa” in potegne lonec vstran. Ajsa je bil ze preveé in mleko se je prelilo
prek roba na vroco ploito. Vendar pa je iz smradu v kuhinji ze vznikal
patent stevilka 1.

Takole bo slo: Ugotovi, kdaj se mleéne pene priblizujejo robu! Pote-
gni lonec vstran in lepo v miru ugasni ogrevanje plosée! Morda bi pene
dvignile plavac? Plava¢ bi pritisnil na tipko, sklenil elektriéni krog in
pognal elektromotor, ki bi odvlekel lonec. Vendar ... pene Ze ne bodo
dvignile nicesar. Zrak v njih nima nosilnosti.

Slika 1. Pene ne dvignejo plavaéa.

Morda bi si pomagal z elektricnim o¢esom? Fotocelica gleda prek
lonca lucko. Ko se razpenjeno mleko dvigne med luéko in fotocelico, ta ne
vidi ve¢ lucke in zavpije motorju, naj vendar odmakne lonec. Pa bo drobna
Inéka dovolj? Fotocelica se vedno vidi svetlobo, ki prihaja iz okolice, in
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izgube drobne luéke niti ne zazna. Morda bi moral vreti mleko po tej
metodi v temi? Tedaj bo izguba edine luéke dovolj zaznavna. Spomnil
se je, da je bral o infrardeéi svetlobi. Televizorju ukazujemo z daljinskim
upravljalcem preko infrardecih pobliskov. Morda bi porabil infrardeco
lucko in cutilo za infrardeco svetlobo? Vendar ... infrardeca svetloba
je toplotno sevanje. Vrelo mleko bi bilo najbrz izdatnejsi vir infrardece
svetlobe kot drobcena nevidna lucka. IS¢imo torej drugacen nacin, da
ngotovimo, kdaj se pene blizajo robu.

%ME \/JDS’.:
)

MLEKO

Slika 2. Ko se mleko dviga, elektriéno oko ne vidi ve¢ lucke.

Ce ne vidim, bom morda sligal? Voda moéno brbota, tik preden
zavre. Ko vre, je dosti tigja. Bine je spet poskusal zavreti mleko, ki se je
medtem Ze nekoliko ohladilo. Mleko ga je razocaralo. Brez predhodnega
protesta mu je hotelo uiti prek roba in Bine ga je komaj spametoval tako,
da mu je pridal ¢etrt kozarca hladne vode. Moé¢no je podvomil, da bi Ursa
odobravala tak varnostni ukrep.

Treba bo najti kaj bolj izvirnega! Smo v dobi elektrike. Cista voda
slabo prevaja elektricni tok. Razne snovi, ki so v vodi raztopljene, ji
povecujejo prevodnost. Morda prevaja tudi mleko? Mleko, ki bi se
dvignilo in oblilo dve elektrodi, bi prepuscalo elektri¢ni tok. Prepusceni
tok bi pognal elektromotorcek, ki bi odmaknil lonec z grelne plosce.

Velja poskusiti. Bine Umnik je poiskal univerzalni instrument, ga
prizgal, naravnal na merjenje upornosti in vtaknil obe prikljuéni elektrodi
v mleko. InStrument je trmasto trdil, da je upornost med elektrodama
vecja od 200 ohmov, vegja tudi od 2 kiloohmov, tudi ve¢ja od 20 kiloohmov
in celo vegja od 200 kiloohmov. Na obmo¢ju do dveh megaochmov se je
in§trument konéno odloéil in pokazal upornost kak megaohm in pol. Sele
napetost 1500 voltov bi potemtakem pognala skozi mleko tok 1 miliam-
pera, ki pa gotovo ne bi zasukal elektromotorcka.
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MLEKO

Slika 3. Preverimo, ali mleko prevaja elektriéni tok.

Poskusimo drugace! Bi bilo mleko lahko del galvanskega élena? Zan]
potrebujemo dve razliéni kovini in prevodno tekocino. Tak galvanski ¢len
je ze limona, kamor vtaknemo dve zici iz razlicnih kovin. Pri vretju bi
prislo mleko Zicam samo naproti. Porojena elektri¢na napetost bi preko
primernega sistema odmaknila posodo in ugasnila ploséo. Poskusimo!

Bine je izbral merilno podroéje 200 milivoltov in vtaknil tipalki v
mleko. Stevilke so poplesovale po zaslonu, vendar se niso mogle zediniti
za konéno odloéitev. Seveda, obe tipalki sta enaki. V galvanskih ¢lenih
uporabljamo dve razliéni kovini.

Bine je brskal po skatlah. Na mizi so se znasli Zebelj, bakrena Zica,
kovanec, pocinkan vijak in noz iz nerjavnega jekla. Zdaj so rezultati
boljsi. Kateri par bo najboljsi? Kaze, da sta bakrena Zica in pocinkan
vijak rekorderja. Skupaj zmoreta napetost malenkost veé od 1 volta.

Slika 4. Mleko, zica in vijak so galvanski clen.

V galvanskih ¢lenih uporabljamo kislino in ne mleka. Morda bi bilo
kislo mleko boljse. Bine hitro ugotovi, da to ne drzi. Tudi ¢e bi, komu pa
je do zavretega kislega mleka?

Celo vodovodna voda zagotavlja bakreni zici in pocinkanemu vijaku
enako napetost. Bine je poskusil vodi doliti nekoliko kisa, pa se napetost
ni povisala. Ocitno obe kovini vladata.
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Bine je poiskal svinénik in risal patent Stevilka 1. Namesto ene od
obeh zic uporabi lahko kar kovinski lonec. V lonec s hladnim mlekom sega
bakrena zica, vendar ne doseze gladine. Ko se tik pred zavretjem gladina
dvigne in omoéi zico, se med Zico in loncem pojavi elektriéna napetost.
Bi lahko ta napetost prizgala vsaj drobno luéko? Lucka ni gorela. Bine
je ponovno meril napetost. Vsakokrat, ko je vkljucil lucko, je napetost
izginila neznano kam. Konc¢no se mu je posvetilo! Njegov napetostni vir
ima veliko upornost, takole, kaksnih milijon ohmov. Lucka z upornostjo
nekaj deset ohmov je skoraj kratek stik in napetost se sesede.

Zdaj ve, zakaj je treba vodo okisati. Taka voda bolje prevaja! Tudi
sama bakrena zicka ima le majhno povrsino, potopljeno v tekoéino. Zato
njegov napetostni vir sicer daje napetost, ne zmore pa skoro nikakrénega
toka.

Bine zna premalo elektronike, da bi lahko nadaljeval. Rojeva se
patent Stevilka 2. Plosca bo grela vodo, voda bo grela mleko. Ko voda
zavre, njena temperatura ne raste ve¢, ampak se zaradi izparevanja ustavi
pri vreliscu. Uporabil bo dvojni lonec, kakrsne so nekdaj uporabljali
mizarji, da ne bi zasmodili kleja.

MLEKO

Slika 5. Mleko dobi telesno strazo v obliki lonca z vodo.

Hitro sta na grelni ploséi dva lonca. V vecjem je voda, pa tudi drugi
lonec z mlekom. Ura tece, temperatura raste, raste pa tudi Binetova
nestrpnost. Slednji¢ voda brbota, gladina mleka pa le rahlo valovi. Tudi
po petih minutah ostaja slika enaka. Bine je sre¢en, pa ne dolgo.

“Ugotovil si, kar ve vsaka dobra kuharica,” oceni patent stevilka 2
Ursa. Bine se vnovi¢ posveti razmisljanju. Mikroogranizmi te lahko
okuzijo. Rane zavarujemo pred okuzbo tako, da jih speremo z alkoholom.
Zakaj bi torej mleko sploh vrel, ée ga lahko razkuzi. Alkohol je v slivovki.
Ce zalije mleko s slivovko, ga s tem razkuzi in ga lahko varno pije. Juhu,
patent Stevilka 3! Ursi pa novega dognanja ni razkril, ker ga gotovo ne bi
odobravala.
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Bine je spet zavozil. Prav bi bilo, da mu pomagamo pri elektroniki.
Vrnimo s k prvemu patentu. Primerno vezje kaze slika 6. Najprej
potrebujemo vezje, ki bo ugotovilo, kdaj je treba lonec odstaviti. Upo-
rabimo komparator, nekaksno tehtnico, ki zna primerjati dve elektriéni
napetosti. Med obema zaporedno povezanima uporoma po 1 Mohm, ki
sta prikljuéena na napetost 9 V. je napetost 4,5 V. To napetost opazuje
zgornji vhod komparatorja. Spodnji vhod komparatorja je preko upora
10 Mohmov povezan s spodnjo zico, kjer je napetost 0 V. Tak od-
nos vhodnih napetosti zagotavlja komparatorju izhodno napetost 0 V.

9"\(.'

Slika 6. Ko se mleko dvigne, preseze napetost na spodnjem vhodu napetost na zgornjem
vhodu. Izhodna napetost komparatorja odpre tranzistor. Lucka posveti. Lucko lahko
nadomesti elektromotoréek.

Kipece mleko, ki doseze konico Zice, pomeni povezavo komparatorje-
vega vhoda z napetostnim virom 9 V preko upora 1 do 2 Mohma. Zato
zraste napetost na tem vhodu vsaj do 7,5 V. To je ve¢ kot napetost
4.5 V na zgornjem vhodu. Izhod komparatorja se dvigne proti vrednosti
napetostnega vira, ki je v nasem primeru 9-voltna baterija. Kompara-
tor pa je le pametno vezje in nima dovolj moéci, da bi poganjalo elek-
tromotor. Zato njegovo odloéitev povemo moénostnemu tranzistorju
preko upora za 1 kohm. Majhen tok, ki ste¢e na racun komparatorjeve
izhodne napetosti 9 V skozi tranzistorjevo bazo v emitor, lahko povzroci
do nekaj stokrat vecji tok na progi preko tranzistorjeve gornje elektrode,

ki ji pravimo kolektor. Na sliki vidimo sveteco diodo, ki lepo sveti ze pri
toku 10 mA. Namesto nje bi lahko vkljuéili elektromotoréek. Zanimivo

bi bilo izra¢unati, kako mocan naj bo, da spravi lonec vstran dovolj
hitro, recimo v 10 sekundah, Do podatka, kako veliko silo potrebujemo,
bi morali priti s poskusom. Uporabimo lahko silomer. Ne smemo pa
pozabiti, da je treba motorcek tudi ustaviti. Ni pricakovati, da bo stik
med mlekom in zico prekinjen ravno tedaj, ko bo lonec zapustil grelno
plosco. Elektronskemu vezju bi bilo treba torej Se marsikaj dodati.
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Binetova zamisel pa sploh ni dobra. Vleéi lonec z vroce plosce
je prav nerodno. Raje bi spremljali rast temperature v mleku z elek-
triénim termometrom. Ko temperatura doseze vrelisce, je prepozno, da
bi resevali mleko. Toplota, nakopiéena v grelni ploséi, ga bo pognala
preko roba, ceprav gretje izkljuéimo. Bolje bo, ¢e grejemo s polno
mocjo do, denimo, 90°C, nato grelno moé¢ zmanjsujemo. Mo¢ v ploséi
je sorazmerna razliki med izmerjeno temperaturo in temperaturo, ki
jo zelimo doseci. Blize smo Zeleni temperaturi, manjsa je torej moé
gretja. Tako se vse pocasneje blizamo vreliscu in ni nevarnosti, da mleko
prekipi. Celotno vezje bo celo bolj preprosto kot pri Binetovem pre-
mikanju lonca. Zal nasi elektriéni stedilniki ne dopuséajo elektricnega
nastavljanja moéi. Vrtimo lahko le gumbe s Stevilkami od 0 do 12 (ali
Se manj, odvisno od stedilnika).

Joze Pahor

ULAMOVA SPIRALA — Resitev s str. 357

Kvadrat s srediséem na polju (0,0) in z vogali na poljih (£k, £k) vsebuje
stevila od 1 do (2k + 1)2. Stevilo (2k + 1)? je v desnem spodnjem vogalu,
nad njim pa je stevilo (2k — 1)2 + 1 (prvo Stevilo, ki ni veé v “manjsem”
kvadratu). Stranice kvadrata vsebujejo po 2k + 1 &tevil. V desnem
zgornjem vogalu je tako Stevilo (2k — 1)? + 2k, v levem zgornjem Stevilo
(2k — 1)? + 4k, v levem spodnjem &tevilo (2k — 1) + 6k, desno spodaj pa
ze omenjeno stevilo (2k — 1)% 4 8k = (2k + 1)2.
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Stevilo, ki se nahaja na polju (,7), poiséemo tako, da vzamemo
kvadrat, na robu katerega lezi polje (,j) (k = max{|i|,|j|}), dolo¢imo
stranico kvadrata, ki vsebuje to polje (npr. moznosti pri j < i sta desna
in spodnja: desna nastopi pri j > —i, spodnja pa pri j < —i), nato pa
upostevamo Se odmik polja od zacetka oz. konca stranice. Tako pridemo
do naslednjih formul za stevilo, ki je v Ulamovi spirali zapisano na polju

(4,7):

pogoj ‘ k ] pravilo stranica
—i<j<i|i |[(2k—1)2+k+j |desna

il J |(2k—1)?+3k —i |zgornja
i<j<—i|—i|(2k—1)2+5k—j]|leva
j<—li| |-j|(2k—1)®+T7k+i |spodnja

Za polje (2002,2002) lahko uporabimo prvi ali drugi predpis (polje lezi
na stiku desne in zgornje stranice). Z obema predpisoma seveda dobimo
enako vrednost, in sicer

(2-2002 —1)% +2-2002 = 16028013 .

Podobno poteka tudi doloc¢anje polja, na katerem je napisano dano
stevilo n. Najprej doloéimo tako Stevilo k, da velja (2k—1)? <
< n < (2k+1)%2. Torej k = [(y/n —1)/2]. Nato pogledamo razliko
r:=(2k+1)? —n in glede na koliénik med r in 2k doloéimo stranico,
nato pa Se lego Stevila na tej stranici. Tako dobimo naslednja pravila:

pogoj | polje ‘ stranica
0<r<2k | (k—r,—k) |spodnja
2k <r <4k |(—k,—3k+r) |leva
4k <r <6k | (—bk+r,k) |zgornja
6k <r <8k (k,7k —7) |desna

Poglejmo, kaj dobimo pri n = 2002. Ker je 43% = 1849 < 2002 < 2025 =
= 452, imamo k = 22. Razlika r je enaka 2025 — 2002 = 23. Iz prvega
pravila tako razberemo, da je stevilo 2002 zapisano na polju (—1, —22).

Martin Juvan
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ODPRTINA

To, da nasa roka lahko sluzi kot

dobra naprava za ocenjevanje kotov

(navideznih razdalj) med predmeti _

na zemljiséu ali pa med vesoljskimi Fs'."; [

telesi na nebu, je dobro znano (sli- ; '

ka 1) /
Roko (desno ali levo) pa lahko

uporabimo Se drugace. S palcem in

kazalcem naredimo (priblizno) kroz-

no odprtino, podlahtnico postavimo

pravokotno na nadlahtnico in v pra-

vokotni smeri pogledam{) skozi od- Slika 1. Ocenjevanje kotov z iztegnjeno
: - P SRR I in razprto roko.

priino (slika 2). Skozi njo vidimo ) ' o 96 (1998-06), str. 163.

dolocen kos pokrajine ali pa neba.

Recimo, da nas zanima, kolikSen kos neba (nebesne polkrogle nad
nami) zajamemo s to odprtino. Izmerimo razdaljo r od o¢esa do odprtine
(kar _]8 pul)hzno enako dolzini nadlahtnice) in polmer R odprtine. Kvoci-
ent 5—— , 5-7 = 5,7 pove, koliksen del polkrogle s polmerom r na njej zajame
krozna pl(}blﬂ ica s polmerom R oz. kolikSen del neba zajame omenjena
odprtina.

Pri sebi sem izmeril r = 30 cm in R = 1,5 cm. Tako je steviléna

=2 . - .
vrednost kvocienta ,,l,;’—og = g%?; (za drugo osebo velja druga¢en kvocient).

Slika 2. Pogled skozi odprtino, s katero lahko ocenimo stevilo zvezd na nebu.
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Sedaj pa vzemimo, da zelimo
oceniti Stevilo zvezd, ki jih v ¢asu
nasega opazovanja ponoci vidimo
na nebu. Skozi odprtino pogle-
damo na nekaj mestih (na naj-
manj desetih od obzorja do nad-
glaviita) jasno zvezdno nebo in
vsaki¢ prestejemo Stevilo zvezd,
ki jih vidimo skozi odprtino. Nato
izraunamo povpreéno Stevilo
zvezd, ki jih vidimo skozi od-
prtino. Konéno to stevilo po-
mnozimo z reciproéno vrednostjo
kvocienta.

Seveda sem sam naredil to
oceno. (No, v bistvu je slo bolj
za igro, ali je to mogoce narediti
ali ne.) Skozi odprtino sem pogle- Slika 3. K izracunu kvocienta £
dal na desetih delih neba. Skozi o
njo sem videl povreéno k zvezd (£ je bilo na dve decimalni mesti izracu-
nano decimalno stevilo). Ocenjeno stevilo zvezd na nebu v ¢asu mojega
opazovanja je torej bilo k - 800.

Po mojih ocenah je danes s prostim oesom mozno videti na jasnem
noéen nebu le okoli 2000 in ne 3000 zvezd, kot pripovedujejo uébeniki (ra-
zlogi: nizinski smog, svetlobna onesnazenost, kerozinska onesnazenost za-
radi preletavanja velikega Stevila letal). Ob obzorju sem nastel zares malo
zvezd, raje ne izdam Stevilke. Zgrozen sem. kaj je ¢lovek v razmeroma
kratkem ¢asu (50 let) naredil z ozracjem. Vendar pa se onesnaZevanje
nadaljuje.

Opazovalna naloga za cas letnih pocitnic

Poskusite tudi vi po gornjem naéinu (ali pa si izmislite drugacnega) oceniti
stevilo zvezd na nebu. Nalogo vzemite bolj za sprostitev v naravi kot resno
meritev. Indtrument (roko in oko) imate namreé stalno pri sebi, ustrezni
kvocient izracunate doma, za opazovanje pa izberite kristalno jasno no¢
(e jo najdete) brez mesecine, najbolje nekje v gorah ali pri morju. Pa
ne naprezajte se preveé, ¢eprav boste najbrz kmalu opazili, da celo tako
preprosto opazovanje zahteva celega ¢loveka, oz. vzame kar precej ¢asa.

Marijan Prosen
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23. MEDNARODNO MATEMATICNO
TEKMOVANJE MEST — Naloge jesenskega kroga

Prva skupina (prvi del)

1. Dan je stirikotnik ABC D z vzporednima stranicama AD in BC. Naj
bo K tocka na stranici AB. Skozi oglisée A potegnemo premico p,
vzporedno z daljico KC, skozi oglisée B pa premico g, vzporedno z
daljico K D. Dokazi, da se premici p in ¢ sekata v skupni tocki, ki
lezi na stranici DC. (4 tocke)

2. Klara je izracunala produkt prvih n naravnih stevil, Valerija pa pro-
dukt prvih m sodih naravnih stevil, pri ¢emer je n,m > 2. Dobili sta
enak rezultat. Dokazi, da se je vsaj ena od njiju zmotila. (4 tocke)

3. Klemen sumi, da sta dva od &tirih kovancev v njegovi roki ponare-
jena. Ve, da so mase pravih kovancev enake in mase ponarejenih
kovancev enake, pri ¢emer je masa ponarejenega kovanca manjsa od
mase pravega kovanca. Ali se lahko Klemen z dvema tehtanjema na
primerjalni tehtnici prepri¢a, da je njegov sum utemeljen? (4 tocke)

4. Dve skupini petih enakih kroglic, ki se ne stikajo, se gibljeta po skupni
premici, pri ¢emer imajo vse kroglice enako hitrost. Kroglice leve
skupine se gibljejo desno, kroglice desne skupine pa levo. Ko se dve
kroglici zaletita, se odbijeta po odbojnem zakonu (vsaka se zaéne
gibati v nasprotno smer z enako hitrostjo). Koliko trkov nastopi?

(4 tocke)

V ravnini so dane vsaj §tiri tocke. Ce odstranimo katerokoli izmed
teh tock, je preostala mnozica tock zrcalno simetri¢na preko neke pre-
mice. Ali je nujno, da je zZe prvotna mnozica tock zrcalno simetri¢na
preko kake premice? (4 tocke)

o

Druga skupina (prvi del)

1. Naj bo T oglisée petkotnika. Stranico, katere krajiséi nista sosednji
ogliséu 7', imenujmo nasprotna stranica ogliséa T. Visina petko-
tnika je daljica, ki povezuje neko oglisée s pravokotno projekcijo tega
ogliséa na nosilko njemu nasprotne stranice. Srednjica petkotnika je
daljica, ki povezuje oglisce z razpoloviséem njemu nasprotne stranice.
Dokazi: Ce so vse visine in vse srednjice petkotnika enako dolge, je
ta petkotnik pravilen. (4 tocke)
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Znano je, da obstaja 1000 zaporednih naravnih stevil, med katerimi
ni nobenega prastevila (primer: 1001!4-2,1001!+3,...,1001!+1001).
Ali obstaja 1000 zaporednih naravnih stevil, med katerimi je natanko
pet prastevil? (4 tocke)

Dve skupini petih enakih kroglic, ki se ne stikajo, se gibljeta po skupni
premici, pri éemer imajo vse kroglice enako hitrost. Kroglice leve
skupine se gibljejo desno, kroglice desne skupine pa levo. Ko se dve
kroglici zaletita, se odbijeta po odbojnem zakonu (vsaka se zacne
gibati v nasprotno smer z enako hitrostjo). Koliko trkov nastopi?

(4 tocke)

Po tanki kvadratni piti so posuti trikotni koséki cokolade, ki se ne
prekrivajo. Ali je mozno pito razrezati na konveksne veckotnike tako,
da je na vsakem izmed njih natanko en koséek cokolade? (4 tocke)

Na obiéajni sahovski deski stojijo tri trdnjave. Bela stoji v spodnjem
levem vogalu, rdeca na sosednjem polju na desni in érna na sose-
dnjem polju nad tem vogalom. S trdnjavami lahko vle¢emo obic¢ajne
sahovske poteze, zahtevamo pa, da je v vsakem trenutku za poljubno
izbrano trdnjavo v ‘njeni’ vrstici ali v ‘njenem’ stolpcu vsaj Se ena
trdnjava. Ali lahko na ta nacin trdnjave prestavimo v polozaj, kjer
bela trdnjava stoji v gornjem desnem vogalu, rde¢a na sosednjem po-
lju pod njo in érna na sosednjem polju levo od tega vogala? (4 tocke)

Prva skupina (drugi del)

1.

Ali obstaja tako zaporedje naravnih stevil a; < as < ... < ajgp, da je
najvecji skupni delitelj stevil aj_, in aj veéji od najvecjega skupnega
delitelja stevil ag in agyy, za vsak k, 2 < k <997 (4 tocke)

Naj bo n > 3 naravno &tevilo. Kroznico razdelimo z 2n tockami
na 2n lokov. Vsak izmed lokov ima eno od treh moznih dolzin, pri
cemer sta dolzini poljubnih dveh sosednjih lokov razliéni. Tocke na
kroznici izmeniéno pobarvamo z rdeco in modro barvo. Dokazi, da
ima veckotnik, katerega oglis¢a so rdeca, enak obseg in enako plo3éino
kot veckotnik, katerega ogliséa so modre barve. (5 tock)

Naj bo n > 3 naravno Stevilo. V wvsako vrstico tabele velikosti
(n — 2) x n so vpisana vsa stevila 1,2,...,n v nekem vrstnem redu.
Vemo, da so stevila v poljubnem stolpcu tabele paroma razliéna.
Dokazi, da lahko dano tabelo dopolnimo do tabele velikosti n x n, ki
ima v vsakem stolpcu vsa Stevila 1,2,...,n. (5 tock)
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4. Naj bo n naravno tevilo. Pravilni (2n+1)-kotnik z diagonalami, ki se

Dokazi, da so vsaj trije od teh trikotnikov enakokraki. (5 tock)

5. Ales na prazno Sahovnico velikosti 8 x 8 postavi trdnjavo. Potem za-
pored dodaja po eno trdnjavo tako, da ta napada liho stevilo trdnjav,
ki so ze na Sahovnici. Najve¢ koliko trdnjav lahko Ales tako postavi
na sahovnico? (6 tock)

6. Nekaj stevil je zapisanih v vrsto. Robert izbrise tak par sosednjih
stevil v vrsti, da je levo &tevilo vetje od desnega. Nato stevili podvoji,
ju zamenja in vpiSe na prvotni mesti. Dokazi, da lahko Robert opisani
postopek ponovi le konéno mnogokrat, (8 tock)

7. Vemo, da je 223 101-mestno stevilo, katerega prva stevka je enaka 1.
Koliko izmed stevil oblike 2*, kjer je 1 < k < 332, ima prvo §tevko
enako 47 (8 tock)

Druga skupina (drugi del)

1. 'V ravnini lezita trikotnik z rde¢e obarvanimi ogligéi in trikotnik z
modro obarvanimi ogliséi. Oba trikotnika imata skupno notranjo
tocko O, ki je od poljubnega rde¢ega ogliséa oddaljena manj kot od
poljubnega modrega ogliséa. Ali je mozno, da ogliséa obeh trikotni-
kov lezijo na skupni kroznici? (4 tocke)

2. Ali obstaja tako zaporedje naravnih stevil a; < as < ... < ajgo, da je
najmanjsi skupni veckratnik Stevil ay_q in ap ve€ji od najmanjSega
skupnega veckratnika stevil a; in ay4q, za vsak k, 2 < k& < 997

(5 tock)

3. V polja 8 x 8 tabele so vpisana stevila 1,2,3...,64 tako, da poljubni
zaporedni Stevili lezita v sosednjih poljih iste vrstice oz. stolpca.
Kolik$na je najvecja mozna vsota Stevil vzdolz diagonale tabele?

(6 tock)

4. Naj bo F) poljuben stirikotnik. Za k > 1 naj bo Fjy, Stirikotik,
ki ga dobimo, ¢e prerezemo F}, vzdolz ene izmed njegovih diagonal,
obrnemo enega izmed dobljenih dveh kosov in ga znova prilepimo na
preostali kos vzdolz prereza. Najveé koliko neskladnih stirikotnikov
lahko dobimo na ta na&in? (6 tock)

5. Naj bosta a in d taki naravni stevili, da za vsako naravno stevilo n v
desetiskem zapisu stevila a + nd najdemo blok zaporednih stevk, ki
je enak desetiskemu zapisu stevila n. Dokazi, da je stevilo d potenca
stevila 10. (7 tock)
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V vrsti stoji 23 skatel s kroglicami. Za vsako stevilo k, 1 < k£ < 23,
obstaja Skatla, ki vsebuje natanko k kroglic. V eni potezi smemo
podvojiti Stevilo kroglic v neki skatli tako, da manjkajoce kroglice
vzamemo iz Skatle z ve¢ kroglicami in jih dodamo v izbrano skatlo.
Ali lahko na ta nacin dosezemo, da je po nekaj korakih v k-ti skatli
natanko k kroglic? (7 toek)

V ravninskem koordinatnem sistemu lezi trikotnik 7', katerega oglisca
imajo koordinate (x1,¥1), (z2,y3) in (z3.y3). Za poljubni celi stevili
h in k, ki nista obe enaki 0, se notranjost trikotnika z oglis¢i v tockah
(z1+h,y1+k), (z2+h,ys+k) in (z3+h, y3+k) ne seka z notranjostjo
trikotnika T'.

a) Ali je lahko plos¢ina trikotnika T vecja od 17 (3 tocke)
b) Koliksna je najve¢ja mozna ploséina trikotnika 77 (6 tock)

Gregor Cigler

KRIZANKA “KRIZANKA “OB 200-LETNICI
ROJSTVA VELIKEGA MATEMATIKA” —
Resitev s str. 352
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PRESEK — list za mlade matematike, fizike, astro-
nome in racunalnikarje — 29. letnik, leto 2001/2002,
stevilke 1-6, strani 1-384
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Nove knjige

Janez Strnad: STO LET FIZIKE

Zgodovina fizike sega v antiko in Se dlje. Po
velikem uspehu v Newtonovem casu je veliko
zanimanje za znanost in tehniko v viktori-
janskem ¢asu napovedovalo njun triumfalni
razevet v 20. stoletju. S tem obdobjem se
seznanimo ob branju nove knjige profesorja
Strnada Sto let fizike.

Knjiga obravnava vsa podrocja fizike
20. stoletja. Tako najprej pokaze ozadje
in nastanek splosne teorije relativnosti ter
nakaze probleme, ki so odprli pot kvantni
mehaniki. Nato preko posplositve na relati-
vistiéno kvantno mehaniko bralca privede v
svet radioaktivnosti, ki je bila v vzponu v tri-
desetih letih, in nato na kratko orise tehnicéne
in moralne tezave fizikov pri izdelavi atom-
ske bombe. Po drugi svetovni vojni je bil
pomemben razcvet pospesevalniske fizike ter
lov za novimi delci, kar je v knjigi lepo pri-
kazano hkrati s prikazom osnov kvantne ele-
ktrodinamike.

Poleg prikaza osnovnih novih idej fizike nameni avtor tudi nekaj prostora
aplikativnim dosezkom, ki so neposredna posledica baziénih odkritij. Tako na
hitro opise razvoj radia, polprevodnikov, tranzistorja in racunalnikov ter laserjev.
S podroéja fizike trdne snovi omeni pojav superprevodnosti in superfluidnosti ter
Bose-Einsteinovo kondenzacijo. V zvezi s slednjo tudi napove podelitev Nobelove
nagrade za fiziko.

Naslednji razdelki v knjigi so posveceni astronomiji in astrofiziki, ki sta Se
posebej v zadnjem delu stoletja z razvojem nove opreme doziveli pospesen na-
predek. Omenjena so tudi vprasanja kozmologije, ki so prav v zadnjih letih na
prvih straneh fizikalnih publikacij. Poleg opisanih standardnih tem omeni avtor se
nanotehnologijo, kaoti¢ne sisteme, vpliv na biologijo, kratek razvoj fizike mehke
snovi in molekularno biologijo. Knjigo zakljuci z ugibanji o prihodnosti fizike in z
mnuenji nekaterih uglednih fizikov na to temo.

Nova knjiga profesorja Strnada Sto let fizike je namenjena sirsemu krogu bral-
cev. Napisana je zanimivo in premisljeno ter v Hawkingovem stilu brez enacb. Zato
je dostopna tudi nefizikom, ki jih zanima razvoj moderne znanosti.

Knjigo lahko kupite pri DMFA - zaloznistvo, Jadranska 19, Ljubljana, ali jo
naro¢ite po telefonu (01) 4766-553.

Anton Ramsak



Nowve knjige

Marijan in Stana Prosen: SPOZNAVAJMO ZEMLJO
IN VESOLJE

Pri zalozbi DZS je izsel pri-
rocnik za ucitelje in vzgo-
jitelje Spoznavajmo Zemljo
in vesolje avtorjev Mari-
jana in Stane Prosen, ki se
ze dalj ¢asa ukvarjata s po-
sredovanjem astronomskih
vsebin za otroke. Prirocnik
je bil napisan kot dopol-

Marijan in Stana
(DZS, 1998), pomoznemu . Prosen

ucbeniskemu gradiva pri
pouku spoznavanja okolja
v prvem in drugem trile-
tju osnovne Sole, vendar ga
bodo lahko koristno upo-
rabili tudi uéitelji naravo-
slovnih predmetov v vigjih
razredih osnovne sole.

Zvezek velikega forma-
ta z 72 bogato ilustriranimi
stranmi je razdeljen na Sest
poglavij, ki prinasajo Ste-
vilne podatke in razlage o
nebu, Soncu, Zemlji, Luni,
planetih in zvezdah.

Priroénik je zasnovan tako, da se iz njega lahko pouce bralei, ki o Zemlji in
vesolju ni¢ ne vedo, pa tudi taki, ki niso povsem nepouceni, a so jim nekateri
podatki ali razlage Ze udli iz glave. Ceprav gre za ucbenisko gradivo, bi ga zato
toplo priporoéila tudi starSem ali kar v druzinsko branje. Skupni izleti in poletni
veceri bodo zanimivejsi, z odgovori ne bomo v zadregi.

Delo zakljucuje slovarcek, pravi mali astronomski leksikon z vec kot sto
gesli, ki jih srecamo pri pouku naravoslovja, geografije, fizike, izbranih vsebin iz
astronomije in ki so, ne nazadnje, del splosne izobrazbe.

Marija Vencelj



