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Za vsakogar nekaj I

ŠTIRI MUHE - N agradna naloga

Z vrha 3 m visokega droga, ki stoj i na kmečkem dvorišču, od lete točno

opoldne v zrak štiri muhe. Vsaka leti premočrtno in s konstantno hit rostjo:
prva 36 mimin, druga 49 mimin, t retj a 64 m imin in četrta 81 mimin. Ob
12°5 se izkaže, da so vse štiri muhe v isti ravnini. Ali so še ob kakšnem
času vse štiri v isti ravnini, če nobena od nj ih med let om ne naleti na
oviro? Če so , navedit e vse možnosti!

Rešit ve p ošlj ite n ajkasnej e d o 15. julij a na n a š n a slov:
Presek, J adr a n ska c. 19, 1001 Ljubljana , p .p. 2964.

Izmed reševalcev, ki nam bodo poslali pravilno rešitev naloge , bomo
izžrebali nagrajenca, ki bo prejel knjižno nagrado.

Marija Vencelj

REŠITVE NAGRADNIH N ALOG IZ 3., 4. IN
5. ŠT EV ILKE PRESEK A

Na Vrtnarjevo n alogo , ki jo je v t retji številki Preseka zastavil Bojan
Mohar , nismo od bralcev, kljub podaljšanemu roku za reševanje, pre­
jeli nobenega odgovora. Pač pa je član našega uredništva, ur ednik za
računalništvo Martin J uvan, na eno od vprašanj prispeval zanimiv odgo­
vor , ki si ga lahko preberete v nadaljevanju pod naslovom O vrtnarjevi
nalogi .

Na nalogo Tri enice in ena jst fižolčkov iz četrte številke smo
prejeli kar nekaj rešitev . Očitno so se z njo spopadli tudi osnovnošolci.
Žal vsi odgovori niso izp olnjevali pogojev naloge. P ravilne rešitve so nam
poslali: Marta Cvijič z Nomenja pri Bohinjski Bistrici, Felicita Hrome
iz Kotelj, Barbara Valentinčič iz Krškega, Jošt Novak z Bleda in Alenka
Terziev iz Sebenj pri Križah.

Žreb je knjižno nagrado namenil Barbari Valentinčič . Čestitamo!
Knjigo smo ji že poslali po pošti.

Sre dnješolci , kje ste? Naloga Produkt = vsota, zast avljena v pet i
št evi lki Preseka , je bila takorekoč pisana vam na kožo , čeprav zadošča

za njeno reševanje že osnovnošolska matematika . P a od vas nanjo nismo
dobili nobenega odgovora! J e te mu kriva bitka za oce ne pred konc em
šolskega let a?
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Pravilno rešitev naloge pa nam je poslal študent 1. letnika Matij a
Pretnar iz Črnuč . Vprašanj e je celo razširil s k = 5 na poljubno končno

mnogo faktorjev v produktu oziroma členov v vsoti in poiskal sicer neko­
liko dolg postopek , s katerim lahko najdemo vse rešitve enačbe

k E IN ,

v nar avnih številih . Postop ek je ilus triral za k = 5 in s te m našel tudi
rešitev zast avljene naloge. Seved a tudi njemu pripada knji žna nagrada.

Ker se met oda Matije Pretnarja pri reševanju naloge razlikuje od poti
do rešit ve, kot jo je pripravil avtor nal oge, objavljamo oba načina .

Marija Vencelj, odg. ur.

TRI ENICE IN ENAJST FIŽOLČKOV­
Rešitev nagradne naloge iz 4. številke, str. II

Razkriti račun mn oženj a je takle:

2 3 x 7 9

1 6 1

2 O 7

1 8 1 7

P et er P et ek

PRODUKT = VSOTA - Rešitev nagradne naloge
iz 5. številke, str. 258

V množici naravnih števil bomo poiskali vse rešitve enačbe

za katere velja al 2: a2 2: a3 2: a4 2: a5 2: l.
Poglejmo najprej , kaj se zgodi, če je a5 2: 2. Zaradi pr edpostavke o

ur ejenosti a-j ev je tedaj produkt na levi strani enačbe večji ali enak 16al ,
vsota na desni pa ni večja od 5al. Ker je 16al > 5al , mora biti a5 = 1.
Pod obno vidimo, da je tudi a4 = 1. Pri a4 2: 2 je namreč
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Naj bo sedaj a 3 :::: 2. Potem imamo

En akost 4al = 3a l + 2 velja le za a l = 2. Tedaj dobimo rešit ev

Ili

Ostane še možnost a 3 = 1. Poenostavljena enačba se glas i

Glede na vrednost a2 ločimo več možnosti. Pri a2 = 1 ne dob imo rešitve,
saj je a l -=1= al + 4. Za a2 = 2 dobimo al = 5, za a2 = 3 pa al = 3. Pri
a2 :::: 4 ni več novih rešitev , saj je al . a2 :::: 4a l > 2al + 3 :::: a l + a2 + 3.

Na j povzamem . Enačba ima tri rešitve. Po leg že v besedi lu naloge
omenjene peterke (5,2 ,1,1 , 1) sta to še pe terki (2,2 ,2,1, 1) in (3,3,1 ,1 , 1) .

Martin Juvan

PRODUKT = VSOTA - 2. rešitev

Ker smo matematiki, ne bomo reševali naloge zgolj za k = 5, temveč bomo
pogledali, kako dobimo vse rešit ve za poljubno naravno šte vilo k.

Če pr edpostavimo, da je a l :::: a2 :::: . . . ak , dobimo

oziroma a2 · . . . · ak ::; k . Torej bodo šte vila a2, . . . , ak nastopala v razcepu
števila , manjšega ali enakega k, na k - 1 fak torjev , kjer je med faktorji
lahko t udi več enic.

Na jprej poglejmo, kako bi poiskali vse take raz cep e poljubnega narav­
nega šte vila n na m faktorj ev al, . .. , am , da bo velja lo a l :::: a2 :::: ... :::: am '
Velja

n = al . . . . . am :::: am . . . . . am = a~ .

Torej je am je delitelj števila n, manjši ali enak ytn.
Poiščemo vsa števila am, ki ust rezaj o pogojem. Za vsak možen am

dobimo enačbo , iz katere razberemo pogoje za am-l :

n m - l
- = al ' . . . . am- l :::: am-l ' .. . . am-l = am_l'
am
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Št evilo am-l je torej delit elj št evila ...II:...- (ki je nar avno število, saj am delia=
n) , manjš i ali enak =-1~ t er večj i ali enak am 'V a=

Ta postop ek nadaljujemo, dokler ne pridemo do enačbe

n
al = --- -­

a2 · ··· · am

Na ta način lah ko poiščemo vse razcep e šte vila n na m faktorjev."
Sedaj pa se lotimo iskanj a razcepa vseh števil, manj ših ali enakih k ,

na k - 1 fak torj ev.
Iz vsakega razcepa pr eberem o števila a2, . . . ,ak , iz enačbe a l . .. . ' ak =

= al + ... + ak pa izračunamo še al . Če bi bilo a2 = .. . = ak ~ 1, bi
dobili a l = a l + (k - 1), ta enačba pa pri k 2: 2 nima rešit ve. Tako lahko
pr edpostavimo, da a2 .. . . . ak =1= 1 in

a2 + ...+ ak
al = .

a2 .. ... ak - 1

Rezultate, kjer al ni nar avn o šte vilo, večje ali enako a2 , ovr žemo in
ostanejo nam natanko vse iskan e rešitve.

Za rešit ev enačbe a l . . . . . a5 = a l + ...+ a5 torej najprej poiščemo

vse razcep e št evil 1, 2, 3, 4, 5 na 4 fak torje, potem pa izračunamo t em
raz cepom pripadajoče vrednost i števila al . Razcep e za tako majhna
naravn a števila zlahka izračunamo "na pamet" , brez uporabe algor it ma .

a2 a3 a4 a5 al
5 1 1 1 8/4 = 2
4 1 1 1 7/3
2 2 1 1 6/3 = 2
3 1 1 1 6/2 = 3
2 1 1 1 5/ 1 = 5
1 1 1 1 /

Če up oštevam o, da je a l nar avno število, veeje ali enako a2, ustrezaj o
rešitvi enačbe le peterke (2,2,2, 1, 1), (3,3, 1, 1, 1) in (5,2, 1, 1, 1) . Opa­
zimo , da je rešit ev , kjer je a l naravno št evilo, a manjše od a2 , le permu­
t acija neke druge rešit ve, kjer je al 2: a2. To smo t udi pričakovali, kaj ti

1 Postopek lahko močno skrajšamo , če določimo naj prej najmanj še možno število
enic , ki nastop a jo v razcepu števi la nna m fakt orj ev. P re mislite , kako! Pri parametrih ,
ki nastopajo v dani na logi, je en ic kar pr ecej . (O p. ur .)
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Mat ija Pretnar

množenje in sešt evanje sta komutati vni op eraciji , pri iskanju razcepov
pa smo pazili le na ur ejenost šte vil a2, . . . , ak (nismo izključili možnosti
a2 > ad ·

o V RTN ARJEVI NALOGI

o· _-.~_- - _ - o----'

1008060, o20

60

ao I .

2 0

80 ·

V t retj i številki t ega let nika P reseka je Boj an Mohar zastavil neka j vpra­
ša nj o Vrtnarjevi nalogi , ki jo je v prisp evku Predalčno načelo v prvi
šte vilki tega letnika opisal J ože Gras selli .

Zastavljena vpraša nja so tež ka , da pa ne bod o osta la povsem neod­
govorje na , bom pod al odgovor na dru gi del vp rašanj a (B) . Opisal bom
tako razp oreditev več kot 300 točk znot raj kvadrat a s st ranico 100 enot,
da nob en krog polmera 8 enot ne bo vseboval več kot 6 dan ih točk.

Konstrukcija sploh ne bo zaplete na , bo pa nekoliko odstopala od nasvet a
iz besedila naloge . Ta namreč priporoča "dokaj enakom erno" raz poreditev
točk po kvadratu.

Skica razpored itve je pr ikazana
na sliki na desni . Vsaka pika pom eni
gručo 6 točk , ki so zelo zelo blizu
druga drugi. Vodoravne razdalje
med gručami so malen kost večje od
2 · 8= 16 enot , tako da noben krog
po lmera 8 ne mor e vsebovati točk iz
dveh različnih gruč , ki sta v ist i vr­
sti. Zaporedni piki iz ist e vrs te sku­
paj s piko nad razpoloviščem njune
zveznice tvorita enakostranični t ri-
kotnik. Navpične razdalje med vr­
stami so tako malenkost večje od
16v'3/ 2 ~ 13.86 enot. Nob en krog
pohn era 8 tako ne more vse bovati točk iz gruč v dveh različnih vrstah.
Krog polmera 8 lahko tako vsebuje le točke iz ene same gruče, t eh pa je
le 6.

Kad ar začnemo na robu , lah ko v vrsto zložimo 7 pik (6 · 16 =
= 96 < 100 )y , v vrst o z zamaknjenim začetkom pa jih lahko post avimo
6. V kvad rat gre 8 vrst (7 · 8v'3 ~ 96.99 < 100). V celot i smo torej
razporedili 6 . (4 . 7 + 4 . 6) = 312 točk, in to v pr avokot nik s st ranica ma,
ki mer ita dobrih 96 in slabih 97 enot.

Martin Juvan
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NOGOMETNA KOMBINATORIKA

Svet ovno prvens tvo v nogom etu je pr ed vrati. Selektor slovenske repre­
zentance Srečko Katanec je v Korejo pripeljal 23 igralcev: 3 vratarj e,
6 bran ilcev , 9 vezn ih igralcev in 5 napadalcev. Čeprav je s tem že odpravil
št evilne dvome in skrbi, ga še vedno muči cel kup vprašanj . Pomagaj mu
po iskati od govore.

1. Na koliko načinov lah ko Srečko sestavi enajsterico, v kateri bodo
vratar , t rije branilci , št irje vezni igralci in trije napadalci?

2. Kaj pa enajste rico, v kateri bo poleg natanko enega vr atarja vsaj en
napadalec?

3. Na koliko načinov lahko Srečko razdeli dr ese s številkami od 1 do 11
med svojih 23 izbran cev?

4 . Kaj pa, če mora številko 1 dobiti vr atar , ost ale pa drugi igralci?

5 . Koliko različnih petmestnih št evil lah ko sest avimo, če se v vrsto
postavi nekaj igralcev , ki imajo na hrbtu številke od 5 do Ll.?

6 . V korejskem hotelu Mitsa-Matsa bodo slovenskim reprezentantom
in selektorju na voljo 3 različne št iriposteljne sobe te r 6 raz ličnih

dvoposteljnih sob . Koliko različnih razporeditev 24 oseb po sob ah je
možnih?

7 . Vstopnice za te kmo slovenske reprezentance menda stanejo 20 (sedež i
2. kategor ije) , 30 (sedeži 1. kategori je) in 70 evrov (sedež i v poseb­
nih ložah) . Skupina navijačev namerava za nakup vstopnic porabiti
natanko 200 evrov. Na koliko načinov lahko kupijo vstopnice, če nas
zanima samo šte vilo vstopnic posamezne vrste?

8 . Cimerotič , Ačimovič in Čeh so na zadnjih treningih skupaj dosegli
7 golov, a ni nujno, da je vsak od njih res dos egel gol. Na koliko
načinov se je to lahko zgodilo?

9 . Zahovič , Pavlin , Osterc in Rudonja pa so na zadnjih t reningih skupaj
dosegli 15 golov. Na koliko načinov so to lahko storili , če je dal vsak
vsaj dva gola?

10.* Enajsteri ca , primerna za tekmo, je sestavljena iz enega vr atarja,
vsaj dveh br ani lcev in vsaj enega napadalca. Med koliko primernimi
enajstericami lahko izbira slovensk i selektor?

Boštjan Ku zman, Martin Juvan
Rešitev je na str. 365.
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KRISTALN E MREŽE - 2. del
Zlaganje krogel

V prejšnji št evilki Preseka smo si v članku Kristalne mreže, 1. del, ogledal i
dva načina zlaganja skladnih kro gel. Tu bomo predst avili še enega.

Narišimo kocko ABCDAIB ICIDI z robom a. Na njej označimo vsa
oglišča in vsa središča osnovnih t er stranskih ploskev (slika 1), to je skupaj
8 + 6 = 14 točk .

Nato zlagamo skladne kopij e t e "osnovne celice" , ki ji pravimo
"ploskovno centrirana ko cka", tako da imat a sosednj i kocki skup na št ir i
oglišča.

Oglišča in središča mejnih ploskev tako zlože nih kock sestavljajo mno­
žico točk v prost oru. Kot je razvidno iz vprašanja 3 na koncu tega članka,

je ta mn ožica točk trirazsežna mreža, kak ršno smo opisali v prve m de lu
članka o kri st alnih mrežah.

D'
Oo F

o _-

- "-

A'~':'-_------'-:r

<n .
" ).) ~

A B

': 1

C'

C

Slika 1. Slika 2.

Vsaka točka te mreže naj bo središče krogle s polmerom

Na sliki 1 se potem kr ogla s središčem v H dotika krogel s središči v točkah

A , B , Al in B I.
Izračunajmo delež prostor a , ki ga zavzemajo krogle. V osnovni celici

imamo osemkrat po eno osmino kr ogle in šest krat po po lovico krogle
(slika 2), skupaj št ir i prostornine krogle, kar je

4 . i ;rR3 .
3
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Delež dobimo , če to delimo s pr ostorn ino kocke, to rej z

Količnik je

'Tr •
10 = 74,0 % .

3v2

To je več kot pr i "telesno centrirani kocki" iz pr ejšnj ega članka .

Veliki nemški matematik Carl Friedrich Gauss je že pr ed dvema
stoletj ema dokazal tole: Če središča krogel sestavljajo trirazsežno mrežo ,
ni mogoče doseči večje zapolnjenosti prostora. Zato temu načinu zlaganja
krog el pravimo kubično najgostejši sklad.

V let u 1998 je bil pr edstavlj en izredno dolg dokaz, da tudi sicer ni
mogoče zložiti kro gel učinkoviteje . Dokaz je oprt na obsežna preverj anja
z računalnikom .

Opozorimo pa, da obstajajo še drugi načini zlaganja krogel, ki so
enako učinkoviti kot kubično naj gostejši sklad.

Iz osnovne celice ni takoj jasno, kako bi v pr aksi zložili krogle v
kubično najgostejši sklad . Zato še enkrat narišimo osnovno celico (slika 3) .

Točke A, E, C , 1 , B ' , H ležijo vse v isti ravnini in so središča krogel.
Z malo črko označimo kro glo , ki ima središče v točki , označeni z ustrezno
veliko črko. Paroma se dotikajo krogle a, h in e (saj je IH El = IAHI =
= IAE \) . Se pravi , vsak par kro gel iz množice {a, h, e} se dotika . Podobno
velja za kro gle iz množic {e,e ,i} , {b',h, i} in {e,h,i}.

Če krogle a, e, e, i , b', h pravokotno projiciramo na ravnino trikotnika
ACB' , dobimo sliko 4.

,,
I .o'
I

.0' G ' .
'H ·· .:
1J)" •

f
. ' I .'

. . ,...._------

.," .<.;~ ~ ~ D
, _ . .o'

.: >:~ . E

D'

6 .. I _-

A/~"

A

F

B'

B

C'

' , 1

- - - - .- . "
C

Slika 3. Slika 4.



330 Mat ematika I

Ker je IGHI = %V2, se g in h dotikata. Enako vidimo , da se

g dotika kro gel a, h, e,
j do tika krogel i , e, c,
f dotika kro gel b', h , i .

Zdaj vemo, kam moramo položiti krogle g , i , f . Oglej te si t udi sliko 5
in fot ogr afijo na naslovn ici.

Slika 5.

Vprašanje 1. Kje na sliki 4 je proj ekcija točke B ? (Namig: Kater ih
označenih krogel se dotika kr ogla b?)

Uporabimo zdaj pridobljeno znanje za reševanje zanimivega problema.
Relativna atomska masa aluminija je 26,98, 'zato ima 1 mol atomov

aluminija maso rti = 26,98 g. Gostota aluminija je 2,70kgjdm3 . Al u­
minij kri stalizira v kubično naj gostejšem skladu . Določi po lmer atoma
aluminija.

R ešitev . V 1 molu je Avogadrovo število NA ~ 6,02 . 1023 atomov
aluminija, vsak ima torej maso tri . ( NA) - l .

Če je R polmer atoma aluminija, ima osnovna celica rob a = 2V2R.
Na osnovno celico odpadejo, kot smo ugotovili , 4 atomi, torej masa ~:.
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Gostota je

4m

Od tod je

26,98 .10-29 m3 = 269,8 .10-30 m3

4V2· 6,02 ·2,70 4V2 ·6,02·2,70

in

269,8 . 10-10 m ~ l 43 . lO-10m .
4V2 ' 6,02 . 2,70 '

V nadaljevanju zahtevamo od bralca več samosto jnega dela.

Vprašanje 2. Svin ec ima gostoto 11,34 gj cm
3 in relativno atomsko

maso 207,2. Kr istalizira v kubično naj gostejšem skladu. Določite polmer
ato ma svinca.

Opomba. V st aljenem svin cu so atomi bolj neurejeni kot v kristalu
in prostora ne zapolnjujejo tako učinkovito . Zato se pri strjevanju svinec
skrči .

Kovin e, ki krist alizirajo v manj gost ih skladih, pa pri strjevanju lahko
zvečajo prostornino. Tak e kovine niso najbolj primerne za vlivanj e.

Pos eben primer je kositer , ki pri nizkih temperaturah kristalizira v
manj gost em skladu kot pri sobni temperaturi. To je vzrok t. i. "kositrove
kuge" , ki je povzročila mnogo škode .

Vprašanje 3. Vrnimo se k sliki 3. Naj bo P paralelepiped z osnovno
ploskvijoB'H El in s stranskim robom B'F.

a) Določite preostala oglišča paralelepipeda.
b) Če ima kocka rob a, določite robove paralelepipeda.
c) Določite kota, ki ju B' F oklepa z B'H in B' I.
d) Iz tršega papirja naredite nekaj modelov za P , če rob paralelepipeda

P meri 6 cm. Zložite modele tako, da imata sosednja modela skupna
4 oglišča . Oglišča zloženih paralelep ipedov sestavljajo mrežo središč

krogel kubično najgostejšega sklad a. Primerjajte s sliko 3. Da je to
res prava mreža , je razvidno iz naslednje točke.

e) Naj bo B' 1 = a,B'H = b, B'F = c. Če za izhodišče vzamemo točko
B' , izrazite kr aj evne vektorj e vseh oglišč kocke in vseh središč mejnih
ploskev v bazi {a,b,c}.
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Vprašanje 4. Na sliki 3 post avimo pravokotni koordinatni sistem

tako, da bo A izhodišče O, OB = 2z, OD = 2J, OA' = iko
Kaj je množica vseh točk T , za katere je

OT = mz+ nj + pI. ,
kjer so m , n ,p E ~ in je vsota m + n + p sod o št evilo?

Odgovori na vprašanja:

1. P roj ekcija točke B je v središču t rikotnika AG B' .
2. 1,75 · 10- 10m.
3. a) G, D , J

b) ~a

c) 60°
e) GA = 2b, OB = a+b - c, OG = 2a, OD = a+b+ c,

OA' = - a+ b+ C, OB' = O, 0(5 = a- b+ C, 0J5i = 2c,
OE = a+ i. OF = C, OG = b+ C, OH = b, OJ = a,
OJ = a+c.

4. To je mreža kubično naj gostejšega sklada, kat erega osnovna celica je
kocka ABGDA' B' G'D' .

Peter Legiša

Judita Cofman: KAJ N A J R EŠUJEMO? - 1. in 2. del

V zbirki Knj ižni ca Sigma je pr ed kr at­
kim v dveh delih izšel prevod knjige
What to Salve?, avtor ice Judite Co­
fman. Original je v ang leškem jeziku
let a 1990 izdala ugledna zalo žba Cla­
rendon Press.

Avtorica je po ro du Mad žarka iz
Vojvodine, že vrsto let pa poučuj e na
različnih univerzah v Anglij i, Nemčij i

in na Madž arskem . Podnaslov knjige
Naloge in nasveti za m lade m ate­
matike pojasnjuje, kak šna je vsebina
dela . Le-to je nastalo na osnovi gra­
div , ki jih je avtori ca skupaj s sode­
lavci pripravljala za seminarje in razi­
skovalne tabore za mlade matem atike.

• • •
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Sestavljeno je iz štirih pogl avij in treh dodatkov. Vsako poglavje se začne

z uvodom, ki mu sledijo naloge in nato še njihove rešitve. Lažj e naloge,
namenjene manj izkušenim bralcem, so pos eb ej označene.

Prvi del ima dobrih 150 strani in poleg predgovora vsebuje pr evod
prvega in drugega poglavj a originala. V pr vem poglavju , ki ima naslov
Naloge za raziskovanje, so pr edstavlj eni nekateri prij emi , ki jih pogost o
uporabimo ob prvem srečanju z matematičnim problemom. Sem sodi
uporaba analogij, iskanje vzorcev, posploševanj e ipd. Načini reševanja
nalog je naslov drugega poglavja. Tu spoznamo pr everjene metode za
reševanje problemov: uporabo invariant , matematično indukcijo , dokazo­
vanje s pr otislovjem , pa tudi kakšen manj znan prijem, kot je npr. metoda
neskončnega spust a.

Drugi del je nekoliko kraj ši ter poleg t retjega in četrtega poglavja
originala vsebuje še vse tri dodatk e. Tretj e poglavj e pr edstavi nekatere
znamenite probleme iz zgodovine matematike: trditve o praštevilih in
O številu Jr , uporabo kompleksnih šte vil in kvaternionov, odkritje neev ­
klidskih geometrij in razvoj "umetnost i štetj a" . V zadnjem poglavju so
opisani izbrani eleme ntarn i problemi , s katerimi so se ukvarj ali znamenit i
matem atiki 20. stolet ja . Med njimi je t udi slavni zadnji Fermatov izrek.

Prvi dodatek služi predvsem kot slovar, saj vsebuje definicije in poja­
snila matematičnih pojmov, ki jih srečamo v besedilu. V drugem dodatku
so kratki biografski podatki o matem atikih, omenjenih v besedilu, tretji
dodatek pa je obširen seznam knjig, priporočenih za nad aljnje branje.

Knjigi nista tež ko branj e, moč pa ju je pr ebirati tudi po delih . Dejstva
iz zgodovine matem atike, ki so vpletena v besedilo, le-to lepo poživijo in
nar edij o zanimivo t udi samo za list anj e. Med nalogami je kar nekaj t akih ,
ki jih še nisem srečal. Tudi rešitve so večkrat napisane bolj "na dolgo" , ne
t ako izpilj eno, kot jih običajno srečamo v zbirkah tekmovalnih nalog. Tak
način podajanja bo verjetno bližji matematično manj izkušenim bralcem,
saj je iz njega običajno lažje ra zbrati , kako je nastala ideja za rešitev
naloge. Seveda pa so pr edstavljene rešitve še vedno povsem pr avilne in
matematično korektne.

Če vas torej zanimajo matematične nalog e, popestrene s ščepcem

zgodovine , vas vabim, da knji žici vzamete v roke in ju prelistate.

Knjigi lahko kupite pri DMFA - založništvo, Jadranska 19, Ljubljana,
ali ju naročite po telefonu (01) 4766-553.

Martin Juvan
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ZAKRITJE

Zakritj e ali ok ultacija (occ ult atio, lat. skrivanje, t aj enj e) v astronomij i na
splošno pomeni poj av , da prvo vesoljsko te lo zakrije ali okultira drugo.
V te m primeru leži drugo, to je zakr ito telo , bolj daleč kot prvo telo .
Zakritje večkrat uporabljamo kot pomoč pri ugotavlj anju, katero od dveh
vesoljskih te les, ki sta ud eleženi pri zakritju, je od nas bolj oddaljeno.

Z roko zakr ijmo (zas trimo) luč na st en i. Kaj je od nas bolj oddaljeno,
roka ali luč?

Tako lahko Luna pri svojem navideznem mesečnem gibanju na nebu
zakrije zvezde, pl anete , glave komet ov, radij ske vir e, kar vse pomeni, da so
zvezde, planeti, kometi , radijski viri od nas bolj oddalj eni , kot je oddalj en a
Luna .

Planet lahko zakrij e zvezdo (let a 1679 je Saturn zakril zvezdo Omi­
kron Bika, 1976 je Mars zakr il zvezdo Epsilon Dvojčka, 1981 pa Vener a
zvezdo Sigma Strelca). Znani so primeri , da pl anet zakrije planet (leta
1590 je Venera zakr ila Mars) ali da planet zakrije satelit, ki kro ži okrog
njega (npr. da Jupit er zakrije kako svojo luno; o tem najdet e podatke v
as t ronoms kih efeme ridah Naše nebo).

Najbolj znana, številna, raziskana in tudi pomembna so Lunina zakri­
tj a zvezd . Zato tu predstavimo predvsem t a poj av (slika 1) . Pri Luninem
zakrit ju zvezda v hipu zaide za Luno, včasih pa prav tako tudi vzide izza
nje. Ker se Luna premika glede na zvezde od zahoda proti vzhodu, zvezd a
(planet ali kako drugo vesolj sko telo) izgine za Luninim vzhodnim robom
(poj av imenujem o tudi imersij a), pojavi pa se izza nj enega zahodnega
robu (em ersija). Od mlaj a mimo prvega krajca do polne lune se izginotj e
zvezde torej dogaja na temnem vzhodnem robu Lune, od ščipa mimo
zadnjega krajca do ml aj a pa se ponovni pojav zvezde kaže na temnem
zahodnem robu.

Lunina zakrit ja zvezd uporablj ajo za določitev natančne lege Lune,
za katero vem o (glej Presek 28, 2000-2001 , 206), da im a zelo zamotano
gibanje, njeno natančno lego pa pogosto potrebujemo v raznih izračunih.

Lege zvezd na nebu so določene zelo natančno , ker gre za točkasta

t elesa z gib anji , katerih lastnosti dobro poznamo. Luna pa ni točkasta,

pr avzaprav je navidezno zelo razsežno telo , pa še nj eno gibanje je zelo
t ežko natančno pr edvideti. Lege Lune torej ni možno napoved ati z enako
natančnostjo kot lege zvezd. Če pa na primer izmerimo čas (trenutek) , ko
Luna zakrije zvezdo, je lega točke na Luninem robu (to je zvezde, ki se
ravno dotika Luninega diska , kjer se odigra poj av ) v t em času tudi znana.
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Slika 1. Ko Lu na prečka nebo , občasno prid e pred kakšno zvezdo v ozadju t ako, da jo
začasno zas t re in prepreči , da bi jo opazovali - rečemo , da Lu na za krije zvezd o. Raz­
meroma pogosto za krije dovolj sve t lo zvezd o, ki jo lahko opazuje mo že z daljnogledam
manjše povečave.

Slika prikazuj e , da bo Luna km alu za krila zvezdo - zgo d ilo se bo Lunino zakritje zvez de .
Poj av se od igra v nekaj stot in kah sekunde . Zak ritje j e mogoče posn eti na filmsk i trak, s
TV kamero , fot oce lico, fotomet rom, videom. Kot za nim ivos t na j povem o, da natančni

pr egledi posn etkov kažejo , da Luno obkroža skrajno redka a t mosfera (t ako redka, da bi
lahko rek li, d a je nima) . Pri izredno natančnem op azovanju sij zvez de nekak o dv e do
tri sekunde preden zvez da izgine za Lu ni n rob zelo rahlo pade, svet loba zvezd e nekako
šibko "za m iga t a" oziro ma zvezd a "obled i".
Na zgorn j i s liki je zvez da še nekoliko navidezno oddaljen a od Luninega ro b u; Luna se
j i nav idezn o približuj e od zahoda proti vz ho d u (gib lje se v levo) . Spo daj je zvez da tik
pred za kritjem.
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Iz te h podatkov lahko nato določimo natančno lego Lu ne, pravzaprav
središča nje nega diska ob zakrit ju (slika 2) . Zato Lunina zakritja zvezd
pazlj ivo opazujejo . V pre te klosti so opazovanja te h zakr it ij pomagala tudi
pri od kr ivanju sp rememb v vrtenju Zem lje .

Slika 2. K določitvi natančne lege Lune s pomočjo Luninega zakrit ja zvezde.
Zaradi Luninega gibanja glede na zvezde proti vz hodu zvezda Zl izgine (zaide) za
Luno - zakritje (imersija), zvezda Z2 pa se po javi (vzide) - odkrit je (emersija) . Zvezde
imajo kot točkasta telesa natančno določeni nebesn i koordinati (rektascenzijo o in
deklinacijo 8) , Luna kot razsežno in zelo "muhast o" telo pa ne. Natančnejši koordinati
Lune (pravzaprav središča Luninega diska) ob zakritju dobimo , da upoštevamo smer
Luninega gibanja na nebu, podanega npr. s kotom e, in znanim navideznim polmerom
p Lune.
Naj ima zvezda Zl znani koord inati a l in 81 . Tedaj sta koordinati središča To (aa, 80 )

Luninega d iska enaki: aa = al - Pcos e in 80 = 81 - p sin c (a se veča v levo, 8 pa
navzgor) . Pa še vedno je tako določena lega središča Luninega diska približna, ka jti
Luna se gib lje zelo nepravilno . To povemo zato, da začutite vso zamotanost Lu ni nega
gibanja.

Nastop pojava in okoliščine Luninega zakrit ja zvezde, kar nekako
spominja na mrk zvezde, lahko predvi dimo (izračunamo) po posebno
zapletenih formulah (za radi prezahtevnosti j ih seveda ne navajamo).

Trenutke zakritja svetlih zvezd, vidnih z lovskim daljnogledom, pri­
našajo številne astronomske efemeride. Opazovanj e teh pojavov, ki jih
spremljajo na številnih observatorij ih, in nj ihova teoretična analiza se
uporablja za natančno določitev osnovnih elementov t ira Luninega gibanja
okrog Zem lje .



I Astronomija

Slika 3. Če zvezda za ide (vz ide) skora j v
hipu, pa plan et , ki je z daljn ogledom vide n
kot majčken disk-plošček , kar nekaj časa za ­
haj a (leze ) za Lu nin rob (vzha ja izza ro bu) .
Iz časa zaha janja vesoljskega te lesa za Lunin
rob je mogoče izm eri ti zorn i kot vesoljs kega
telesa in pri zn ani oddaljenosti še njegovo
velikost - premer .
Slika prikazuje vzhajanje Saturna izza Luni­
nega ro bu. Mimogrede , leta 1983 smo lahko
opazova li, kako je Luna zakri la planet Jupi­
te r .
Prav pred kratkim je Lun a tud i za kr ila neki
svet el p lanet . Poskusit e ugotovi ti , kateri.

-

Tudi zemlje pisno dolžino je zelo
prikladno določit i po trenutku, ko Lu­
na zakrije zvezdo, saj so v nekate­
rih efemeridah navedeni potrebni po­
datki za skoraj vse svet lejše zvezde in
sicer točni čas zakritja kot t udi mesta
vstopa in izstopa zvezde za poljuben
kraj na Zem lji , kjer lahko pojav (za­
kritj e ali odkritje) opaz ujemo .

V sredini pret eklega stolet ja so
Lunina zakrit ja zvezd začeli upora­
bljati tudi za določevanje polmerov
(velikosti) zvezd . Metoda se je izka­
zala za usp ešno in jo uporabljajo še
dan es.

Govorit i oziroma pisat i o vsem
tem pa so že druge, kar zahtevne zgod­
be. Morda o njih kdaj drugič.

lvIarijan Prosen

... ..
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REŠITEV POZABLJENE NALOGE - s str. 290

Kolega Martin ima odlično ur ejen arhiv . Sam sem medt em na "pozablje no
nalogo" zares že čisto pozab il. Najprej je vpraševala po pr aštevilu z
najdaljšim deset iškim zapiso m, ki ob črtanju števk z desne ves čas ostaja
pr aštevilo. Izkaže se, da imajo takšna praštevila osem števk in da jih je
pet , namreč 23399339, 29399999 , 37337999, 59393339 in 73939133. Vsa
števila v zaporedju 23399339, 2339933, 233993, 23399, 2339, 233, 23, 2 so
pr ašt evila , podobn o velja za ost ala št iri šte vila .

Če nam esto na desni črtamo števke na levi, pri demo do dolžine 24 (ne
23, kot sem let a 1995 napačno napi sal v pismu Martinu!) in do enega sa­
mega pr aštevila , namreč 357686312646216567629137. Vsi členi zaporedja
357686312646216567629137,576863 12646216567629137, . . . , 137, 37, 7 so
pr aš tevila .

Če lah ko črtamo št evke na levi in desni, dobimo tri "najdaljša"
praštevila (dolžine 31), in sicer

6279821572756282163864793777199 ,

8833367216294578819534799139337 ,

8939662423123592347173339993799 .

Zdaj je treba na vsakem koraku povedati, ali črtamo števko na levi ali na
desni . Za srednje od gornjih t reh števil dobimo npr. naslednj e zaporedje
praštevil:

8833367216294 5788 19534799139337
833367216294578819534799139337
83336721629457881953479913933

3336721629457881953479913933
336721629457881953479913933

367216294578819534799139 33
6721629457 88195347991 3933

721629457 8819 5347991 3933
216 29457 881953479913933
216 29457 88195347991393
216 29457 8819534799139

16294578819534799139
6294578819534799139

294578819534799139
945788 19534 79 9139
945 7881953 479913

4578819534799 13
57881953479913

788195347991 3
788195347991

88195347991
8195347991
819534 799

1953479 9
953479 9

534799
53479
5347

347
47

7



I Računalništvo

Zanimivo: Zaporedj e odločitev , katero števko odvreči (prvo ali zadnjo) ,
je skoraj eno lično določeno . Edino možno var iacijo gorn jega zaporedja
dobimo, če predzadnje število v levem stolpc u (94578819534799139) na­
domestimo s števi lom 29457881953479913.

Dalj ših praštevil z naštetimi lastnostmi ni. Kako sem vse to ugot ovil?
Seveda ne "ročno" , ampak s programom Nlatl1ematica. Števk nisem
črtal , temveč dodaj al. Začel sem z enomestnimi praštevili 2, 3, 5, 7,
na desni dodaj al št evke 1, 3, 7, 9 (zakaj ne t udi drugih ?), na levi pa
vse razen O. Iz mn ožice tako doblj enih števil sem na vsakem kor aku
izbral praštevila . Največjo "vmesno množico" prašt evil sem dobil, ko
sem dopuščal dod aj anj e na levi in desni , in sicer 15923 praš t evil dolžine
13. Iz vsakega od njih lahko s črtanj em šte vk na levi oz . desni (vendar
v pravilnem vr stnem redu) dobimo zaporedj e t rinajst ih prašt evil. Ali je
število praš t evilo, sem preverjal s funkcijo PrimeQ + , ki je hitra , a upo­
rablj a verjetnostni algoritem. Če reče "ne" , je število gotovo sestavljeno ,
če pa reče "da", šte vilo ni nujno praš t evilo. Znano je , da pri šte vilih do
1016 program ne napr avi napake, vendar v tem primeru to ne zadošča ,

saj imamo opravit i z 31-mest nimi pr ašt evili. Matl1ematica pozna t udi
funkcijo ProvablePrimeQ+ , ki ne dela napak , je pa precej počasnejša.

Zgoraj ome nje na praštevila sem poiskal s fun kcijo P rimeQ + , nato pa
jih preveril še s ProvablePrimeQ + , a napake ni bilo. Za preverj anj e 31­
mestnega pr aštevila je funkcija P rimeQ+ po treb ovala med O.Ols in 0.02s,
funkcija ProvablePrimeQ+ pa med 6s in 7s.

Kolega Ma rtin me je opozor il tudi na internetno stran z naslovom
mathworld.wolfram.com/Truncat ablePrime.html+ , kjer dobimo še več po­
datkov o teh prašt evilih. Tako se npr. praštevil a, ki pri črtanju števk z
leve ves čas ostajajo pr ašt evila, ne morem o pa jih na levi z od nič različno

števko podaljšat i v prašt evilo , imenuj ejo praš tevila Henrika V III.

Vprašanja:

1. Kako dolga pr aštevila z zgoraj opisanimi las tnostmi dobimo v drugih
številskih sestavih (npr. t ro j iškem, štiriškem , . . . , šestnajstiškem)?

2. Kako dolga prašt evila dobimo, če dovolimo črtanje katerekoli št evke,
ne nujno prve ali zadnje?

3. Kako dolga praštevila lahko dobimo, če dopuščamo t udi za pise, ki
imajo na začetku eno ali več ničel? Primer: Št evilo 102607 + 3 je
prašt evilo, št evilo 3 pa t udi, t orej je (če črtamo št evke z leve) odgovor
vsaj 2608.

Marko Petkovšek
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AT OMI SO SESTAVLJENI

Ne bi bilo prav, če v vrsti prisp evkov o atomih ne bi nazadnje omenili,
da so atomi sestavljeni. Atomi so veljali za nede lj ive in nesestavljene
pred po lt retjim tisočletjem, ko so le razmi šljali o deljivosti snovi, in v
19. stoletju, ko so z nj imi poj asnili osnovne kemijske zakone. P o tej
last nosti so dobili ime. Danes bi rekli , da so atome imeli za osnovne
delce.

Vend ar so se razmero ma zgodaj po javila osamlj ena nasprotna mne­
nj a . An dre Marie Ampere je že let a 1814 mislil , da atome sestavlja jo
manjši delci. Sledili so mu nekateri drugi fra ncosk i fiziki, ki so menili ,
da ato ma osrednji del z maso obdajajo št evilni "et rski delci" brez mase.
Po let u 1826 je nemš ki fizik in psiholog Gu st av Theodor Fechner atome
primerj al z vesoljskimi t elesi in trdil, da oboje povezuj ejo enake sile.
W ilhe lm Edua rd Webe r! je leta 1871 opozoril na to , da med telesi v
vesolju deluje gravitacija, med deli a tomov pa električna sila.

Taka in podobna razmi šlj anj a sprva niso imela op ore v opazovanj ih in
so jih nekateri fiziki kot izmi šljotine s poudarkom odk lonili. Zaradi nji h je
Ernst Mach nasprotova l atomom in je prišlo do spora, ki smo ga omenili
v članku Atomi in P errinova merj enj a v pr ejšnji številki Preseka . P ozneje
pa so izidi poskusov omenj ene zamisli postop no po dprli. Od let a 1858 so
J ulius Pliicker in drugi fiziki raziskovali električni to k v razredčenih plinih .
Opazovali so katodn e žarke, svete l pr amen , ki je izh ajal iz katode, t o je
negat ivne elekt ro de v stekleni cev i z razredčenim plinom . Nanj je bilo
mogoče vp livati z magnetom. Večina nemških fizikov je mislila , da gre
za nekakšno valovanje, večina angleških pa st avila na naelektrene delce.
Let a 1897 se je Joseph John T homso n z odklanjanje rn v električnem in
magnetnem polju prepričal , da so katod ni žarki negati vn o naelektreni delci
s skoraj dvatisočkrat manjšo maso od vodikovega atoma. Pozneje so jih
imenovali elek troni. K temu spoznanju , ki se je le počasi uveljavilo, je
prispevalo veliko fizikov .2

Iz let a 1897 izvir aj o t ud i poskusi , ki so nakazali , da so elekt roni
ses t avni del a tomov, Pi eter Zeem an je ra ziskoval sevanje natrijeve par e
v magnetnem polju. Z močnim magnet om in odbojno ukl onsko mrežico
je ugotovil, da se rumen a na t rij eva spekt ralna črta v magnetnem polju

1 P o nj em im a ime enot a za m a gn et ni pretok. Bi l je st a rejš i bra t fiziolog a E rn sta
Heinri cha Webr a , ki si je za m islil Web er- Fechnerj ev zakon , d a je od ziv , npr . v očesn

a li ušesu , sorazmere n z loga ritm om dra žljaj a .

2 C urek elektronov , ki ga po sp eši napetost 10 tisoč voltov in več, ust vari s liko na
zaslonu t elevizij skega spreje m nika a li računalnika .
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razširi. Kadmijeva spektralna črta pa se je v močnem magnetnem polju
razcepil a na dve bližnji črt i, če je opazoval svetlo bo v smeri magnetnega
polja , in na tri, če je opazoval svetlobo pr avokotno na to sme r. Antoon
Hendrik Lorentz, kateremu je poročal o svojih opazovanjih , je pojav teo­
retično pojasnil.

Lorent zov račun. Elektron z negat ivnim osnovn im nabojem - eo, ki so
ga poznali od merjenj pri elekt rolizi, in maso m naj v določeni smeri
nih a s frekvenco v in s to frekvenco kro ži po krogu s polm erorn r v
ravnini , pr avokotni na to smer. Elektron veže na atom centripe taIna
električna sila Z e5/471"cor2 = m(271"v )21'. Pri tem je Z število pozitivnih
osnovih nabojev v atomu in co influenčna konstanta. Magnetno polje
z gostoto B ne vpli va na elektron , ki niha v smeri polj a . Z majhno
dod atno silo eovB pa deluje na elekt ron, ki kroži v pr avokotni ravnini s
hitrostjo v = 271" v1'. Smer sile je od visna od smisla kroženj a . Magnetna
sila malo poveča cent ripe t aIno silo ali jo malo zmanjša in zaradi t ega
kroži elektron malo hitreje ali malo počasnej e. Frekvenca nihajočega

elekt rona se v magnetnem polju ne spremeni, frekvenca krožečega elek­
trona pa se spremeni za ±6v:

m

B eo
6v = - . - .

471" m

Člen s (6v )2 sm o zan emarili. Izid računa je dobro opis al izide pri
merj enju in specifični naboj eol m pri t em Zeemanovem pojavu se je v
okviru natančnosti pri merjenju ujemal s specifičnim nabojem katodnih
žarkov.

V ti st em času so uspela še druga odkrit ja. Let a 1895 je Conr ad
Wilhelm Rentgen odkril rentgensko svetl obo in leto zatem Henri Becqu erel
radioaktivnost. P rva leta naslednjega stoletj a so dala spoznanj e, da so
delci {3, ki jih oddaj aj o radi oak tivn e snovi , elektroni in de lci cl: helijevi ion i.
Začela se je uvelj avljati misel, da so atomi sest avlj eni in da jih sestavljajo
elektroni . Atomi so navzven električno nevtralni , zato jih poleg negati vnih
elektronov sestavlj a tudi pozitivni električni naboj. Ker imajo elektroni
zelo majhno maso, odpade domala vsa masa atoma na poziti vni naboj .
O te m tedaj ni bilo eksperime ntalnih podatkov, zato so si zamislili veliko
različnih atomskih modelov.
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Slika l. Model a t om a , ki ga je v let ih
190 3 in 1904 opisa l Hant a ro Naga­
oka . Izh aj a l je iz ml adostne razprave
James C lerka Maxwella o Saturn ov ih
obročih , zato so ga im enovali sat ur ­
novski model.

V leti h 1903 in 1904 SI Je J. J.
T homson pr eds tavljal , da je poz itivni
naboj enakomern o porazdeljen po vsem
atomu in elektroni v njem mirujejo "kot
češplje v pudi ngu" . V tem času je ja­
ponski fizik Hantaro Nagaoka pr edlagal
drugačen mod el (slika 1). V njem se
okoli majhnega osrednjega poz itivnega
naboja giblje več skup in elekt ronov.
Sevanje atomov je po jasnil 7. dod atnim
nihanjem te h skupin s frekvenco izse­
vane svetlo be. Nekateri drugi fiziki so
vztrajali pr i poziti vnem naboju, poraz­
deljenem po vsem atomu, in so poskusili
poj asn iti sevanje ato mov z motnjami v
gibanju elekt ronov.

Na inšti tutu Ernesta Rutherforda v Man chest ru st a Hans Geiger in
Ernest Ma rsden v leti h 1908 in 1909 opazovala prehod delcev o: skozi
zelo tanke kovin ske l ist iče . Ma loštevilni delci o: so se na lističih odk lonili
za velik kot (slika 2) . Nekateri so se celo odbili . Iz tega je izhaj alo,
da pozit ivni naboj atoma deluje na delec o: z veliko silo. Zato mora
biti pozitivni nab oj v atomu zbran v zelo majhnem prostoru (slika 3) .

Sl ika 2. Prispodoba za gibanje delc a a vatom u , v ka t erem bi p ozitivni naboj izpoln il
ves a t om (levo), in v a tomu z jed ro m (desno ). Električn i poten cia lni ene rgij i delca a
priredimo težno poten cial no ene rgijo in si m islimo, d a zakotal imo krogli co proti hribu.
(Na desni je hrib tako visok, d a ves ne pr ide n a ri sb o in sm o ga za t o odrezali.) V
prvem primeru bi se d elci a le neznatno odklonili o p rvotne smer i, v d rug em pa se
nekater i močno od klon ijo. Le z drugim je mogoče opisati op a zova no ved en je delcev o
p r i prehod u skoz i tanek kovinski li sti č . Polm era atoma in jedra n ista narisani v pravem
ra zmerju.
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Slika 3. Električna sila (levo) in po tencia lna ene rg ij a (des no) naelektren ega delc a v
enakomern em oblaku pozit ivnega naboj a v odvisn osti od oddaljenos t i od središča.

Količini smo izračunali za točkast delec, medt em ko je delec Q je dro he lij a s po lmerom
1,7.10- 15 m . Na navpično os smo nanesli razm erji F I FR in W pIWpR, če sta FR sila
in W pR pot en cialna energ ija na robu oblaka pri r = R, na vodoravno os pa rl R .

Rutherford je leta 1911 zapisa l: "Da bi poj asn ili te in druge izide, moramo
privzeti , da gre naelektreni delec v atomu skozi močno električno polje.
Gibanje tega delca obravnavamo za vrsto atoma, ki ga sestavlja osrednji
električni nab oj , zbra n v točki in ki ga obdaja enakomeren krogeIni naboj
dru gega znaka enake velikost i." Tako je v fiziko stopilo at om sko jedro .

Sila med naelektrenima de1cema in potencialna energija. Na točkast

delec z nabojem Z Ieo deluj e delec z nab ojem Z2eO in polmerom R z
odbojno silo

r
F = -FRR

pri O<r <R in pri r > R.

FR = ZIZ2e6 /4 7rcoR2 je sila na robu naboja pri r = R.

Električna potencialna energija je

pr i O< r < R in
Rw, = -WpR
r

pri r > R.

W pR = Z IZ2e6/ 47rco R je potenci alna energija na robu nab oj a pri r =
= R. Za delec et je Z I = 2 in za atom zlata Z2 = 79. Atom zlata
ima polmer 1,44 .10- 10 m, jedro zlata z relativno atomsko maso 197 pa
6,40 .10 - 15 m. Poenostavljeno srno vzeli , da je delec et točkast , medtem
ko ima jedro helija polmer 1,7 .10- 15 m.
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Odbojna električna sila na robu jedraje (1, 44. 10- 10/6,4.10- 15 ) 2 =
= 5 · 108-krat večja od sile na robu atoma, ki bi ga enakomerno izpol­
njeval enak po zitivni električni naboj . Električna sila na robu ato ma,
ki bi enakomerno izpolnjeval po zitivni električni naboj , ne more znat no
odkloniti hitrega delca a . Velik odklon de lca pri prehodu skozi kovinski
list ič lahko po jasni le velika sila na veliko manjšem jedru . Potencialna
ene rgija na robu jedra je 1, 44 . 10- 10 / 6, 4. 10-15 = 2,3 · 104-krat večja

od poten cialne energ ije na robu atoma , ki bi ga enakome rno izpolnj eval
poziti vni naboj . Negativnih elektronov ni t reba up ošte vati , ker imajo
zelo majhno maso in jih delec a z veliko kinetično energijo brez težave
odrine iz atoma. P ri te m se samo malo zmanjša njegova kinetična

energija.
Delec a , za katerega je Rutherford ugo tovil, da se giblj e s hi t rostjo

Vo = 2,09.107 mi s in ima maso M = 4 ' 1,6 .10- 27 kg, se od bije od jedra
zlat a , ko se mu približa do najmanjše razdalj e središč ro. V tej raz­
dalji je potencialna energija enaka kinetični energij i: ZlZ2e6/41rEO ro =
= Wk = ~l\!Iv6' Pri tem vzamemo, da ostane jedro pri miru. Dobimo

_ Zl Z2e6 _ ? . -15r o - VV - _, 5 10 m .
41rEo k

Izid je pokazal, da je jed ro veliko m anjše od atoma. Z današnjim
podatkom za jedro zlata bi se delec a zapičil v jedro.

Spočetka niso poznali št evila elektronov v atomu in so ga precenjevali.
Rutherford je po prehodu delcev a skozi t anek l ist ič zlat a sklepal, da je v
ato mu zlata sto (namesto 79) elekt ronov in ima jedro zlata sto (namesto
79) po ziti vnih osnovnih nabojev . Nekateri so t rdili, da je šte vilo elekt ro­
nov v atomu enako polovici relativne atomske mase. Pozneje so uvideli ,
da št evilo elektronov v atomu in število pozitivnih osnovnih nab ojev v
jedru določa vrstno ali atom sko število, to je zaporedno številko elementa
v p eriodni preglednici.

Rutherford je spočetka dopustil možnost , da so elekt roni razporejeni
po vsem ato mu in mirujejo. Z Osončjem so atom začeli primerj ati pozneje.
Tedaj so se zavedali pomanjklj ivost i mod ela . Elektroni v atomu z jedrom
ne morejo mirovati in nj ihovo gibanje je pospešeno, saj je tudi enakome rno
kr oženj e posp ešen o gib anje. Pospešeno se gibaj oči naelektreni delec pa
seva in s t em izgublja energijo. Zarad i sevanja bi se zmanjševala energija
atoma, elekt roni bi se približali jedru in nazadnje padli vanj.
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Na to , da so atomi sestavljeni, bi lahko sklepali že po periodni
pr eglednici element ov, ki jo je sestavil Dimitrij 1. Mendelejev let a 1869.
Če obstaj a veliko različnih delcev , ki veljajo za osnovne, in jih je
mogoče razvrs titi v ur ejeno pr eglednica , t i delci niso osnovn i, ampak
sestavljeni. Sp oznanj a ne moremo imeti za zakon narave, a se je doslej
obneslo . Uporab ili so ga pri atomskih jedrih, ki j ih sestavljajo protoni in
nevtroni, in pri protonih , nevtronih in sorodnih delcih , ki jih sestavlj ajo
k varki. Po izkušnj ah z ato mi nas ne pr eseneti , če nekateri fiziki že
domnevajo, da so tudi kvarki sestavljeni, čeprav za to nimajo trdne
ekspe rimentalne opore.

Fi ziki so se znašli v zagati, saj so atomi obstojni . Rešit ev je ponudil
nov način razmišljanja. Max P lanck je let a 1900 sevanje črnega telesa ,
to je te lesa , ki absorbira vse vpadno sevanje in ki od vseh te les pri dan i
temperat ur i najmočnej e seva , poj asnil z nenavadno zamislijo. Sevanje
izmenjuje energijo s steno telesa le v obrokih , energijskih k vantih , ki
so jih pozneje imenovali fotoni. Arthur Erich Ha as z Dunaja let a 1910
in John W illiam Nicholson iz Londona in Oxforda let o zatem sta med
prvimi poskusila po novem pojasniti gibanje elektronov v atomu. To je
uspelo let a 1913 Nielsu Bohru, ki je bil od vsega začetka prepričan , da
gibanja elekt ronov vato mih ne bo mogoče po jasniti po starem , klasično.

V klas ični elekt rodinamiki naelektren i delci sevaj o elekt romagnetno va­
lovanj e s frekvenco, ki se ujema s frekvenco njihovega kroženja ali ni­
hanj a. Bohr se je nasloni l na Pl an ckovo kvantno zamisel in priv zel, da
v vodikovem atomu elekt ron lahko kro ži okoli jedra samo po krogih z
določenim polmerom, ko ima določeno energijo . Seva le, ko z eneg a od
krogov preide na manj ši kr og in pri tem razliko energij pr evzam e foton . S
tem je dosegel , da se je frekvenca izsevane svetlobe razlikovala od frekvence
kroženj a elekt ronov. Boh rov pod vig bi morda kazalo opisati posebej drugo
let o ob devetdeset let nici. Za zdaj se zadovoljimo s spoznanjem , da atome
sest avljajo elekt roni, jedra in močno električno po lje med njimi.

Okvirni razvoj spoznanj o zgra dbi atomov je op ozor il na to , da se je
zamisel o osrednjem delu ato ma poj avila , ko še ni imela ekspe rimentalne
opore. V fiziki danes ne zavržemo takih zamisli , kako r je zahteval Mach,
zavedamo pa se, da jih merj enja ne podpirajo. Dokončno sprejmemo samo
t ist o, kar podpirajo merj enj a. K spoz nanju , da sestavljajo atom e elekt roni
in jedra je prispevalo veliko več fizikov, kot smo jih omenili . Njihovi koraki
so šli v različne smeri in pogosto se je šele po daljšem času pokazalo, kateri
so usp ešni .

Jan ez Strnad
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EVARISTE GALOIS (1811-1832)
Svetli komet na matematičnem nebu 19. stoletja

Tragično zgodbo norveškega matem a­
t ika Nielsa Henrika Ab ela, opisano v
prejšnj i številki Preseka , malodane vsi
pisci zgodov ine matematike 19. stoletja
primerj aj o s temno usod o drugega mate­
matičnega genija t istega časa, Franco za
Evarista Galoisa. Njuni kratki življenj i
sta se časovno deloma pokrivali, delovala
sta v veliki meri na ist ih matemat ičnih

področj ih , oba sta umrla zelo mlada .
Toda Abela je ubila revščina, Galois paje
umrl po neumnem . P adel je v dvob oju,
st ar kom aj enaindvajset let in po l. Te
dni (31. maj a ) mineva 170 let od njegove
smrti.

Evariste Galois se je ro dil na obrobju P ariza , v kr aju Bou rg-la-Rein e,
kjer je bil nj egov oče Nicolas-Gabriel Galois župan. Evaristova izobražena
st ar ša sta bila brez matematičnega t alenta, je pa sin po njij u po dedoval
nespravljivo mržnjo do t ir an ije. Kaže, da je imel srečno otroštvo.

Dvan aj stlet en se je Galois vpisal na licej Louis-Ie-G rand v Parizu.
Dot lej ga je, v nekoliko ekscentričnem filozofskem duhu, poučevala mama
Adelaide-Marie Dem an te. Ker se na liceju ni hotel podvreči t rdi d iscip lin i,
ki st a jo v času restavracije šolam vsilili oblast in Cerkev , je kljub bistrost i
veljal za problematičnega učenca .

V šoli se je pravzaprav prvič srečal z matematiko. Toda ni ga zani­
mala algebr a , kak ršno so te daj poučevali v šolah , prevzela ga je Legen­
drova C eometrie. Petnaj stletnik jo je na dušek preštudiral in nadaljeval
z branjem Lagr an gejevih del, s čimer si je prido bil solidne matematične

osnove. Ob vzpodbudi odličnega učit elj a matematike Loui s-Paul-Emila
Richar da je odk ril svoj matematični t alent. Ko je bi l st ar 17 let , je začel

št ud irati najnovejša dela iz teorije enačb , teorij e števil in t eor ije eliptičnih

fun kcij . Redno šolsko delo je puščal ob strani . V ta čas sod i tud i njegov
prvi objav ljeni članek, v katerem je dopolnil neki Lagrangeov rezu lt at o
verižnih ulomkih .

Ne da bi poznal Ab elove rezultate, je let a 1828, podobno kot Abel
osem let pr ed njim, naj pr ej napak verjel, da je za splošno algebrsko
enačbo pet e stopnj e našel rešit ev z radikali. Hitro je uvid el svojo zmoto,
nad aljeval s teorijo algebrskih enačb na povsem novih osnovah, do kler ni
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uspešno poj asnil splošnega pr oblema z uporab o teorij e gru p. Doblj ene
rezultate je maj a 1829 predložil fran coski akad emiji znanosti. Ocenil naj
bi jih zanje najprimernejši razsodnik, Au gustin Cauchy.

Sledili so dogodki , ki so i zničili blesteči začetek in pustili globoke
sledi v osebnosti mlad ega matem atika. Najprej je njegov oče, pr eganj an
in zintrigiran zara di svojega liberalnega delovanj a , v začetku julija 1829
napravil sa momo r. Mesec kasneje je Galois padel na sprejemnem izpi tu
za Ecole polyteclmique, ker je pri matematičnem delu izpita odklonil ,
da bi odgovarjal na način , ki so ga zahtevali izpraševalci . Ko je tako
izgubil upanje, da bi nadaljeval šolanje na šoli z visokim znanstvenim
ugledom in liberaln o tradicijo , materi velikih francoskih matem atikov,
se je pri javil na Eco le pr eparatoires, današnj o Eco le norm ale superiere,
ki je vzga jala bodoče srednješo lske učitelj e. Novembra 1829 je bil na
šolo sprejet pr edvsem zara di odlične ocene iz matem atike pri sp reje mnem
izpi tu.

Približno tedaj je Galois iz Bulletin des sciences mathem atiques iz­
vede l za nedavno Ab elovo smrt in , kar je pomenilo nov ud arec, da Abe lov
zadnj i objavljeni članek vsebuje pr ecej rezul tatov, ki jih je on sa m, kot
originaln e, pr edložil akademiji v oceno . Cauchy je Galoisu svetoval, naj
svoje delo popravi, tako da bo up ošteval Ab elove raziskave nasploh in
t udi njegove najnovejše rezultate. Tako je nastal nov te kst , ki ga je
Galois pr edložil akademiji februarj a 1930, upajoč , da bo zanj pr ejel veliko
nagrad o akademije za t isto leto. Toda delo se je nesrečno izgubilo, ko je
njegov ocenjevalec, to pot Joseph Fourier , nenad om a um rl. Nepričakovano

odstranjen iz natečaj a za nagrad o je bil Galois prepričan , da gre za načrtno

preganjanje, tako s strani ur adne znanost i kot družb e nasploh. Nekaj
rezul t atov iz izgubljenega dela , ki so se mu ohra nili v zapiskih, je aprila
1830 objavil v Bulletin des sciences mathematiques in nato do junija še dva
članka. To dokazuje , da je kljub smoli , ki ga je spremlj ala, kot matem atik
že sto pal iz anonimnosti.

Buržoazna revolucija julija 1830, ki je pometla z Bour bo ni in ustoličila

Louis a Philippa, je ostro vplivala t udi na Galoisovo življensko pot . Eva­
rist e se je strastno zagrizel v politi ko, seveda na strani repub likancev.
Čedalje teže je pr enašal st rogo disciplino na Ecole pr eparatoires, ki je di­
jakom pr epovedovala ud eležbo na demonstracijah , objavil v op ozicijskem
časopisu divji članek proti dir ektorju šole - in bil dece mbra 1830 iz šole
izključen.

Prepuščen sa m sebi je Galois večino svoj ega časa posvet il politični

propagandi te r sodeloval v demonstracijah in neredih, ki so ted aj pr etresali
Pari z. Do neke mere je nad alj eval tudi matematično delo. Objavil je
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kr aj ši članek iz analize in daljši članek o pouku nar avoslovja. Na Poisso­
novo pob udo je v naglici napisal novo verzijo svoje razprave o reš evanju
algebrskih enačb in jo januarja 1831 predložil akademij i. P oisson je o tem
najpom embnejšem Galoisovem delu poročal v začetku ju lija . Menil je, da
del prikazanih rezul t atov lahko najdem o v nedavno posmrtno objavljenih
Ab elovih člankih , ostanek pa je nerazumljiv . Globoko nepravična ocena,
kot se je izkazalo kasneje, je lahko samo še zakr knila mladega Galoisa v
njegovi up ornosti .

9. maj 1831 je pomenil začetek konca. Galoisa so aret irali, ker je
v zdravici na banketu republikancev zaželel smrt kr alju , a ga je dober
odvetnik izvlekel iz zapo ra. Med rep ublikanskimi demonstracijami ob
ob let nici francoske revolu cije 14. julija ist ega let a je bil Galois ponovn o
ar et iran in pr idržan v zapo ru Sainte-P elagie, kjer je v neprimernih razme­
rah nad alj eval z matematičnimi raziskavami. Popravil je svojo razpravo
o reševanju algeb rskih enačb in se ukvarj al z up orabo svoje teorije t er
z eliptičnimi funkcijami. Marca 1832 so ga zaradi grozeče nevarnosti
epidemije kolere pr eselili v bolni šn ico. Tam je v svobodnejšem ozračju ,

t udi z možnostjo izhoda, ur ejeval svoja matematična dogn anja , napisal
nekaj esejev o filozofiji znanosti in se zaplete l v ljubezensko afero, katere
nesrečni razpl et je njega in njegov ponos hudo prizadel. V nerazjasnj enih
okolišč inah , ki so sled ile tej zgodbi, je bil izzvan na dvoboj .

V slutnj i bližnj e smrti je Galois 29. maj a , na predvečer dvoboja,
nap isal nekaj ob upanih pisem svojim republikanskim prija teljem , hlastno
ur edi l svoje matematične zapiske, namenjene akademi ji , in prij atelju Au­
gust u Chevalierju napisal oporočno pismo, tragični do kument , v katerem
je poskušal skicirati glavne rezultate svoj ih naj novejših matematičnih

dognanj . Zavedajoč se pomemb nos t i svoj ih zadnj ih odkri tij , je prosil
Chevalierj a, naj pismo izroči ali Gauss u ali J acobiju. Ne v potrditev
pravilnosti rezultatov , ampak v oceno njihove vr ednosti za razvoj mate­
mat ike. Ob zori, 30. maja, je bil v dvo boju smrt no ranj en . Prepeljali so ga
v bolnišni co, kjer je naslednjega dne umrl. Njegov pogreb 2. junija je bil
pr iložnost za republikan ske dem onst racije , predhodnico krvavih nemirov
nas led nje dni v Parizu.

Kaže, da se noben od Galoisovih sodobnikov ni zares zavedal vre­
dnosti dela mladega matem at ika . Cauchy, ki je bi l sposobe n do je t i nje­
gov po men, je videl le pr ve orise, saj je kot vn et pristaš Bourbonov že
septembra 1830 zapust il Francijo . Nekaj člankov, ki j ih je Galois še za
življenja ob javil, ni nudilo dovolj vpogleda v njegovo delo, še po sebej ne
v teorijo algebrsk ih enačb , ki jo je zavrge l Poisson . Tudi objava slovitega
oporočnega pisma septembra 1832 ni pri tegni la zasluže ne pozornost i. Ko­
likor je znano, pismo nikoli ni prišlo niti do Gaussa ni ti do J acobij a .
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Šele septembra 1843 je Jo seph Liouville, ki je pripravljal Galoisove
rokopise za objavo, ur ad no obvestil fran cosko akademijo, da je Galois
v oporočnem pismu dejansko rešil problem o določitvi vseh enačb, ki
jih lah ko rešimo z rad ikali.' Kljub temu st a delo, ki je bilo 1931. let a
predloženo Poi ssonu, in članek o rešljivosti pr imi t ivnih enačb z radikali
izšla šele jeseni let a 1846 v J ournal mathemati ques pures et appliquees ,

Tako je šele št irina js t let po Galoisovi smrt i matematični svet izvedel
za najpomembnejša odkritj a mlad ega ma tematika, ki so nato bist veno
vplivala na razvoj moderne matematike. Teorij a gru p , ki jo je Galois razvil
za reševanje prob lem a algebrskih enačb , je bila ključ do moderne algebre
in moderne geometrije. Danes velja Galoisova teorija in njen povezujo či

pr incip za enega naj vidnejših dosežkov v matemat iki 19. stoletja. Seveda
se njene ra zlage v Preseku še zdaleč ne moremo dotak niti .

Marija Vencelj

POVEZANA KRIP TARITMA

Rešite kr iptaritma

G A U S S E U L E R

+ E U L E R + H E R O N
6 8 O O 3 7 1 6 7 7

tako, da v obeh nadomest ite enake črke z enakimi deset iškimi števkami,
različne z različnimi. (Odgovor je na str. 364)

Marija Vencelj

ROJSTNE LETNICE PETIH MATEMATIKOV

Pred 180 let i so hkrati živeli: norveški matematik Ab el, nem ška matema­
t ika Gauss in J acobi te r francoska matemat ika Cauchy in Galois .

T istega leta so bili vsi skupaj stari 127 let . Skupna staros t prv ih t reh
je bila te daj 83 let , zadnji trije so bili skupaj stari 62 let . Poiščite njihove
roj stne let nice. (Odgovor je na str. 364)

Ma rija Vencelj

1 V zapisu o Abelu v prejšnji šte v ilki P reseka smo izvedeli, da se je s tem pro blemom
uk va rjal že Ab el, a je delo na njem prek in il za rad i slovitega matematičnega dvoboja z
Jacobij em.



Astronomija I
ZVEZDE, KI SE DOTAKNEJO OBZORJA

Med nadob zornicami , t o je zvezdami, ki so stalno nad ob zorj em , so po­
sebno zanimive ti ste, ki se pri svojem navidezne m dnevnem kro ženj u v
kakšnem kr aju dotaknejo obzo rja (horizon ta).

Oglejmo si idealno situacijo . Recimo , da v določenem kr aju na
seve rn i zem eljski po lut i opazujemo takšno zvezdo. Ko prid e v spodnjo
ku lminacijo (prehod čez kr ajevni meridian), se dotakne idealnega obzorja
natanko na severu (slika 1) . Njen višinski kot je tedaj nič.

z

sp. kulmina cija

\oo:;..._~
N

Q'

z·

Q

.-:.'------t S

meridian

Slika 1. Navidezna dnevna pot nadobzornic ~1 , ~2 , ~3 , . .. , ki se v d anem kr aj u na
severni zemeljski polut i dot aknejo obzorja.

P a izpeljimo pogoj , ki velj a za t e zvezde . Ker je višinski kot t akš ne
zvezde v spodnji kulminaciji enak nič , hit ro razberemo (slika 2) , da je
lj - (900

- 'P) = O, od koder sledi lj + 'P = 900
. Velja torej , da sta dekli­

nacija lj (Ij > O) zvezde in zemljepisna širina kraja 'P ('P > O) na severni
zem eljski po luti komplem entarni.

Poglejmo razm ere pri nas, kje r za vso Slovenijo lahko vzamemo kar
'P = 46 0

. Sled i, da je lj = 44 0
. Tako imaj o torej vse zvezde, ki ležijo

na nebesnem vzporedniku z deklinacijo 440
, v naših kraj ih lastnost , ki je

zapisana v naslovu - dotaknejo se idealnega obzorj a .
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z

sp. kulminacija
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Slika 2. K izpeljavi enačbe (pogoja) za nad ob zornice , ki se v dane m kraju (cp > O)
dot aknejo ob zorj a .

Zelo zanimiv primer nastopi, ko je <5 = <p = 45°. V t em primeru
so vse zvezde, ki se dotaknejo obzorja , hkrati še zenitne, sa j se njihova
zgornja kulminacija odigra prav nad našo glavo, v zenitu (glej pri spevek
Zeni tn e zvezde v prejšnji številki Preseka) .

Da bi si utrdili snov, predlagam naslednj e naloge:

1. Kako je z nad obzornico, ki se dot akne idealn ega obzorj a v kraju z
zemljepisno širino:

a) <p = O° ,
b) <p = 90° 7

2. Kolikšna je deklinacija nadobzornice, ki se dot akne idealnega obzorj a
v kraju z zemlj episno širino <p = 30°7 Dn evno pot nad obzornice
(ustrezni nebesni vzporednik) naka ži le shematično z daljico.

3. Kolikšna je deklinacija nadobzornice, ki se dotakne obzorja v kraju
z zemlj episno širino ip = 75°7 Dn evno pot nadobzornice (ustrezni
nebesni vzporednik) nakaži le shematično zdaljico.

Marij an Prosen

Rešitve so na st rani 366.
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KRIŽA N KA "OB 200-LETNICI ROJSTVA V ELIKEGA lV

OBARJANI KOLIGINA GIBANJE ČLANEK o

OPISI SE TEKOCINE. ZASUK. SMETARSKI PO NJEM JE UUDSKA RASTL

NANA~O KI SE OBRAT REKVIZJT RITMU BIL OBJAV· PRITR· KI J),A

NANJ NAENKRAT GLASBE U ENV DILNICA OU
POGOLTNE PRESEKU5

RAZBUR·
U IVO

DOGAJANJE REVIJA
OKOLI
ČESA

NJEGOVA
PODAUŠAN VEJA MATE·

SLONOV MATlKE
SEKALEC PROSTOR

ZAVSTOP
PEVEC

BONJOVI

DRžAvA
NASV
AFRIKE

ŠVICARSKJ

PESNIK
POlITIK

GRADNIK
(ADOLF)
OPRAVI-
ČENJE

AMERiŠKI
TRNEK

DRAMATIK. IZJBOR (KNJI2NOI

SATIRIK SLOV. KONEC
(EIJI'AAD) POPEVKE ŠAHOVSKE

IGRE

PRJI PRIIMEK POKLIC
POBUDNIK J\i~~~~E

OČETA

NAGRADE. UREDNICA
IMENOVANE BODEčA NApop TV
PONJEM RASTLINA (ALENKA)

PRESTOL· TENISAČ NA
OBE'

NICA SAFIN
PLO

NJEGOVE KRILNI DEL
DOMOVINE NOR

ZGRADBE FOS
NASPROTJE SOLDUŠIKA·

JOZE
ROTORJA STEKISLINE

TOPORiŠiČ IGRALNA
PLOŠČiCA MAMILO
S PIKAMI IZ MAKA

GRADBENI RAZVALINA, CERKVENI

POKLIC RUŠEVINA
DOSTOJAN·

STVENIK

STAREJŠA SLOVENSKA SLOV TOPE
ROKOMETNA VESLAČ SKI \

REPREZENTANTKASONJA (IZTOK)

UMETNO USNJE
IGRALEC D~~~NEWMAN

LOČEN MEHKO
BRIT. PROSTOR KOSMATENO

REžiSER V VAGONU USNJE
MENDES PRITOK PLAVALEC

VI$LE THORPE

IME NORJ.
PRESTOL·

NICE V
NJEGOVEM
čAsu

NADL.EtEN
ČE JE

POTREBA. KOMUTA·
IZPUSCAJ. SILA TIVNA. SE
MOZOU IMENUJE

PONJEM

HRJAŠKI
UMRU SLOV.

IGRALEC JAZZOVSKI
MARAIS PEVEC TROBENTAČ

VITASOVIC (PETAR)

1 P reberi t e članek v prej šnji š t ev ilk i P reseka .
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~
PISATELJ
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ZVEZA OLGADRiAV JV PRIPADNIK GRACELJ
~ OBOROZE- l---

SLOVASKD NIH SIL
ČLENGOROVJE

ZVON, KI
.....
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~
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KOVINSKA
VPONKA

VELETOK
OČE NAINDIJSKI

PODCELINI



Fizika I

ZALIV SKI TOK SLABI

Morski tokovi nastanejo pr edvsem zaradi ra zlike v gostoti morske vode,
ki nastan e zaradi razlik v temperaturi in slanost i. Po leg tega nas taj ajo
morski tokovi zaradi vet rov in nekaterih manj pomembnih vp livov.

Od južne obale Florid e teče iz Mehiškega zaliva v smeri pro ti seve­
rovzhodu zelo močan morski tok, imenovan Zalivski tok. P ri rtu Hateras,
to je pri 35° severne širine , ima hitrost 2,5 mi s, pr etok pa je 80 mil ijo­
nov m3/s . Jugovzhodno od Nove Funlandije se razcepi tako, da del teče

pro ti vzhodu, del pa nadaljuje pot pr oti severovzhodu in ogre va severn i
del Atl antika, zlasti severno obalo Skandinavskega polot oka . Voda, ki se
ob dotiku s po larnim ledom ohlad i, se zaradi povečane gosto te potopi in
se z globinskimi morskimi tokovi vrača nazaj pr ot i jugozahodu, kjer se
segreje in dviga te r krepi Zalivski tok. Vzhodna veja se pred špansko
obalo obrne proti jugu , nato pa v loku zavij e proti zahodu in ponovno
prečka At lantski ocean . Pred Velikimi Ant ili se tok razcepi. Južna veja
teče skozi Karibsko morje v Mehiški zaliv, kjer zavije proti severovzhodu,
severna pa teče ob Zahodni Indiji proti jugu Floride, kjer se obe veji
združ ita in nap aj ata glav no vejo Zalivskega toka. (Zemljevid morskih
tokov v severnem At lantiku najdet e na II . strani ovitka; op. ur.)

Na smer morskih tokov odloči lno vpliva Coriolisova sila , ki nast aja
zaradi vrtenj a Zem lje in deluj e na te lo, ki se po površini Zemlj e giblje
premočrtno . Ta sila , ki je usmerjena pravokotno na sm er hitrosti , je enaka

F = 2mwvsinep, (1)

kjer je m masa telesa , w kotna hitrost vrtenj a Zemlj e, v vodoravna rela­
t ivna hitrost telesa glede na površino Zemlje in ep geografska širina. Na
severn i po lob li je usmerj ena prot i vzhodu, če se te lo giblje proti severu,
če se telo giblje proti vzhodu, je usmerj ena pr oti jugu . Zato Zalivski
tok teče pr oti severovzhodu in ne proti severu, kot ga pog anja razlika v
gosto t i vode. Globinski morski tok hladne vode pa iz podobnega razloga
teče prot i jugozah odu in ne proti jugu .

Zaradi Coriolisove sile ne more nastati morski tok, ampak le spre­
memba smeri gibajoče se točke . Ker je Cor iolisova sila usmerjena pr a­
vokotno na smer hitrosti , se zaradi nje pr ost o gibajoča točka navidezno
giblje približno po krožnici. Od krožnice odstopa na eni strani zaradi
morebi tne spreme mbe velikosti rela tivne hitrosti , na drugi st rani pa zato,
ker se jakost Coriolisove sile spreminja z geografsko širino. Ta odstopanja
so posebno velika v bliž ini ekvato rja. Zaradi Coriolisove sile je v vsakem
od t reh ocea nov severn o od ekvatorja velik morski vrt inec v smer i urinega
kazalca, južno od ekvatorja pa v nasprotni smeri .
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Vzem imo pr imer Zalivskega to ka ob jugovzhodni obali Floride, kjer
otok Gra nd Bah am a preprečuj e , da bi se tok usmeril pro ti vzhodu. P ri
26° severne širine ima tok smer proti severu in pr etok 30 milij onov m3 Is,
kar da masni pretok lvI = 30 milijonov ti s. Zanima nas, kolikšna bočna

Coriolisova sila odpade na met er toka.
Maso vode , ki se pr etaka na razdalji enega metra , dobi mo tako, da

sekundni pretok 111 delim o s hitrostjo v . Torej je

lVI
m =- .

v

Zaradi kroženj a Zemlj e okrog Sonca se Zemlj a v enem dnevu zavrti okrog
svoje osi nekaj manj kot za til obrat. Če up ošt evamo, da je na 100 let
24 pr estopnih let , uvidimo, da v 365,24 dn eva Zemlja obkroži Son ce. V
tem času se zavrti 366,24-k rat , zato za en obrat potrebuje 86 164 sekund .
Kotna hitrost w je enaka

w = 86 ~;4 s = 0,0000729 21 s-l .

P ri naši oceni seveda ne pot rebujemo tako natančne vrednosti za kotno
hitrost . Iz (1) izhaj a , da je iskan a sila enaka

F = 2111w sin ep = 1918 kN/m .

Če bi vedeli, kolikšen tok odpade na meter globine, bi lah ko ocenili bočn i
t lak. Grobo oceno dobimo, če vzamemo, da to k sega do globine 400 m in
da je v vseh globinah do 400 m enako močan . Potem sila 1918 kN odpade
na 400 m2 , kar da tlak približno 4800 N1m2 .

Poglejmo še , za koliko bi se v našem prim eru masna točka, ki se
premika s hitrostj o 2 mi s pro ti severu, zaradi Coriolisove sile v eni minuti
pomaknila proti vzhodu, če nanjo ne bi delovale druge sile. Pri majhnih
premikih smemo vzet i, da imamo enakomern o pospešeno gibanje , zato je
pr emik p približno enak

at 2

p = 2 = wv t 2 sin 26° = 0,23 ru ,

kjer je a Coriolisov pospešek, ki je enak 2wv sin ep. V 60 sekundah se točka

premakne 120 m proti severu in 0,23 m pro ti vzhodu. Smer gibanja se
spreminja , s t em se tudi smer posp eška spreminja , kar smo pri naši oceni
zanemarili.

Med Ferskimi otoki in severn o Škotsko je razmeroma blizu gladine
hr bet , ki ima 840 m globoko zar ezo. Skozi to odprtino teče manjši del
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hladnega globinskega morskega toka iz Norveškega morja v Atlantski
ocean. Tok skozi to zarezo ima jakost okrog 2 milij ona m3 / s. V pr imerj avi
z rekami je to ogromen to k, saj vse reke odvedejo v morja le okrog 1,5 mi­
lijona m3 vode v sekundi. Bogi Hansen in sodelavci ribiškega inšti t ut a
v Tor shavnu na Fersk ih otokih od novembra 1995 na osnovi meritev
ugotavljajo količino vode, ki teče skozi omenjeno zarezo. Ocenjujejo, da
se ta pr etok letno zmanjša za 2 do 4%, in da se je v zadnjih 50 let ih jakost
severn oat lantske veje Zalivskega toka zmanjšala za 20%.

Zmanjševanj e jakost i morskega toka je povez ano s splošnim segre­
vanjem . Količina padavin se veča , izhlapevanje pa se veča predvsem v
tropskem in zmernem pasu , v arktičnih predelih se bistveno ne veča . Za­
radi povečane količine padav in se t udi rečni dotok sladke vod e v arkt ična

morja veča . Tam, kjer je morje stalno pokr ito z ledom , so padavine v obliki
snega. Če so temperature skozi vse leto po d O° C , se ta sneg spreminja
v led , ki se tali v dotiku z morsko vodo. V zadnjih let ih se stali več

tako nastalega sladkovod nega ledu , kot ga nastan e, sa j se z ledom pokr ite
površine manjšajo , hkr ati pa se manjša debelina ledu. Povečana količina

padavin in taljenje plavajočega sladkovodnega ledu povzročata zniževanje
koncent racije soli in s te m gostote vode v arktičnih morjih . Zato se manjša
raz lika v gostoti vode v arktičnih morjih in tople vode v ekvatorialnih
morj ih . Ta razlika pa poganja Zalivski tok.

Ob up oštevanju Coriolisovih sil so z modeli ugotovili, da šibak tok
skozi severn i Atlantik ne more obstajati. Če bi se jakost toka zmanjšala
na 30% prvotne jakosti , bi se po teh ugotovitvah Zalivski tok pri Novi
Funlandiji v celot i usmeril proti vzhodu.

V pleistocenu , ki se je začel pred 1,7 milijona let i in končal pr ed deset
tisoč let i, se je severnoatlantska veja Zalivskega toka nekajkrat nenadoma
ust avila , zaradi česar se je del severne Evrope prekril z ledom. Ker
z ledom pokrite površine od bijajo več sončne svet lobe, se je poprečna

te mperatura na Zemlji znižala . Zadnja taka ledena doba se je končala

pred približno deset tisoč leti . Tudi v holocenu , ki sled i pleistocenu, se je
Zalivski to k nekajkrat upočasnil , kar je povzročilo majhn e ledene dobe. V
17. stolet ju je na primer Temza v Londonu vsako zimo zamrznila , kar se
je v 20. stoletju zgodilo samo enkrat. Sedanje slabitve severnoatlantskega
morskega toka zaradi sp lošnega segrevanja ne občutimo kot ohladit ev,
po polna ustavitev pa bi imela hude posledice za severn o Evropo, ker bi se
kljub splošnemu segrevanju nenadoma močno ohladi lo.

Ivan Meško



I Naloge

ULAMOVA SPIRALA

Razpored it vi naravnih števil na (neskončno) kvadratno mrežo, ka tere osre­
dnji del je prikazan na levem delu spodnje slike, pr avimo Ulamova spi rala.

37 36 35 34 33 32 31 56

38 17 16 15 14 13 30 55

39 18 5 4 3 12 29 54

40 19 6 1 2 11 28 53

41 20 7 8 9 10 27 52

42 21 22 23 24 25 26 51

43 44 45 46 47 48 49 50

Ime je dobila po maternat iku Stanislaw u Ulamu (1909- 1984), znana pa
je predv sem po zanimivem vzorcu, ki ga dobimo, če na njej označimo

po lja, ki vsebuj ejo praštevi la (ta so na sliki osenčena; glej t udi desni del
slike). P red skoraj t ridesetimi leti je bil ta vzor ec t ud i na nas lovnici druge
šte vilke prvega letnika P reseka . Več o Stanislaw u Ulamu in o, po njem
poimenovani, sp irali lahko izvest e na naslovih

- www- gr oups . dcs . s t - andrew s . a c. uk / -hi s t ory/Mat hemat i c i an s /Ul am.html
- www.maths .ex.ac .uk/-mwatkins/zeta/ulam.htm
- www.alpertron . com.ar/ulam .htm

Zdaj pa k nalogi . Na kvadratno mrežo vpelj imo koordinatni siste m tako,
cia se št evilo 1 nahaja na po lju (O, O) , št evilo 2 na po lju (1, O), št evilo 4 pa
na polju (0,1 ). Sp rašuj em vas ,

(a) katero št evilo se nahaja na polj u (2002, 2002) in

(b) na kat erem po lju se nah aj a št ev ilo 2002.

Če se vam vprašanji ne zclit a clovolj zahte vni, lahko poskusite izpeljati še
splošna pravila , s kateri mi ugotovimo, katero št ev ilo je na izbranem polju
oz. na ka terem polju je dano število.

Mart in Juvan

Odgovore najdet e na st r. 372.



Računalništvo I

KAKO DELITI SKRIVNOSTI?

Danes že vsi vemo, da imajo informacije enako, včasih celo večjo vrednost
kot denar. Zato moramo biti pr i dodeljevanju dostopa do informacij samih
skrajno previdni. Iz izkušenj vem o, da ni dobro povsem zaupati nobenemu
posamezniku , še posebej, če je v njegovih rokah usoda mnogih. Vedno se
t udi lahko zgodi, da je uporabnik neupravičeno izklj učen iz sistema (npr.
če izgubi ključe) ali da nepooblaščeni uporabnik usp e vdreti v sistem .

V prispevku bomo predstavili nekaj splošnih postopkov za deljenje
skrivnost i. Le-ti sodijo med osnovne prij eme za povečanj e zaupanja v
delovanje informacijskih sistemov. To področje predstavlja enega izmed
stebrov moderne kr iptografije in je tesno povezano s skrbjo za varno in
odgovorn o ravnanje s ključi .

Za začetek si oglejmo nekaj zanimivih primerov delj enja skrivnosti .

Na tajn em projek tu dela n oseb, m ateriali o proj ek tu pa so spra­
vljeni v trezorju z več ključavnicami. Dostop do materialov je dovoljen
le tedaj , kadar se zb ere večina, t .j. več kot polovica oseb . Vsak sod ela­
vec dobi enako število ključev. Koliko najmanj ključavnic je potrebno
in koliko ključev mo ra dobit i vsak ?

Predno si pogledate rešit ev, poskusite rešiti nalogo za n = 2,3,4, . .. , nato
pa t vegajte z napovedjo , kaj bi utegni la biti dobra spo dnja meja za število
ključavnic .

Rešitev. Predpostavimo najprej , da nam je ključe usp elo razdeliti t ako,
kot zahte va naloga , in poglejmo, kaj znamo ugotoviti o šte vilu ključev.

Naj bo k = l(n+ l )/2J in s = G) . Potem obstaja natanko s različnih k­
eleme ntnih podmnožic GI , G2 , . • . , Gs oseb , ki delajo na tajnem projektu.
Vsaka skup ina Gi vseb uje vsaj n /2 oseb, zato osebe zunaj t e skupine
nim ajo vseh ključev . Naj bo K i množica ključev , ki jim manjkajo. Pot em
nob ena izmed množic K i, i E {1, . .. , s}, ni prazna. Skupaj s katerimkoli
članom skupine Gi pa imajo vse ključe , torej ima vsaka oseba iz Gi vse
ključe iz K i ' Naj bo i i=- j . V množici Gi obstaja oseba , ki ni v Gj . Ta
oseba nim a nobenega izmed ključev iz K j , torej je K i n K j = 0. Ker st a
bila i in j polju bna, od tod sledi, da je različnih ključev vsaj s.

Sedaj pa pokažimo, da je s ključev kI , ' . . , ks vedno t udi dovolj za
rešitev zastavljene naloge. Klj uče razde limo tako, da dobijo ključ ki
natanko vse osebe iz skupine Gi' Tako dobi vsaka oseb a G=~) ključev .
Le večinska skupina ima neprazen presek z vsem i podmnožicami Gi , tako
da lahko le taka skupina odpre trezor.
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Najprej smo ugotovili, da mora bit i ključavnic vsaj s , nato pa smo našli
način , kako dod eliti vsaki osebi (z=D ključev , tako da bodo lahko le
večinske skupine odklenile vse ključavnice.

V banki m orajo t r ije direk torji vsak dan odpret i trezor, vendar
pa kombinacije ne želijo zaupati nobenemu posamezniku . Zato bi radi
im eli sistem, po katerem lahko odprete trezor poljubna dva med njimi.

Zgornja rešit ev nam svet uje (n = 3, k = 2, s = ( ~) = 3), da nast avimo
na trezor tri ključavnice in dam o vsakemu direktorju dva ključa (seveda
pa nobenemu ist ega par a). Vendar pa lahko v tem primeru vsak dir ektor
odklene dve ključavnici in že s tem bistveno oslabi varnost , np r. za t rikra t
skra jša čas , potreb en za odstrani tev klj učavn ic .

Želimo naj ti rešitev, pri kateri ne bo imel nihče večj ih možnosti kot
zunanji vlomilec. Ta problem lahko rešimo z (2, 3)-stopenjsko shemo za
deljenje skr ivnost i (glej sliko 1) . Takšne sheme st a let a 1979 neodvisno
odkrila Bla kley in Shamir .

(a) (b)

Slika 1. (2 , n J-s t openjska sh ema za d eljenje skrivnos t i, n E IN. Deli vec si v ravn in i
izb ere premico e, ki n i navpi č na , in za vsako osebo na t ej p rem ici izber e svo jo točko ,

ki ne leži na os i y . Za zgornj i s liki s i izberemo n = 3 .
(a) Vsaka oseb a dobi le koordinato y svo je točke, ki jo sh ra n i, npr. na pamet ni kartici.
Prog ram v t rezo rj u pozn a še ust rezne od O raz lične koordinate x , za t o lahko i zračuna

ključ y(O), ki je enak ods eku , kj er premica e seka os y. Vsaki dve točki n a t anko določata

premico in s tem ključ .

(b) Če im a mo eno samo točko, ne moremo ugot ov iti , kater i ključ j e p rav i, sa j so vs i
v id eti ena ko dobri .

V Rusiji so v 90-ih let ih pr ejšnj ega sto letja uporabl jali (2,3)-stopenjsko
shemo za kontrolo jed rskega orožja (predsednik, obra mbni minister , vr­
hovni voj aški poveljnik).
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V splošnem je (t ,n)-stopenjska shema za deljenj e skrivnosti K

med n oseb , 2 ::; t ::; n , metoda, za katero velja :

• po ljubnih t oseb lahko i zračuna skrivnost K ,

• nob ena skupina s t - 1 (ali manj ) osebami ne more izračunati pr av
nobene informacij e o skr ivnosti K.

Slika 2. Računanje po modulu 7.

3

o

4

5

6

5

Sheme za delj enje skrivnost i so vsestran sko uporabne. Lahko jih up ora­
bimo povsod, kjer do podatkov dostopamo hierarhično . Tak način dostopa
je pogost v velikih podjet j ih , bankah in vojs ki .

Če računamo z običajnimi t ipi šte vil, ki so na voljo v standardnih
pro gramskih jezikih , moramo rezultate izračunov zaradi omeje ne velikosti
te h t ipov nenehno zaokrožat i (posebno ko postajajo št evila vse večj a in
večja ali pa jih delimo ). V kriptografiji pa približki ne zadoščajo , zato si
za računanje raj e omislimo končne mn ožice kot pri številčnici na uri. Tak
zgled so kolobarji ~'" ti E lN, v kater ih računamo po modulu števila n .
Za eleme nte vzam emo {O, 1, . .. , ti - 1}, računamo pa t ako , da seštejemo
ali zmnožimo dve števili tako, da pr avi rezultat nad omestimo z njegovim
ostankom pri deljenju z modulom n .
Za ti = 7 npr. velja 4 + 5 (mod 7) =
= 2 in 5 · 4 (mod 7) = 6, saj ima
vsot a g ostanek 2 pri deljenju s
7, produkt 20 pa ostanek 6 (glej
sliko 2).

Vid eli smo že, kako z geometrij­
skim argumentom zasnujemo (2, n)­
stope njsko shemo za deljenje skriv­
nosti . Poglejmo sedaj, kako skon­
strui ra mo (t , t) -stope njsko shemo za
deljenj e skrivnos t i.

(1) Na j bo m dovolj veliko naravno število (m :2: t + 1), K E ~m

(sk r iv nost ) in P = {PI , ... ,Pd mn ožica oseb, ki j im želimo
razdelit i skr ivnos t .

(2) Delivec D 1:. P neodv isno izbere naključna števila YI , Y2, . .. , Yt - l E
E ~m in izračuna

Yt = K - (YI + ...+ Yt- I) (mo d m).

(3) Oseba Pi dobi del Yi , 1 ::; i ::; t.
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Osebe P 1 , . . . , P i - 1 , Pi.;1 , . . . , P; lahko izračunajo samo K - Yi , kar pa jim
nič ne pomaga , saj je bilo št evilo Yi naključno izb rano, medtem ko vsi
skupaj samo seštejejo svo je dele in razkrij ejo skrivnost K.

Shamir je sko ns t ruiral splošno (t ,n )-stopenjs ko shemo za deljenj e
skrivnosti za poljubni nar avni števili t in n , 2 ::s; t ::s; ti . Za tako shemo
je dovolj , da v (2, n )-st op enjski shemi za deljenje skrivn osti nadomest imo
premico s po lino mo m stopnje t - 1, saj je tak polinom določen s t točkami.

Spomnimo se, da je polinom spremenlj ivke x de finiran s predpisom

ai E (]

kjer je (] neki obseg (npr. IR ali pa iZp , p praštevilo) . Ničla polinoma f
je taka vr ednost a E O , za kat ero je f (a) = O.

V prašt evilskih kolobarjih iZp , kjer je p prašt evilo , je mo žno tudi
deljenje z vsakim od O različnim element om a E iZp . Zato t i kolobarji
t udi sodijo med obsege, de ljenje je namreč kar množenje z recipročnim

eleme nto m . Če le-t ega označimo z x , potem velja a · x (mod p) = 1, zato
ga lahko poiščemo kot rešit ev d iofan t ske enačbe ax +PY = 1 z razširj enim
Evklidovim algaritmom (glej članek M. J uvan a, O Evklidovem algoritmu ,
Presek 21 (1993-94), str. 116-121). Ta enačba je vedno rešljiva, saj sta si
ain ptuja .

Izrek 1. Od nič različen polinom stopnje n ima v obsegu največ ti ničel.

Zgorn j i izrek ne velja vedno, če koeficienti polinoma niso iz obsega . V
kolobarju iZG npr. zgornja t rdit ev ne drži, sa j im a kvad ratni polin om
.f (:r; ) = (x - l )x kar štiri ničle: 0,1 , 3, 4. Za pr vi dve ničl i potreb ujemo
pri sotnost le po enega faktorja, za zadnji dve pa potrebujem o hkr at i
oba faktarja. V obsegih je produkt lahko nič le ted aj , ko je vsaj en
izm ed faktorjev enak nič . Če je a ničla polinom a I , po tem nam razcep
x i - ai = (x - a) (x i- 1 + .. .+ a i - 1 ) zago tavlja, da lahko zapišemo f (x ) =

= f( x) - .f(a) = (x - a)q(x ), kjer je q polino m stopnje n - 1. Torej se
nam za vsako ničlo , ki jo izp ost avimo, zmanjša stopnja pr eostanka za 1
in zato število ničel res ne more preseči stopnje polin oma.
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(1) Naj bo p dovolj veliko praštevilo (p 2: ti + 1) , J( E '!lp (skriv­
nost) in P = {PI , . . . , Pn } množica oseb, ki j im želimo razdeliti
skrivnost .

(2) Delivec D rf; P izbere n različnih element ov Xl , X2, .. . , Xn E '!lp\ {O}
in dodeli del Xi osebi Pi E P (vrednosti Xi so lahko javn e).

(3) Za delitev ključa J( delivec D naključno in neod visno izbere t - 1
eleme nt ov al, . . . , at - l E '!lp t er za i = 1, ... ,n izračuna Yi = a(x i ),
kjer je

a(x ) = J( + al x + ...+ at_I x t-1 (mo d p),

in da del Yi osebi Pi .

Primer. Na j bo p = 17, t = 3 in n = 5. Za javne koordinate X izber imo
Xi = i, 1 :::; i :::; 5. P redpost avimo, da osebe PI , P3 in P5 združijo svoj e
dele, ki so zaporedoma enaki 8, 10 in Il. Če vzamemo a(x) = aa + alX +
+ a2x 2 in izračunamo a( l) , a(3) t er a(5 ), dobimo sistem t reh linearn ih
enačb v '!l l7:

aa + a l
aa + 3al
aa + 5al

+ a2
+ 9a2
+ 8a2

8,
10,
11,

ki ima v '!l l7 enolično rešitev aa = 13, a l = 10 in a2 = 2. Ključ je torej
enak J( = aa = 13.

V primeru splošne Shamirjeve sheme osebe PI , P2, .. . , Pt določijo

ključ J( iz enačb

( )
t - l

Yi = a Xi = aa + al x i + ...+ at-l Xi za 1 :::; i :::; t .

S pomočjo metod , ki močno presegaj o srednješolsko matematiko, lahko z
matrikami in det erminantami po kažemo , da ima ta sistem enolično reš itev
v '!lp. Drugi način pa je, da si pom agamo s polinomo m p(x) stop nje največ

t-1 , ki ga zna izračunati vsaka skupina t oseb iz svojih delov. Poznamo ga
pod imenom interpolacijski polinom (glej sliko 3) in ga vpeljemo preko
polinomov Pi(X) = (x - XI) (X - X2)' " (x - Xi- I )(X - xi +d· · · (x - Xt ),
t.j . produktov fak to rjev (x - Xj) za j =1- i :
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v

------o~-----~------o~---- x

:: r;,
" ,
" ,
" ,

XI X~ X 3 X"

Slika 3, In t erpolacij ski polinom.

Faktor v i-tem sumandu ob Yi zavzame vr ednost 1 za x = Xi in O za
vsak drug Xj' Z neposr ednim računom ugotovimo, da velja p(Xi) = a(x i ),
i = 1, .. . , t . Od tod sledi, da ima polinom p(x ) - a(x) , ki je st opnje
kvečj emu t - 1, vsaj t ničel. Izrek 1 nam potem zagotovi, da je to mo žno
le, kadar sta polinoma a(x) in p(.T) enaka . Zato je K = p(O) .

Da se prepričamo , da je to res (t ,n )-stopenjska she ma za deljenj e
skrivnost i, moramo ut emelji ti še, da t -1 oseb ne more i zključiti nob enega
klj uča. Če k t - 1 osebam (t e poznaj o t - 1 delov skrivnost i) do damo za
poljubni aa E 7lp še del Ya = aa, ki predst avlj a vrednost po lino ma a(x)
v točki Xa = O, potem z zgornjo formulo zopet dobimo po linom a(x ), ki
ust reza vsem podat kom , ki so trenutno na voljo .

Ko želi skupina t oseb izračunati ključ K iz svoj ih delov , pravzaprav
ne potreb uje celot nega polinoma p(x ), pač pa sa mo vr ednost

Od tod se lepo vid i, da je iskani klj uč linearna kombinacija delov Yi.
K = bl Yl + b2Y2 + ...+ btYt , kjer je

b. _ Pi (O ) _ X1X2 '" Xi- 1Xi+l . .. Xt
1 - Pi(Xi ) - (Xl - Xi)(X2 - X;) ·· · (Xi- l - Xi) (Xi+l - Xi) ' " (Xt - Xi) ,

to rej je bila (t , t )-stopenj ska shema za deljenje skr ivnosti le poseb en primer
splošne shem e. Še več , za sa mo up or abo splošne sheme za deljenj e skriv ­
nost i v resnici ne potrebujemo ne računanj a interpolacijskih po lino mov
ne reševanja sistemov enačb , temveč le sešt evanje , množenj e in deljenj e v
končnem obsegu .
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Nadaljevanje primera. Osebe PI , P3 in P5 lahko izračunaj o bl , b3 ,

b5 po zgorn ji formuli. Če izračunamo recipročne elemente z razširjenim
Evklidov im algorit mom, dobimo

X3 X 5 ( - 1 - 1 )bl = ( )( ) mod 17) = 3 . 5 . 2 . 4 (mod 17 = 4 .
X3 - X l X 5 - Xl

Podobno izračunamo tudi b3 = 3 in b5 = 11 ter za dele 8, 10 in 11 dobimo

J( = 4 . 8 + 3 · 10 + 11 . 11 (mo d 17) = 13 .

Za konec poudarimo, da je varnost Shamirjeve sheme za deljenje
skri vnosti brezpogojna, t .j . nob en ključ ni na po dlagi infor macij , ki jih
imaj o nepooblaščene množice, bolj verjeten od drugega. Možn e so seveda
še razne posplošitve, kot je dodelit ev raz ličnih pr iorite t različnim osebam
(npr. za dostop do vojaške skrivnos t i sta potrebna dva generala ali pet
majorjev), a to je že druga zgodba. Prav tako spadajo v posebno zgod bo
tudi kriptosist emi , ki so odvisni od računsko zah tevnih problemov , kot je
na primer fak torizacija števil (šifrirn e sheme RSA) ali pa diskr etni loga­
ritem (ElGamalovi kriptosistemi in digit alni pod pis DSA). Več o deljenj u
skrivnosti si ra dovedni br alec lahko poišče v učbeniku D.R. St insona,
Cq ptogTap1Jy - Theoiy and Practice, CRC P ress, 1995 ali pa na moji
domači strani (http://valjhun . fmf . uni-lj. silrvajurisic/ ).

A leksandar Jurišic

POVEZANA KRIPTARITMA - Rešitev s str. 349

38977 + 29026 = 68003 in 29026 + 42651 = 71677.
IVIarija Ven celj

ROJSTNE LETNICE PETIH MATEMATIKOV ­
Rešitev s str. 349

Abe l 1802, Gauss 1777, J acobi 1804, Cauchy 1789 in Galois 1811. (Za
Ab ela in Galoisa raz bere mo roj stni letnici in starost iz člankov v tej in
pr ejšnji št evilki Preseka , nato jih za pr eostale izračunamo iz podatkov v
nalogi. )

IVIarija Ven celj

- --------- -- --- -
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NOGOMETNA KOMBINATORIKA ­
Rešitev s str. 327

1. (D mmm = 75600 .

2. Od vseh možnosti odštejemo t iste brez nap adalca (vratarja obravna­
vamo ločeno) : (D (6+190+5) - (D (6~9) = 545259.

3. (iD· iu = 53970627110400.

4. (~) (i~) . lO! = 201132 771d400.

5. Ločimo glede na šte vilo enomest nih in dvomestnih št evilk na dr esu:
m@3! + m(i)4! + (~) @5! = 630.

7. 200 = 2 ·70+ 2 ·30 = 2 ·70+ 3 ·20 = 1·70+ 3· 30+2 ·20 = . .. = 10· 20,
skupaj 8 načinov .

8. Kombinacije s ponavljanj em: C-:i~~I) = 36.

10. Naj bo E mn ožica vseh enajsteric z enim vratarje m , B ~ E tist e
enajste rice, ki vsebujejo vsa j 2 branilca , in N ~ E t ist e, ki vsebujejo
vsaj 1 na padalca . Iščemo IB n NI. Z Bi ~ B označimo enajste­
rice z natanko i branilci . Naj bo še X c = E\X. Potem je Be =
= Bo U BI , IBol = (D (ici) = 3003, IB1 1 = (D (~) C94 ) = 36036 in IBI =
= lEI - IBol - IBI I· Iz Bo n N e = '" (imamo sa mo 9 veznih igralcev)
sled i

Ker je IB1 nNcl = 3· 6 = 18 (1 vratar, 1 br anilec, vsi vezni igralci ),
je

IB uNI = IEI - 18 .
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Nazadnje ob upoštevanju IN I = 3( (i~) - ( ~~)) = 545259 dobimo

IBnNI = IBI+ INI-IBU NI
= (IEI -IBol -IBl l)+ jNI- (IEI - 18)

= INI - IBo l - IBll + 18

= 545259 - 3003 - 36036 + 18 = 506238 .

Boštjan Kuzm an, Martin Juvan

ZVEZDE, KI SE DOTAKNEJO OBZORJA ­
Rešitve s str. 350

1.a) V krajih na zemeljskem ekvatorju (ip = OO) take zvezde ni . Vse zvezde
so namreč vzhajalke.

1.b) Na severnem zemeljskem polu (ip = 900
) take zvezde ni. Zvezde

namreč navidezno krožijo okrog severnega nebesnega pola (= zenita)
vzporedn o z obzorjem.

2. Deklin acij a take nadobzornice meri 600 (slika 1). Po sliki poskusi
opisati navidezno kroženje zvezde .

z

Slika 1.

Q'

Slika 2,

Deklin acija take nad obzornice meri 150 (slika 2). S pomočjo slike
poskusi opisati navidezno kroženje zvezde.

3.

Marijan Prosen
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BINE IN MLEKO

"Slovensko mleko vsebuje dvakrat več mikroorganizmov kot pa mleko v
Evropski skupnost i," je na glas brala Urša in ugotovila . "Dobro bi bilo , da
ga prevreva . Bine, praviš , da si izumit elj . P otuhtaj način za čim varnejše
vretje !"

Binet a je topl o pr ešinilo, saj ga potrebuje do movina. Mogoče ne vsa,
pač pa le njen del. Tokrat se bo lot il izumljanj a s poskusom in ne več z
razmi šljanj em kot doslej .

Bine torej sedi pred električnim šted iln ikom in op azuj e lon ec z mle­
kom na ogreti plošči . Ker nima te rmo metra , vtika občasno prst v mleko ,
da bi nad zoroval ras t te mperature. Tod a mleko je, kot je splošno znano,
zahrbtno. Dokler ga opazuješ, se za vretje ne zme ni. Ko pogledaš vst ran,
izkoristi priložnost , pr ekipi in se ti poroglji vo hihita, ko vese lo cvrči po
plošči in t i napolni vso kuhinjo ter celo ob od pr t em oknu noče ven .

Bine je moder in dobro pozna mlečne ukan e. Mleko ga tokrat ne bo
pr evaralo. Zdaj je že prevroče za pr st , torej je nekje na pol poti do vretja.
Minute te ko. Slednjič se začne gladina dvi gati . Bine zasuče gumb gre lne
plošče na nič. Glad ina se dviga še naprej. Bine zgrabi ročaj lon ca , zavpije
"ajsa" in pot egne lon ec vstran. Ajsa je bil že preveč in mleko se je prelilo
prek roba na vročo ploščo . Vendar pa je iz smra du v kuhinji že vznikal
patent številka 1.

Takole bo šlo: Ugotovi, kd aj se mlečne pene približuj ejo robu! Pote­
gni lon ec vstran in lepo v miru ugasni ogr evanj e plošče! Morda bi pene
dvignil e plavač ? Plavač bi prit isnil na tipko, sklenil električni krog in
pogn al elektromotor, ki bi odvlekel lon ec. Vendar .. . pene že ne bodo
dvignil e ničesar. Zrak v njih nim a nosilnosti .

MLEKO

Slika 1. P ene ne d vign ejo plavača .

Morda bi si pomagal z električnim očesom? Fotocelica gleda prek
lonca lučko. Ko se razp enj eno mleko dvigne med lučko in fotocelico, t a ne
vidi več lu čke in zavpije motorju, naj vendar odmakne lon ec. Pa bo drobna
lučka dovolj? Fotocelica še vedno vid i svetlobo, ki prih aj a iz okolice, in
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izgube drobne lučke nit i ne zazna. Morda bi moral vreti mleko po tej
metod i v temi? Tedaj bo izguba edine lučke dovolj zaznavna. Spomnil
se je, da je braloinfrardeči svet lobi. Televizorju ukazujemo z daljinskim
up ravljalcem preko infrardečih pobliskov . Morda bi porabil infrardečo

lučko in čutilo za infrardečo svetl obo? Vendar . .. infrardeča svetlo ba
je to plot no sevanje . Vrelo mleko bi bilo najbrž izdatnejši vir infrardeče

svet lobe kot drobcena nevidna lučka . I š čimo torej drugačen način , da
ugotovimo, kd aj se pene bližaj o robu.

ME VIDiŠ?

MLEKO

Slika 2. Ko se mleko dviga , električno oko ne vidi več lu č ke ,

Če ne vidim, bom morda slišal? Voda močno brbota , tik pr eden
zavre. Ko vr e, je dosti t išja. Bine je spet poskušal zavreti mleko, ki se je
medtem že nekoliko ohladi lo. Mleko ga je razočaralo. Brez pr edhodnega
pr ot esta mu je hotelo uiti prek roba in Bine ga je kom aj spametoval tako,
da mu je pridal četrt kozarca hladne vode. Močno je podvo mil , da bi Urš a
odobravala tak varnostni ukrep .

Tr eba bo naj t i kaj bolj izvirn ega! Smo v dobi elektrike. Čista voda
slabo pr evaja električni tok. Razne snovi, ki so v vod i raztopljene, ji
povečuj ejo pr evodnost. Morda pr evaja t udi mleko? Mleko, ki bi se
dvi gnilo in oblilo dve elekt rodi, bi prepuščalo električni tok. Prepuščeni

tok bi pognal elektromotorček, ki bi odmaknil lonec z grelne plošče.

Velja poskusiti . Bin e Umnik je po iska l univerzalni inštrument , ga
prižgal, naravnal na merj enj e upornosti in vt aknil obe priključni elektrodi
v mleko. Inšt ru ment je t rmasto t rdil, da je upornost med elektrodama
večja od 200 ohmov, večja tudi od 2 kiloohmov, t udi večj a od 20 kiloohmov
in celo večj a od 200 kiloohmov. Na območju do dveh megaohmov se je
inšt rum ent končno odločil in pokazal up ornost kak megaohm in pol. Šele
nap etost 1500 voltov bi potemtakem pognala skozi mleko tok 1 miliam­
pera, ki pa gotovo ne bi zasukal elektromotorčka.

- - - - - - - - - - - - -- -- --
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MLEKO

Slika 3. Preveri mo , ali mleko prevaja električni tok.

Poskusimo drugače ! Bi bilo mleko lahko del ga lvanskega člena? Zanj
potrebujemo dve različni kovini in prevodno tekočino . Tak ga lvanski člen

je že limon a , kamor vtaknem o dve žici iz raz ličnih kovin. Pri vr etju bi
prišlo mleko žicam samo naproti. Poro jena električna napetost bi pr eko
primernega sistema odmaknila posodo in ugasnila ploščo. P oskusimo!

Bine je izbral mer ilno področj e 200 milivoltov in vtak nil ti palki v
mleko. Številke so popl esovale po zas lonu, vendar se niso mogle zed in it i
za končno odločitev . Seved a , obe ti palki sta enaki. V galvanskih členih

up or ablj amo dve različni kovini.
Bine je brskal po škat lah . Na mizi so se znašli žebelj, bak ren a žica,

kova nec, pocinkan vij ak in nož iz nerj avnega jekla . Zdaj so rezul t a ti
boljši . Kateri par bo najboljši? Kaže, da sta bakren a žica in pocinkan
vij ak rekor de rja. Skupaj zmoreta nap etost malenkost več od 1 volta.

MLEKO

Slika 4. Mleko , žica in vij ak so gal vanski člen .

V ga lvans kih členih uporablj amo kislino in ne mleka. Morda bi bilo
kislo mleko boljše. Bine hitro ugotovi , da t o ne drži. TUdi če bi, komu pa
je do zavretega kislega mleka?

Celo vodovodna voda zagotavlja bakr eni žici in pocinkanemu vij aku
enako nap etost. Bine je poskusil vod i doliti nekoliko kis a , pa se napeto st
ni povišal a. Očitno ob e kovini vladata .
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Bine je poiskal svinčnik in risal patent številka 1. Namesto ene od
obeh žic uporabi lahko kar kovinski lonec. V lonec s hladnim mlekom sega
bakrena žica , vendar ne doseže gladine . Ko se tik pred zavr etjem gladi na
dvigne in omoči žico, se med žico in loncem poj avi električna napet ost.
Bi lahko ta nap eto st pri žgala vsaj drobno lučko? Lučka ni gorela . Bine
je ponovno meril napetost . Vsakokr at , ko je vklj učil lučko , je napetost
izginila neznan o kam . Končno se mu je posvetil o! Njegov nap etostni vir
ima veliko up ornost , takole, kakšnih milij on ohmov. Lučka z up ornostjo
nekaj deset ohmov je skoraj kr atek stik in napetost se sesede.

Zdaj ve, zakaj je t reba vodo okisati. Taka voda bolje prevaja! Tudi
sama bakrena žička ima le majhno pov ršino , potoplj eno v tekočino. Zato
njegov napetostni vir sicer daj e nap etost , ne zmore pa skoro nikakršnega
toka.

Bine zna premalo elekt ronike, da bi lahko nadaljeval. Roj eva se
patent številka 2. Plošča bo gre la vodo, voda bo grela mleko. Ko vod a
zavre, njena temperatura ne raste več, ampak se zaradi izpar evanja ust avi
pri vrelišču. Uporabil bo dvojni lonec, kakršne so nekdaj uporablj ali
mizarji , da ne bi zasmodili kleja.

MLEKO

Slika 5. Mleko dobi te lesno stražo v obliki lon ca z vo do .

Hitro sta na grelni plošči dva lonca . V večjem je voda, pa tudi drugi
lonec z mlekom . Ura teče, te mperatura raste, rast e pa tudi Bin etova
nestrpnost. Slednjič voda brbota, gladina mleka pa le rahlo valovi. Tudi
po petih minutah ostaj a slika ena ka. Bine je srečen , pa ne dolgo.

"Ugotovil si, kar ve vsaka dobra kuhari ca ," oceni patent št evilka 2
Urša. Bine se vnovič posveti razmišljanju. Mikroogranizmi te lahko
oku žijo . Rane zavarujemo pred okužbo tako, da jih sp eremo z alkoholom.
Zakaj bi torej mleko sploh vrel , če ga lahko razkuži. Alkohol je vslivovki .
Če zalije mleko s slivovko, ga s tem razkuži in ga lahko varno pije . Juhu,
patent številka 3! Urši pa novega dognanj a ni razkril , ker ga got ovo ne bi
odobravala .
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Bine je spet zavozil. Prav bi bilo , da mu pomagamo pri elekt roniki.
Vrnimo s k prvemu patentu. P rimerno vezje kaže slika 6. Naj prej
po trebujemo vezje, ki bo ugotovilo, kd aj je treba lonec odstaviti. Upo­
rabimo komparator , nekak šno tehtnico, ki zna primerjati dve električni

napetosti . Med ob em a zaporedno povezanima uporoma po 1 Mohm, ki
st a priključena na napetost 9 V, je nap etost 4,5 V. To nap etost opaz uje
zgorn ji vhod komparatorja . Spodnji vhod komparatorja je pr eko upora
10 Mohmov povezan s spodnjo žico, kjer je napeto st O V. Tak od­
nos vhodnih nap etosti zagot avlja komparatorju izhodno napetost OV.

~.-r---~~-----o 9V

LE D

L.-~ '+-_ -D av
Slika 6. Ko se mleko dvigne , preseže napetost na spod nje m vhod u napetost na zgornje m
vho du . Izhodna napetost komparatorj a odpre tranzistor. Lučka posveti . Lučko lahko
nadomesti elektromotorček .

Kipeče mleko , ki dose že konic o žice, pomeni povezavo komparatorje­
vega vhoda z napetostnim virom 9 V preko upora 1 do 2 Mohma. Zato
zra ste napet ost na tem vhodu vsaj do 7,5 V. To je več kot napetost
4,5 V na zgornjem vhodu. Izhod komparatorja se dvigne proti vrednosti
napetostnega vira, ki je v našem primeru 9-voltna baterij a . Kompara­
tor pa je le pametno vezje in nima dovolj moči, da bi poganjalo elek­
tromotor. Zato njegovo odločitev povemo močnostnemu tranzistorju
pr eko upora za 1 kohm. Majhen t ok, ki steče na račun kompar atorjeve
izhodne napetosti 9 V skozi tranzistorjevo bazo v emitor , lahko povzroči

do nekaj stokrat večji tok na progi pr eko tranzistorjeve gornje elekt rode,
ki ji pr avimo kolektor. Na sliki vidimo svetečo diodo, ki lepo sveti že pri
tok u 10 mA. N a mest o nj e bi lahko vključili elektromotorček. Za nimivo

bi bilo izračunati, kako močan naj bo , da spravi lone c vstran dovolj
hitro, recimo v 10 sekundah. Do podatka, kako veliko silo potrebujemo,
bi morali priti s poskusom. Uporabimo lahko silomer. Ne smemo pa
pozabiti , da je treba motorček tudi ustaviti. Ni pričakovati , da bo st ik
med mlekom in žico prekinjen ravno tedaj, ko bo lonec zapustil grelno
ploščo. Elektronskemu vezju bi bilo treba torej še marsikaj dodati .
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Binetova zamisel pa sploh ni dobra . Vleči lonec z vroče plošče

je prav nerodno. Raj e bi spremljali rast t emperature v mleku z elek­
tričnim termometrom. Ko temperatura doseže vrelišče , je pr epozno, da
bi reševali mleko. Toplota, nakopičena v gre lni plošči , ga bo pognala
preko roba, čeprav gretje izklj učimo . Bolje bo , če grejemo s polno
močjo do , denimo, 90DC, nato grelno moč zmanjšujemo. Moč v plošči

je sorazmerna razliki med izmerjeno temperaturo in temperaturo, ki
jo želimo doseči. Bliže smo želeni temperaturi , manjša je to rej moč

gretja. Tako se vse počasneje bližamo vrelišču in ni nevarnosti, da mleko
prekipi. Celot no vezje bo celo bo lj pr eprosto kot pri Binet overn pre­
mikanju lonca . Žal naši električni štedilniki ne dopuščajo električnega

nastavljanja moči. Vrtimo lahko le gumbe s številkami od O do 12 (ali
še manj, odvisno od štedilnika).

Jo že Pahor

ULAMOVA SPIRALA - R ešitev s str. 35 7

Kvadrat s središčem na polju (O, O) in z voga li na poljih (± k, ±k) vsebuj e
števila od 1 do (2k + 1)2. Št evilo (2k + 1)2 je v desnem spodnjem vogalu ,
nad njim pa je število (2k - 1)2 + 1 (p rvo število, ki ni več v "manjšem"
kvadratu). Stranice kvadrata vsebujejo po 2k + 1 št evil. V desnem
zgornje m vogalu je t ako število (2k - 1)2 + 2k, v levem zgornjem število
(2k _1)2 + 4k, v levem spodnjem število (2k - 1)2+ 6k , desno spodaj pa
že omenje no število (2k - 1)2 + 8k = (2k + 1)2.
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Št evilo, ki se nahaja na polju (i, j), poiscerno t ako, da vzamemo
kvadrat , na robu katerega leži polje (i ,j) (k = max{l il , lj i}), določimo

stranico kvadrata, ki vsebuje to po lje (npr . možnosti pr i j ::; i sta des na
in spodnja: desna nastopi pr i j > -i, spodnja pa pr i j ::; - i ), nato pa
upoštevamo še odmik po lja od začetka oz. konca st ranice. Tako pridemo
do naslednjih formul za število, ki je v Ulamovi spirali zap isano na po lju
(i , j ):

pogoj k pravilo stranica

- i < j ::; i (2k - 1)2 + k + j desna

j ~ li l j (2k-1 )2+3k -i zgornja

i ::; j ::; - i - i (2k - 1)2 + 5k - j leva

j ::; - li l -j (2k - 1)2 + 7k + i spodnja

Za polj e (2002,2002) lah ko uporabimo prvi ali drugi pr edpis (po lje leži
na stiku desne in zgornje st ranice) . Z obema pr edpisoma seveda dobimo
enako vrednost , in sicer

(2 · 2002 - 1)2 + 2 ·2002 = 16028013 .

Podobno poteka t ud i določanje po lja , na katerem je napisano dano
število n . Najprej določimo t ako število k, da velja (2k - 1)2 <
< n ::; (2k + 1)2. Torej k = f()n - 1)/ 21- Nato pogledamo razliko
r := (2k + 1)2 - n in glede na količnik med r in 2k določimo st ranico,
nato pa še lego šte vila na tej st ranici. Tako dobimo naslednja pr avila:

pogo j po lje stranica

O::; r ::; 2k (k -r,-k) spodnja

2k ::; r ::; 4k (-k , - 3k + r) leva
4k ::; r ::; 6k (- 5k + r , k ) zgornja

6k ::; r < 8k (k ,7k -r) desna

Pog lejmo, kaj dobimo pri n = 2002. Ker je 432 = 1849 < 2002 < 2025 =
= 452

, imamo k = 22. Razlika r je enaka 2025 - 2002 = 23. Iz prveg a
pravila tako razberemo, da je število 2002 zap isa no na po lju (-1 , - 22).

Mart in Juvan



Slika 1. Oc enjevanje kotov z iztegnj eno
in razp rto ro ko.
Glej še Presek 26 (1998-99) , st r. 163.

Astronomija I

ODPRTINA

To, da naša roka lahko služi kot
dobra naprava za ocenjevanj e kotov
(nav ideznih razdalj) med predmeti
na zemlj išču ali pa med vesoljskimi
telesi na nebu, je dobro zna no (sli­
ka 1).

Roko (desno ali levo) pa lahko
up orabimo še drugače . S pakem in
kazalcern naredimo (približno) krož­
no odprtino, pod lah tnico postavimo
pr avokotno na nadl ahtnico in v pr a­
vokot ni smeri pogledam o skozi od­
prtino (slika 2) . Skozi njo vidimo
določen kos pokrajine ali pa neba.

Recimo, da nas zanima, kolikšen kos neba (nebesne polkrogle nad
nami) zajamemo s to odprtino. Izmerim o raz daljo r od očesa do odprt ine
(kar je približno enako dolžini nad lahtnice) in polmer R odprtine. Kvoci-

ent 27f R~ = ~ pove, kolikšen del polkrogle s polmerom r na njej zajame
'TrT ...r

krožna ploskvica s polmerorn R oz. kolikšen del neba zajame omenjena
odpr tina .

P ri sebi sem izmeril r = 30 cm in R = 1,5 cm. Tako je številčna

vrednost kvocienta 2
1;;2= 8~O (za drugo osebo velja drugačen kvocient ).

Slika 2. Pogled skoz i odprt ino, s katero lahko oce nimo število zvezd na nebu.
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Sedaj pa vzemimo, da želimo
oceniti št evilo zvezd , ki jih v času

našega opazovanja ponoči vidimo
na nebu . Skozi odprt ino pogle­
damo na nekaj mestih (na naj­
manj deset ih od obzorja do nad­
glavišča) jasno zvezdno nebo in
vsakič pr eštejemo število zvezd ,
ki jih vidimo skozi odprt ino . Nato
izračunamo povprečno šte vilo
zvezd" ki jih vidimo skozi od­
pr tino. Končno to število po­
mn ožimo z recipročno vrednostj o
kvocienta .

Seveda sem sam nar edil to
oceno . (No, v bistvu je šlo bolj
za igro, ali je to mogoče nar ed it i
ali ne.) Skozi odprtino sem pogle- Slika 3 . K i zračunu kvocienta ~ .
dal na deset ih delih neba. Skozi
njo sem videl povrečno k zvezd (k je bilo na dve decim aini mesti izraču­

nan o decim aino število). Ocenjeno število zvezd na nebu v času mojega
opazovanja je torej bilo k . 800.

Po moj ih ocenah je dan es s pr ostim očesom možno videti na jasnem
nočen nebu le okoli 2000 in ne 3000 zvezd , kot pripovedujejo učbeniki (ra­
zlogi: nižinski smog, svetlobna onesnaženost , kerozinska onesnaženost za­
rad i pr eletavanj a velikega števila let al). Ob obzorju sem naštel zares malo
zvezd , raj e ne izdam številke. Zgrožen sem, kaj je človek v ra zmeroma
kr atkem času (50 let ) nar ed il z ozračj em . Vendar pa se onesnaževanje
nadaljuje.

Opazovalna n aloga za čas le tnih počitnic

Poskusite t udi vi po gornjem načinu (a li pa si izm islit e drugačnega) ocenit i
š t ev ilo zvezd n a n ebu. Nalogo vzem ite b olj za sp rostitev v n arav i ko t resno

meritev. Inšt rument (roko in oko) imate namreč stalno pri sebi, ustrezni
kvocient izračunate dom a , za opazovanje pa izberi t e krist alno jasno noč

(če jo najdet e) brez mesečine , najbolje nekje v gorah ali pr i morju . Pa
ne naprezaj t e se preveč, čeprav bost e najbrž km alu opaz ili, da celo tako
preprosto opazovanje zahteva celega človeka, oz. vzame kar precej časa .

Marijan Prosen
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23. MEDNARODNO MATEMATIČNO
TEKMOVANJE MEST - Naloge jesenskega kroga

Prva skupina (prv i del)

1. Dan je št irikot nik ABCD z vzporednima st ranicama AD in BC. Naj
bo K točka na stranici AB. Skozi oglišče A potegnemo premico p,
vzpore dno z dalj ico K C , skozi oglišče B pa prem ico q, vzporedno z
dalji co K D. Dokaži, da se premici p in q sekata v skupni točki, ki
leži na stranic i DC . (4 točke)

2. Klar a je izračunala pro dukt prvih n nar avnih števil, Valerij a pa pro­
dukt prvih m sodih nar avnih števil, pri čemer je n , m 2: 2. Dobili sta
enak rezul t at . Dokaži , da se je vsaj ena od nj iju zmotila . (4 točke)

3. Kleme n sumi, da sta dva od št ir ih kovancev v nj egovi roki ponare­
jena . Ve, da so mase pravih kovancev enake in mase pon ar ejenih
kovancev enake, pri čemer je masa pon ar ejenega kovanca manjša od
mase pravega kovanca. Ali se lahko Klem en z dvem a te htanje ma na
prime rjaln i tehtnici prepriča , da je njegov sum utem eljen? (4 točke)

4. Dve skupini petih enakih kroglic, ki se ne st ikajo, se gibljeta po skupni
premici, pri čemer im aj o vse kroglice en ako hit rost . Kroglice leve
skupine se gibljejo desno, kroglice desne skupine pa levo. Ko se dve
kroglici za let ita, se odbije ta po odbojne m za konu (vsaka se začne

gibat i v nasprotno smer z enako hit rostjo). Koliko trkov nastopi?
(4 točke)

5. V ravnini so dane vsaj št iri točke . Če odstranimo katerokoli izmed
teh točk, je preost al a množica točk zrcalno simetrična preko neke pre­
mice. Ali je nujno, da je že prvotna množ ica točk zrcalno simetrična

preko kake premice? (4 točke)

Druga skupina (prvi del )

1. Naj bo Toglišče petkotnika . St ranico, katere kraj išči nist a sosednj i
oglišču T, imenujmo nasprotna stranica oglišča T. Višina pet ko­
t nika je dalj ica , ki povezuj e neko oglišče s pravokotno projekcijo tega
oglišča na nosilko njemu nasprotne st ranice. Srednj ica p etkotnika je
dalj ica , ki povezuj e oglišče z razpoloviščem njemu nasprot ne st ranice.
Dokaži: Če so vse višine in vse srednj ice petkotnika enako dolge, je
ta petkotnik pravilen . (4 točke)
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2. Znano je, da obstaja 1000 zaporednih naravnih šte vil, med kater imi
ni nob enega praštevi la (primer: 1001!+2, 1001!+3, . . . , 100l! +1001) .
Ali obs taja 1000 zaporednih naravnih števil, med katerimi je natanko
pet pr aš tevil? (4 točke)

3. Dve skupini petih enakih kroglic, ki se ne stikajo, se gibljeta po skupni
pr emi ci, pri čemer imajo vse kroglice enako hitrost. Kro glice leve
skupine se gib ljejo desno , kroglice desne skupine pa levo. Ko se dve
kro glici zalet ita, se odbijet a po odbojnem zakonu (vsa ka se začne

gibat i v nasprotno smer z enako hitrostjo). Koliko t rkov nastopi?
(4 točke)

4. Po tanki kvadratni piti so posuti t rikotni koščki čoko lade, ki se ne
pr ekrivajo. Ali je možno pito razr ezati na konveksne večkotnike tako ,
da je na vsakem izmed nj ih natanko en košček čokolade? (4 točke)

5. Na običaj ni šahovski deski stojijo tri trdnjave. Bela stoji v spodnjem
levem vogalu , rdeča na sosednjem polju na desn i in črna na sose­
dnj em polju nad tem vogalom . S trdnjavami lahko vlečemo običajne

šahovske poteze, zahtevam o pa, da je v vsakem t renutku za po ljubno
izbrano trdnjavo v 'njeni' vrstici ali v 'nje nem ' sto lpc u vsaj še ena
t rdnjava. Ali lah ko na ta način t rdnjave pr estavimo v po ložaj , kjer
bela trdnjava stoji v gornje m desnem vogalu , rdeča na sosednje m po­
lju pod njo in črna na sosednjem polju levo od tega vogala? (4 točke)

P rva skupina (dru gi del)

1. Ali obstaja t ako zaporedje naravnih števil al < a 2 < . . . < a lO O, da je
največji skupni delit elj števil a k - l in a k večji od največj ega skupnega
delit elja števil ak in a k+ l , za vsak k , 2 ::::: k ::::: 99? (4 točke)

2. Na j bo n ::::: 3 naravno število. Krožnico razdelim o z 2n točkami

na 2n lokov. Vsak izmed lokov ima eno od t reh možnih dolžin , pri
čemer sta dolžini poljubnih dveh sosednjih lokov različni . Točke na
krožnici izmenično pobarvamo z rdečo in modro barvo. Dokaži, da
ima večkotnik, katerega oglišča so rdeča , enak obseg in enako ploščino

kot večkotnik , katerega oglišča so modre barve. (5 točk)

3. Na j bo ri ::::: 3 naravno šte vilo. V vsako vrstico tab ele velikosti
(n - 2) x n so vpisana vsa šte vila 1,2, .. . , ti v nekem vrstnem red u.
Vemo, da so števila v poljubnem stolpc u tabele paroma različna.

Dokaži, da lah ko dano t ab elo dopolnimo do t ab ele velikosti n x n , ki
ima v vsakem stolpcu vsa šte vila 1,2 , . . . ,n . (5 točk)
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4. Naj bo n naravno šte vilo. Pravilni (2n+ 1)-kotnik z diagonalami, ki se

ne sekajo (raz en mord a v krajiščih) , raz delimo na (2n- 1) t rikot nikov.
Dokaži, da so vsaj trije od teh t rikot nikov enakokraki. (5 točk)

5. Aleš na prazno šahovnico velikosti 8 x 8 postavi t rdnjavo. Potem za­
pored dodaj a po eno t rdnjavo tako, da ta napad a liho število trdnj av,
ki so že na šahovnici. Največ koliko t rdnjav lahk o Aleš tako post avi
na šahovnico? (6 točk)

6. Nekaj šte vil je zapisanih v vrsto. Robert izbriše tak par sosednjih
št evil v vrsti, da je levo število večje od desnega. Nato št evili podvoji ,
ju zamenja in vpiše na pr votni mesti . Dokaži, da lahko Robert opisani
postopek ponovi le končno mnogokrat . (8 točk)

7. Vemo, da je 2333 101-mestno število, katerega pr va števka je enaka 1.
Koliko izmed šte vil oblike 2k , kjer je 1 ::::; k ::::; 332, ima prvo šte vko
enako 4? (8 točk)

Druga skupina (drug i del)

1. V ravnini ležita t rikotnik z rdeče obarvan imi oglišči in trikot nik z
modro obarvanimi oglišči . Oba trikot nika imat a skupno notranjo
točko O, ki je od poljubnega rdečega oglišča oddaljena manj kot od
poljubnega modrega oglišča. Ali je možno , da oglišča obeh t rikotni­
kov ležijo na skup ni krožnici? (4 točke)

2. Ali obstaja tako zaporedje naravnih števil al < a 2 < .. . < alOO , da je
naj manj ši skupni večkratnik šte vil a k - l in ak večj i od najmanjšega
skupnega večkratnika števil ak in a k+ b za vsak k , 2 ::::; k ::::; 99?

(5 točk)

3. V polj a 8 x 8 tabele so vpisana št evila 1,2 , 3 . . . , 64 t ako, da poljubni
zaporedni šte vili ležita v sosednjih poljih ist e vrst ice oz. stolpca .
Kolikšna je največj a možna vsota št evil vzdolž diagonale tabele?

(6 točk)

4. Naj bo FI poljuben št irikotnik. Za k ~ 1 naj bo Fk + l št irikot ik,
ki ga dobimo, če prerežemo Fk vzdolž ene izmed njegovih diagonal ,
obrne mo enega izmed dobljenih dveh kosov in ga znova prilepimo na
preostali kos vzdolž pr ereza. Največ koliko neskladnih št irikotnikov
lahko dobimo na t a način? (6 točk)

5. Naj bost a a in d taki naravni števili, da za vsako naravno število n v
deseti škem zapi su števila a + n d naj demo blok zaporednih števk, ki
je enak desetiškemu zapisu števila n . Dokaži, da je število d potenca
števila 10. (7 točk)
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6. V vrsti stoji 23 škatel s kroglicami. Za vsako število k , 1 :::; k < 23,
obstaja škatla, ki vseb uje natanko k kroglic. V eni pot ezi sme mo
podvojit i število kroglic v neki škatl i tako, da manjkajoče krog lice
vzamemo iz škatle z več kroglicami in jih dod am o v izbran o škatlo.
Ali lahko na ta način dosežemo, da je po nekaj korakih v k-ti škat li
nat anko k kroglic? (7 točk)

7. V ravninskem koordinatnem sist emu leži t rikotnik T , katerega oglišča

imaj o koordinate (Xl , YI), (X2,Y3) in (X3' Y3). Za poljubni celi števili
h in k, ki nist a ob e enaki O, se notranjost t rikot nika z oglišči v točkah

(Xl+h, YI + k), (X2+h,Y3+k) in (X3+ h,Y3+ k) ne seka z not ranj ostjo
t rikotnika T .

a) Ali je lahko ploščina t rikot nika T večja od ~ ?

b) Kolikšna je največj a možna ploščina t rikotnika T ?

(3 točke)

(6 točk)

Gregor Cigler
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Anton Ramšak

I No ve knjige

Janez Strnad: STO LET FIZIKE

Zgod ovina fizike sega v antiko in še dlje". Po
velikem usp ehu v Newtonovem času je veliko
zanimanje za znanost in tehniko v viktori­
janskem času napovedovalo njun triumfalni
razcvet v 20. stoletju . S t em obdobjem se
seznanimo ob branju nove knji ge profesorj a
St rn ada Sto let fizike.

Knjiga obravnava vsa področja fizike
20. st oletj a . Tako najprej pokaže ozadj e
in nastanek splošne teor ije relativnost i t er
nakaže probleme, ki so odprli pot kvantni
mehaniki. Na to pr eko posplošit ve na relati­
vistično kvant no mehaniko bralca pr ivede v
svet ra dioakt ivnosti, ki je bila v vzponu v t ri­
deset ih let ih , in nato na kratko oriše tehnične

in moralne težave fizikov pri izdelavi atom­
ske bombe. Po drugi svetovni vojni je bil
po memb en razcvet pospeševalniške fizike ter
lov za novimi delci, kar je v knjigi lepo pr i­
kazan o hkrati s prikazom osnov kvantne ele­
ktrodinam ike.

Poleg prikaza osnovnih novih idej fizike nam eni avtor t udi nekaj prostora
aplikat ivnim dosežkom, ki so nep osredna posledica bazičnih odkrit ij . Tako na
hit ro opiše razvoj radi a , polprevodnikov, tranzisto rja in računalnikov ter laserj ev.
S področja fizike trdne snovi omeni pojav superprevodnost i in superfluidnosti te r
Bose-Einsteinovo kondenzacijo. V zvezi s slednjo t ud i napove pod elit ev Nob elove
nagrade za fiziko.

Naslednji razdelki v knjigi so posvečeni astronomiji in astrofiziki, ki sta še
poseb ej v zadnjem delu stoletja z razvojem nove opr eme doživeli posp ešen na­
predek. Omenj ena so tudi vprašanja kozmologije, ki so pr av v zadnjih let ih na
prvih st ra neh fizikalnih publikacij . Poleg opisanih standardnih tem om eni avtor še
nano t ehnologijo, kaoti čne siste me, vp liv na biologijo , kr atek razvoj fizike mehke
snovi in molekularno biologijo. Knjigo zaključi z ugibanji o prih odnosti fizike in z
mnenji nekater ih uglednih fizikov na to tem o.

Nova knji ga profesorja St rnada Sto let fizike je namenj ena širšemu krogu bral­
cev . Nap isan a je zanimivo in pr emi šljeno ter v Hawkingovem stilu brez enačb. Zato
je dostopna tudi nefizikom , ki jih zanima raz voj moderne znanosti .

Knjigo lahko kupite pri DMFA - založništvo, J adranska 19, Ljubljana, ali jo
naročite po te lefonu (01) 4766- 553.
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Marijan in Stana Prosen: SPOZN AVAJMO ZEMLJO
IN VESOLJE

Pri založbi DZS je izšel pri ­
ročnik za učitelje in vzgo­
jitelje Sp oznavajm o Zemljo
in vesolje avtorjev Mari­
jana in St an e P rosen , ki se
že dalj časa ukvarjata s po­
sredova njem astronomskih
vsebin za ot roke. Priročnik

je bil nap isan kot dopol­
nilo h knji žici Prvi pogled
(DZS, 1998) , pomo žnemu
učbeniškemu gradiv u pri
pouku spoznavanja okolja
v pr vem in dru gem trile­
tju osnovne šole, vendar ga
bo do lahko koristno up o­
ra bili t udi učitelji naravo­
slovnih pr edmetov v višjih
razredih osnovne šole.

Zvezek velikega forma­
t a z 72 bogato ilust riranimi
stranmi je raz delje n na šest
poglavij, ki prinašajo šte­
vilne podat ke in razlage o
nebu, Soncu, Zem lji, Luni,
planetih in zvezdah.

Priročnik je zasnovan tako, da se iz njega lah ko pouče bralci, ki o Zemlji in
vesolju nič ne vedo, pa t udi taki, ki niso povsem nepoučeni , a so jim nekateri
podatki ali razlage že ušli iz glave. Čeprav gre za učbeniško gradivo , bi ga zato
toplo priporočila t udi starše m ali kar v družinsko branje. Skup ni izleti in po letni
večeri bodo zanimivejš i, z odgovor i ne bomo v zadreg i.

Delo zaklj učuj e slovarček, pravi mali astronomski leksikon z več kot sto
gesli, ki jih srečamo pri pouku naravoslovja , geogra fije, fizike, izbranih vsebin iz
astronomije in ki so, ne nazadnje, del sp lošne izobrazbe.

Marija Vencelj


